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&asopis pro p&stovini matematiky, rok. 81 (1956)

STOCHASTICKE POCETNI METHODY

VACLAV DUPAC, Praha.

(Doslo dne 14. tinora 1955.) DT 517:6:519.28

Nékteré matematické podetni ulohy lze piiblizné Fesit methodami,
zalofenymi na theorii ndhodného vybéru. Clének pojednavé o uZiti
t&chto method k vypodtu urditych integrali, objemt vicerozmérnych
t3les, inversni matice a &isla ©. N8které vysledky jsou pavodni.

1. Uvod. Jednou z klasickych tloh z okruhu t. zv. geometrickych pravdé-
podobnosti je Buffonova tloha s jehlou. Na rovinu, rozdélenou na pasy sousta-
vou rovnob&inych ptimek o jednotkové vzdalenosti, hodme néhodnym zpi-
sobem jehlu délky I < 1. Jest urditi pravdépodobnost P, Ze jehla protne né-
kterou pfimku soustavy. Snadno se zjisti, Ze

ki3
P=3f_’-sinﬂda=?f.
] 2 T
[1]
Tento vysledek d4va pak moZnost stanoviti experimentdlng ptibliznou hodnotu
disla 7. Jest

b1 =%l, t. j. pribliZné = =~ %n .
kde n je celkovy podet provedenych hodii a m je podet hodd, v nichz jehla pro-
fala pfimku; pfitom vyraz % predstavuje ndhodnou proménnou, kterd s n
neomezen® vzristajicim konverguje k = 8 pravdépodobnosti 1.

Neobvyklost tohoto zpiisobu uréeni &isla = spodivé v tom, Zenumericky po-
&etni problém je nahrazen ekvivalentnim problémem stochastickym, a ten se
pak Fesi specificky stochastickou methodou, totiZz ndhodnym vybérem (opako-
vanym pokusem). Methody tohoto typu budeme nazyvat stochastickymi po-
Setnimi methodami (v literatuke se nékdy nazyvaji methodami Monte Carlo).

Zajimavé je uz sama skutednost, Ze tlohy zcela nenéhodového charakteru
Ize Feit nahodnym vybérem. Aviak pozoruhodn&jii je to, Ze v uréditych tlohdch
je FeSeni stochastickou methodou vyhodngjsi (nékdy dokonce v jistém smyslu
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Presnéjsi) nez reenf obvyklymi methodami. Ukazeme si nékolik p¥ikladi to-
hoto typu.

1
2. Vypolet integrili. V urtitém integralu [f(x) dx povazujme integradni
J .

proménnou z za ndhodnou proménnou s rovnomérnym rozloZenim pravds-
podobnosti v intervalu {0, 1). Potom f(x) je rovng# nahodné proménnd (oviem
1

obecn® s jinym rozloZenim pravd$podobnosti) a integral [f(x) dx m4 vyznam
0

jeji stfedni hodnoty. Ze zndmych vét poétu pravdépodobnosti nésleduje pak
tvrzeni:

b .
Necht I = [f(x) dx je koneényj Lebesgueaw integrdl v koneénajch mezich. Necht

b
J = [fz) dz < + 0. Necht x,, z,, ..., x, jsou nezdvislé ndhodné proménné,

vesmés s'rovnomémg}m rozloZenim pravdépodobnosti v {a, b>.

Potom ndhodnd proménnd
A b — %
I= T k21 f(=x)
je mestrannym, asymptoticky normdlnim odhadem &isla I, se- smérodatnou od-
chylkou

-1

o) =[b—a)J — ] }n ¥ — on}.
To znamens :
B =1, (1)
kde E znadi st¥edni hodnotu;
P =1 <konHh1—¢, 2)
kde %, je dano rovnict

—_— k‘ t-) '
2 < -
; ]/—fe Pdt =1 — .
T
0

Tato véta dévé tedy methodu numerického vypoétu I. Aby viak vypodet byl
prakticky proveditelny (na pf. pomoci tabulek ndhodnych isel), je tfeba pfi-
pojit piedpoklad (A), Ze uzévér mnoZiny bodi nespojitosti funkee f(x) ma
Lebesgueovu miru 0.

Za tohoto piedpokladu, je-li ¢ libovolné kladné &islo, existuje ke skoro kaz-
dému z € {a, b) piirozené &islo sy(z, ¢) tak, ze

|f(x) — (> &, . 10-Y)| < & pro viechna s > s, ,
ico .

kde Z oy . 10-1 znadi desetinny rozvoj &fsla z.
1=0 :
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Pro ka?dé k = 1, ..., n lze ndhodnou proménnou z, vyjadfit ve tvaru ne-
koneéného desetinného zlomku

e
X, = Zam .10 ’
1=0

kde o, I =1,2,... jsou ndhodné proménné, které nabyvaji pouze hodnot
0,1,2,...,9. Jeli ddno ¢ > 0, definujme ndhodnou proménnou s;, jako nej-
mensi pfirozené ¢&islo s, pro néz plati nerovnost

Max (300 - 107 — f(2 0. 1079)] < 5 —— . (3)

Oks+15 Oka 23 oo

Z pfedpokladu (A) vyplyvd, Ze ndhodné proménné s, je kone¢nd s pravdg-
podobnosti 1. Definujme posléze ndhodnou proménnou y;, vztahem y;, =

Ske ' b—a =
kglf(yk’a)’ po-

= > &y . 1071 Oznadime-li jako I . ndhodnou proménnou po
1=0
tom ,,chyba ze zaokrouhleni” |IA e — I | je mensi nez e s pravdépodobnosti 1.

Lze tedy hodnoty ndhodnych proménnych x, nahradit (na pifklad) dseky
o délce s &islic z tabulek nahodnych ¢&isel, povazujeme-li tyto tiseky za prvych s
decimél velidiny z,. Pfitom s volime tak velké, aby platila nerovnost (3).

Srovnejme presnost stochastické methody s piesnosti béZnych method, na
pr. lichob&znikové a Simpsonovy. Zjistime, Ze posledné jmenované methody
davaji (pfi stejném podtu délicich bodu n) chybu faddové znatné mensi:

I —Ia <Cmn2; |I—1,,|<Cm

(nehled$ k tomu, Ze tyto nerovnosti plati jisté, zatim co (2) dava ohraniceni
chyby jen s uréitou pravdépodobnosti).

V praxi viak potitdme s nepiili§ velkymi hodnotami n a tu je tieba pti
srovnani riznych method p¥ihlédnout i k velikosti konstant C,, C,, k.o:

b — a)®
O, = % Max |f"(2)| ,

a=xz<b
— ®— a)® v
02 - 180 u{gj’;” (:E)I ’

ko = k(b — a)J — I?}t.

Mohou nastat piipady, kdy druhd (resp. étvrta) derivace funkce f je znaéné
velkd, neni ohrani¢end v (a, b», nebo pro n8ktera z viibec neexistuje. Nékdy
Ize tyto singularity vhodnymi Gpravami odstranit, ndkdy vSak nikoli.

Konstanta o mé naproti tomu tu pozoruhodnou vlastnost, Ze nezévisi na
hodnoté derivaci, a mizZe byt velmi mald i pti sloZitém prib&hu funkee f.
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Jako piiklad uvedme integral
e~ T 10

I= [ V|sin(logz)| de.
°

K bezprostiednimu vypoétu tohoto integrdlu nelze spolehlivé uzit Zddné
z b&znych numerickych method. (V ihtervalu {0, e~™) je nekoneéné mnoho
bodu z, pro né% f'(x) neexistuje.) Naopak stochasticki methoda diva kon-
stantu o == 46 .10-%, t. j.

IIA — I| < 46k, . 10*n"* s pravdépodobnosti =~ 1 — ¢,

coZz je ve srovnani s velikosti hodnoty I — 393.10-* uspokojivd pfesnost.
Zvolime-li » = 25 a vezmeme-li jako nahodny vybér tohoto rozsahu prvych
25 fadkt tabulek Kendall - Babington Smithovych, dostavame odhad

| I = 3976.10-5,
zatim co skuteénd hodnota integralu jest

I =3934.10-5;
t. j. relativni chyba je mensi nez 1,19/,.

3. Vypolet objemu téles v r-rozmérném eukleidovském prostoru. Nejprve
ptipomeiime definice nékolika pojmi:

Télesem v E, budeme rozumét ohrani¢enou, uzavienou oblast v E,; objemem
télesa — jeho Jordanovu miru v E, (pokud existuje).

Jednotkovou krychli J, budeme rozumét r-rozmérnou krychli objemu 1,
s vrcholem v podatku, kters celd lezi v nezdporné &asti prostoru E,.

Plochou v E, rozumime spojity obraz jednotkové krychle .J,_;; plochu L v E,
nazveme rektifikace schopnou, jestliZe existuje zobrazeni ¢ a konstanta c tak,
Ze plati

1. L = ¢(J,,),

2. o@(x), 9(¥)) = ¢ or1(2, y) pro kaidé xe J, ;, ye J,_;.

(Pror = 2 —t. j. v roviné — souhlasi tento pojem s pojmem rektifikace schop-
né kiivky.) .

Polozme si nyni tuto dlohu:

Jest vypoditati pfiblizné objem V télesa M v E,, definovaného nerovnostmi
a implicitnimi vztahy mezi proménnymi, které nedovoluji vyjadfit hranici
télesa explicitné (jako funkei parametru), umoziiuji v8ak rozhodnout o kazdém
bodu x € E,, zda nilezi nebo nendle#i do M.

Predpokladame, Ze téleso M mé objem; mimo to pfedpoklidejme (zfejmé
bez tijmy obecnosti), e M je obsaZeno v jednotkové krychli J,.

Matematicky zptsob piiblizného vypodtu objemu V spotivd v tom, Ze jed-
notkovou krychli J, rozdélime pravodhlou siti na » krychli o hran& délky A
(ptitom jest nh™ = 1), z kazdé krychle vezmeme vrchol, ktery je nejbliZe po-
&atku, a zjistime, zda néleZi nebo nendleZi do M.
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Necht m téchto vrehola nidlezi do M; potom pfiblizné hodnota je
V—mhr =2 :
n

pfitom plati V — V pron — . Abychom ziskali fddovy odhad chyby |17 -7,
musime pfipojit dalsi pfedpoklad (B):

Hranice H t&lesa M se sklddd z koneéného poétu rektifikace schopnych
ploch.

Za tohoto predpokladu plati

1
T

[V —V|=00k)=0n T). (1)

(Obecné nelze tento odhad sniZit. Rédovd lepsi odhad plati pro koule, elipsoidy

a jistd specidlni konvexni t&lesa; objem téchto téles neni viak t¥eba pocitat
pfibliznymi methodami.)

Dukaz tvrzeni (1). Piedpoklidejme pro jednoduchost, Ze hranici H tvofi

jedina rektifikace schopné plocha L = ¢(J,_,). Rozdélme J,_, na krychle K,

vesmds o hrang délky -~ -——, kde ¢ mé vyznam konstanty uvedené

v definici rektifikace schopné plochy, ¢ je kladné &islo. Podet krychli K; jest
——7\r 1

((f +£)#~—~l) = Ah1-, jestlize — opét pro jednoduchost — predpoklé-
€+ e)r—1

dame, Ze ~— — je celé &¢islo. Tim dostdvéame i rozdéleni plochy L na
Ah- ploch 8; = @(K;) o priméru d(S;) < h; zfejmé kazda plocha S; miZe mit
neprazdny prinik nejvyse se 2r krychlemi o hrang &, na néZ je rozdélena J,.
(Mezi libovolnymi 27 4+ 1 krychlemi existuji totiZ aspoii dvé, jejichZ vzdalenost
je = h.) Celkem tedy mé H neprazdny prinik nejvys se 274h'~" krychlemi.
Tvrzeni (1) plyne odtud, Ze chyba |V — V| je nutnd nejvys rovna objemu
t&chto krychli, t. j. [V — V| < 274h.
Obrafme se nyni ke stochastickému Fefeni dané tlohy.

Necht x,, x,, ..., X, jsou nezdvislé r-rozmérné ndhodné proménné, vesmés

s rovnomérnym v J, rozlozenim. Necht m’ je podet téch x;, pro néz x; e M.

Jezto P(x;e M) =V, m4 m’ zfejm& binomické rozloZeni pravdépodobnosti
b(n; V), a tudiz ndhodné proménnd

pom

n

je nestrannym, asymptoticky normélnim odhadem &isla V, se smérodatnou
odchylkou

o(V) = [Vl — V)]t nt.
Aby vypodet stochastickou methodou byl prakticky proveditelny, musime
opét pripojit predpoklad (B). Pro kazdé ¢ = 1, 2, ..., n lze potom nédhodnou
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promé&nnou x; = (&, &4, ..., &,) nahradit nidhodnou proménnou y; = (9,
Nigs -+ Mir), Kde n = 3 oy . 1077, je-li & = > o, . 10-% (s je pevnd zvolené p¥i-
1=1 =1

rozené ¢&islo; «, piSeme misto «y,;). Pravdépodobnost P,, 7e budto x; e M a sou-
Gasnd y; ¢’ M, fieboy; e M asoudasnd x;e’ M, je totiZ nejvys rovna objemu téch
krychli o hrand 10~ (na néZ si mysleme rozdélenu krychli J,), které maji ne-
prazdny prinik s plochou ; t. j. — jak plyne z dikazu (1) — P, < const 10-*.

Oznadime-li jako m" polet téch y, pro nd%y, e M, potom rozdil - %
— ,,¢hyba ze zaokrouhleni” — je ndéhodna prom&nné, jejiz st¥edni hodnota
m”
E_——_<_ ZP < const 10~¢
n n N -1

a smérodatné odchylka (jak se snadno zjisti) jest nejvy¥ rovna vyrazu

const 10 2n ®. Volbou dostateéns velkého s lze chybu ze zaokrouhleni prak-
ticky vyloudit.

MuZeme tedy r-rozmérnou velidinu x; nahradit (na ptiklad) » tseky o délee s
dslic z tabulek ndhodnych &isel, povazujeme-li tyto tiseky za koneéné desetinné
rozvoje jejich soutadnic &, &, ..., &;,.

Srovnejme pfesnost obou method — matematické a stocha,stlcke — pii stej-
ném podtu n bodi, jejichZ piisluinost k M zjistujeme:

Prvni methoda davéa odhad
1

V-7 <kn T,
1

druhé — jak plyne z CebySevovy nerovnosti — davé odha,d IV V| <kin?

s pravdépodobnosti > 1 — ¢, kde k. = VV 1—-7). ‘, to znameni

1. pfesnost stochastické methody nezdvisi na dimensi r,
1 1

2.pro r>2jest m > <n ', t. j- stochastickd methoda dava v jistém
smyslu lepsi vysledek nez matema.tlcka .

Nejlepsi vysledek viak dostaneme, jestlize obé methody kombinujeme:

Rozdélme opét J, na n krychli I,, I,, ..., I,, o hrand h. Oznacme V; objem
télesa M n I,.V kazdé krychli I, zvolme na.hodne bod x; (t. zn. x; je r-rozmérna
nahodna proménna. 8 rovnomémym v I; rozloZenim pravdépodobnosti,
Xi; Xy, ..., X, jSOU nezawslé) budiz m podet téch X;, pro né% x,e M. Jeito
P(x; e M ) = 7V, ma m zfejm& Poissonovo binomické rozlozenl pra,vdépodob-

nosti, se stfedni hodnotou E(#) = nV a rozptylem o?(i) = zn Vil — V).
Za predpokladu (B) jest podet krychli I;, pro nd%'n V(1 — nV,) +0 ne]vyé
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1
fadu O(h1-7) = O(nlaT). Pondvadz 2V (l —nV,)<} (¢=1,...,n) jest
1

(i) =0n 7).
Odtud nisleduje, Ze ndhodnd proménnd V= ﬂ je nestrannym odhadem

ik 1
¢isla V se smérodatnou odchylkou a(I}) = 0(n 27).

r+1 1 1

Pro r > 1 jest n <n *<n "t j- smi%end methoda je pfesndjsi nez
methoda ptedchozi.

Vsimn&me si je$té jedné souvislosti s otdzkou m#tZovijch bodd. Z theorie &isel
je zndm tento vysledek:

Necht L je uzaviena konvexni plocha v E,, kterd obsahuje uvnitf bod
(0, ..., 0) a kterd m4é ve viech bodech totalni kfivost rtiznou od nuly. Pro
2 > 0 budiz L(z) plocha, jeZz vznikne z L homothetickou transformaci v po-
méru VE: 1 vzhledem k poditku. Oznaéme V(x) objem télesa omezeného
plochou L(x); jako A(z) oznaéme podet bodii s vesmés celodiselnymi soutadni-
cemi, které leZi v télese omezeném plochou L(x).

Potom (za urditych dodateénych predpokladi o plose L) platl

()—V(x) yoaz r r
— e Oprox—>oo,prokazde0>—2——r—+—l.

UvaZzujme nyni nasledujici stochastickou modifikaci problému.

Necht L je uzaviena rektifikace schopna plocha v E,. Necht L(x) a V(x) maji
obdobny vyznam jako vyse. V kazdé jednotkové krychli s celo¢iselnymi vrcholy
zvolme nadhodné (a nezavisle na ostatnich krychlich) jeden bod. Necht A(x)
znadi podet téchto bodi, které lezi v télese omezeném plochou L( x) Potom plati
A@) — V(@) —1
28 4 ’

— 0 (pro & — )

(Jest ovSem T—E—l— < % — r_—r——l pro kazdé r > 1.)

4. Vypocdet inversni matice. Pfipomeiime nejprve definici a zakladni vlast-
nosti Markovovych fetézcii. Markovovym Fetézcem (pfesnéji: jednoduchym
homogennim M-ym fetézcem) nazyvame niZe popsany proces:

Systém S probihé v nespojitém Sase t = 0, 1, 2, ... koneénou mnozinu stavi
A,, 4,, ..., A, podle stochastického zédkona, spliiujiciho podminku: Podminéna
pravdépodobnost, Ze systém bude v dase ¢ (> 0) ve stavu 4,, za predpokladu
uréitého prib&hu pfedchézejiciho (4; v dase t — 1, A, v Sase t — 2, 4, v Case
t — 3, .:.), zavisi pouze na A4, a na A4; a je konstantni vzhledem k ¢.

Oznaéime-li stavy pfirozenymi &isly 1, 2, ..., r, lze Markoviv fetézec inter-
pretovat jako posloupnost ndhodnych proménnych, nabyvajicich celoéiselnych
hodnot 1, 2, ..., r a spliiujicich zmin&nou podminku.



Podmin&né pravd8podobnosti P(x, = k | z,_, = i) se nazyvaji pravdépodob-
nosti pfechodu a znadi se p;. Hodnoty py (¢, k = 1, 2, ..., r) tvoti nezdpornou
¢tvercovou matici P s fadkovymi soudty vesmés rovnymi jedné. Naopak kazds
matice téchto vlastnosti (t. zv. stochastickd matice) definuje spolu s vektorem
podateénich pfavdépodobnosti urlity Markoviv Fetézec.

Prvky n-t6 mocniny matice P maji tento vyznam: p = P(x,,, = k |z, =
= 1). Za urditych pfedpokladi existuji lim p{» = p{*’jako &isla nezavislé na s.

n—>o0
Stavy Ay, pro néz p°’ = 0, nazyvaji se prechodné, ostatni navratné. Existu-
je-li v fetézci jediny stav ndvratny, nazyvé se stavem absorpiénim. Nézev
vystihuje tu okolnost, Ze pfi libovolnych poditeénich pravdépodobnostech
prejde systém s pravdépodobnosti 1 v koneéném é&ase do absorpéniho stavu
a nadéle v ném setrva.

Na zékladé theorie Markovovych fetézct lze odvodit stochastickou methodu

vypottu inversni matice. M&jme regularni matici A = ||la,|| stupné r-tého
takovou, Ze matice P = E — A je nezdpornd, s ¥adkovymi soudty vesmés
mensimi jedné. Hleddme inversni matici A~ = ||a{z V).

Uvafujme vroubenou matici P, kterd vznikne z matice P pripojenim
r + 1-ého ¥adku (0, ..., 0, 1) a r 4+ 1-ého sloupce (p,, ..., p,, 1) kde p; = 1 —
r

= Z Dix-
k=1
Ziejmé P je stochastickd matice; z jejiho tvaru je patrno, Ze fetézec, ktery

definuje, obsahuje absorpéni stav (r 4 1). (To znamen3, %e skoro ka#d4 reali-
sace Fetézce skondi po koneénd mnoha krocich ve stavu (r + 1).)

Necht 7 je nahodna proménna, kterd znadi dobu setrvéni systému ve ti¥idé
prechodnych stavi:

T = Max¢.
TpEr+1
Definujme ndhodné proménné g, (k = 1, 2, ..., r) takto:

I—1~ , jestlize x, =k ,
— k
i lO, jestlize x, + k.
Potom plati
(1) Bge |2 =) = ai P (i, k=1,2,....7)

3

. 1
(2) o} = o*(gx | 2y = 1) = e az V(1 — pag?) ,
(3) E(v |2 = 1) :_Z”zlpija(ﬂ:z)pk.
jo1k-1-
Ditkaz. 1. B(g, |2, = i) = ~ 5 pipe — S 42,
Pri-o i-o
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t. j.
|B(ge | 2o = §)| = 5P = (E — P)* = AL,
i-0

Posledni rozvoj plati, nebot

Max |4,(P)] < Max D py < 1.
% i k=1

1= 1
2. B(gd| o, =14) = F}Zop?,:pk AR
P

3. B(rlto = i) = 3.7 3 pdpe b.§. [B(e|eo=1)l| = 3, Pp = PE — P)7tp =
T - k= T=

= PA-2p, kde p = (py, Py, -+ Pr)-

S praktického hlediska je Gdelné odvodit odhady pro o a E(7), které ne-
obsahuji prvky nezndémé matice A-*. PoloZzme
p = Max py, P:Maxi.
k k

Pr
Jako N(.) oznaéme normu matice, totiZ nejvétsi z fddkovych soult® prostych
hodnot jejich proki.
Potom plati

1
4 Ui g—‘
() k_._2pk

(5) N(lo) < P2 — 1.
(6) B(x |2 — i) < P2 p(1 — p).

Bk=1;2, .00 ) s

Dikaz. 4. pai? = P(x, = k |z, = i) < 1, odtud o% <

5. N(Jo?, + [a}z"]}]) < Max ;} NAYZS P. TN = P2,
k k -
Jeito Al = S PI > E, jest al;V > 1, al; P = 0 pro viechna i, k, a tedy také
j=0

r
> [al V] = 1 pro viechna .
k-1
,

6. E(v |z, =i) < Max p, -,leﬁkz a5 < p N(A) 2. py < (1 — p) Pp.
7. j=

=1

Pti praktickém uziti metody lze postupovat na piiklad takto:

Provedeme n nezavislych realisaci Markovova Fetézce, pfi demz podateéni
stavy lze volit nendhodnd. Sestavime &tvercovou tabulku hodnot 7, totiz
absolutnich Setnosti realisaci, pro né# z, = ¢, @, = k. Rédky této tabulky
d&lime pak fadkovymi souéty n; = Yny, sloupce délime ¢isly py (prvni sloupec

. k

dislem p, atd.).
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Prvky takto ziskané matice A jsou nestrannymi odhady jim odpovidajicich
A
prvki inversni matice A-1. Rédky matice A jsou (stochasticky) nezavislé; jak

’ M2

se snadno zjisti, mé i-ty fddek asymptoticky r-rozmérné normalni rozloZeni
8 kovarianéni_matici

nl‘ﬂiﬂfkﬂ’ kde jum =0}, wp=— ailaz? pro j+ k.

(Zévislosti uvnit¥ ¥adki matice A vyplyvaji odtud, Ze pii tomto postupu odha-
dujeme soudasné cely fddek matice A-1.)

Uréitou modifikaci popsané methody lze zeslabit pfedpoklady, omezujici jeji
pouzitelnost; o matici A stacéi pfedpoklédat, ze P = mod (E — A) je matice
8 fadkovymi soutty vesmés mensimi jedné. (Symbolem mod ( . ) zna¢ime ma-
tici, kterd vznikne z dané matice nahrazenim kazdého prvku jeho prostou hod-
notou.) )

Modifikace spodiva v tom, Ze ndhodné prom&nné g, je t¥eba definovat takto:

-(g:; znadi prvek matice E — A) '

li - 8gN0 (Yo2, 9z, - - - Qop_z;), jestlize x, =k,
I = P
lO, jestlize z, + k.

Pro prakticky vypodet to znamen4, %e po kazdé realisaci zaznamenivame do
¢tvercové tabulky - 1, podle toho, jakym zpisobem presel systém ze stavu
podatecniho do stavu absorpéniho.

Vyrazy pro o} a E(7) je tfeba pozménit:

(-1

( 1
2 __ ik (-D72 - :
of = —— — [aZ?] O < —
ik ik ’ ik ’

Pr Px

N(““fk”) <P*; E(x I Zy = 1) :'21 kzlpn-tﬁz)pk ,
et
kde T = E — P. Ostatni plati beze zmény.

Upozorn&me jesté na to, Ze stochastickd methoda umo#iiuje vypoditat urdity
prvek (nebo fadek) inversni matice, aniz by bylo t¥eba potitat celou inversni
matici.

Na nésledujicim — velmi jednoduchém — p¥iklad& ukazeme, jak lze pro-
vést vypocet pomoci tabulek ndhodnijch &isel.

Méjme matici

0,8 —0,1]
A= o7 as]
Potom .
: 0,2 0,1 0,7
P= ’lgf g’;‘ , P=1010020,7
|t 0 0 1




Vezméme dvojici sousednich sloupcii &islic v tabulkdch nédhodnych &isel;
tyto sloupce povaZzujme za stavy (1) a (2). Zaéndme na piiklad ve stavu (1)
a postupujeme shora dolt podle tohoto pfedpisu:

dislice 0 znadi piechod z (1) do (2), resp. opaéng;

Sislice 1, 2 znadi setrvani v daném stavu;

éislice 3 aZ 9 znadi pfechod do stavu (3), t. j. ukondeni fetézce.

Tento piedpis zfejmé realisuje fetézec, definovany stochastickou matici P.

Vzhledem ke specidlnimu tvaru matice A stadi vypotitat pouze prvni f4dek
inversni matice A-!. PouZijeme-li tabulek Kendall-Babington Smithovych
a volime-li n = 1000, dostdvame odhad

A 1,273 0,156
A—=—|" 30,

zatim co spravny vysledek jest (zaokrouhleno na 3 des. mista)

1,270 0,159

-1
A= 0,159 1,270

Ostatni konstanty:

0g==0,45 (i, k = 1, 2) (odhad (4) o, < 0,71),
E(v|xzy =1) =034 (i = 1, 2) (odhad (6) E(v |2 = 4) £ 0,43) .

5. Ohranigeni &isla ©. Nékdy vedou stochastické methody k vysledkéim, které
plati jisté — nikoli jen s uritou pravdépodobnosti. Jako pifklad uvedeme sto-
chasticky dikaz tvrzeni, Ze &islo n le#i v intervalu (3,1380; 3,1481>.

Mégjme v roving ddnu trojihelnikovou sit, tvofenou t¥emi soustavami rovno-
b&Znych pfimek o jednotkové kolmé vzdilenosti, p¥i dems piimky téchto
T 2m
33"

Na rovinu hézejme nahodné tsetku délky I. (Slovu ,,néhodn&“ je zde roz-
uméti takto: poloha (z, y) sttedu tsetky je dvojrozmérné ndhodnd proménna
s libovolnym rozloZenim; tihel @, ktery svira tsedka s osou X, je nahodné pro-
ménné s rovnomérnym rozlozenim v intervalu <0, 7); (2, y) a O jsou nezivislé.)
Necht ¢ znaéi podet pimek sit&, které tisetka protne, déleny délkou usedky.
Dopadne-li ise¢ka pod tihlem @, nabude nidhodna proménnsé ¢ hodnoty

ll([qsin@n + [z ain (@ — g)] + [z sin (@ — %")] + cx)

kde hranaté zdvorky znadi nejvétsi celé disti a « je nékteré z disel 0, 1, 2, 3,
v z4vislosti na poloze sttedu tisetky.

Nahradime-li ¢ néhodnou proménnou ¢’, kters v tomto piipad$ nabude hod-

noty
sin (0 — 2—;)

soustav sviraji s osou X thly 0,

jsin 6] +

sin (@ - %)l +
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