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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 81 (1956)

0 EXISTENCNYCH ALGEBRACH

JAN JAKUBIK, Kosice.
(Doslo dne 29. ledna 1955.) DT: 512.9

Odsek 1 (doplneny na névrh recenzenta) mé uvodny charakter.
Jeho cielom je oboznamit ditatela s pojmami dalej uZivanymi (z kto-
rych novy je len pojem existenénej algebry) a struéne informovat o vy-
zname dopliikovitosti relécii kongruentnosti. V odseku 2 sa dokazuje,
%e kazda trieda existendénych algebier obsahuje algebru, ktorej reldcie
kongruentnosti sa nie dopliitkové. V 3. odseku je dokézand nespravnost
istého tvrdenia G. BIRKHOFFA o algebrich s jednoprvkovymi operé-
ciami.

1

V abstraktnej algebre sa vySetruji mnoziny, na ktorych si definované
urdité operacie. Za podstatne dolezité pritom nepovazujeme vlastnosti prvkov
tychto mnozin, ale vlastnosti operacii. ZovSeobecnenim znamych pojmov
grupy, okruhu, telesa a pod. dochddzame k obecnému pojmu algebry (vid
[1], [2]):

Nech je dand mnozina A a mnozina operdcts F = {f,}, pre ktoré plati: ku
kazdej operdcit f, e F' existuje prirodzené &islo n = n(x) tak, Ze operdcia f, pri-
radzuje kaidej postupmosti {x,, ..., x,} (x;e A, i = 1, ..., n) wréity prvok x =
= f.(xy, ..., x,) 2 mnoZiny A. MnoZina A s danouw mnofinou operdcit sa nazjva
algebra.

Opericie f, ¢ F nazyvame zikladnymi opericiami; bez ujmy vSeobecnosti
moZeme predpokladaf, Ze v mnozZine opericii F sa nachadza tieZ opericia
fa,, Pre ktord n(x,) = 1 a pre kazdé x « A plati f, (x) = x. Zékladné opericie
nazyvame tieZ polynomami 1. stupia. Indukciou definujeme polynomy
n-tého stuptia ako vyrazy tvaru f,(u,, ..., u,), kde f, ¢ F a u,, ..., u, 84 poly-
nomy najviac n — 1 stupfia. Vyznam vyrazu ,,funkénd hodnota polynomu‘
a ,,polynom o n premennych‘‘ je zrejmy. Ak g, % sti polynomy o » premennych,
a ak pre kazdi postupnost {z,, ..., x,} prvkov z 4 plati g(z,, ..., z,) = k(z,, ...,
..., Z,), hovorine, Ze polynomy g, 4 su si identicky rovné a piseme g = k.

Primitivnou triedou algebier nazjvame triedu vdetkijch algebier, pre ktoré plati:
1. mnoZina operdcii F = {f,} je pre kaZdi algebru tejto triedy td istd, 2. je dand
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mnoZina dvojic polynomov G tak, e pre kadi dvojicu polynomov (g}, g?) e @
a pre kaZdi algebru tejto triedy plati g} = g?.

Mnohé vety, ktoré boli pé6vodné znime pre niektoré Specidlne triedy alge-
bier (napr. pre gi'upy), sa daji zov&eobecnit na obecné algebry. Pri zoveobec-
neni vynikne podstata vety, ukiZe sa logicky dosah potrebnych predpokladov
a ,,odfiltruji* sa vlastnosti Specidlneho typu algebry, ktoré na platnost vety
nemaji vplyv. Typickym prikladom takéhoto postupu st vety Jordan-
Hélderova a Schreierova (vid napr. [3]),: dokdzané pévodne pre grupy, z kto-
rych temer bezprostredne vyplyva komplex dalich délezitych viet. Rad z4-
vainych préc bol venovany postupnému zovieobechiovaniu Jordan-Hoélde-
rovej vety (vydet tychto préc je uvedeny v knihe [1], str. 89 (angl. vydanie);
na prislu§nom mieste ruského prekladu pripomina prekladatel, %e v poslednom
ase vyslo viac novych pric o zovieobecneni vety Jordana-Holdera a uvadza
tri najdolezitejsie z nich).1)

Pri zovSeobecneni vety Jordana-Héldera naobecné algebry je podstatny pred-

poklad o dopliikovosti reldcif kongruentnosti. Tento pojem je definovany
nasledovne:

Reldcia kongruentnosti na algebre A je ekvivalencia?) x R y takd, %e pre kafdé
fo € F z0 vztahov z, R Y (0=1,...,n) vyplyva f,(x,, ..., x,) R ey ey Yn)-
(Hovorime tieZ, %e reldcia R je sihlasnd so vdetkymi operdciams f, € F.) Reldcie
kongruentnosti (resp. ekvivalencie) R, R’ na algebre A su dopliikové, ak pre kasdi
trojicw z,y,z € A z0 vztahov x Ry, y R’ 2 vyplyjva existencia prokw u, pre ktory
platt xR’ u, u R z.

Podla G. BirkHOFFA dblefitost dopliikovych relécii kongruentnosti prvy-
krat vyslovne zdéraznili P. DUBREIL a M. DUBREIL- JACOTIN (vid [4]). Z pred-
pokladu dopliikovosti reldcii kongruentnosti vyplyvaji okrem spominanych
viet typu Jordana-Holdera aj vety o rozkladoch obecnej algebry na priamy si-
¢in a polopriamy si¢in, umoziiujtce za urdéitych predpokladov skiimat §truk-
tiru algebier a spdsob, akym si tieto algebry zostrojené pomocou algebier
8 jednoduchsimi vlastnostami. O. Bortvka a O. OrE podrobne vysSetrili vlast-
nosti doplitkovych ekvivalencii; ukézalo sa, %e tento pojem patri medzi z4-
kladné pojmy v teorii rozkladov mnozin (vid [5], str. 10—19, [6], str. 590).

Z predoslého vyplyva, e mé vyznam poloit si otdzku: Za akych predpo-
kladov st vietky reldcie kongruentnosti na algebréch urditej triedy navzédjom
dopliikové? V neddvno vyslej préci [2] A. I. Mancrv uplne vyriesil tuto
otézku pre primitivne triedy algebier. Odvodil nutnt a postadujicu podmienku,
ktori musi spltiovat primitivna trieda, aby kazds algebra tejto triedy mala
vletky reldcie kongruentnosti navzdjom dophikové.

1) Vo februdrovom &isle Mathematical Reviews (1956) sa recenzujt tie¥ dve préce
o zovieobecneni Jordan-Holderovej vety.

*)_Ekvivalencia je binérna relécia R, spliiujiica podmienky 1. z R z pre ka¥dé z ¢ 4,
2.2Ry => yR=z,3.2Ry,yRz = zRz.
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St znaéme mnohé dolezité triedy algebier, ktoré si nie primitivnymi triedami.
Maji totiZ okrem vlastnosti, ktoré moZno popisat pomocou identit, aj vlast-
nosti iného charakteru. Najdolezitejsie vlastnosti iného druhu si tieto:

1. Ezistenéné vlastnosti. Ak g(z,2,, ..., 2,) je pevne zvoleny polynom
o n + 1 premennych v triede U, méZeme vyslovit nasledovni viastnost, Ziadani
od triedy U: ak S je Lubovolnd algebra triedy A a ak x,, ..., Tpyy 8% Tubovolné
proky z algebry S, existuje v algebre 8 jediny prvok x, vyhovugjici rovnici g(x, &;, ...
veos Bp) = Tpyge (I)

2. Reldcie. Na algebrdch triedy U méZu byt definované isté reldcie, sivisiace
s algebraickymi operdciami tejto triedy.

Bolo by zaujimavé uvazit, do akej miery a akym sposobom sa daju Malce-
vove vysledky roziirit aj na algebry, majtce vlastnosti vietkych spomenu-
tych druhov. Zd4 sa ufelnym vySetrovat najprv niektory zo Specialnych
pripadov, v istom zmysle opa¢nych k pojmu primitivnej triedy: ,,existendné
algebry* (v ktorych nepredpokladéme Ziadne identity, len existenéné vlast-
nosti), alebo ,,algebry s reldciami‘ (bez existenénych vlastnosti a bez
identit, tykajtcich sa samotnych algebraickych operacii).

V tejto poznimke sa vySetruje doplitkovost reldcii kongruentnosti pre
triedy existendnych algebier. Dokézeme, Ze vysledky st v uréitom zmysle
negativne: existenéné vlastnosti samy o sebe (bez ich kombindcie s vlastnosta-
mi iného druhu) nemaji Ziadny vplyv na dopliitkovost relacii kongruentnosti.
Zd4 se zaujimavym, Ze v siihre s vlastnostami, definovanymi pomocou identit,
takyto vplyv mozu mat; nech U je trieda primitivnych algebier, z ktorych
nie vietky maju reldcie kongruentnosti dopliikové. Nech U, je trieda vietkych
algebier, ktoré patria do triedy U a ktoré okrem toho spliiuji uréité existenéné
vlastnosti. Moze sa staf, Ze vietky algebry triedy U, maji reldcie kongruent-
nosti dophikové (vid priklad v poznamkach za definiciou 2).

Ak kazdé algebra S triedy U ma jediny prvok, potom vySetrovanie dopli-
kovosti relécii kongruentnosti na algebrach triedy U je trividlne. V dalSom
budeme predpokladat, Ze aspoii jedna algebra uvaZovanej triedy algebier md
viac ako jeden prvok. (Z niz$ie uvedenej vety 2 vyplyva, zZe pre triedy existené-
nych algebier takyto predpoklad nemusime vyslovovat: pre Iubovolni triedu
existenénych algebier 9 a IubovoIné kardindlne &islo « existuje také algebra S
patriaca do triedy U, Ze kardindlne &islo mnoziny S je vadsie ako «.)

Pripometime nakoniec definiciu priameho stidinu dvoch algebier a fakto-
rovej algebry vzhladom k urditej relécii kongruentnosti:

Nech 4, B su algebry triedy U s mnoZinou operécii F. Nech C' je mnoZina
vietkych dvojic (@, b), a €« A, b « B. Pre f ¢ F' definujeme

f((av bl)’ L) (am bn)) == (f(a’ls LR+ a’n)’ f(bl’ ] bﬂ)) *

Tym je na mnoZine C definovans urdité algebra s mnoZinou operécii ¥; ozna-
¢ujeme ju A X B a nazyvame priamym sudinom algebier 4, B.:
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Nech R je relacia kongruentnosti na algebre 4 s mnozinou operacii F.
Ak z e A, oznadme z mnozinu vietkych prvkov 2’ ¢ A, pre ktoré plati ' R x.
Systém vSetkych mnozin z ozna¢me 4. Pre f € F definujeme f(z,, ..., z,) = y.
MnoZinu 4 s takto definovanymi operaciami f ¢ F nazyvame faktorovou al-
gebrou na 4 vytvorenou relécion kongruentnosti R a oznadujeme A/R.

2

Definicia 1. Nech U je (neprdzdna) trieda vdetkijch algebier, ktoré maji nasle-
dugiice vlastnosti: 1. v kaZdej algebre triedy W si definované zdkladné operdcie
i@y, ..., @), fi € A; pre rézne operdcie f: méZu byt prislusné &isla n rozne, n =
= n(t), mnoZina {n(i)} je ohranitend a existuje aspors jedna operdcia fi, €A, pre
ktord (1)) = 2; 2. je dand mnofina polynomov g,(z, z,, ..., z,), g9; € B, zostroje-
nyjch pomocou zdkladnijch operdcis f, « A tak, Ze plati: ak g ¢ B a ak 8 je lubovolnd
algebra triedy U, potom ku kakdej konecnej postupnosti o n - 1 prokoch Xy, ...
<o Tpyy € S existuge jeding prook x S, vyhovugiici rovnici g(x, x,, ..., Zp) = Xpq-
Hovorime, Ze % je trieda existenényjch algebier.

Pozndmky. 1. Predpoklad o existenci aspoll jednej zakladnej opericie
fiy ktord ma najmenej dve premenné, je potrebny k tomu, aby bolo mo#né
zostrojit aspoti jeden polynom g,, ktory by mal viac ako jednu premenni.
Niekolko poznémok o algebrich, v ktorych kazdé zékladné operacia (a tedy
tiez kazdy polynom) mé len jednu premennt, tvori obsah nasledujiceho
odseku 3.

2. Nech 8§ je algebra, patricaca do triedy existenénych algebier 9. Pousi-
vajme (viade dalej) oznadenia z definicie 1. Nech B je relédcia kongruentnosti
na §. Prislugna faktorova algebra nemusi patrit do triedy U; od relicie B ne-
Ziadame, aby zachovivala ,existendné vlastnosti‘. Ak G@eB a z oznaduje
triedu vzhladom k reldcii R, obsahujticu prvok z, rovnica g(z,z,, ..., z,) =
= &, M4 zrejme aspoii jedno rieSenie, moze mat viak aj viac rieSeni.

Definicia 2. a) Nech U je nejakd trieda algebier. Budeme hovorit, %e A, md
vlastnost doplitkovosti, ak pre Tubovolni algebru S z triedy U, Pubovolné proky
%, Y, z €S a Lubovolné reldcie kongruentnosti R,, R, naS zo vztahu x R, y R,z vy-
pljva existencia proku u, vyhovugiceho vztahu x R, uR, 2.

b) Budeme hovorit, %e trieda algebier W md viastnost silnej medopliikovosti,
ak obsahuje algebru S, pre ktord plati: K Tubovolnému proku x < S existuji reldcie
kongruentnosti R,, R, na S a nekoneéne mnoho dvojic y,z ¢S, tak, % platt
R,y R,z av S neexistuje prook u, ktory by vyhovoval vatahu z R,uR,z.

¢) Budeme hovorit, Ze trieda algebier % md viastnost (A), ak prelubovolnii algebru
S, patriacu do U, plati: kakdy vytvorugici rozklad R na S je jednoznaéne uréeny
Tubovolnou zo svojich tried; ak U nemd viastnost (A), hovorime, Ze md viastnost (A’).

Poznémky. 1. Ak trieda 9 mé vlastnost silnej nedopliikovosti, zrejme nem4
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vlastnost doplitkovosti; ak nemé vlastnost dopliikovosti, nemusi este mat
vlastnost silnej nedopliikovosti.

2. Nech % je primitivna trieda algebier, majica vlastnost silnej nedo-
pliikovosti a vlastnost (A'). Nech B je trieda tych algebier, ktoré patria
do 9 a ktoré mimo identit, ziadanych v triede ¥, spliiuji eSte nejakl existentna
vlastnost. Méze sa stat, ze trieda B m4 vlastnost doplitkovosti a vlastnost (A).
Priklad. Nech ¥ je trieda vsetkych pologrip. Lahko sa zisti, Ze A ma vlastnost
silnej nedopliikovosti a vlastnost (A’). Nech B je trieda tych pologrip S,
v ktorych pre a, b ¢ S rovnice ax = b, ya = b maji jediné rieSenie. Potom B
je trieda vSetkych grip; je zndme, Ze trieda B mé vlastnost. doplitkovosti
a vlastnost (A).

3. Typickym prikladom triedy existenénych algebier je trieda vsetkych
kvazigrip (ak kvazigrupu definujeme ako algebru s jednou binarnou opera-
ciou — néasobenim a Ziadame existenciu prvkov z, y, pre ktoré je ax = b,
ya = b). V Birkhoffovom probléme 31 (vid [1], str. 130) je poloZena otazka, ¢i
trieda vetkych kvazigrip % m4 vlastnost doplitkovosti. G. TREVISAN v praci
[7] a VAN Si-ciaN v préei [8] (tito pracu poznam len z referdtu v dasopise
Referativnyj #urnal, 11, 1954) dokézali, e trieda vietkych kvazigrip nema.
vlastnost doplitkovosti. Uvedieme jednoduchy dokaz nasledujiceho silnejsieho
tvrdenia:

Veta 1. KaZdd trieda‘existemfng]ck algebier md vlastnost silnej nedoplitkovosts
a vlastnost (A').

Dokaz. Nech U je trieda existenénych algebier. Nech S, je algebra triedy U,
obsahujiica aspoii dva prvky. Priamy sadin 8, X 8, = S je zrejme tiez algebra
triedy %; algebra S obsahuje viac ako tri prvky. Nech N je mnoZina vietkych
celych &isiel. Uvazujme mnozinu 8’ vietkych funkeii # = f(n), ktorych oblastou
definicie je N, a ktorych funkéné hodnoty patria do 8. Nech f;(zy, ..., Zn) je ope-
récia, definovana na algebrach triedy U. Ak hy, ..., by €S, utvorime pomocou
tychto prvkov novt funkeiu f;(h,, ..., k,,) € 8" tak, Ze polozime

filhy, ..y hyp)(m) = fi(ly(n 4 1), ..o em(n + 1))
pre kazdé n ¢ N. Tym sme na S’ definovali vietky operécie f;, ktoré st defino-
vané na algebrach triedy . Uvazujme rovnicu
gl Bgs, v 05 Ry) = Riypy 5

kde h,, ..., k., st dané prvky z mnoziny S’. Lahko sa dokéze, Ze tdto rovnica
m4 jediné riefenie (n). Teda S’ je algebra triedy .

Nech h, je Tubovolny prvok algebry S’. Zvolme si ¢islo n, e N a zostrojme
funkcie h,(n), hy(n) takto:

1. pre » = n, si zvolime hodnot'y ho(ng), ha(mo) € S tak, aby prvky hy(n,) ,
hy(my), ks(m,) boli navzajom rozne;
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2. pre n <'n, poloZime h,(n,) = hg(ny) = hy(n,);

3. pre n > m, mdzu byt hy(n), hy(n) Iubovolné prvky, patriace do S.

Definujme relécie R, R,na 8’ takto: preh, k' € 8’ polozime 2 R, b’ (h B, %'), ak

L. pre n < ny plati h(n) = h'(n),

2. prvky h(n,), h'(n,) st si alebo rovné, alebo jeden z nich je rovny h (no)
(hz)("’o)) a druhy hy(n,).

Lahko sa zisti, Ze R,, R, su relacie kongruentnosti na S’ a Ze pre ne plati
h R, hyR,h,.

Ak by existoval prvok A, € 8’, vyhovujtci podmienkam

' hBRyhy (1), hyRiky (2),

vyplyvalo by zo vztahu (1) Ay(n,) = hy(n,) a zo vzfahu (2) h,(ng) = hy(n,),
t. j. hy(ny) = hy(n,), S0 je spor s predpokladom. KedZe hodnoty hy(n), hy(n)
pre n > n, si Iubovolné, existuje takychto dvojic A,, h; nekoneéne mnoho.
Tym je dokané, Ze trieda U ma vlastnost silnej nedopliikovosti.

Definujme dalej na algebre S’ relaciu R, tak, Ze polozime k R, 2’ vtedy a len
vtedy, ak pre n < n, plati k(n) = A'(n). Lahko sa zisti, Ze R; je reldcia kongru-
entnosti na S. Nech A (i») je trieda vytvorujiceho rozkladu R,(R;), obsahujica
prvok k. Zrejme plati hy = iba Ked%e R, & R,, trieda U ma vlastnost (A").

Poznamka. Nech ¥ je trieda existenénych algebier, nech § je algebra triedy
A, nech O je mnoZina vietkych relacii kongruentnosti na S, nech C,; je mnoZina
tych relécii kongruentnosti na S, ktoré zachovavaji aj existentné vlastnosti.
(Podrobnejsie: ak ReCy,ge Bax je trieda vzhladom k relacii R, obsahujuca
prvok z, potom rovnica ¢(, Z,, ..., ¥,) = T,,; mé jediné rieSenie z.) Ak by
sme si viimali len relacie kongruentnostl patriace do C,, tivaha by sa reduko-
vala na pripad, vySetrovany A. I. Malcevom. Mohli by sme totiz povaZovat
priradenie (z, ..., #,,,) -« (pridom x je prvok, vyhovujici rovnici (I)),
za novu operdciu ¥, definovant na algebrich triedy 2. Reldcie mnoZiny C,
st sihlasné s operdciou F; medzi operaciami f ¢ A a novozavedenymi operacia-
mi F by mohli platit nejaké identity. Mnozina C, méze maf vlastnosti, ktoré
neplatia pre celd mnozinu C. V préci [2] Malcev dokazal tvrdenie: ak S je
kvazigrupa, potom Iubovolné dve relicie kongruentnosti z mnoZiny C, si
dopliikové. Z predoilej vety 1 plynie, Ze trieda vietkych kvazigrip ma vlast-
nost silnej nedopliikovosti.

Definicia 3. Nech U je trieda existenényjch algebier s operdciami f; € A a 8 exis-
tenénymi rovnicami §; = T4, §; € B. Nech S je algebraicky systém, v ktorom pre
niektoré wusportadané skupiny prvkov si definované operdcie f(x,, ..., ),
a v ktorgch pre g; € B rovnica g,(x, x,, ..., T,) = Tn,, md najviac jedno riedenie.
Potom hovorime, Ze S je Eiastoénd algebra triedy U. (MnoZinu S, v ktorej st nie
definované Ziadne operdcie, povatujeme tieZ za Eiastoéni algebru triedy U).
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Veta 2. KaZdd iastoénd algebra triedy existenényjch algebier U sa dd vnorit
do vhodnej algebry triedy U. (Podrobnej$ie: ak S, je &iastoénd algebra triedy ¥,
existuje algebra S triedy U, pre ktori platt 1. 8, C S, 2. ak pre z,, ..., x, €S,
je v 8, definovand operdcia f,(z,, ..., x,) (f; € A), potom jej vysledok v S, je rov-
naky ako vysledok tejto operdcie, provedenej v S.)

Princip dokazu je rovnaky ako v dokaze vety 1 v praci [9]. Nadért dokazu:
uvazujme vSetky polynomy, utvorené pomocou operacii, definovanych na
algebrach triedy 2. Ak pre Iubovolny takyto polynom F(z,, ..., 2,) nie je defi-
novany vysledok operacie F(zy,...,z,) (..., %, €S,;), povazujeme vyraz
F(z,, ..., x,) za novy prvok, ktory pridame k mnoZine 8,; po pridani vietkych
takychto prvkov dostdvame mnozinu 8. Ak ¢, ¢ B a ak pre z,, ..., &y, €S,
rovnica g,(x, z,, ..., %,) = Z,,, nem4 riefenie v 8, (a teda ani v S;), priddme
k mnozine S} novy prvok , pre ktory polozime z definicie g;(x, x;, ..., &,) rovné
Z,.,. Po pridani vSetkych takto ziskanych prvkov z dostdvame mmoZinu
8, D 8;. Analogicky zostrojime k mnozine S, mnozinu S, atd. Lahko sa zistf,
ze na mnozine S = U §; st definované vietky opericie f; ¢ A a kazd4 rovnica

i=1
Gi(®, Tyy ooy Xy) = Tpyy, JieB, 2y, ..., 2,,,¢8 md v S jediné rieSenie. Teda
8§ vyhovuje podmienkam vety.

Poznédmka. Nech na mnozine 8, st nie definované ziadné operacie. Utvor-
me prisluini algebru 8 podla dékazu predoslej vety. Je prirodzené nazvat S
volnou algebrou triedy %, vytvorenou mnoZinou generatorov S,. Nech « resp.
resp. y st kardindlne &isla mnozZiny S, resp. A, resp. 8. Z predoéle] konstruk-
cie vyplyva platnost tvrdeni:

1. Ak mnoZiny S,, A si najviac spoletné, potom mmo¥ina S je spoletnd.

2. Ak aspoit jedno z kardindlnych isiel x, B je nekoneéné, potom y = max .
(&, B)-

3. K Tubovolnému nekoneénému kardindlnemu islu 6 > B existuje algebra S
triedy U, ktord md kardindlne &slo 8. ’

3

Tento odsek sa tyka dopliikovych relacii kongruentnosti, nesdvisi viak
priamo s existenénymi algebrami. Hovorime, %e algebra 4 s mnoZinou operacii
fo € F mé len jednoprvkové opericie, ak pre vietky opericie f, ¢ F' plati

n(x) = 1. V knibe [1] vyslovuje G. Birkhoff nasledujtce tvrdenie (v inej
slovnej formuldeii):

(B) Ak algebra A md len jednoprvkové operdcie, potom vdetky jej reldcie kon-
gruentnosti st dolprikové vtedy a len vtedy, ked algebra A md najviac tri reldcie
kongruentnosts:

Tvrdenie ,,vtedy* je zrejmé (ak m4 algebra najviac tri relicie kongruentnosti,
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