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éuopis pro pé&stovini matematiky, ro&. 81 (1956)

ROZVOJ ANALYTICKE FUNKCE V , TAYLOROVU“ RADU
S PROMENNYM STREDEM

JIRT STEPANEK, Praha.
(Doklo dne 14. ledna 1955.) DT 517.531:517.513

"V této préci je uvaZovén ,, Tayloriv+ rozvoj analytické funkce s pro-
ménnym stfedem zavislym na jistém parametru ¢. Pro spec. hodnoty ¢
dostdvame tak rizné rozvoje; mezi nimi pak Taylorav TOZVOj & Irozvoj
konvergujiei v t. zv. polygonu konvergence (srov. podobny pojem
v knize EMILA BORELA: Lecon sur les séries divergentes, Paris 1901,
IV. a V. kap.). Spojitou zm¥nou parametru lze konvergenéni obor
tohoto rozvoje spojitd ménit, zvstSovat nebo zmensSovat. Tyto roz-
voje tvof{ v jistém smyslu spojity prechod mezi elementem-mocnin-
nou fadou dané funkce a funkei samou.

Budi% dana analyticka funkce f(z) svym elementem

1) = kz':ock(z _—— (1)

Analytickym pokradovanim tohoto elementu obdrZime mnozinu M singulér-
nich bodi funkce f(z), kterd muZe byti isolovana (jako na p¥. u funkef mero-
morfnich) nebo neisolovand (na p¥. singulérni body vyplni oblouk néjaké
kiivky).

Sestrojme v z-roving oblast H (tak zv. hvézdu) nésl. zpisobem: Spojme vse-
chny singulérni body funkce f(z) s bodem z,. Na ka#dé z téchto p¥imek zvolme
pak tu polopfimku s poditkem v singuldrnim bodg, jez neobsahuje bod z,.
Dostaneme tak jednoduse souvislou oblast H, kterd obsahuje vnittek konver-
genéniho kruhu mocninné fady (1). Analytickym pokradovanim ¥ady (1) v této
hvézd§ dostaneme podle v&ty o monodromii jednoznaénou vétev funkece f(2).
Znakem f(z) budeme déle oznadovati pouze tuto vétev. Sestrojime nyni t. zv.
polygon konvergence funkce f(z) tim zptisobem, Ze v kazdém singularnim bodé «
vztyéime kolmici na ,,paprsek‘‘ hvézdy. Kazda kolmice rozdsli z-rovinu na dvé
poloroviny. Prinik viech otevienych polorovin obsahujicich bod 2, jest oblasti,
je% mé tyto vlastnosti: jest konvexni; vnitiek konvergence kruhu fady (1) je
jeji &asti; funkee f(z) je v ni regulérni. Tuto oblast oznadime zkrécens PK.
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Poznéamka. Je-li f(z) meromorfni, pak hranici PK je polygon. Vypliiuji-li
sing. body néjaky oblouk, pak tento oblouk je Gpatnici ,,piisluiného* oblouku
hranice PK pro stted z,. Na pi.: KdyZ singularni body vypliiuji pfimku, pak
hranici PK je parabola, jez mé onu p¥imku za vrcholovou teénu a bod z, za
ohnisko. Obecnéji je hranice PK sloZena z oblouki kiivek, které jsou obél-
kami kolmic vztydenych v singuldrnich bodech na ,,paprsky* hvézdy.

Véta 1. Pro funker f(z) plati v jejim PK rozvoj

fo) = 3 210 . @ — o, @)
kde { = zy + }(z — 2,).

Diukaz. Bod ¢ je stted usedky zz. Je-li z = 2, pevny bod, pak fada (2) je
mocninné ¥ada konvergujici uvnitt kruznice |z — (| < |x — ¢ |, kde « je singu-
larni bod nejblizéi bodu ¢. Je-li nyni koncovy bod z této tisecky proménny,
fada (2) konverguje pro vSechna z splitujici nerovnost

lz—zo——%(z—zo)|<]a—zo——g(z—za)',
t. j.
(6 — Z) 2 + (& — 20) 2 + 2y + &2y — 20 < O, (3)

co% je oteviena polorovina s bodem z,, jejiz hranici je kolmice v bodé « na spoj-
nici jeho s bodem z,. Prinik takovychto polorovin pro v8echny sing. body «
jest pravé PK funkece f(z).

Pozndmka. Proménny stted fady (2) v piipadé, Ze hranici PK je n&jaka
kiivka, leZi tedy v oblasti s bodem z;, ohraniéené kfivkou homothetickou s hra-
nici PK pro stted v bodé z, a pomér 1 : 2.

Rozvoj pro funkei f(z) v jejim PK se ziska tedy velice ,,lacino‘‘: Jest to for-
malng Taylorova fada o proménném stiedu (. Ve vétsiné piipada konver-
guje viak tato fada v daleko v&tsi oblasti neZ je konvergen¢ni kruh mocninné
fady (1) a jeji konvergence uvnitt PK je také stejnomérna. Mohli bychom pro-
vadét analytické pokradovani pomoci t&chto ,.elementi*. Rada (2) odstraiiuje
tedy tu ,nepiijemnost‘, Ze konvergen¢ni kruh se nedd rozsifit i kdyz na
jeho obvodé lezi jediny singuldrni bod.

Pro z, = 0 dostaneme analogon k fadé Maclaurinovs

@ = 3 L (%) (g)

V dal8im sestrojime rozvoje pro funkei f(z), jez tvoii jakysi spojity pirechod
mezi jejim Taylorovym rozvojem a funkei samou, t. j. rozvoje, jejichz konver-
genéni obory se daji neomezené zvétSovat. Ptitom ¥ada (2) bude v nich za-
hrnuta jako specidlni piipad. Nahradime-totiz kolmice na paprsky hvézdy
v singuldrnich bodech kruhovymi oblouky.
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V&ta 2. BudiZ { = 2z, + t(z — 2,), kde t je redlng parametr a o + 2y mecht je
libovolnyj singuldrnt bod funkce (z). Pak rozvoj

e}

) = 3 = 1O — o *)

n=

konverguje pro t > } resp. t <} vné resp. uvnitf kasdé kruinice incidenini se
singuldrnim bodem «, se stfedem na pFimce z,x, pro jeji¥ polomér r v pFipadé, Ze

t > % platt lim r = 0. PFi tom konvergenéni obor obsahuje vidy jisté okoli bodu Z4-
t—>1

Dukaz. Jako v pfedchozim piipads fada (4) konvergu\je pro z spliiujici ne-
rovnost
]z—zo—t(z—zo)]<]a—zo—t(z——zo)],
kde o je nejblizéi singularni bod k bodu ¢, t. j. pro

(1 =22z 4 [t — (1 — ) Zp] 2 + [t — (1 — £) 2] 2 + (1 — ¢£).
Aoz + azy) —axx < 0.

Pro} <tresp.t <} dostévéme tak vnéjSek resp. vnitfek kruZnice incidentni

. (. v t—1
se singuldrnim bodem «, o sttedu v bodd z* — o — 1 % + % i TRk poloméru

it —1

r= le |zp — «|.. Rada (4) konverguje tedy v prvnim pfipad$ vng viech

takovychto kruznic, ve druhém p¥ipad® uvnit¥. Jest lim » = 0. Konvergenéni
t—>1

obor vZdy existuje a obsahuje ngjaké okoli bodu z,. Necht totiz B je stfed tGsecky
zyx. Roste-li parametr ¢t od — oo do + o, pohybuje se st¥ed z* po piimee z,x
od bodu g ptes z, do oo a odtud zase pres bod & k f. Pro ¢ < 0 je uvnitt asecky
zB (prot = 0 je z* = z;), pro 0 < ¢ < } je na polop¥fimee s podateénim bodem
%, jeZ neobsahuje « (prot = } je 2* = ), pro} <t < 1jena paprsku hvézdy
(pro ¢ =1 v bod8 «), pro 1 < ¢ uvnit¥ tsedky af (pro t = oo zase v bods B).

Poznédmka. Jako spec. piipady dostaneme z rozvoje (4) Taylorovu ¥adu
(1) (pro t = 0), fadu o jednom é&lenu, totiZ f(z) (pro ¢ = 1) a fadu (2) (pro
t = 1). Pro § < ¢ < 1 obsahuje p¥islusny konvergenéni obor polygon konver-
gence, pro 0 < ¢ < } konvergenéni kruh ¥ady (1). :

Ukézeme, Ze polygon konvergence funkce f(z) Ize je§t§ jistym zpiésobem de-
formovat. Omezime se pro jednoduchost na piipad z, = 0.

Polozime-li

t=r+4+1is, z=x+iy, a«=a+4 bi,

kde r, s, z, y, @, b jsou reélns ¢isla, dostaneme z nerovnosti (3)

(1 — 2r)(2* + 9*) + 2(ar 4 sb) x + 2(br — sa) y — (a® + B2) < 0.
Pro r = { je to zase oteviend polorovina s podstkem, jejiz hranici jest pfimka
incidentni s «. Pro tihel ¢, ktery sviré paprsek hvézdy s touto primkou, plati
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tgp = 2—15 Je tedy tento thel nezdvisly na singuldrnim bodé «. Pro s =0

dostaneme PK, kde#to pro s + 0 dostaneme oblast, jeZ vznikne z PK otofenim
kadé jeho strany kolem bodu « o thel ¢ — }m. Tento ,,deformovany‘ PK

© 1 .
neobsahuje tedy jiz konvergenénikruh fady Z_”j f™(0) 2n. Je-li r = %, s + 0,

dostaneme jako konvergenéni obor prinik véech vnéjski resp. vnitfku kruz-
nic majicich v bodech « te¢ny o smérnicich _—b——_ ZZ; oy b Uhel ¢, ktery
svird paprsek hvézdy s prfislunou tednou, je zase nezivisly na poloze bodu «,
l1—17r

8
Necht nyni f(z) je raciondlni funkece.
Analogicky s technikou rozvoje funkei v potenéni fady uvedeme zde jiny zpi-

nebot plati tg ¢ =

sob rozvoje funkee f(2) v fadu(4) pro { = 1 — kde m je ptirozené d&islo.

7

QE ; (kde polynomy P(z), @(z) = Z a2

jsou nesoud&lné, pfi demi a, + 0 a stupeii Q(z) je v&tsi neZ stupen P(z)) na
dasteéné zlomky tvaru

Rozlozme racionalni funkei f(z) =

A

(x — 2)*

Al_z_z"k_ 2t A 1 — 4 ™
ok 2x  2x] (20 — 2)* 20 —z]

Jestlize |2| < [2x — 2|, pak

A < k z I
e =r ( H%-J’ G
Mnozina bodu spliiujicich predchoz1 nerovnosti (pro kazdy singularni bod «) je
viak PK dané funkce. Seétenim vSech fad (5) pro vSechna « dostaneme Zadany

r0zvoj f(z) v PK. Snadno se zjisti, Ze tento rozvoj 1ze psati ve tvaru uvedeném
ve vété 1.

Provedme tento postup jestd jednou, t. j. poloZme

A 24 2 _ z =
(0 —2fF  (Qa—2)k\"  4x—2 4dx—22]

x4 (l oz 1 ? ko 4k4 . *® ¥
T (2x — 2)* 40 — 2z 40 — 3z] = (40 — 32)% 400 — 32|

Za predpokladu, Ze 5
‘ 2] < |4x — 32|,

(x %= 0).
Plati nyni
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je tedy
A 22k 4 = —k 2n
G @ DY ( n) B @ =0

Tato fada konverguje vné kruZnice
222 — 30z — 36z + dax = 0,
Sedtenim viech takovych fad pro vechna « dostaneme rozvoj konvergujici vné
v8ech téchto kruZnic.
Po m takovychto krocich dostaneme indukei

4 amk 4 & (-k

\ 2"
T Tl Py e ) v DN Gl Vi

n) [2max — (2™ — 1) z]* ~
Tato fada konverguje vné krunice incidentni s bodem «, o poloméru r =
e v _2m—1

= 2"‘—_—*3 a Stl‘edu 2 = 27——--2 X.

Snadno zjistime, Ze sedtenim té&chto fad pro vSechna o dostaneme fadu (4),

kdez0=0,t=1—2im,t.j.

& 1 2m — 1 z\"
fz) = 'ZOM f (’“"27;; z) (ﬁ) : (7)
Tedy po m krocich, kde
log (l—:{ + 2)
m = “logz + 1, (M =DMax (|«),

dostaneme tak fadu konvergujici vné viech kruznic incidentnich s body « o po-
lomérech men$ich nez e.
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