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Casopis pro pistovini matematiky, ro. 81 (1956)

NEKTERE PROBLEMY KVALITATIVNI TEORIE
DIFERENCIALNICH ROVNIC

(Ptehled soutasné literatury)*) DT: 517.91.001
V. V. NEMYCKIJ, Moskva.

Problémy kvalitativniho vySettovani diferencidlnich rovnic byly v posled-
nich letech jednim z nejaktudlngjsich themat matematické literatury. Zékladni
pojmy, véty a metodika kvalitativni teorie se staly zakladnimi pojmy a meto-
dikou fefeni mnohych otézek fysikilnich a technickych. V&dei, ktet se zabyvaji
nelinedrnimi kmity, radiofysikou a automatickou regulaci, zadali b&Zné uzivat
vét o struktufe integralnich kiivek v okoli singuldrniho bodu, o indexech sin-
guldrniho bodu a o limitnich cyklech; rozséhle aplikuji Bendixson-Poincarého
teorii a Brouwerovu vétu o existenci pevného bodu transformace (Fixpunkt-
satz) atd. PFitom, je-li pfi problémech radiofysiky charakteristické vysetio-
vani soustav s jednim stupném volnosti a uZiti vét kvalitativni teorie pro in-
tegrdlni &ary v roving, pti fefeni problému automatické regulace se naproti tomu
ukazuje jako nutné kvalitativni vySetfovani soustav s vét&im podtem stupiiti
volnosti a tedy feSeni sloZit&jsich prostorovych problémi. Situace se jedtd
zkomplikovala tim, Ze kvalitativni teorie se v podstaté dosud zabyvala Fefe-
nim problémié lokalntho charakteru, historicky spjatych s vyjidfenim analy-
tickych funkei fadami v okoli bodu, zatim co problémy aplikované matematiky
vyZzaduji uréit chovéni integralnich kiivek ve velkém, t. j. ve velké oblasti.
Zde lze pozorovat jisté zaostdvani matematické teorie za poZadavky fysiky a
dokonce i inZenyrské praxe. Pozorujeme-li s radosti vyznamné pronikéni
abstraktnich matematickych ideji do praxe, vzpomindme s hrdosti, Ze zv1asts
u nés v SSSR ve 8kole akademika L. I. MANDELSTAMA a jeho Zédka akademika
A. A. ANDRONOVA po prvé vznikly ideje o moznosti Sirokého uiti kvalita-
tivni teorie diferencidlnich rovnic ve fysice a technice.

~ Ptejdu nyni k prehledu vysledki kvalitativni teorie ptiblizné za poslednich
pét let.

*) Rozsiteny vyklad pfednéfky konané v bfeznu 1953 v Moskevské matematické spo-
leénosti. Pfeklad z &asopisu Vcnexu mareM. Hayk, IX, Bum. 3 (61), 1954, 39—56.
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Problémy kvalitativni teorie v rovin&

Budeme vyZetfovat soustavu dvou rovnic

d .
%::—‘P(x,y)v E!:"___Q(x’y)' (1)

Jestlize v predchazejicim obdobi (do konce tficatych let) byly vySetfovany
problémy struktury okoli singularniho bodu, pak nyni je pozornost zaméfena
na vygettovéni ve velkém. To neznamend, %e okoli singuldrniho bodu je tplné
probédéno. Na p¥iklad neni tiplné rozebrin ptipad singuldrniho bodu vyssiho
#4du a doposud vychézeji préce s touto thematikou (sem patii price A.
WinTtsERA [1], N. B. CHATMOVA [2] ,[28], G. E. Smova [3] a jinych), aviak
nyni, podle mého nézoru, to neni hlavni smér kvalitativni teorie.

1. BEnDIxsSoN a H. PoINCARE popsali mozné chovani integralnich kiivek
v oblastech, obsahujicich koneény podet singularnich bodd. Podstatnym roz-
&ifenfm téchto vysledki jsou prace Ju. K. SoLncEva [4] a R. E. VINOGRADA
[5]. Solncev tiplng popsal Q-limitni mnozinu E,, libovolné ohranitené trajek-
torie; specialné jim byla pfesné formulovéna cykli¢nost typickd pro tuto mno-
¥inu; dokézal, %e neredukuje-li se £, na jediny singulirni bod, pak rozdéluje
rovinu alespoii na dvé komponenty. Vinograd opustil pfedpoklad ohranige-
nosti B, a podal tplnou klasifikaci topologickych typl v nejobecnéjsim p¥i-
pads. Jim byla dokézéna tato zékladni fakta: 1. B, je hranici jednoduSe sou-
vislé oblasti a nemtize obsahovat ohrani¢enych komponent; 2. jestlize &, ne-
obsahuje singularni body, pak se sklida nejvyse ze spodetné mnoha topologic-
kych ptimek, pti ¢emz kazdd ohranidend oblast miZe byt protata pouze ko-
nenym podtem téchto , pfimek*. Problém klasifikace moZnych integralnich
k¥ivek v roving, na ném# zadal pracovat jiz H. Poincaré, byl témito pracemi
Gplné roziesen.

Bendixsonovy véty ukazuji, Ze existuje-li v roving prstencové oblast K,
ohranitena topologickymi kruZnicemi, jejiz hranici viechny integralni kfivky
protinaji p¥i rostoucim ¢ z vn&jiku dovnit¥, a neobsahuje-li K singularnich
bod#, pak v K lezi uzaviens integralni kfivka, t. j. soustava (1) mé periodické
fe¥eni. Tento jednoduchy topologicky princip byl Siroce uplatnén pfi dika-
zech existence limitnich cykld a také pifi odhadu jejich polohy.

Zv145t8 Gspsiné bylo této metody uZito k vySeteni rovnice

&+ f(z, &) &+ glx) =0, (2)
jeZ se vyskytuje v teorii nelinedrnich kmiti. Zde jsou nejnovéjsimi price A. F.
FILFPPOVA [6], DRAGILEVA [7] a DE CASTRA [8]. Abychom ukézali charakter
zde dosaZenych vysledkii, uvedeme vysledek de Castriv:

Rovnice (2) mé periodické Feseni, jestlize
L f(z, v) a g(z) jsou lipschitzovské v libovolné ohranitené oblasti;
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. /(0,0) < 0;

zg(x) > 0 pro = = 0;

@) + f(z, v) [o| > ¢ pro  |a| > a;

. je splnéna jedna z téchto podminek'

a) f(x,v) + f(x, —v) =0 pro |z|+ |v] = R,

b) f(z,v) + f(x, —v) =0 pro lxl > 0 a libovolné v, a kromé& toho exi-

stuji éisla a, b (0 < a < b) takovi, ze f f(x, v) dz > « > 0 pro viechny funkee

v(z) takové, ze |v(z)| > N, kde N je hbovolné velké.

. Abychom do tohoto vysledku zahrnuli i d¥ive dokdzanou Dragilevovu vétu
[7], je tfeba podminku (4) vyslovit v této formé: f(z,v) > 0 pro |z| > ,

oRow o

axv >0, a [g(x)dr = co. V piipads, Ze koeficient u & nezévisi na %, byla
0

A. F. Filippovem [6] dokézina obecndjsi kriteria, v jistém smyslu blizké
k nutnym. Z metody dikazt Dragilevovy a Filippovovy véty mohou byt
odvozeny i odhady rozloZeni limitnich cykli. Pro Van-der-Polovu rovnici
& + p(@* — 1) & + « = 0, jak ukdzal GoMORY a RicEMOND [9], lze sestrojit
uzkou prsténcovou oblast, v jejimz vnitiku lezi limitni cykl. Svého vysledku
doséhli tito autofi uZitim srovndvaci metody, obdobné znamé Caply-
ginové metodé. V explicitnim tvaru byl tento princip sformulovdn v ji%
vzpomenuté Dragilevové praci a spoéiva v tomto:

Necht jsou dény dvé soustavy

"= —flx,v)v —gx), T=v; (A)
_f*(xav)v_g(x)’ T=uv. (B)

Jestlize 1. f(x, v) a f*(x, v) jsou spojité a lipschitzovské v libovolné ohranitené
oblasti lezici vné osy z, 2. f(x, v) < 0 v okoli podétku, 3. zg(x) > 0 pro |z| > 0,
4. f(z, v) = f*(x, v), potom z existence periodického fefeni soustavy (B) plyne
existence periodického Fefeni soustavy (A) lezicitho uvnit¥ oblasti ohranitené
periodickym feSenim soustavy (B). Soustavngji uzival srovna,vaoi metody M.
1. JELSIN [10]. '

Casto byvé dilezité urdit podminky existence jediného limitniho cyklu
nebo naopak vétstho podtu limitnich cyklt v dané prsténcové oblasti. Jedno-
duché kriteria lze nalézt ve viech shora zminénych pracich; jsou zaloZena
na tom, %e se na funkce f(z, v) a g(x) kladou podminky, které zaruduji, Ze v ob-
lastech, v nichz mohou leZet periodické fe¥eni, viechna fedeni se k sob¥ p¥i-
blizuji a tedy nemohou existovat dv® periodick4 Fefeni. Zajimavé jsou pokusy.
o udéni takovych podminek pro funkce f(z,v) a g(z), aby existoval jisty
(ptedem dany) podet limitnich cykli. V tomto sméru na sebe upozoriiuji
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price Durrova a LEVINSONOVA [11] a ECKWEILEROVA [12] . V prvé z uvede-
nych praci je vySetfovana rovnice A

d E+ef(x)d+2=0 (3)
a je zkonstruovén takovy polynom Sestého stupné, Ze rovna-li se f(x) tomuto
polynomu, mé rovnice (3) tfi limitni cykly. Metoda autorti umoziiuje zvolit
polynom f(z) tak, aby rovnice (3) méla libovolny predem dany podet limitnich
cykli. Poznamenejme, %e nalezeny vysledek se vztahuje ke klasickému pro-
blému Hilberta a Poincarého o urdeni podtu limitnich cykla soustavy (1),
jejiz pravé strany jsou polynomy. K FeSeni téhoZ problému piipojme jesté
tento vysledek DILIBERTOV [13]. Nazv8me limitni cykl silng stabilnim nebo
gilnd nestabilnim podle toho, zda P, + @, > 0 nebo P, + @, < 0 podél
tohoto cyklu. Diliberto dokézal, Ze podet periodickych fe¥eni, kters jsou bud
silng stabilni nebo silné nestabilni, je mensi nez }(n — 2)(n — 3) + 1, kde n je
vy$¥i ze stupiit obou polynomi P(z,y) a Q(x,y). V Eckweilerové praci je
problém poétu limitnich cykli poloZen ¢ist® geometricky. Opét se vySettuje
rovnice (3), a to tak, %e se graficky zobrazuje kiivka x = &f(%) nazyvané
charakteristickou podle analogie s jeji roli v teorii samobuzenych kmiti.
Eckweiler ukazuje, Ze je mozné sestrojit pfiklady takovych soustav, v nichZ
existuje n&kolik limitnich cykli. Poznamenejme, Ze zcela neddvno student
mechanicko-matematické fakulty M. I. VosLokrov ukazal jisty obecny princip
rozlozeni i velikosti rozpéti maxim a minim charakteristiky, z n&hoz plyne
existence takového ¢i jiného podtu limitnich cykli.

Dosud jsme vySetfovali soustavy, jejichi fazovym prostorem je rovina,
aviak v aplikacich hraji velkou ilohu soustavy, jejichZz faizovym prostorem je
vélec. V podobnych soustavach mohou existovat periodicka FeSeni, z jejichZ
existence neplyne existence singuldrnich bodi. Tak je tomu pii kvalitativnim
vysetfovani rovnice tvaru

¥y =F@y,9), (4)
kde funkce F(y, y’) je periodickd vzhledem k y; do této t¥idy patii rovnice
y" + Ay’ + Bsin y = C, majici velky vyznam pro vySetfeni chodu synchron-
nich motorti. V této souvislosti pfipometime AMERIOVU praci [14]. Zapisme
vySetfovanou rovnici ve tvaru

¥y + By, y)=F@), ()
kde R(y,¥y’) = F(y,0) — F(y,y') a F(y) = F(y,0). Potom mizeme F(y)
interpretovat jako vn&jii silu a R(y, y’) jako odpor (tfeni). Refent, jez se re-
dukuji na konstanty, predstavuji polohy statické rovnovahy, a jelikoZ
R(y, 0) = 0, jsou to kofeny rovnice F(y) = 0. Proto, ptejdeme-li do fazového
dp _ F(y) — RB(y, p)
dy P ’
pak singulérni body rovnice (5) definuji rovnové#né polohy a jejich charakter

Liénardova prostoru, t. j. napiSeme-li rovnici (5) ve tvaru
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bude urovat stabilitu nebo nestabilitu téchto poloh statické rovnovihy.
AwmERI10, VvySetfuje rovnici ve fdzové rovind, nalézd déle podminky. vzmiku
limitnich periodickych reZimu a v nékterych pfipadech udavs, uplnou analysu
asymptotického chovéni feSeni rovnice.

Na z4vér prehledu kvalitativniho vySettovéani nelinedrnich kmiti ptipo-
metime prace M. L. CARTWRIGHTOVE a REUTEROVY [15], [16], které se mi svou
thematikou zdaji velmi podstatné. Specidlng, Reuter vyéeti‘u]e rovnici

& + kd(w, %) & + glx) = kp(t) (8)

a nazyvé jeji feSeni koneénd v limité, jestlize existuji takové konstanty B, a B,
nezévisici na k, 0 < k < 1, Ze libovolné feseni pro ¢ > t, vyhovuje podminkim
lz(t)] < By, |#(t)] < B,; uZijeme-li terminologie obecné teorie dynamickych
soustav, muzeme ¥ici, Ze ve fizové roviné (x, £) jsou tato fefeni stabilni v La-
grangeové smyslu. Reuter odvozuje ¥adu postatujicich podminek pro to, aby
fefeni byla koneéna v limité a specialné dokazuje tuto vétu: Rovnice (6) mé
viechna feSeni koneénd v limité, jestlize d(z, &) je spojitda, & > — A, pro
viechna z a y a @ > A, pro |z| = a, a |y| = b,, kde 4, a 4, jsou kladné kon-
stanty a jestlize p(f) je spojitd a ohranidend; kriteria lze tedy specidlné u#it,
jestlize p(r) = 0, nebo je-li p(t) periodicks funkce.

Problém, zda v8echna feSeni jsou konedné v limité je t&sné spjat 8 problémem
stability ,,ve velkém‘. Sem patii dva klasické problémy: problém centra,
spotivajici v uréeni podminek, z kterych plyne existence jistého okoli, v ném#
jsou viechna FeSeni periodicks, a problém odhadu oblasti pfitahovéni singu-
larniho bodu. V prvém problému se jako novy vysledek objevuje odhad
velikosti t6 oblasti, v ni% viechna ¥e¥eni jsou periodické. V fefeni tohoto pro-
blému nebylo udéléno mnoho: lze pouze uvést préci A. F. Filippova [6].
Pokud jde o druhy problém, pak ten byl v SSSR velmi intensivné studovén.
Jiz LiapuNovEM bylo dokidzino, Ze existuje-li positivng definitni funkce

V(z,, wz) jejiz derivace podle pole vzhledem k dané soustavé, t. j. vyraz

(gt’ 2 SZ fe, je zapornd definitni, pak poéétek je asymptoticky ‘stabilni

v Lja,punovové smyslu. Jestlife viak zkoumdme soustavu

do__ % .o d_ % n
&~ T Ixa Y T T 0t Ofap
. . 2?2 . dV 422
1 R, — ot e
a za funkei V zvolime vyraz V(z, y) = ¥ il g je 3 T
4y? 5y gl ’ .
~ AL an zépornd definitni; aviak, jak ukézali E. A. BarBaSIN a N. N.

Krasovsk1s v préci [17], z niZ je také vzat tento piiklad, existuje takové oblast
v rovind, e integrélni k¥ivky vychdzejiof z této oblasti p¥i ¢ — -+ co ubfhaji
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do nekonedna, t. j. podtek soufadnic neni stabilni ve velkém. V tée praci
bylo dokéizdno nésledujicf tvrzeni: Jestlize k dfive vyslovenym podminkim
pripojime je&té potadavek, aby ke ka?dému A bylo mo#no urdit takové &islo
N, %e z podminky X 2% > N plyne V(z,, 2,, ...) > A (Ljapunovova funkce V je
nekonedns velkd), pak poditek soufadnic je stabilni ve velkém. Tato podminka
je nutné, jestlife FeSeni soustavy jsou prodluzitelnd i pro ¢t - — co. Jak upo-
zornili titiZz autofi, podatek soufadnic bude také stabilni ve velkém, jestlife
:11—1: < 0, pti dem% znaménko rovnosti miZe platit pouze na takové mnoZing,
na niZ neleZi ani jedna kladné polotrajektorie. Tyto jednoduché véty dovoluji
‘udat celou fadu kriterii stability ve velkém v konkretnich ptipadech. Oviem,
v ka¥dém piipadé je tfeba vynaloZit nemélo ostrovtipu na to, abychom kon-
" struovali potfebnou Ljapunovovu funkci. Obzvldst podrobnd je v tomto
sméru vySetfena soustava tvaru

((iijt“ = fi(x) + ¢1(y) , %% = fo(x) 4+ @a(y) ,

jejiz speciédlni piipady maji aplikace v teorii automatické regulace. Touto
thematikou se zabyvaji prace N. P. JERuGINA [18], [19] a I. G. MALKINA [20].

Pro ponékud obecnéjsi soustavy uZil téZe metodiky.B. A. JERSOV v prici
[21]. Obtize spojené se sestrojovanim Ljapunovovych funkei nids nuti uchy-
lovat seik jinému zptisobu vySetfovani stability ve velkém, ktery je zaloZen na
ddvno zndmé (jiz od dob Poincaréovych) metodé isoklin a na metodé oblouku
bez dotyku. Casto samo rozlozeni a forma dvou isoklin, na p¥. isokliny ,,nuly*
a isokliny ,nekoneéna‘, dovoluji usoudit na stabilitu rovnovazné polohy.
Jestlize pravé strany, t. j. funkce P(z, y) a @Q(z, y) nemaji spolednych &initeld,
pak, jak ukazal N. P. Jerugin, mohou byt timto zptisobem odvozena definitivni
analytické kriteria stability ve velkém. V praciS. A. STEBAKOVA [22] je ukazén
velmi duvtipny zpisob konstrukce dvou lomenych &ar, vychézejicich z daného
bodu 4, mezi nimiz lezi integralni kiivka vychézejici z bodu 4 (autor posud
% této metody neodvodil daleko jdouci disledky). Na zavér lze poznamenat,
Ze vBechny tyto metody mohou jen v fidkych piipadech dataplny kvalitativni
obraz chovani integralnich k¥ivek ve fazové roviné. Presto vsak, jak se mi
zd4, je zde uz obsaZeno zrno budouci kvalitativni teorie ve velkém.

Na ukoné&eni ptehledu vysledk z kvalitativni teorie v roving je tieba byt
i jen nékolika slovy se zminit o vySetfovani zévislosti integrédlnich kfivek na
parametru, ktery vystupuje v pravych stranich rovnic. Tyto otdzky byly
zkoumény jak v SSSR tak v zahranidi. Pfedeviim se snad zminim o DE
BaGaissoviE préci [23], v ni% jsou dplnd vylofeny (s ndkterymi dopliky)
¥&ty Pontrjaginovy a Andronovovy, uvefejnéné jiz' v roce 1937 ve strudné
Pozrndmee bez podrobnych dikazi. Nejdilezitéj§im z konkretnich themat vy-
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Setfovani zévislosti Ye¥eni na parametrech!) je otézka o vzniku limitnich
oyklit ze singulérnich bodii nebo ze separatrix. Metoda vysetfovini byla
rozpracovéna v &lanku A. A. ANDRONOVA a E. A. LEONTOVICE, uvefejnéném
v dasopise YuénHLe sanicky ['0OpLKOBCKOr0 yHUBEpCATETA 6 (1939). Naznaéme
tuto metodu.

V dané soustavé

& Pey, ¥=owy

ptejdeme k polérnim soufadnicim; tak dostaneme rovnici

do 2 3
dc = eB 0Byt M
Regeni této rovnice hleddme ve tvaru o = g, (9, 1) + 0ova(p, 4) + ..., kde

A je parametr, na ndm% zaviseji funkce P(z, y) a Q(z, ¥). Koeficienty tohoto
rozvoje hleddme metodou neuréitych soudiniteld. Polozime-li v rozvoji ¢ = 2=,
dostaneme rovnici '

0 = og¥:(27, A) + 0ovs(27, 4) + ... (7)
Vysetime funkei f(gy, ) = @ — 0o, t- J-

fleor B) = [02(27, 2) — 1] @ + (27, 4) €5 +

Jestlize P(z, y) a Q(x, y) jsou polynomy, pak kladné koteny této funkce od-
povidaji limitnim cyklim. Abychom zjistili, zda takové koreny existuji,
vySetfujeme piimo nalezenou funkei.

Timto zpisobem se déje vySetfovani v nedavno publikované praci N. N.
BauUTINA [24], v niZ je vySettena otdzka existence limitnich cykld v okoli
potatku v piipads, ze P(x,y) a @(z,y) jsou polynomy druhého stupné; do-
kazuje se v ni, %e podet limitnich cyklfi neni vétsi nez 3, a jsou sestrojeny
takové polynomy, pro né% tento podet je pravé roven ttem. TéZe metody
uZivd ve své posledni praci [25] E. A. LronTovig, kdyZ vySetfuje vznik li-
mitnich cykli ze separatrice.?) Je tfeba Fici, Ze tato metoda, kterou je mozno
nazvat p¥imou, p¥i viech svych moznostech sotva miZe slouzit k ziskdni po-
nékud obecnéjsich zdkont vzniku limitnich cykli; spiSe se hodi ke konstrukei
riznych piikladi.?) V zahraniéi se touto thematikou zabyvé prace DuFrFova
[26]. V ni se vySetfuje soustava rovnic

=Py, §=0yY ),

1) Nedotykéme se zde dule%ité otézky o zavislosti feSeni na parametrech vystupujicich
v levych strandch soustavy. -

2) Poznamenejme, ¥e konstrukce funkce ¢ z rovnice (7) ve vyﬁeti-ovaném piipadsd je
qviem. mnohem obtiZn&jsi.

3) Zcela nedédvno se v &asopisu M&tematléeskq sbornik 34:1 (19584) ob]eVl]a. 8 touto
thematikou prace N. F. Otrokova.
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kde « jenéjaky reilny parametr, pii temi P a @ jsou periodické funkee « s pe-
riodou 2x vyhovujici témto podminkim:
L P, y, & & ) = — Pz, y,x), Q,y, s + ) = — Q(=, ¥, x).
2. Soustava rovnic mé pouze isolované singuldrni body. '
Takovy systém diferencidlnich rovnic se nazyvé tGplnym systémem, jestlize
mé tyto vlastnosti:

a) singularni body jsou pevné, jestliZe « nabyvd hodnot z intervalu 0 <
Soslm

b) ve viech regularnich bodech je splnéna nerovnost PaQ Q 5
Dvé soustavy rovnie

dr dy dr dy

E—Xl, a-———Yl a Et'——-Xz, EE_Yz

jsou tehdy a jen tehdy prvky téhoz uplného systému, jestlize X,¥, — X,Y, > 0.
Durr ve své praci vySetfuje zménu limitnich cykld pfi zméné « a zinik
i vznik limitnich cyklt ze singularnich bodd v daném tiplném systému. AvSak
pti této metods se doposud nepodafilo odvodit efektivni kriteria, dovolujici
analysovat konkretni rovnice.

Prostorové problémy kvalitativni teorie

Vysledkti kvalitativniho vySetfovani soustav diferencidlnich rovnic pro
n > 2 je mnohem méné nez pro n = 2. Dokonce ani vySetfeni chovani in-
tegrilnich kiivek v okoli singuldrnitho bodu neni tplng ukondeno. Uplné je
vySetiena pouze soustava

dz < . .
d—t‘ = ;la,-kxk + @@y, gy ey 2,) (E=1,2,...,m; 9,(0,0,...,0)=0),

v ni% determinant |a,| == 0, Z4dny kofen charakteristické rovnice neni ryze
imagindrni a pravé strany maji spojité parcidlni derivace v okoli singularniho
bodu.

Vyloudené pFipady musime povaZovat za ,kritické* proto, Ze libovolnd
malymi zménami koeficienti u linedrnich ¢&lentt se ostie méni topologicky
obraz chovani integrélnich kfivek. V nekritickém p¥ipadé byly definitni for-
mulace vysloveny D. M. GRoBMANEM [27], [28]. Jim specidlnd bylo dokézino
toto: Jestlife mezi kofeny charakteristické rovnice je alespoii jedna dvojice
kotend s redlnymi &4stmi riznych znamének, pak viechna fe¥eni, a% na ta,
kters vypliiuji varietu niZsi dimense, opusti dostate&nd malé okoli posétku jak pro
t— oo tak pro t — — oo. JestliZe redlné &asti viech kotfent maji stejné zna-
ménko a jsou rizné od nuly, pak viechny integrilni kiivky bud pro ¢t >
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nebo pro t - — oo tisti do podétku. Celou mnoZinu integrélnich k¥ivek mii-
%eme rozlozit do kone&ného po&tu t¥id podle jejich asymptotického chovéni,
t. j. podle toho, které z invarjantnich rovin matice 4 se dotykaji pro ¢t — c0.4)

- Nebudu uvad&t daldi presné formulace; zminim se pouze o vysledku, které
téméi za téchze predpokladi odvodil také Wazewskl [30].

Necht redlné tasti kofenti charakteristické rovnice vyhovuji nerovnostem

0 Loy oy Lo <oy S0y oo S gy < Opgppr S
con S5 B s

potom soufadnicovou rovinu (2., ..., Zx,,) Nazyviame nezavislou..

Wazewského véta pravi, %e mnoZina integralnich kfivek dotykajicich se
v podatku této roviny, mé dimensi k& + p.5) Tyto vysledky nepopisuji tiplné
chovani viech integralnich kifivek v okoli singuldrniho bodu. Je zndmo, Ze bez
dalsich pozadavki na ,,malost* g,(t, 2, Z,, ..., Z,) takovy popis nelze ani udi-
nit; z vySettovani I. G. Petrovského je také znamo, Ze mnohé vysledky znadmé
pro linedrni soustavy v piipad$, Ze kofeny charakteristické rovnice nemaiji
gl“‘ <M3 |lzl*(@,7=012,..,

Z; k=1
..., n; M a « jsou kladné &isla). D. M. Grobman ve své prici [28] udal takové
podminky pro poruchy ¢,(t, ;, s, ..., &,), pfi nichZz forma integrdlnich kfi-

nulové realné éasti, se zachovavaji, jestlize

vek soustavy %ft=A:v+<p a %’::Ai, kde z= (2,25, ..., ®,) & @ =

= (@1, P2 --+» Pn), j© asymptoticky ekvivalentni. Tyto podminky se v obecném
piipadé (pfi existenci nulovych redlnych &asti) kladou na asymptotické cho-
véni funkee g(t), kde
lo(t, @) — o(t, 2)| < 9(t) |2 — 2|,

a proto nemohou byt aplikoviny pti studiu autonomnich soustav; jestlize se
viak snaZime zachovat pouze formu téch integrélnich kfivek, které maiji
zéporné charakteristické exponenty v Ljapunovové smyslu, pak lze tyto pod-
minky nahradit charakterisaci velikosti vektoru ¢ v zévislosti na |z|. Jak uké-
zal D. M. Grobman, integrilni k¥ivky vygetfovanych soustav, majici zéporné
charakteristické exponenty, jsou asymptoticky ekvivalentni, jestlize

0(63) — 90, B < VG —F|, B0 S i

kde m 4+ 1 je maximalnf ¥4d poli matice, které odpovidaji kofenim charak-
teristické rovnice se zdpornymi redlnymi ¢4stmi, r = max{|z|, |z[}, k a & jsou
kladné &isla.

4) Zmitime se o préaci HAaGovE [20] z r. 1950. V této praci autor ve skutednosti jen
znovu dokazuje vysledky I. G. PETROVSKEHO, publikované v 3asopise Matematideskij
sbornik ji% v roce 1934 (svazek 41: 1, strana 107—156).

. %) O matici linedrnich Sleni pfedpoklddéme, Ze je v Jordanov® kanonickém tvaru.
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Jestlize existuji nulové kofeny, pak méame co &init se singulérnfmi body
vy#&siho ¥4du a dostdvime se tim na pole, kde se miZeme jen zt&Zi orientovat.
Aviak i zde byly v poslednich letech zaznamendny jisté pokroky. Za prvé
pripometime Haagovu préci [31]. V ni je vySetfovan pripad, kdy lze zkouma-
nou soustavu zapsat ve tvaru '

dz dx
P = @(x, Ty Ly ooy :L',.) ’ —d—tj = r4&; + %5-1) + @5,

kde r; jsou konstanty, ¢ = Af(z) + F(x, z;), pii éemZ f(x) > 0 je mald fadu

_ R .o fi(®) . Fxa,)
o>1 a ¢;=fix) + Fy=, 2); pfi tom je 1,‘_’,% W—A,, E} e

= 0. O stabilitd & nestabilité rozhoduji znaménka disel 4,

. Fix, x) .
= 0, lﬂ @)
a znaménko vyrazu Af(zx). Analogické, aviak ponékud dale jdouci vysledky
uvetejnil A. A. SesTarov [32], [33] v piipad® jednoduchych kofenii zkricené
charakteristické rovnice. Ve své poznadmce [34] z roku 1949 ukizal A. A.
Sestakov, %e obecnsjsi ptipad mtiZe byt pieveden na dfive vySettovany piipad
linedrni transformaci proménnych. Jestlize si neklademe za tkol tiplné kvali-
tativni vySetfeni v okoli singulérniho bodu a zajiméme se pouze o uréeni
stability v Ljapunovové smyslu, pak klasickd piimé metoda vySetfovani
stability ztstdva nadale zékladni metodou pro vySetteni konkretnich problé-
mi dilezitych v aplikacich. Na dotvrzeni stadi piipomenout price LURIEHO
[36] a AJZERMANA [36] z teorie automatické regulace. Z teoretického hlediska
se jevi velmi ddlezitymi ,,obrdcené véty. Tim myslime odvozeni nutnych
a postadujicich podminek, kterym musi vyhovovat Ljapunovova funkce, aby
stabilita méla ten nebo onen charakter. V poslednich letech byla nalezena
témét definitivni FeSeni t&chto problémi, zv1asté pak MASSEROU [37] a BARBA-
SINEM [38] nezévisle na sob& byly odvozeny obricené Ljapunovovy véty pro
asymptotickou stabilitu. Uvedu nejobecn&jsi z téchto vysledkii pochazejici
od Barbagina.

Jestlize kompaktni souvisld invariantni mnoZina F mé tu vlastnost, Ze
déli své dostatetn® malé okoli pouze na koneény podet éasti a je souasné
asymptotickou mnozinou, pak v jistém okoli mnoziny F existuje spojita funkce
v majici spojitou derivaci podle ¢asu v oblasti U, vyhovujici podminkédm
dv ‘
| dt N
vyhovovat funkce v, jsou také postadujici k tomu, aby soustava byla stabilni.

> 0 a — < 0 a rovnajici se nule na mnozing F. Tyto podminky, jimZz mé

Upozortiuji, Ze E. A. Barbasin byl prvy, kdo se zatal zabyvat podminkami
asymptotické stability nikoli vzhledem k bodu, ale vzhledem k mnoZiné.
Zatim je§td nikdo neuzil téchto vét ke studiu konkretnich dynamickych sou-
stav s invariantni podmnozinou, aviak nepochybuji o tom, Ze je moZné to
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udinit. Konens, tplné nedévno I. G. Malkin odvodil nutné a postatujicf pod-
minky pro stejnomérnou stabilitu v Ljapunovové smyslu.

Prejdéme nyni ke kvalitativnimu vySetfeni ve velkém soustav s v&tiim
podtem stupiiit volnosti. Je nutno ¥ci, %e zde byly ve skutetnosti udinény
teprve prvé kroky. JiZ jsem se zminil o prici Barbasinové a Krasovského [17],
v ni% jsou odvozené postatujici podminky pro stabilitu ve velkém formulo-
vény pomoci vlastnosti Ljapunovovy funkce. Faktické sestrojeni ljapunov-
skych funkei pro n¥které t¥idy soustav a pro nskteré rovnice tfetiho fadu je
provedeno v fad$ praci Barbadinovych [39] a Krasovského [40]. V posledni
z uvedenych praci byla vySetiena soustava tvaru

d d
d_:: = f,(x) + a1y + @52, T!: = fo(®) + 32 Y + @557,

d
T: = f3(x) + agey + @342 .

Tou thematikou se zabyvaji price AJZERMANOVY [36] a LURJEHO [35].

Krom¢ stability ve velkém byl vySetfovan také problém existence periodic-
kych fefeni a jinych kmitavych rezimu. Jestlize pravé strany soustavy
iliti = f(t, ,, %y, ..., ¥,) jsou periodické funkce ¢, pak nalezeni periodickych
Yedeni s periodou identickou s periodou pravych stran je klasickym thematem.
Rozhodujici vysledky v rozpracovéni této thematiky pochdzeji od A. N.
Ljapunova a tykaji se otdzky vyjadfeni FeSeni ve tvaru fad. Tyto otdzky
vystupuji z rémce té thematiky, které se dotyks tento pfehled. V piipadé
autonomnich soustav nejroziitengjsi metodou hledani periodickych FeSeni je
Poincarého metoda malého parametru. Vysledky dosazené touto metodou také
netvori predmét mého piehledu. Soudasny stav tohoto problému je vyborné
vylozen v Malkinové knize ,,Meronst Jlanynosa u Ilyankape B Teopnn Hesu-
neiinnx KoneGaumit® (['ocrexusnar, 1949). Viechny tyto metody nedovoluji
nalézt periodické rezimy v podstatné nelinedrnich neautonomnich soustavich
v piipadé, ze hleddme Yeseni s periodou nesoumétitelnou s periodou pravych
stran. Mimochodem podotknéme, %e Massera [41] ukézal, %e takovd TeSeni
mohou existovat pouze v tom pripads, kdyZ podél odpovidajicich integral-
nich kiivek nezévisi pravé strany na ¢. Jiz ddvno vznikla idea zobecnit na
prostorovy piipad princip mezikruzi platici pro rovinu, avSak to se ne-
podaiilo. V roce 1952 uvefejnil FULLER [42] zéporné YeSeni tohoto problému,
t. j. byl jim sestrojen étyfdimensionélni torus, jehoZ hrani¢nimi body vehézeji
vSechna fefeni do vnittku toru, aviak tento torus neobsahuje (ani uvnitf
ani na hranici) ani singulérni body ani periodické Fefeni. V této préci Fuller
poznamenévé, %e vektorové pole jim sestrojené muze byt uvniti toru spo-
jitd deformovéno v takové pole, Ze jeho trajektorie jsou periodické. Tato
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okolnost ukazuje, jak on sam spravné podotyka, Ze sotva mohou existovat
disté topologicks kriteria existence periodickych Yeeni. AvSak tato okol-
nost_neni podkladem k pesimismu v tomto sméru. Dikaz existence perio-
dickych Yefeni je tfeba provést bezprostfednim uZitim Brouwerovy vty
o pevném bodu. Je toti% t¥eba zjistit, Ze pole uvnit¥ toru je takové, Ze
polednikovy Yez toru prechdzi pii pohybu po trajektorii spojité v sebe.
Takovym zpiisobem se v obecném piipadd prevadi problém na vySetfeni
jistého bodového zobrazeni a na uréeni pevnych bodi tohoto bodového zob-
razeni. Pravé timto zptsobem A. A. AxpRONOV [43] ve své klasické prici
z roku 1946 rozfesil problém Vysndgradského z teorie nepiimé regulace. P¥imo
bylo principu toru k urdeni periodickych ¥eseni uZito v pracich K. O. FrIED-
RICHSE [44] a L. L. RaucHA [45]. V posledni préci je vySetfena rovnice t¥etiho
tadu
k& + [ky + ksg(x)] & + ksg'(x) @2 +2=0.

Pfi nékterych vztazich mezi parametry k,, k, a k; a funkei g(z) je dokazana
existence periodického Fefeni. To jsou prvé a nesmélé kroky, které udinila
" kvalitativni teorie p¥i vySetfovani soustav » rovnic pro n > 2 ve velkém.

Linedrni soustavy s proménnymi koeficienty

Posledni otdzkou, u ni% se zastavime v tomto prehledu, je kvalitativni vy-
etfeni linedrnich rovnic s proménnymi koeficienty. Pii tom se omezim pouze
na uvedeni obecnych vét, nedotykaje se téch specialnich vysledki, které jsou
zndmy pro linedrni rovnice druhého ¥ddu. Tedy nechf je dina soustava rovnic

%’_;j = 2 a;(t)z; (1=1,2,...,n). =

j=1
Jednim z nejroziifendjiich zplsobi vySetfovani soustavy (8) je uZiti srovnva-
cich vét. Ty spoéivaji v tom, Ze zkoumand soustava se porovnava s jinou
soustavou
dz < I
-d—t‘ = 2)1 b))z, (1=1,2,...,n).
V tomto sméru jdou nejdédle vysledky odvozené pro piipad, e pomocna
soustava
. dz, & _ .
- T 521 bk =1,2,...,n)
mé konstantni koeficienty. V tomto sméru je velmi zajimavé price Grobma-
nova [28]. ,

Necht g(¢) = |la,(t) — byl @ my + 1 je ¥4d maximélniho pole matice (by,)
v Jordanové kanonické form&, odpovidajiciho vlastni hodnotd této matice

462



s redlnou dasti wy; potom Z podminky f t"'*g(t) dt < oo plyne, Ze mezi mbegrély

line4rni soustavy s konstantnimi koeﬁclenty, odpovidajicimi kofentim charakte-
ristické rovnice majicim redlnou #4st w;, a mezi integraly soustavy rovnic

dex, <
a = jzl a;(t) z; ,

majicimi charakteristicky exponent w,, je mo#no definovat vzajemnd jedno-
znadnou a vzéjémnd spojitou korespondenci, pti niZ pro odpovidajic integraly
plati vztah |z — y| = o(e™*), t. j. pro integraly z plati asymptotické vyjadieni
z = y + o(e”). Z této formule zfejms plyne, %o = y + o([2|).

Avgak posledni asymptotické formule je méng pfesnd. Jak ukézal E. LEvi
[46], k platnosti této posledni asymptotické formule stadi piedpoklad
[t#~*g(t) dt < oo, kde u je ¥ad nejvétiiho pole Jordanovy matice.

‘.

Dosud jsme vySetfovali integralni blizkost porovnévanych soustav. Avsak
v pripad® linedrnich soustav mohou byt zavedeny i jiné formy blizkosti [47].
Snad nejobecndjii vysledek v tomto sméru odvodil LEVINSON [48].

Budi% dana soustava %‘;—: = (4 +® + R)z, kde A je konstantni matice,

pro ni# viechny kofeny charakteristické rovnice jsou jednoduché; matice
(t) je takova, e prvky ®,(t) této matice konverguji k nule pro { - © a

- it
f a(pﬂ

ot
&

Kofeny charakteristické rovnice |4 + @ — AE| = 0 ozna¢me }.,(t) Nechﬁ
lim ,(t) = p, pro t — co. Jestlife redlné &4sti u, nejsou viechny rizné, pak
zavedme oznadeni D,(t) = Re(A(t) — A,(t)) a predpoklédejme, Ze pro kazdé
i a j je splnéna jedna z téchto podminek:

dt < o0. Prvky matice R vyhovuji podminkdm f |re;(2)] dt < o0.

i
lim sup| [Dy(t) dt| < oo,
t—0 ty

¢ 4
lim [D(t)dt = oo, fDi,-(t)dt>—c, A> B;

t— o t,

hme,,(t)dt—— o, fD,,(t)dt<c, A> B;

t—wo t,

kde ¢ je jistsd konstanta. Potom pro velké ¢ existuje n nezavislych vektori
x00(t), které jsou integrily vySetfované soustavy a to takovymi, Ze pro ¢ -
t

e at i
plati a®)(t) ~ c®e' (k=1,2,...,n), kde ¢® je linedrnd nezdvisla sou-
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stava vektort. Kazdy z vektor ¢ je cha.ra.ktenstlckym vektorem matice 4,
t. j. Ae® = pe®,

Jestlize nesméfujeme k odvozeni asymptotickych formuli a zajimime se
pouze o stabilitu fefeni, pak je moZné udat i mén& omezujici podminky. Jiz
ddvno bylo zndmo, Ze jestlize redlné &asti viech kofenit charakteristické
rovnice |4 — AE| = 0 jsou zdporné, pak z podminky lim @(t) = 0 plyne

t—o

stabilita limitni soustavy. Nevydetfenym zistdva piipad, kdy redlné &asti
kotenti charakteristické rovnice |4 — AE| = 0 se mohou rovnat nule.

V této souvislosti pfipometime DEMIDOVICOVY prace [49], [60]. V nich je
vySetiovan pfipad jednoho nulového kofenu, pfi éemz soustavu lze napsat ve

tvaru ((11—:: = Ax + D(t) . B. P. Demidovié hledd ,linedrni aproximaci‘*
toho kofenu charakteristické rovnice, ktery mé za limitu nulu. Tuto aproxi-

O I = 2 . .
maci miZeme napsat ve tvaru g9(f) = ——— z ZA,-,(p,-,-(t), kde 4;; jsou mi-
ZA i=135-=1
it
i-1

nory determinantu matice 4 a @;(t) jsou prvky matice @(t) a kde kriteria
stability hledame pf¥i jistych predpokladech o asymptotickém chovéni fun-
kce p3(t).

K rozbiranému thematu se vztahuje také neddvno publikovani prace
GavriLovova [51]. V ni je formulovéno bez dikazu toto velmi silné tvrzeni:

BudiZz ddna soustava % = ; X + z wi(t) ,, kde a; jsou konstanty
a wg(t) jsou spojité pro ¢t > #,. Jestlize ¢ _; k, pak w;(t) jsou bud absolutné
integrovatelné na (¢, ©0) nebo wy(t) > 0 pro ¢— co. Jestlize @ < k, pak
w4(?) jsou spojité ohrani¢ené funkce pro ¢ > ¢,. O matici 4 predpokladame,
%e je v Jordanové kanonickém tvaru. Trividlni feSeni je stabilni v Ljapunovové
smyslu, je-li splnéna jedna z téchto dvou podminek:

1. Jestlize 4, je vicendsobny kofen charakteristické rovnice a elementarnf
délitel je I,-nasobny, p¥i ¢emz I, > 1, pak Re 1, < 0.

2. Jestlize 1, je jednoduchy nebo vice nisobny koi‘en, aviak [,=1, pak
Re 1, < 0; pfitom, ]estlmeRe}. =0, zadame jests, abyflw,k(t)|dt < ooprok +s
z toho ra.dku, v némz? je dané A,, pro néz Re 1, = 0 a aby existovalo N > 0

takové, ze fw,,(z) dr < N pro t > {,.
t,
V piipads, e matice pomocné soustavy mé nekonstantnf koeficienty, je pro-
blém stability mélo prostudovan. Oddélené se studuje problém ohrani¢enosti

fefeni pii ruznych pravych stranich rovnic. Je jasné, Ze problém by byl
v jistém smyslu fefen, kdyby se charakteristické exponenty feSeni linedrnich
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soustav ménily spojité p¥i spojité zméné koeficientli, Aviak podminky takové,
spojité zmény nejsou vyjasnény. Dlouho panovala hypotesa, Ze je-li dana

soustava % = A(t) = reguldrni v Ljapunovov® smyslu, pak Ze se charakteris-

tické exponenty mélo méni pfi dostatedné malych zmé&néch pravych stran;
ukézalo se vSak, Ze tento pfedpoklad je nespravny dokonce i pro soustavu
dvou rovnic. Takovy ptiklad nedédvno konstruoval R. E. ViNoerAD [52],
Obtize Yefeni obecného pripadu primély matematiky zabyvat se otdzkou
zachovéni ohranidenosti fefeni. V tomto sméru ptipomeiime dvé préce Asco-
LIHO [53]. Ascoli misto regularity soustavy a nekladnosti charakteristickych
exponentti predpoklddsd existenci ohranitené fundamentdlni matice, a to

Tl B d PRI ;
nikoliv jen pro samotnou soustavu E:: = A(f) z, nybrz i pro soustavu s ni

konjugovanou. Je zajimavé si uvédomit, Ze tato podminka je splnéna, jestlize
kazdé FeSeni soustavy & = A(t) x je v okoli podatku ohrani¢ené jak shora, tak
zdola.

Viechny uvedené préce se tykaly vySetfeni linedrnich soustav s proménnymi
koeficienty srovnavacimi metodami; nepochybnou dileZitost mé viak také vy-
Setteni ,koeficientnich kriterii‘, t. j. takovych kriterii, kterd by dovolila
z vlastnosti koeficient@t soudit na kvalitativni chovani feSeni. K takovym
koeficientnim kriteriim lze p¥idist na pt. klasické Ljapunovovy odhady moZného
riistu Fedeni, Floquetovu teorii Fefeni rovnic s periodickymi koeficienty atd.

Posledni leta pFinesla i v tomto sméru celou fadu novych vysledki a novych
metod. V nésledujicim shrnuti ponechdm tplné stranou dilezitd a velmi dua-
myslnéd vysetfovani ohranidenosti feSeni rovnice s periodickymi koeficienty,
jelikoz ta vyzaduji specidlniho ptehledu a jsou t&sné spjata s vysetienim jedné
rovnice druhého ¥adu s periodickymi koeficienty. Zastavim se pouze u obec-
nych metod vysetfovani integrali linedrnich soustav. Uvedu neddvno publi-
kované price GORBUNOVOVY [54], [55], [56] a VINOGRADOVY [67], [58].
Prace Gorbunovovy predstavuji dali rozvinuti druhé Ljapunovovy metody
aplikované na linedrni soustavy. Ptejdéme k vykladu o téchto pracich.

Budi# déna soustava rovnic & = E(t) x, kde z = (%, ®,, ..., ¥,) je matice
o jednom sloupci a E(t) je spojitd étvercova matice, a necht je déna jista

n

kvadratickd forma G(¢, x) = z QX Zy, PH Sem%Z ay = ay;. VySetime formu
i, k=1

g(t, x) = %G(t, ) rovnou derivaci formy G(¢, ) podle pole vzhledem k dané

soustavé, a nechf N,(t) = max g(¢, z). Zavedme nyni oznadeni
G(t,x)=1

an-l.l siwe au—l,n—l
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