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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 81 (1956)

BAIREOVA A BORELOVA MIRA

JAN MARIK, Praha.
(Doklo dne 25. listopadu 1955.) DT:519.53

Hlavnim vysledkem této préce je vSta z odst. 22, kters Fiké zejména,
¥e kaZdou koneénou Baireovu miru na Hausdorffov$ parakompaktnim
prostoru lze rozsifit na Borelovu.

1. Bud P libovoln4 mno%ina; bud ¥ n&jaky neprizdny systém &asti mnoziny
P. Jestlize ¥ obsahuje s kazdymi svymi dvéma prvky také jejich sjednoceni
a rozdil, fekneme, %e T je (mnofinové) téleso; je-li kromé toho P ¢ X, fekneme,
%e ¥ je algebra (na mnozing P). Obsahuje-li téleso ¥ sjednoceni (resp. prinik)
ka#dé posloupnosti svych prvki, nazveme ¥ o-télesem (resp. d-télesem).

- Bud ¥ &-t&leso; necht 7', Ty, Ty, ...« X, T,C T (n=1,2,...). Ze vztahu
UT,=T—-—nN(T—T,) plyne, ze YT, ¢ £.
n=1 n=1 n=1

Bud naopak ¥ t&leso, které mé tuto vlastnost: Jestlize 7', T, Ty, ... € &,
T,.cT n=12,..), T,nT,=9 pro p + ¢, pak U T, e . Necht T,U,,
n=1

Uy e, U, CT(n=1,2,..)psk U U = U (Un — U Uy), takie U U, .
n= n=1 n=1

1 k<n

Jestlize V,. e¥(n=1,2,...), pak z rovnosti N V, =V, — U (V; — V,) plyne,
: n=1

n=1

Ze N V,eZ. Vidime, ze T je d-t&leso; zaroveii jsme dokézali, Ze ka?dé o-téleso

n=1
je d-t&lesem.

Jestlie o-téleso T je algebrou, fekneme, Ze T je o-algebra. Je-li -t&leso
€ algebrou, je také o-algebrou, jak snadno plyne z provedenych tivah.

Systém viech ¢isti mnoziny P je zfejm& o-algebrou. Snadno se zjisti, Ze
primik libovolného systému o-algeber je op&t o-algebra. Je-li nyni M né&jaky
systém S4sti mnoZiny P, existuje nejmensi o-algebra, kterd obsahuje I; je
to totiz pranik viech o-algeber, obsahujicich M. (Podobns se zjisti, Ze existuje
té% nejmensi algebra (t&leso, 5-t&leso, o-téleso), obsahujici M.)
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Jspu-li 4,, A, ... mnotiny, 4,C 4,C ..., U4, =4 (resp. 4,D4,D...,

n=1

N A; = A), piseme A4, # A (resp. A, \ A).
n=1 .
Jestlize u je nezdporna funkce!) na t&lese ¥ a jestlize plati implikace

AneZ(m=1,2,...), 4,04, =0prop + ¢, U 4,¢T = > u(4,) = pu(U4,),
n=1 n=1 n=1
fekneme, Ze u je mira (na ).

Je-li u mira na télese T a je-li 4, 74, 4,¢T (n=1,2,...), 4¢3, plati
u(A4,) - u(4), jak se snadno zjisti.

2*). Bud P libovolnd mnoZina; budie M, N systémy Edstt mnofiny P a necht
“PeMn N. Bud « (resp. f) koneénd nezdpornd funkce na systému M (resp. N).
Necht jsou splnény tyto predpoklady:

) MeM NeNM=>M —NecM N—MeN;

2) My, Mpe M, M, 0 My=0=> M, 0 MyeM, «(M,) + o (M,) =0 (M, v M,);

) MeM NeNy MC N = (N — M) = B(N) — «(M);

4) NeMN = B(N)<supo(M), kde MC N, MW

B NyeR(n=12..), 5 A) < 0 = U Npe R, AU V) 5 ).

Pro kazdé A C P poloime
y(4) =sup (M), kde MeM MC A,
7(A) = inf (N), kde N e%, N O A2

Bud ¥ systém vdech mnoZin T C P, pro néZ je y(T) = y(T) < oo; bud U systém
vdech mnoZzin A C P, jejichZ pramik s kaZdym prokem ze systému I pat¥i opét
do T. '

Potom je T d-téleso, U je o-algebra a funkce y je mira na Y. Ddle je RNC T C U
a pro kaZdé N « W platt y(N) = y(N) = B(N).

Dukaz. Necht 4,C P (n =1, 2, ...). DokaZeme, Ze
AU 4) < 35(4,). (1)
Necht tedy 3 y(4,) < 7(U 4,). Snadno se zjisti, Ze existuji N,eN tak, ze
n=1 n=1

N,D4,(n=12,..), Zlﬂ(N,,) < y( UIA,,). Podle 5) je l;le,, eM, B( l:-'xN") <

1) Nemusi byt kone¥n4.

*) Pred studiem tohoto odstavce by si m&l étenat prohlédnout dikazy v&t 5 a 9, aby
v&dél, co si mé pod systémy MM, N a funkcemi «, B predstavit.

1) Jestli%e neexistuje N ¢ N, N D 4, je 3(4) = inf § = co.
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< S B,); atejme viak U NoD U A, takie f( U N = 5(U 4,) > 3 B(N,).
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

n=1
Timto sporem je dokdzana nerovnost (1).

Jestlize A;, A,C P, A, n 4, =0, je
Z(A1) e Z(Aa) < Z(Al v 4,), (2)
jak snadno plyne z 2).

Jestlize v 2) polozime M, = M, = §, dostaneme 2x(9) = o(9), tedy o (9) =
= 0; podle 4) plati B(9) = 0, takze je téz y(#) = 0. Jestlize tedy A4,, 4,C P,
plyne z (1) vztah

y(4, v 4,) < v(4,) +y(4y) . (3)
Necht nyni M e M, N e N, AC P, MC AC N. Podle 3) je f(N) — «(M) =
= (N — M) = 0; mame tedy
7(4) < y(4) (4)
pro kazdé 4 C P.
Pro N ¢ M je ziejmé y(N) < B(N); podle 4) je viak f(N) < y(N), takZe
y(N) = y(N) = B(N) (5)
pro kazdé N « M.
Jestlize A, 4, X, 4, n"4, = @, je podle (2), (4), (3)
y(4,) + y(4,) < (4, v 4,) < y(4, v 4,) £ y(4,) + p(4y)
tedy
A0 4,6, y(4,0 4y) = y(4y) + y(4y). (6)

Budte nyni A4,, 4, libovolné prvky systému Z. Zvolme &> 0. Existuji

M,eM N,eN tak, Ze

M;CA;CN;, BN, —M,)=[(N,)—a(M,)<e (i=12).
Potom plati

M,—N,C4,— 4,CN,— M,,

pii Gemz M, — N, eM, N, — M,eN, (N, — M) — x(M, — N,) =
= ﬂ((N1 — M,) —_(M1—Nz)) =}_i((N1— M,) — (M, — N,)) g;((Nl — M,) v
U (Ny — M) < y(Ny — M) + y(Ny — My) = BNy — My) +B(N, — M,) <
< 2¢. Odtud plyne ihned 4, — 4. ¢ T. Protoze 4, u 4, = (4, — 4,) U 4,,
kde (4, — Ag) n Ay = 0, je [viz (6)] téz A, u A, T. Podle (5) je MC I,
takze systém ¥ nenf prazdny. Tim je dokézéno, Ze T je téleso.

Necht nyni Ty, T5,...¢ %, T, 0 Ty =9 pro p +¢, > (T,) < . Podle

=1

-] [ee] n
(1) je (U T,) £ > #(T,). Podle (2) vSak pro kazdé p plati > y(Th) =
n=1 n=1 n=1
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= S AT < u T,) < o u T,), takse z HTw) < o u T,). Odtud podle
n=1

(4) plyne UlT,.eZ, V(UT,.)=27’(T,.)-
JestliieT T, T,,. eSZ T, CT(n=l D5 ),T nT, ;Qprop#q,
je ZV(T)—-y(UT,.)<7(T) tedy Z'}’(Tn)<°0 UT e, y(UT,.)—

= 2 7(T,). Tim je dokézéno, %e T je d-t&leso a Ze y je mira na .
n-1
Protoze I je d-téleso, je U o-algebra. Necht A, 4,,...¢ U, 4,0 A, =9
pro p #g¢. Podle (1) je y( U 4,) < > y(4,). Je-li tedy y( U 4,) = oo, plati
. n=1 n=1 n=1

zde rovnost. Je-li viak y( U 4,) < oo, existuje N ¢ N tak, ze Y 4, C N; je
n=1 n=1

tedy 4, = A, 0 NeZ pro n=1,2,... a podobng U 4, « . Protoze y je

n=1

mira na ¥, je opét y( U 4,) = > y(4,). Tim je vie dokézano.
n=1 n=1

3. Bud U o-algebra na mnoZiné P; bud u mira na Y. Pro libovolné M C P
poloZme

(M) = inf u(4d), kde Ae, ADM,
u(M) =sup u(A), kde AeWU, AC M.

Potom plati )
B(M v N) < (M) + (), | (7)
wM v N) < u(M) + u(N) (8)
pro libovolné mnofiny M, N C P;
(M) + p(N) < (M 0 N, (9)
w(M) + &(N) < WM 0 N), (10)
jestliZe M n N =9, M, N C P;
u(M,) — p(M), (11)

jestlize M, » M C P.

Dikaz. Ad (7): Zvolime A,Be A, AD M, BDON a pouzijeme vztahu
wM u N) < u(4 v B) < u(A4) + p(B); obdobné se dokéze (9). Ad (8): Zvolime
B,Ce%, BON,CC M u N apouzijeme vztahu u(C) < u(C — B) + w(B) <
< u(M) + p(B); obdobnd se dokéze (10). Ad (11): Snadno se zjisti, Ze existuji
A, e ¥ tok, %o 4, M,, u(4,) = i(M,). Bud B, = A 4,. Potom B, S M,

k=n
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(n=1,2,...), u(B,) = #(M,), B,C ByC ..., tedy lim (M,) = lim u(B,) =
= u( f_ian) > (M), §(M,) > (M)

Poznédmka. Ziejm& je u(4) = u(4) = u(4) pro kazdé A e . Jestlize
MnoN=9, MuN e, plati

(M) + W(N) = p(M v N), (12)
jak plyne ihned z (8) a (10). Ze vztahi (7) a (10) plyne podobns, %e
WM O N) = p(M) + &), (13)

kdykoli M n N =0, M « U, NC P.

4. Bud P libovolnd mnoZina. Bud @ systém &sti mnoziny P, ktery m4 tyto
vlastnosti:

1) @B, PeG;

2) G4, G =G, nGye;

3) GCB=U G eB.

Potom fekneme, ze systém & definuje na mnoZing P topologii a mnozinu P
nazveme topologickym prostorem. Prvkim systému & budeme Fikat otevFend
mmnoZiny. Komplementy otevienych mnoZin nazveme uzavienymi mnofinami;
systém vSech uzavienych mnozin budeme znadit symbolem §. Z 2), 3) snadno
plyne, Ze sjednoceni koneéného podtu uzavienych mnozin a prinik libovolného
systému uzavienych mnoZin je opét uzaviend mnozina. Je-li 4 C P, bud
A (uzdvér mnoziny A) prinik viech uzavienych mnozin, které obsahuji A4
(mezi takové mnoZiny patfi podle 1) vidy mnozina P); 4 je tedy nejmensi
uzaviend mnozina, obsahujici 4. Bod x lezi v 4, praveé kdyz G' n A + ¢ pro
kazdou mnozinu G € &, kterd obsahuje bod z.

Bud f koneé¢né redlns funkce na mnozing P. Rekneme, %e funkce f je spo-
jitd v bodé x € P, jestlize ke kazdému & > 0 existuje G ¢ & tak, %e z ¢ @ a Ze
pro kazdé t € G je |f(t) — f(x)| < e. Rekneme, %e funkee f je spojitd (na prostoru
P), je-li spojitd v kazdém bodé x € P. Jsou-li f, g spojité funkee, jsou té% funkce
f+ 9. f.9, max(f,g), min(f,g) spojité; jestlize posloupnost {f, w1, kde f,
jsou spojité funkce, konverguje stejnomérné (na mnozing P), je funkece lim f,.
rovnéz spojité. (To lze dokézat obvyklym zptisobem.)

Bud §* (resp. G*) systém viech mnoin tvaru E[z; f(x) = 0] (resp. E[x
f(z) = 0]), kde f je spojité funkce na P. Zrejmé F*C §, G*C &; F ¢ F* <
<P — Fe@®* Necht G,e®* (n=1,2,...). Existuji spojité funkce
I tak, ze Elx; f.(x) # 0] = @,. MizZeme pi'edpok]adat e 0 f, <1 (n =
=12..) bud’f—z2 " f.. Potom E[z; f(x) + 0] = UGn, tedy UG €

n=1

« 8*. Dile G, n Gy = E[z; g(x) =+ 0], kde g = min(f,, f,), odtud plyne G’ n
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n @, ¢ G* Podobn&je Fy U Fye§* A F, ¢ §* kdykoli F, ¢ §* (n =1, 2, ...).

n=1

Ze vtahu Efz; f(x) > 0] = U E[x; flx) = %] snadno plyne, Ze ke kazdému
n=1
G € G* existuji F, « * tak, %o F, 7 G. '

Bud B (resp. B*) nejmensi o-algebra (na P), obsahujici & (resp. &*). Prvky
systému B (resp. B*) se nazyvaji Borelovy (resp. Baireovy) mnoziny (prostoru
P). Miru, definovanou na 9B (resp. na 8*), nazveme Borelovou (resp. Baireo-
vou) mérou (na prostoru P). Je oviem B* c B.

Bud x Baireova mira na prostoru P takova, Ze u(9) = 0. Bud P(u) = P
systém vSech mnoZin 4 C P, k nimZ existuji G, e« 8* tak, ze AC U G,

« N n=1
u(@,) < oo (n=1,2,...). Systém 9P je ziejmé o-téleso.
Rekneme, ze mira u md viastnost V,, jestlize u je Baireova mira (na prostoru
P), jestlize u(9) = 0 a jestlize plati B e P, kdykoli u(B) < co.
Symboly §, &, §*, &*, B, B*, P budou mit v celé praci vidy tento vyznam.

Poznédmka. KaZdy metricky prostor (viz na pt. [5], kap. VI) je ziejmé
topologickym prostorem. V metrickém prostoru plati § = §* a tedy také
G = G* a B = B*, jak Stendt snadno zjisti.

5. Bud P topologicky prostor; necht mira u md vlastnost V,. Potom pro kaZdé
B e B*, pro néZ u(B) < oo, plati

u(B) =inf u(@), kde Ge®*, G@DB, (14)
w(B) =sup u(F), kde Fe3*, FCB. (15)

Dikaz. Bud M systém viech F e F*, pro néz u(F) < co; bud N systém
viech G € B*, pro néZ u(@) < . Pro M ¢ M, N ¢ N polozme o (M) = u(M),
B(N) = u(N). Ke kazdému G e N existuji F, e F* tak, ze F, 7 G. Potom
F,e M, uwF,) — u@d), takie je splnén predpoklad 4) z odstavce 2.; ostatni
predpoklady jsou zfejmé také splnény. Muzeme tedy utvorit prislusné systémy
2, ¥ a funkce y, y. DokéZeme, ze Y D G*. Necht tedy G « &*, T' ¢ . ProtoZe
7(T) < o, existuje N ¢ N tak, ¢ TC N; je potom T'n G =T n (N n @),
kde N n G e N, takie T' n G e L. Tim je dokdzano, ze G ¢ U; je tedy opravdu
G*C Y a tedy také B*C U.

Necht nyni B e B*, u(B) < co. Protoze mira y mé vlastnost V,, existuji
G, e M tak, e BC U G,; miZeme piedpokladat, e § = G,C G4 C ... Poloime

n=1

A,=Bn (G, — G,). Protote A, e B*C U, G, e, je 4, =4, 0 G X
(n=1,2,...). Pro kaidé A e B* je zfejmé y(4) < u(4) < y(4); je tedy

y(4,) = u(4,) pro viechna n. Protoze 4, n A, = ¢ pro p ¢, U 4,= B, je
n=-1
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(U 4,) =S 5(4,) =3 w(4,) = p(B) < ; existuje tedy N e Rt tak, %o
n=1 n=1 n=1 .

UA,CN, tedy B=Bn NeZ. Pro kaidé B e B* kde u(B) < oo, plati
n=1

tedy y(B) = u(B) = y(B); to jsou viak prévé vztahy (14), (15).
6. Bud P topologicky prostor; nmecht mira p md vlastnost V,. Potom plati:
1) Jestlize AC P, je u(A) = inf u(G), kde Q « B*, G D 4;3)
2) jestlize A € P, je u(A) = sup u(F), kde F « F*, F C A, u(F) < oo.

Dukaz. I. Necht 4 C P, u(4) < C. Existuje B e B* tak, e A C B, u(B) <
< C.Podle odst. 5 existuje G ¢ &* tak, Zze G > B, u(@) < C. Tim je dokézéno
tvrzeni 1).

IT. Necht 4 9, C < u(4). Existuje B « B* tak, Ze C < u(B), BC 4. Je-li
u(B) < 0, plyne tvrzeni 2) snadno z 5. Je-li v8ak u(B) = oo, existuji (protoZe
B %)) mnoziny B,, B,, ... € B* tak, Ze u(B,) < o, U B, = B; miZeme pfed-
=1

poklidat, ze B, n B, = 0 pro p = q. Déle existuji F, ¢ §*, pro néz je ¥, C B,,
wFp) > u(B,) — 27" (n=1,2,...). Protoze > u(B,) = u(B) = ©, je té%
n=1 .

© 14 b4
> u(F,) = oo;zvolime-li tedy dosti velky index p, je C < > u(F,) = u(U F,) <
n-1 n=1 n=1

» »
< oo, pii ¢emZz U F, C BC 4, U F, « §*. Tvrzeni 2) je tedy sprdvné v kaz-
n=1 n=1
dém piipads.

Poznémka. Bud P prostor viech raciondlnich &isel (s obvyklou metrikou).
Pro libovolné 4 C P polozme u(A) = podet prvki mnoZiny A4 (je-li A neko-
nené4 mnoZina, klademe oviem u(4) = o). Potom je u Baireova mira,
kterd zfejmé& nems vlastnost V,.

1. Bud P topologicky prostor; necht mira u md vlastnost V,. Bud M systém
véech F € §, kde u(F) < oo; bud N systém vdech G « & n P, pro né% (@) < co.
Predpoklddejme, %e

G, Gee N = #(Gy v Gy) < 2(Gh) + u(Gy) (16)
Potom plaiti:
1) FeMGeN, FC Q= u(@@ — F) = u(@) — u(F),
2) Fy, Foe M, Fy 0 Fy = 9 = pu(Fy) + p(Fy) = u(Fy v Fy).
Dikaz. I. Napfed dokiteme, %e
FeMGe®, FCG=>ulF)< ud. (17)

®) Funkce u, p byly definovény v odst. 3.
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Necht tedy plati predpoklady této implikace. Podle 6 existuje G, ¢ G* tak, Ze
Fc @, u@,) < . Polotfme @, =G n Gy, Gy = Gy — F. Potom je G u
u Gy = G, takZe podle (12) a podle (16) plati
WEF) + p(Gs) = p(G) < w(G) + u(G)
tedy
wF) < p(@) £ u(@ .

II. Necht nynf F ¢ M, G ¢ N, F C @; necht D e« F*, DC G — F. Podle (13)
a (17) je u(F) 4+ u(D) = u(F v D) < pu(G). Protoze viak podle 6. u(G — F) =
= sup u(D), plati téz
| WP + G — ) < (@) .

Odtud a z (8) plyne 1).

III. Necht koneind F,,FyeM, F,n Fy=0. Protoze u(F,u Fy) <
< u(Fy) + u(F5) < o, existuje G e @* tak, Ze u(G) < oo, GDF; u Fy.
Podle 1) je

W@ — i, 0 Fy) = p((@ — Fy) — Fy) = u(@ — Fy) — (Fy) =
= u(@) — u(Fy) — p(Fy) ;
odtud plyne ihned 2).
8. Bud P topologicky prostor. Rekneme, Ze mira u md vlastnost W,, jestlize

u je Baireova mira (na P) a jestlize existuje Borelova mira », kterd ma tyto
vlastnosti: '

1) Be B*= y(B) = u(B);

2) GeBn P=>9F) = uw@;

3) Be®B— P=>1(B) = ©;

4) BeB = »(B) = infy(@), kde Ge @, G¢DB.

9. Bud P topologicky prostor; necht mira u md vlastnost V,. Ddle pfedpokld-
dejme, %e plati:
~ 1) G, G eBGn P lj(G1 v Gy) é &(G1) ik E(Gz),

2) @, eBnY, G, #G= uG,)> pd).

Potom md mira p vlastnost W p.

Dikaz. Bud M systém viech F ¢ §, kde u(F) < oo; bud 9 systém viech
G e® n P, prondi (@) < co. Pro M e M, N e N poloZzme

(M) = W(M), BN) = p(I).

Z vty T plyne, e jsou splnény predpoklady 2) a 3) z odst. 2; z 6 plyne,
e plati 4); je§td je t¥eba dokazat, Ze je splndn vztah 5). Necht tedy N, ¢ N
mn=1,2..), SBN,) <o Bud @ =N,u..uN, Podle 1) plati

n=1
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#(@n) = p(Ny) + ... 4 p(N,) (0 = 1,2, ...); ztejmd @, # Ule takZe podle 2)

MU N,) = lim w(Q) £ 3 u(o) = 3 pVa) < .

Vidime, Ze plati také predpoklad 5) z odst. 2. MiZeme tedy utvotit pisluiné
systémy ¥, U a funkee y, y. Snadno se zjist (viz podobnou tvahu v odst. 5.),
te @ C U a tedy i B C U. Pieme-li »(B) = y(B) pro B ¢ B, je » mira na B.
Je-li B e B*, u(B) < o, je u(B) = inf u(G), kde G ¢ &%, @ D B; je tedy také

u(B) = y(B) = inf u(@), kde G N, G D B, neboli u(B) = »(B). Je-li viak
u(B) = oo, je ztejmé té% »(B) = y(B) = co. Tim je dokézén vztah 1) z odst. 8.
Vztah 2) (odst. 8) je jistd sprévny, jestlize G € M. Jinak je u(G) = oo, tedy

7(G) = ©, ¥(G) = o, takZe plati opét »(G) = u(G). Vztahy 3), 4) jsou zfejmé.

Pozndmka. Jeli u(P) < oo, stadi misto 2) (odst. 9) pozadovat G, e G,
G, # P = u(G,) - u(P); je-li pak totiz H,e®, H, # H, F < §*, FCH, L=
P—F,L,—=H,0LjeL,¢® L, 7P, tedy p(H,) + (L) = p(La) > p(P) =
= (L) + u(F), tedy lim p(H,) = u(F), lim p(H,) = sup u(F) = p(H),

w(H,) - u(H). M

10. Bud P topologicky prostor, A C P. Kaidou otevienou mnoZinu, obsa-
hujici 4, nazveme okolim mnoZiny A. (Okolim bodu rozumime oviem okoli
piisluiné jednobodové mnoZiny.) Rekneme, Ze P je Hausdorffiw prostor —
krétce H. prostor —, jestliZe ka?dé dva riizné body prostoru P maji disjunktni
okoli. Snadno se zjisti, Ze v H. prostoru jsou jednobodové mnoziny uzaviené.
Dile fekneme, %e P je reguldrni prostor, jestlize P je H. prostor a jestliZe
kazdé dvé disjunktni mnoziny F,, F;, kde F, je jednobodové a F, je uzaviens,
maji disjunktni okoli. Jestlize dokonce libovolné dvé disjunktni uzaviené
mnoziny H. prostoru P maji disjunktni okoli, fekneme, Ze prostor P je nor-
mdini.

Kone¥nd fekneme, e Hausdorffiv prostor P je uplné reguldrni, jestlize mé -
tuto vlastnost: Je-li F ¢ §, v ¢« P — F, existuje spojitd funkce f (na prostoru
P) tak, %e f(x) = 0 a Ze f(t) = 1 pro ka#dé ¢ ¢ F'. Kazdy tpln& reguldrni prostor
je ziejmé& reguldrni.

11. Bud P normdlni prostor; necht A, Be§, A n B = 9. Potom existuje
spojitd funkce f takovd, %e f(x) = 0 prox e A, f(x) = 1 prox e B.

Diitkaz. Protofe prostor P je normélni, existuje ke kazdé dvojici F, @, kde
FeF,Qe@, FC @, mnotina H « ® tak, 2e FC H,HC Q.

. 1 2 2r—1 20
Utvofme nyni{ mnoZiny M,,_{z—”,2—”,...,—§.— T =

— U M,. Kaidému o ¢ M piifadme mnotinu @, timto pfedpisem: Mno¥ina

n=0

1}; necht M =
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M, mé jediny prvek 1; polozime G; = P — B. Je-li n 2> 0 a méme-li jiz defi-
novény mnoziny @, pro viechna « ¢ M, tak, e

. v,0eM,, y<dé=>AcCQq,, G,C@,,
definujeme mnoziny @, pro xeM,,, — M, takto: Je o — 2’; i—ll (k celé);
’ k k41 r - .
poloZime g = o P8 sestrojime mnoZinu @, tak, aby platilo

G,C@, G,C @, (je-li k = 0, vezmeme A misto G,). Pro takto sestrojené
mnoZiny @, pak plati implikace 8,y e M, f <y = A C Gy, G5 C a,.

Definujme nyni na mnozin& P funkei f timto zpésobem: Pro z e B bud
f(z) = 1. Kaidému z ¢ P — B (= (,) ptifadme mno¥inu C(x) viech « ¢ M,
pro né% ze@,, a poloime f(r) = infC(z). Je-li ze@,, je xeC(x) a tedy

@) < o; jestlize x e Gy, — G, je kazdy prvek mnoZiny C(x) v&tdi nez « a je
tedy f(z) = «. Je-li tudiz f(z) < x e M, je z € G,; je-li f(xr) > & e M, mbZeme
volit B e (x, f()) 0 M a plati e P — G, C P — @Q,. — Zfejms je 0 < f(z) <
< 1 pro kazdé z ¢ P.

Zvolme libovolny bod z ¢ P a &slo ¢ > 0. Utvofme mnoziny U, V timto
predpisem: Je-li f(x) = 1,bud ¥V = P; je-li f(x) < 1, zvolme « ¢ (f(x), f(x) + £)n
n M a polozme V = @,. Je-li f(z) =0, bud U = P; je-li f(z) > 0, zvolme
* € (f(x) — &, f(x)) 0 M a poloime U = P — @,. Z provedenych tivah snadno
plyne, Ze U n V je okolim bodu z a Ze [f(t) — f(x)| < & pro kazdé te U n V.
Funkce f je tedy spojitd; ostatni je zfejmé.

Pozndmka. Kazdy normélni prostor je tedy tplné regularni.

12. Bud P normdini prostor; necht méra u md vlastnost V,. Necht G, Q, e
€® n P. Potom p(G) v Gy) < u(Gy) + p(Gy).

Dikaz. Napied dokaZeme, Ze

Fef, GeB, FCG»ﬁ(F)_S__E(G) (18)

Necht jsou tedy splnény predpoklady této implikace. Podle 11 existuje spo-
jitd funkee f tak, %e f(x) =0 pro xe F, f(xr) =1 pro ze P — G. Bud H =
= Kl[z; f(x) < }]. Potom H ¢ §*, F C HC G, tedy u(F) < u(H) < w(@).

Necht nyni G1,G,¢Gn Y. Bud FeF*, FC G, UG, Je F—G,C @,
F—G e, tedy u(F —@Gy) < w(Gh), wF) = uF — Gy + pF 0 Gy) <
< u(G,) + u(@,). Protoze Gy u Gy¢%P, je podle 6 #(Gy v Gy) = sup u(F);
odtud nafe tvrzeni ihned plyne,

- 13, Je-li I' néjaké mnoZina indext, je-li G, ¢ G pro kazdé y e I' a je-li
U G, = P, nazveme systém {@,},, otevfenym pokrytim prostoru P. Jist& je

yel

zfejmé, co rozumime slovy ,,koneéné-oteviené pokryti“ a pod.

~ Rekneme, %e topologicky prostor P je kompakini (resp. spoletné kompakini),
jestliZe z kazdého otevieného pokryti (resp. z kazdého spodetného otevieného

pokrytf) 1ze vybrat pokryti kone¢né.
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Je-li f spojité funkce na spodetnd kompaktnim prostoru P, tvotf mnoZiny
G, = E[z; |f(z)| <n] (n=1,2,...) spodetné oteviené pokryti prostoru P.
Existuje tedy p tak, Ze P = G,; vidime, Ze ka#d4 spojitd funkce na spodetné
kompaktnim prostoru je omezend. — Je-li P topologicky prostor a je-li @ C P,
miZeme na mnozind @ definovat topologii pomoci systému vSech mnoZin
Q n G, kde G ¢ ®; kazda dast topologického prostoru je tedy opét topologicky
prostor. Nynf je jasné, co minime na pt. slovy , kompaktni &ést topologického
prostoru P a pod. Ctenéf snadno ovéH tato tvrzeni:

1) Je-li K kompaktni ¢4st Hausdorffova prostoru P, je mnozina K uzaviend
v P.

2) Uzaviens ¢ast kompaktniho (spodetné kompaktniho, normédlniho) pro-
storu je opdt kompaktni (spodetné kompaktni, normélni).

3) Kazd4 &¢4st uplné regularniho prostoru je Gplné reguldrni.

4) Hausdorffiv kompaktni prostor je normalni (viz téZ obecnéjsi vétu 19).

14. Bud P uplné reguldrnt topologicky prostor; mecht mira u md vlastnost V ,.
Necht ke katdému F e F*, kde u(F) < oo, existuji kompakint mnoZiny K, K,, ...

(K, C P) tak, %e w(F — U K,) = 0. Potom md mira p vlastnost W .

n=1
Dukaz. Napred dokd¥eme, Ze pro kazdé G ¢ & n P plati
u(G) = sup p(K), kde K je kompaktni, K C G'. (19)

Bud tedy Ge® n P, ¢ < u(G). Podle 6 existuje F ¢ F* tak, Ze ¥ C G, c<
< u(F) < oo0; dile existuji kompaktni mnoZiny K,, K,,...tak, Ze

aF — U K,,) = 0. ProtoZe sjednoceni koneéného poétu kompaktnich mnozin
je opet kompaktm muzeme predpokladat te K,C K;C ... Je u(F)=
= i(F n UK)+/1(F UKn)—,u(U(FnK)) Mnoziny F n K, jsou

n=1

opét kompaktm podle (11) ]e u(F n K,)— u(F), takZe pro dosti velka n je
uF n K,) > c.

Je-li naopak K kompaktni, G ¢ 8, K C G, plyne snadno z iplné regulanty,
%e existuje spojitd funkee f tak, e f(z) > O proz e K, f(x) = 0 prox e P — G.
Pro mnotinu H = E[x; f(z) > 0] pak plati K C H C G, H ¢ G*, takze u(K) <
< w(H) £ u(@). Tim je vztah (19) dokézan.

Necht nyni G, Ge®nYP. Bud K kompaktni, K C G, U G,. Polozme
F, =K — @, F, =K — @,. Mnoziny F,, F, jsou kompaktni a dls]unktm
snadno se zjisti, Ze existuji oteviené mno¥iny H,, H, tak, e H,D F,, H, n
n H, = 9. Utvofme kompaktni mno¥iny K, =K — H,, K,= K — H,.
Potom je K,C K — Fy, =K — (K — @) = K n G, C @, podobné K, C G,
adile K, u Ky, = (K — Hy) v (K — H,) =K — (H, 0 Hy) = K. Podle (19)
Je ,u(K‘) < w(@) (i = 1, 2); déle méme

uK) < = wKy) 4+ u(Ky) < :“(G1) + .“(Gn)

\
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‘Protote viak p(G, u Gy) = sup u(K), plati téz u(G, v @,) < 2(Gy) + u(Gy).
Vidime, #e plati vztah 1) z odst. 9. ,

Necht déle G, e & n P (n = 1,2,...), G, # G; zvolme kompaktni mnoZinu

K C @. Existuje p tak, Ze K C G,; odtud plyne
A(K) < u(6,) < lim (@), (@) = sup i(K) < lim (),
tedy u(@,) - u(@).

Plati tedy také vztah 2) z odst. 9; odtud nafe véta ihned plyne.

15. Rekneme, %e topologicky prostor P je pseudokompakins, jestlize kazdé
spojitd funkee na prostoru P je omezend. Vidéli jsme, Ze kazdy spotetng kom-
paktni prostor je pseudokompaktni. M&jme nyni normalni prostor P, ktery

neni spodetnd kompaktni. Potom existuji G, ¢ & tak, Ze G, 7 P, ale %e pro
" kazdé n je @, &=P. Muzeme predpoklidat G, = @, & G, & ... Zvolme
z, €@ — G,y (n=2,3,...); bud § mnoZina viech z,. Je-li z ¢ P, existuje
index N tak, %e x € @,; mnoZina G, je okolim bodu z a obsahuje jen koneény
podet prvki mnoziny 8. Odtud plyne, Ze mnoZina S je uzaviens a ze funkce
f, definovand predpisem f(x,) = n, je spojitd na S. ProtoZe prostor P je nor-
mélni, lze funkei f spojité rozsifit na cely prostor P. (Viz [5], véta 175, str.
335; dikaz je sice proveden pro metricky prostor, stejnd lze v8ak vétu dokézat
i pro normélni prostor, vyjde-li se od na¥i v&ty 11.) Vidime, e P neni
pseudokompaktni. Dokézali jsme tedy, Ze normdint pseudokompakint prostor
je spoletné kompakini.

16. Bud P normdlni prostor; necht mira u md viastnost V,. Necht ke kaidému
F e §*, kde u(F) < oo, existuji pseudokompakint mnofiny A,, A,, ... tak, Ze

w(F — U 4,) = 0. Potom md mira u viastnost W,.
n=1

Dikaz. Z odst. 12 plyne, Ze je splnén piedpoklad 1) v&ty 9. Necht nyni
G /1 G, G, e ® nP. Necht ¢ < u(G). Protoze G ¢« P, existuje F e F* tak, Ze
¢ < u{F) < oo, F C G. Podle pfedpokladu existuji pseudokompaktni mnoziny

4,, A, ... tak, Ze u(F — U 4,) = 0. Uzdvér pseudokompaktni mnoZiny je

n=1
pseudokompaktni; sjednoceni kone¥ného poétu pseudokompaktnich mnoZin
je také pseudokompaktni. MiiZeme tedy predpoklddat, e mnoziny A,, 4,, ...
jsou uzaviené a Ze A, C 4, C ... Uzaviend &ist normélniho prostoru je viak
normélni; z odst. 15. nyni plyne, Ze mnoZiny 4, a tedy i mnoZiny 4, n F
jsou dokonce spoletnd kompaktni. Snadno se zjisti (viz podobnou tvahu
v ditkaze véty 14.), Ze u(4, n F)— u(F); je-li tedy p dosti velké, je ¢ <

< u(4,n F). Protoze 4, n F je spotetnd kompaktni a protote 4, n FC U G,,
n=1

existuje ¢ tak, Ze 4, n F C G,. Podle (18) je u(4, n F) < u(G,), takie ¢ <
< lim y(@,). Odtud plyne u(@,) - u(G). Nafe tvrzeni plyne nyni z vty 9.
N—>0 . ;
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17. Budte I, 4 libovolné mnoziny indext; pro y € I', 8 ¢ 4 budte ddny mno-
finy 4,, B,. Rekneme, Ze systém {4,}  je zjemnénim systému {B,},, 4%
jestlize ke kazdému y « I existuje 6 € 4 tak, fe A, C B,. Bud nyni P topolo-
gicky prostor. Rekneme, %e systém mnotin {4,},.r (4, C P) je lokdlné koneény,
jestlize ke kaZdému bodu z e P existuje okoli U bodu « tak,¥e U 0 4, + @
nejvys pro konedny polet indexit y. Déle Fekneme, %e prostor P je parakom-
pakint (resp. spoletné parakompaktnt), jestlize ke kazdému otevienému (resp.
spotetnému otevienému) pokryti prostoru P existuje jemndjsi lokélné koneéné
oteviené pokryti.

18. Bud P topologicky prostor; mecht {F,} . je lokdlné komelny systém,
F,e§. Bud F = U F,. Potom je F ¢ §.

yel’
Dikaz. Necht z non € F. Existuje okoli U bodu z tak, Ze mnoZina K téch

y, pro néz U n F, =+ @, je konetnd. Mnozina V = U — U F, je pak okolim
veK
boduz aplatiV =U — U F,C P — F; mnotina P — F je tedy oteviend.

yel'

19. Bud P Hausdorffaw parakompaktni prostor. Potom P je normdlni.

Dikaz. Necht F ¢ §, AC P; necht ke kaidému z ¢ F' existuje okoli U,
bodu z tak, e U, n A = 0. Utvofme pFisluiné zjemnéni k pokryti, sklddajicimu
se z mnoZin U, a z mnoZiny P — F. Bud {@,},.r systém viech prvki zjemné-
ni, které lezi v nékterém U,. ProtoZe systém {@,},.r je lokiln& koneény, je
té% systém {@,}, . lokdlné koneény a mnozina B = J @, je podle 18 uzavien4.

eI’

Ztejmé F C U G,, B n A = 0. Volime-li napted z;. A jednobodovou mnoZinu

yel

{y}, kde y non ¢ F, vidime, Ze existuje okoli U bodu y (totiz U = P — B) tak,
te U n F = ¢. MiZeme tedy popsaného postupu pouzit té% na p¥ipad, kdy
A=F e§F,nF=0.

20. Bud P normdini prostor; bud {Q,}, . otevfené pokryti prostoru P. Nechi
ke kadému x € P existuje jen koneény polet indext y, pro né% x « G,. Potom exis-
tuje oteviené pokryti {H }, r tak, Ze

H,C@, prokadé yel.

Dikaz. MiZeme predpoklddat (viz na pf. [11]), Ze mnoZina I" je dobfe
uspotddand. Bud « e I' a ptedpoklddejme, %e pro kazdé y < « méme jiZ se-
strojenu mnoZinu H, ¢ @ tak, Ze H yC @, a Ze systém

By Hys sy By Org gy o029 Oy w0 (20)
je pokrytim prostoru P.
Utvofme nyni systém .
Hm Hls ecey H-y; H-y-i-ls H1+I9 ey Ga: L ’ (21)

4) Nebo:,,... je jemndjsi ne¥ systém ...* a pod.; slovem ,,jemn3j&* nevyludujeme rovnost.
Ka¥dé d4st danédho systému je zFejm$ jeho zjemn¥nim.
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UkéZeme predeviim, Ze tyto mnoZiny opé&t tvori pokryti prostoru P. Je-li
totiz x ¢ P, existuje jen konedny polet indext y < « tak, Ze x ¢ G,; bud y,
nejvetsi takovy index. (Neexistuje-li takovy index y < «, e x € G, pak bod
z lezf v n&kterém G, pro y > «, tedy lezi v sjednoceni mnozin (21).) Bod
z lezi podle pfedpokladu ve sjednoceni mnoZin (20) pro y = y,; protoZe viak
z nelezi v Z4dné mnoziné Gy, kde y, < f < &, lezi téZ v sjednoceni systému
(21). Bud nyni M rovno sjednoceni viech mnozin H, pro y < & a vSech mno-
%in G4 pro f > «. Je pak M v G, = P; protoZe prostor P je normélni a P —
— M c Q,, existuje H, tak, e H, ¢ ®, H,C G,, M v H, = P. Systém

HyH, .. H,G.,,.. (22)

je tedy opét pokrytim prostoru P. Tim jsou definovany mnoziny H, pro véechna
« e I'. Systém (22) je pak pokrytim prostoru P pro kazdé «; mnoziny

HyH, ...H,, ... (yeI) (23)

tvoii tedy rovnéZz pokryti prostoru P (muZeme totiZz pfedpoklidat, Ze I' mé
nejvétsi prvek y*, a (23) je totozné s (22), piSeme-li x = p*).

21. Bud P normdlnt prostor. Potom jsou ekvivalentni tyto tii vlastnosts:

1) Jestlize G, e®, Q, 7 P, existujt F,e§ tak, 2¢ F,C G, (n=1,2,...),
F, 7 P.

2) Jestlite F,e§, F,\ 0, existuji G,e® tak, 2 F,C &, (n=1,2,..),
G 0.

3) Prostor P je spoletné parakompakini.

Dikaz. Ekvivalence vlastnosti 1) a 2) je zfejma. Necht tedy prostor P m4
nékterou z téchto vlastnosti a necht mnoziny Gy, G,, ... tvofi (spodetné)
oteviené pokryti. Poloime H, =G, v ...u G, (n =1, 2,...). Potom H, ¢ &,
H, # P; existuji tedy F, ¢ § tak, ze F, C H,, F, 7 P. Protoze P je normélni,
existuji L,e¢® tak, ¢ F,C L,, L,C H,; polozme Hy=D, = 0, D, =
=Lvuv..vL, M,=H,—D,_;, (n=1,2,...). Protote D,_,C H,_,, je

n -}
H,—H, ,CM,, tedy H, = U M;, P= U M,. Bud konetné N, = M, n
. k=1 1 :

NG, 60=12,..5k=1,..,1%). Je UNyu=M, 0 UG =M,nH,=M;
k=1 k=1

mnoZiny N tvori tedy spoletné oteviené pokryti. Zvolme nyni z ¢ P. Exis-
tuje n tak, Ze xe¢ F,. Jeli i >n, 1< k<4, je L,n NycD,_,n M, =9.
Mnozina L, je okolim bodu z a mé nejvys pro konedny podet dvojic [z, k]
neprazdny prinik s mnozinou N ;. Systém v8ech mnozin N, tvotf tedy lokdlng
konedné oteviené pokryti a je zfejmé zjemnénim systému mnozin G,.

" BudiZ naopak prostor P spodetné parakompaktni; necht @, ®, G, 7 P.
Existuje lokélng kone&né oteviené pokryti {H,}, , které je zjemnénim pokryti
{G,}7>.,. Podle odst. 20 existuji oteviené mnoZiny L, (y  I') tak, ze L, C H,,
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U L, = P. Bud F, sjednoceni viech L,, kde IT,, C G, (n=1,2,...). ProtoZe
yel'

systém {L,}, . je lokidInd konetny, jsou podle odst. 18. mnoZiny F, uzaviené,
Bud nyni z ¢ P. Protoze U L, = P, existuje f tak, Ze x ¢ L. ProtoZe pokryti

I’
{H,} je zjemnénim pokryii {@,}, existuje n tak, Ze H,; C G,; odtud plyne L,C
CH;C @, zeL;C F,, takie opravdu F, 7 P (a zfejmé F, c G,).
22. Bud P normdlnt spofetné parakompakint prostor. Necht mira u md vlast-
nost V.. Potom md mira u téZ vlastnost W .
Diikaz. Podle véty 12 je splnén pfedpoklad 1) z odst. 9. Necht nyni G, €
e@Gn Y, Q, #Q. Zvolme F ¢ §*, F C G, a polozime

Ho=G,0(P—F) (n=1,2..).

Protoze H, ¢ ®, H, 7 P, existuji podle odst. 21 mnoziny F, e § tak, Ze
F,cH, F, » P. Potom Fn F, A F, u(F n F,) - u(F). Jezto G, D F n
nH,DF n F,, je (podle (18))

lim (@) = lim @(F 0 F,) = p(F) .
Protoze G € Y, je u(G@) = sup u(F); je tedy u(@,) - u(G). Nase tvrzeni plyne
nyni ihned z odst. 9. - -

Poznamka 1. PouZijeme-li je§té odst. 19, zjistime, Ze plati tato véta:

Bud P Hausdorffiw parakompakini prostor; mecht mira u md vlastnost V,.
Potom ma mira p také vlastnost W,.

Poznimka 2. Rekneme, %e P je Lindeloefaw prostor, jestlife z kazdého
otevieného pokryti prostoru P lze vybrat pokryti spodetné. Da se ukizat, Ze
kaZdy regularni Lindeloefiv prostor je normélni. (Dikaz neni obtiZzny a muze
byt pFenechdn ¢tenaii za cvideni.) Bud nyni P regularni prostor, ktery je sjed-
nocenim spodetné mnoha kompaktnich podmnozin. Potom je P ziejmé& Linde-
loefiiv prostor, takze je také normalni. Z véty 21 snadno plyne, Ze P je spo-
detné parakompaktni; protoze je P Lindeloeftv prostor, je dokonce parakom-
paktni.

Jinym zpisobem lze viak dokézat (viz [10]) obecnéjsi vétu, Ze totiz kazdy
regularni Lindeloefiiv prostor je parakompaktni.

V [12] je dokézéno, Ze také kazdy metricky prostor je parakompaktni.

Normélnimi spoletn® parakompaktnimi prostory se v poslednich letech
zabyvali rizni autofi; viz na p¥. [1] a [7]. Neni dosud zném p¥iklad normélniho
prostoru, ktery neni spodetné parakompaktni.

Poznidmka 3. Nezdporny funkcionédl na linedrnim prostoru, jehoz prvky
jsou spojité funkee na topologickém prostoru P, d4 se v mnoha diilezitych
ptipadech vyjadfit ve tvaru integrdlu [fdu,%) kde i je Baireova mira. (Viz

P

5) O abstraktnim integralu muZe se dtendf poudit na pi. v [2], kap. V. Integral jé pomocf
miry definovén téZ v [8], evid. 14, str. 191.
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na pf. [9], str. 479-484.) Pouzijeme-li dile v&t o rozSifeni Baireovy miry

na Borelovu, odvozenych v této praci (jsou to zejména véty 14 a 22), mi-

feme dokézat ruznéd tvrzeni o vyjidfeni funkciondlu integrilem [fd», kde »
P

je Borelova mira. :

Poznidmka 4. Necht P je topologicky prostor a nechf mira x4 mé vlastnost
V.. Bud Z systém viech spojitych funkef f na prostoru P, pro néZ konverguje
integrdl J(f) = [fdu. Pro AC P nechf ¢, znadf charakteristickou funkei

P

mnoziny 4 (vzhledem k P). Je-li G ¢ &, polozme
0G) =supJ(f), kde feZ, < c,.
JestliZe f e Z, f < ¢, pak J(f) < [fdu, kde H = E[x; f(x) > 0], tedy (pro-
toze H C G) J(f) < w(H) < u(Q); I(I)dtud plyne
86 < (@ .

Déle ptedpoklddejme pro jednoduchost, Ze mira x je koneéna. Nechf nyni
existuje Borelova mira » tak, Ze pro kazdé f ¢ Z plati

J(f) = [fav. (24)

Ke kazdé mnoZiné G ¢ 8* existuje spojita funkee f > 0 tak, ze G = E[z; f(x) > 0].
Polozime-li f, =min (n.f, 1), je f, / ¢,;; odtud plyne u(G)=lim [f,du =

n—o P
= lim [f, dv = #(@). Je tedy u(G) = (@) pro kazdé G « &* a tedy podle 5. pro
n—swo P

kazdé B e B*; vidime, Ze mira » je roziifenim miry u. Je proto u(B) < #(B) <

< u(B) pro kazdé B e B. Jestlize tedy existuje Borelova mira » tak, aby platil

vztah (24) a aby bylo

‘ (@) = 4(G) (25)

pro kazdé G ¢ @, je nutnd
Q) = u® . (26)

Je-li prostor P normélni, plati skuteén® vztah (26) pro kaZdé G « G, jak se
snadno zjisti.

V Kakutaniho préci [6] je dokézina véta: Bud P (Hausdorffiw) kompakiné
prostor; bud J nezdporny funkciondl, definovany na mnoZiné Z véech spojityjch
funkct na prostoru P. Potom existuje Borelova mira v tak, Ze platt (24) pro kazdé
feZa

WF) =8(G) =supJ(f), kde feZ, f<c,

pro ka*dé G « @. Odtud plyne ihned véta, kterd je specidlnim piipadem vét

14, 16, 22:Bud u koneénd Baireova.mira na kompakinim prostoru P. Potom md

u vlasinost W,. (Citované véty Kakutaniho miiZeme totiZ pouzit na funkciondl

J(f) = [fdu; v je pak rozsifenim miry u a plati §(G) = u(@), protoze P je
5 :

normélni.)
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Neni-li vSak prostor P normélni, mi¥e pro né&kterou otevienou mnoZinu
@ platit (@) < u(G) a potom oviem neni mo#né rozifit funkei é na Borelovu
miru tak, aby platil vztah (24). Takovy ptiklad je sestrojen v Hewittové préci
[3], str. 169—170 (Remark 1.); 1ze viak ukézat, Ze pfisluiné Baireova mira mé
pies to vlastnost W,.

V odst. 26 sestrojime tiplnd reguldrni prostor P a konenou Baireovu miru
4 (na prostoru P), ktersd nemé vlastnost W,. K tomu dokédZeme napted dvd
pomocné véty.

23. Bud P libovolnd mnofina. Bud M neprdzdny systém Edsté mnoZiny P,
ktery md tyto vlastnosts:

a) §non e M,

b)) ACP,BeM ADB=AeM,

¢c) B,eM (n= 1,2,...):>EB,,€9)2.

Bud ddle & systém komplemen:i‘c 1'v.é’ech proka z M.

Potom jsou systémy M, K& disjunkint a M v & je o-algebra.

Dukaz. Kdyby platilo zéroveli 4 « M, 4 ¢ &, bylo by P — A ¢ M; podle
¢) by pak platilo = (P — 4) n 4 n ... e M proti a).

Systém M u & ziejmé obsahuje s kazdym svym prvkem také jeho komple-
ment Necht nyni 4, esmu K((n=1,2,...). Je-li 4, ¢ M pro nékteré N, je

UA DA, eM, tedyUA € M podle b). Jestlize viak A, e K pron =1, 2,

n=1

plati P— A4, eM pro n=1,2,... a tedy P — UA —n(P A))eM

n=1

podle c), U A, € & Protoze P eM, je M v R c-algebra.

Pozné,mka,. Klademe-li u(4) = 1 pro 4 € M, u(4) = 0 pro 4 ¢ &, je zfejmé
4 mira na M u K.

24. Prostor S vdech spoletnych ordindlnich &isel (viz na pt. [4]) je normding
a pseudokompakitni.) Je-li f spojitd funkce na 8, existuje ¢islo ¢ a bod x € S tak,
Ze

f(x) =c provdechna x> « .

Dikaz: Budte F,, F disjunktni uzaviené éasti prostoru S. Kdyby obé
mnoziny F,, F, byly nespotetné, existovala by posloupnost z, <z, < ..
tak, ze

TgrcFy, tmeFy, (k=1,2..)

a limita posloupnosti’) {z,}_, by lezela v F; n F,. Je tedy na pf. mnoZina F,
spoéetna. existuje pak « e S tak, e F, C K, kde K = E[z; x < «]. MnoZina

8) Je-li M uspofadansd mnoZina, pokladéme za otevienou kaZdou &4st mnoZiny M, kterd
je sjednocenirn mno%in tvaru E[z;z < y], E[x,:c >0), Blr;y <z <d], kde p,8e M
(ptedpokladéme, e M mé aspoii dva body).
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K je viak kompaktni, jak se snadno zjisti; je tedy té% mno¥ina F, kompaktni.
ProtoZe prostor S je regulirni (jako kaZdé uspofddans mnozina), existuje
ke ka?dému z ¢ F, takové okoli U,, ¥e U, n F, = §. Z kompaktnosti mnoziny
F, pak snadno plyne, Ze existuje oteviens mnozina G D F, tak, 2e @ n F, = @.
Prostor S je tedy normélni.

Bud déle g libovolnd monotonni funkce na prostoru S; bud na p¥. g neklesa-
jict, t. j. g(x) < g(y) pro z < y. (Ptipoustime té% hodnoty g(x) = + .) Bud
¢ = sup g(x). Necht ¢, < ¢, lim ¢, = c. (Pfipad ¢ = — o0 je trivialni.) Potom

zeS n—>0
existuji z, ¢ S tak, Ze g(x,) > c,; existuje « ¢ S tak, Ze x > 2, pron =1, 2,....
Pro z > « je pak ziejmé g(x) = c.

Bud nyni f (kone¢nd) spojitd funkce na S. Polozme g(x) = inf f(y), h(zx) =
>z

= sup f(y). Funkce g, h jsou monotonni; existuji tedy ¢, d a pzi'vek x € S tak,

>z
Ze ;ro x> « je g(x) = ¢, h(xr) = d. Piipustme, Ze ¢ < d. Pak existuji c,, d,
tak, Ze ¢ < ¢; < d, < d; dale existuji body z, < x, < ..., pro néz

@) <c, flam)>dy (k=1,2,..). (27)
Bud « limita posloupnosti {z,}?_;. Potom je lim f(zy_,) = f(x) = lim f(z,,) ve

i
k— k—o

sporu s (27). Je tedy ¢ = d, f(¥) = ¢ pro # > «. Na mno#in¢ K = E[z; 2 < «]
je funkce f omezend, protoze K je kompaktni; funkce f je tedy omezend i na
celém prostoru S.

25. Bud 2 nejmensi nespoletné ordinalni &slo; bud 7' prostor viech ordi-
nélnich &isel, nejvys rovnych Q. Prostor 7' je kompaktni. Bud P, = T x T';#)
odstratime z prostoru P, bod [2, 2] a vzniklou mnoZinu oznadme P. ProtoZe
P, je kompaktni, je P tplné reguldrni. Piitadme kaZdému « < 2 mnoZinu
M(x) v8ech [£, 7] € P, kde & > «, n > «. Bud déle M systém viech 4 C P,
k nimZ existuje « tak, Ze M(x)C A. (M tedy obsahuje viechna okoli bodu
[©2, 2] v prostoru P,, z nichZ byl tento bod odstranén.) Systém M ziejmé
spliiuje pfedpoklady z odst. 23; miZeme tedy utvofit o-algebru M u & a
definovat na ni miru u pfedpisem

wA) =1 pro AeM, u(d)=0 pro Aef.

DokéZeme, %6 M u & obsahuje viechny Baireovy mnoZiny prostoru P.
Zvolme tedy spojitou funkei f na P. Existuje (viz odst. 24.) &islo ¢ a spodetné
ordinélni &islo «, tak, Ze pro & > &, (x < R2) je f(x, ) = c.

7) JestliZe v kaZdém okoli bodu b le¥f ,,skoro viechny” prvky posloupnosti b,, by, ...,
fekneme, ¥e b je limitou této g)osloupnosti a piSeme b = lim b, nebo b, —>b. Jestlize
by <.bg < ... (b e8), pak b, b, kde b je nejmensf ordindlni ¥islo, které je v&t¥i ne%

hna b,,.

v n

%) Jsou-li 4, B topologické prostory, pak v 4 x B pokldddme za otev¥enou ka¥dou
mno#inu, kterd.je sjednocenim mno#in tvaru @ x H, kde @ (resp. H) je oteviens ast
grosboru A (resp. B). Jsou-li A, B kompaktni, je té% 4 x B kompaktn{, jak se snadno

okéZe. Je-li A = B, lze mno%inu viech [z, z], kde z ¢ 4, ,,ztotonit” s prostorem A.
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Pfitadme nyni kazdému « < 2 mnoZinu 4(x) viech [£, n], kdea S ¢ < 9 <
< 2; bud

8(x) = sup f(&, ) pro [§ n]ed(x).

Funkece s je nerostouci; existuje tedy «, < 2 a &islo d (d < o) tak, Ze pro
& > &, je s(x) = d. Je oviem d > c. Ptipustme, Ze je d > ¢ a zvolme d, ¢ (c, d).
Protoze s(x,) = d > d,, existuje bod [&,, n,] € A(x,) tak, Ze f(&, n,) > d;. Je
oviem oy < &, < 7m,. ProtoZe opét s(n,) = d > d,, existuje [&,, n,] € 4(n,) tak,
Ze plati f(&;, 15) > dy; je n < & < n,. Tak sestrojime posloupnost &, < & <
<mZ &< = ... Ziejmé lim &, = lim #,; oznaéme tuto limitu {. Pak

[&n, ma] = [, 1, ale f(&,, 7n) > dy > ¢ = f(C, £) Ve sporu se spojitosti funkee f.
Tim je dokdzano, ze plati d = ¢ a tedy f(&, 1) < ¢, pokud o, S E< 9 < Q.
Protoze funkce f je spojitd, plati dokonce f(§, 5) < ¢, jakmilex, < E < 7 < Q,
& < 0. Podobné bychom zjistili, Ze existuje (, tak, ze f(&, n) = ¢, jakmile
B ES < R, E< Q. Jeli tedy y = max(xy, ), plati (&, ) = ¢, kdykoli
y L ES < Q, &< Q. Z duvodu symetrie plati tedy f(&, n) = ¢ pro kaidy
bod [£, 5] z n&kterého M(x). Je-li ¢ < 0, pak mnozina E[[%, ]; f(&, n) > 0]
neobsahuje Zadny bod z M(x), tedy patii do K. Je-li ¢ > 0, obsahuje tato
mnoZina mnoZinu M(x), tedy patii do M. Vidime, Ze systém M u & obsahuje
viechny mnoziny z &* a tedy i viechny Baireovy mnoZiny. Mira u, sestrojens
podle poznamky v odst. 23, je tedy zarovein Baireovou mérou.

Bud nyni F, mnoZina viech [&, 2], kde & < 2; bud F, mnoZina vech
[2, 1], kde n < 2. Snadno zjistime, Ze mnoziny F,, F, jsou v P disjunktni
a uzaviené a Ze plati 1 = inf u(G), kde G « @*, G D F,, tedy 1 = u(¥,) pro
¢ = 1, 2. Je vid&t, Ze neexistuje Borelova mira » tak, aby pro kazdou uzavie-
nou mnozinu F C P platilo u(F) = »(F); odtud plyne snadno, %e mira x nemé
vlastnost W,.

Ukézeme viak, Ze miru y lze pres to rozsitit na Borelovu. Bud opét S
prostor viech spodetnych ordindlnich &isel; bud B, systém viech spodetnych
Sasti prostoru S a jejich komplementi. Polozme

n(B) = 0 (resp. n(B) = 1), je-li B e B,, B spoletnd (resp. nespodetnd). (28)

Z odst. 23, 24 plyne, Ze B, je systém viech Baireovych mno#in prostoru S a
%e = je mira na B,. Prostor 8 je v8ak normdlni a pseudokompaktni, takZe
podle véty 16 miZeme miru n rozsifit na Borelovu; rozsifenou miru oznaéme
opét symbolem w. Mnozinu F, = E[[§, 2]; ¢ < 2] miuZeme ztotoZnit s prosto-
rem S. PoloZime-li pak pro libovolnou Borelovu mnoZinu BC P »(B) =
= (B n F,), snadno zjistime, Ze » je Borelova mira na P, ktera je roziifenim
miry u.

Zaroveii je vidét, Ze miru u lze roziifit na Borelovu riiznymi zpisoby (misto
mnoZiny F,; jsme mohli vzit na p¥. téZ mnozinu F, = E[[Q, &]; £ < 2]).
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