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Casopis pro péstovéini matematiky, ro&. 81 (1956) - .

VETA O SUBSTITUCI PRO DENJOYOVY INTEGRALY

KAREL KARTAK, Praha.
(Doslo dne 27. #ijna 1955.) DT:517.65

V 8lénku je dokézéno n&kolik v&t o substituci. Z odvozenych vt ply-
ne na pf. formule
b

gl) .
fCTx) dz = lg G(b) —Ig G(a),

a

kde kladné funkee G je neuritym Perronovym integrélem funkee g v in-
tervalu <a, b)>. )

I. Uvod

(1,1) Nejprve zavedeme nékterd oznadeni a dumluvy. Je-li V(x) n&jaky
vyrok, pak {z|V(x)} znamend mnoZinu téch « (z n&jaké zékladni mnoziny E),
Ppro néz V(z) je pravdivy. Je-li £ néjakd mnoZina redlnych ¢isel, pak symbol
|E| znadi jeji vnéj§i Lebesgueovu miru. Funkeemi se rozuméji koneéné redlné
funkce. Symbol Q(f; E) znadi oscilaci funkce f na mnozing' E. Budeme psat
F ¢ Lip 1, jestlize existuje M > 0 tak, %e plati |F(z) — F(y)| < M|z — y| pro
viechna ¢isla , y z defini¢niho oboru. '

(1,2) V integrdlnim poétu se dokazuje formule

¥(8) B
(f)f(x) dz = [f(e(t)) ¢'(t) dt (S)
(e -3

za predpokladu, Ze funkce f, ¢ spliiuji jisté jednoduché podminky; integral se
obvykle pojimé ve smyslu Newtonové nebo Riemannové. Je ptirozené zabyvat
se platnosti formule (8) pro obecn&jii definice integralu. Tak pro Lebesguetiv
integral se dokazuje véta o substituci za t&chto podminek:

(1,3) V&ta. Bud f lebesgueovsky integrovatelnd v intervalu {a, b>. Bud ¢ abso-
lutné spojitd a mneklesajict v intervalu {x, B>, necht a < ¢(t) < b pro vdechna
t e (&, B). Pak plati formule (8S).
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Dukaz. Viz na pfiklad [1], str. 55.
b

(14) J. Maiic polosil otérku, sda plati formole f gﬁx; dz =1Ig g%)) ,
je-li kladnéd funkce @ neuréitym Perronovym integré,lem funkce g v intervalu
{a, b).}) V tomto ¢ldnku ukéZeme, %e odpovéd je kladné; dokdZeme obecndjsi
vétu (2,7). Dikaz této véty nebudeme providét pro Perroniv integral, t. j.
piimou konstrukei majorant a minorant, nybrz pro jemu ekvivalentni t. zv.
Denjoytv integral v uz$im smyslu (D,-integral); vzhledem ke zminéné ekvi-
valenci se také fika Denjoy-Perrontv integral.

II. Denjoy-Perroniv integral

(2,1) Je zndmo, Ze theorii Lebesgueova integrilu je mozno vybudovat
deskriptivné, totiz tak, Ze se vyjde z vlastnosti neurditého integralu, t. j.
absolutné spojitych funkei. P¥i definici Denjoyova D, -integrilu budeme po-
stupovat také deskriptivné. Nejprve uvedeme nékolik definic.

(2,2) Definice. Funkce F' bud spojitd v intervalu {a, b>; necht E C {a, b).
Rekneme, e F je absolutné spojitd na E, jestlize ke kazdému & > 0 existuje
d > 0 tak, zZe

(@, <b <a,<b,<...<a, <bya;,beE, > (b, — a,) <0) =

t=1
- élw(b,-) — Fla)| <e.

(2,3) Definice. Necht EC (— o0, ), — 0 < & < f < oo.Je-i B n («, f) =+
= 0, pak budeme mnozinu ¥ n {(x, f) nazyvat porci mnoziny E.

(2,4) Definice. Bud F spojitd funkce v intervalu {a, b>. Rekneme, e F je
zobecnénd absolutné spojitd funkce v uZsim smyslu na {a, by, nebo kratce, ze
F je ACQ,, jestlize kazdé uzaviens mnozina E C {a, b) obsahuje porci IT C E
tak, ze

(«) F je absolutné spojitd na I7,

(B) tada oscilaci funkce F' na intervalech styénych k mnoziné IT konverguje.

Poznamka. Piipojme bez dikazu tyto zakladni vlastnosti funkei ACG,:
KaZdd funkce ACG, md skoro véude komeénow derivaci. Je-li F ACG, a je-li
F'(x) = 0 skoro v8ude, pak F je rovna konstantd.

(2,5) Definice D, -integrdlu. Bud f funkce definovanéd skoro vSude
v’ intervalu <a, b). Rekneme, Ze f jo D,-integrovatelnd na intervalu (a, b),

1) Definici Perronova. integralu a dikazy jeho zékladnich vlastnosti je mo¥no najit
v knize [2] nebo &lénku [3].
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jestliZe existuje funkce F tak, Ze F je ACG, na (a, b) a plati F'(z) = f(z) pro
skoro v¥echna z e {a, b)>. PoloZime pak

b
i (D) [ f(@) dz = F(b) — F(a) .

Vzhledem k pozndmce v (2,4) je integral uréen jednoznaénd. Poznamenejme
b
déle, 2e [F'(x) dz = F(b) — F(a); je tedy vztah mezi primitivni funkei a de-
e
rivaci symetricky jako v piipadé Lebesgueova integralu.

(2,6) Vé&ta (Hake-Looman-Alexandrov). Perrondv tntegrdl funkce f v inter-
valu {a, b) existuje, kdy% a jen kdyZ existuje Denjoyiw D, -integrdl. Oba integrdly
maji pak stejnou hodnotu.

" Dukaz: [2], kapitola VIII, § 3. Tato véta umoZiiuje prevést studium Per-
ronova integralu na studium Denjoyova integralu.

Nyni ptejdeme k vétam o substituci.

(2,7) Véta. Bud | funkce v intervalu {a,b). Necht existuje funkce F, tak, %e
F,eLipl a Fi(z) = f(x) aZ na spoletnou mnoinu bodd v {a,bd. Necht ¢ je
ACG, na {x, By, a < ot) <b pro telx,py. Pak plati formule (S) (kde
tntegrdl na pravé strané je D, -integrdl).

Dokézeme nejprve tuto pomocnou vétu:

(2,8) Lemma. Bud F ¢ Lip 1 na {a, b>, bud ¢ ACG, na {x, ). Necht je
a < g(t) < b pro katdé t e (x, B). Pak slofend funkce F(p) je ACG, na {x, ).

Dikaz. Bud E uzaviens &ast intervalu («, f>. ProtoZe funkce ¢ je ACG,
na {«, B>, existuje porce /I mnoziny E tak, Ze ¢ je absolutné spojitd na II a
fada oscilaci ¢ na intervalech styénych k II konverguje. ProtoZe F e Lip 1,
existuje M > 0 tak, Ze |F(2') — F(2")| < M|z’ — «”|, kdykoli ', 2" € {a, b);
je tedy

2 |F@(8) — Fle(x)| < M 3 [9(6) — ol

kdykoli «,, f; e {x, f>. Odtud snadno plyne, Ze funkce F(p) je absolutné spo-
jité na II. Pro libovolny interval I C («, ) plati

QF(g); I) = sup|F(p(t)) — Fle(t)| < MAp; I);

fada oscilaci funkce F(p) na intervalech styénych k IT je tedy také konver-
gentni.
Pristoupime k dikazu véty (2,7). PoloZme F(x) = [f(t)dt, a <z < b.

Je tedy F = F, + ¢, kde ¢ je konstanta, tak¥e také F e Lip 1. Podle (2,8) je
P = F(p) ACG, na {x, f). DokiZeme, Ze plati [F(¢())]' = f(¢(t)) ¢'(f) skoro
viude v {x, f). Budte x,, z,, ... ty body z intervalu <a, b), pro které neplati
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F'(z) = f(z). Bud E; = {t|t e {x, B>, p(t) = x.}. Protoe ¢ je spojité, je K,
uzaviend. Bud E;, = 8S; u D, (¢ = 1, 2, ...) rozklad E‘ na spotetnou a doko-

nalou &4st. Bud N = {t|p’(t) neexistuje}. Pak @ = U 8; u N je mnofina miry

nula. Doké¥eme, Z%e pro ¢, € {x, B> — @ je D'(t,)) = f(!p(to)) @' (to)-
(A) Bud ¢, € D, pro n&které i. Podle pfedpokladu ¢'(f,) existuje; plati
o'(te) = lim P =) _ iy 0.

t>t, bt— 1 1>t
teDg

Jestlize ¢t € E,, je
F(ot)) — F(ot) | _

F(p(t) — F ‘P(to))\ ‘?’(t)—q’(to) <M 'tp(t) P(t) |

t— 1 @(t) — o(t) t— t— 1 ’
je-li te B, t + 1, je oviem I"(zp(t)i — f((p(t")) = 0. Odtud plyne ihned
: ]
@/(t) = lim "D = OO o — pip(0) g/t

(B) Necht ty€ U D,. Pak plati F'(¢(t,)) = f(p(t)) & ¢'(f) existuje. Vztah

plyne z véty o derlvacl funkce sloZené.
Funkce F(p) je tedy ACG,, a skoro viude v (x, f> plati [F(p)]' = f(p) ¢'s

/4
takze [f(p(t) ¢'(t) dt = F(3(B) — F(p(x)). Déle je F e Lip 1, F'(x) = f(z) aZ
na spodetnou mnozinu; F ]e tedy tim spiSe absolutnd spojitd, F'(x) = f(x)
skoro viude v (a, b), takze ff(x) dzx = F(p(B)) — F(p(x)). Tim je véta (2,7)

()
dokézéna.

Poznimka. Predpoklady véty budou zfejmé splnény, bude-li f spojita.
Obecndji miizeme predpoklédat, Ze f je omezené a Ze existuje spojita F tak, Ze
F'(x) = f(r) s mo¥nou vyjimkou spodetné mnoha ze{a,b). Pak je totiZ
F neurtitym Perronovym integralem funkce f (viz [3], str. 129), a z omezenosti
f ztejmé& vyplyvé F e Lip 1.

(2,9) V&imnéme si nyni tvrzeni, které vznikne, zaménime-li v (1,3) Lebes-
guetiv integral D, -integralem. DokaZeme, Ze toto tvrzeni je pravdivé; uZijeme
pti tom postupu, kterym dokazal G. P. Tolstov obdobnou vétu pro Denjoy-
Chingintiv integral (o tom viz odstavee III tohoto &lénku).

(2,10) V&ta. Necht funkce F je ACG, v intervalu {a,b). Bud ¢ absolutné
spojitd a neklesajict v intervalu {x, B); necht a < @(t) < b pro véechna t € {x, f).
Pak funkce F(p) je ACG, v intervalu {x, ).

Dikaz. Funkee F(g) je zfejmd spojité v intervalu {x, §y. Bud P uzaviend
mnozina, P C {«, f); potom je ¢(P) = {z|z = ¢(t), ¢ ¢ P} rovné% uzaviend.
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Podle predpokladu existuje porce I7 mnoZiny ¢(P) tak, e funkce F je abso-
lutn& spojitd na I7 a e ¥fada oscilaci funkce F na intervalech sty&nych k I7 kon-
verguje. MaZeme psat I = {c,d) 0 ¢(P), pti em% (c, d) 0 ¢(P) = ¢. Bud
s 0) = 97 3(e, d)) = {tle < ¢(t) < d}. Z¥ejmé (y,08) n P == @, takie S —
= (¥, 6> n P je porce mnoziny P. Zvolme ¢ > 0. Protoze funkce F je absolutng

n s
spojitd na II, existuje 5> 0 tak, %e plati z |F(y,) — F(z;)| < &, kdykoli

xl<y1<x2<y2£ <x<y'm xuyzGHZ(yt x)<7] Protoze
funkce ¢ je absolutnd spojitd, existuje & = 6(1;) > 0 tak, %e ze vztaht « <
St1<vISt3<v,£..._<_tm<vm£ﬂ, Z (v; —t;) < & plyne Z(‘P(”')—

'——<p(t))<17 Plati-li nyni ¢, < v, < ... <, < v, 8,0, €8, Z(v —t)<6

plati o(t), p(v:) € I1, Z (p(va) — @(t)) <, tedy Z [F((v:)) — Flg(t:))] < e
Tim je dokézéno, Ze funkce F(p) je absolutné spollta na S.

Bud nyni (x,, 8,) sty¢ny interval mnoziny S, tedy &, f; € S, (x;, f,) 0 8 = 9.
Je-li p(x;) = @(f,), je funkee F(@p) konstantni v («,, B,), takze Q(F(9); (%4, )=
= 0. Je-li v8ak g(«,) < @(B,), pak interval (p(x,), p(8,)) je styénym intervalem
mnoZiny [T a ztejmé plati Q(F(¢); (¢, 1)) = Q2(F; (¢(y), ¢(B1))- Odtud plyne
ihned, Ze také fada oscilaci funkce F(p) na intervalech styénych k S konver-
guje. Tim je véta dokédzana.

(2,11) Vé&ta. Bud f funkce D, -integrovatelnd v intervalu {a, b>. Bud ¢ absolutné
8pojitd a neklesajict v intervalu {x, f); necht a < ¢(t) < b pro véechna t e {x, £>.
Pak platt formule (S).

Dikaz. Uvedme nejprve dvé pomocné véty; jejich dikazy a dalsi odkazy

wev?

(pro obecnéjsi predpoklady) jsou podiny v [4].

(2,12) Necht F je ACG, v <a,b); mecht ¢ je monotonni v {x, f) a necht
a < ¢(t) < b pro viechna t e {x, B). Polofme ®(t) = F(¢(t)) pro t e {x, ). Po-
tom md @ derivaci skoro v¥ude v {x, B> a skoro vdude v {«, 8) plat}

D(t) = F'(g(t) ¢'(t) mebo P'(t) = ¢'(t) = 0.

(2,13) Bud ¢ absolutné spojitd v intervalu I; bud E C I. Necht plati [{z]| 2 =
= @(t), t e E}I = 0. Potom je ¢'(t) = 0 skoro véude na E.

Bud nyni F(z) = fj(y) dy. Podle (2,10) je funkce & = F(p) ACG, v in-

tervalu {«, £>. Bud E mnoZina t&ch t € {x, B, pro n&% existuje vlastni ¢'(¢) =#= 0,
ale neplati @'(t) = f(¢(t)) ¢'(t). Pro t ¢ E tedy neplati F'(p(t)) = f(¢(t)); protoze
viak F'(x) = f(x) skoro v¥ude v (@, b), mé mno¥ina ¢(E) miru nula a podle
(2,13) je ¢'(t) = 0 skoro v¥ude na E, tak’e ma té% mnoina E miru nula.
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Podle (2,12) je @'(t) = 0 skoro viude tam, kde je ¢'(f) = 0; je tedy D'(t) =
= f(¢(?)) ¢'(¢) pro skoro vSechna ¢. Dostivime tak opravdu

B *(8)
[H@(®)) ¢'(t) dt = D(B) — D(x) = F(p(B)) — Flp(x)) = [ f(z) dz.

© ()

Tim je véta (2,11) dokazéna.

III. Denjoy-Chinéiniiv integral

(3,1) D, -integral, o kterém jsme pojednavali v odstavei II, zavedl A. DENJOY
v roce 1912. Ve sdélenich z roku 1916 zavedli Denjoy a CHINGIN dalsi zobec-
néni integralu; oznaéme je podle [2] kratce D-integral.

Definice D-integralu zase vyzaduje pfedb&Zného zavedeni dalsich pojmu
a v&t. Omezime se na velmi struény pfehled. Pro podrobny vyklad viz [2].
Je-li A bodové mnoZina a z, je jejim hromadnym bodem, pak je moZno zFej-
mym zpusobem definovat lim F(z), kde F je funkce definovana na 4. Je-li

z—Z,

yed
E néjaké mnoZina redlnych &isel a I interval, pak funkei miry mnoZiny K na-
zveme funkci intervalu Lg(I) = |E n I|. Existuje-li limita lim Ly(1,) , kde

n—»o ‘I nl
zel, pron=1,2,... a délka I, se blizi k nule, nazveme ji derivaci funkce
Ly v bodé z a oznadime Lg(z); body, v nichz je Ly(xz) = 1, nazveme body
hustoty mnoZiny E. Zfejmé zidny isolovany bod mnoZiny £ neni jejim bodem
hustoty. Rekneme, e funkce F mé v bod$ z asymptotickou derivaci, mé-li
derivaci v bodé z vzhledem k méfitelné mnozing E, kde x je bod hustoty mno-
F(y) — F(=x)

ziny E?) (t. j. existuje lim
y—r
zeB

ve smyslu pfedchozi poznimky);

oznadeni F', (z).%)

Dtive, nez pfejdeme k definici D-integralu, zavedeme je§té funkce ACG (zobec-
néné absolutné spojité); fekneme, Ze F' je ACG na (a, b), jestliZe spliuje
podminky z (2,4) pro funkce ACG, s vyjimkou podminky (B), které nemusi
vyhovovat; je tedy ACG, C ACG ve ziejmém smyslu. Pro funkce ACQ plati
tyto zakladni véty: KaZdd funkce ACG md skoro vSude asymptotickou derivaci;
je-li asymptotickd derivace funkce ACG skoro vdude rovna nule, je tato funkce
konstanini. Ted je moZno zavést D-integrél podobné, jako byl zaveden D, -in-
tegrél v (2,5). : -

(3,2) Definice D-integrélu. Bud f funkce definované skoro viude v intervalu
{a, b). Rekneme, Ze f je D-integrovatelnd na {a, b), jestlize existuje funkce F tak,

2) V [2] jsou uvedeny pondkud jiné definice.
3) D4 se dokézat, Ze hodnota derivace nezévisi na volbd E.
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%e F je ACG na (a,b) a jeji asymptotické derivace se rovné f(x) pro skoro
viechna z e {a, b). PoloZime pak

b
g (D) [f(z) dz = F(b) — F(a).

Vzhledem ke tvrzenim o funkeich ACG na konci (3,1) je &slo F(b) —F(a)
uréeno jednoznaéné.

Prejdeme k vétam o substituci. Uz jsme se zminili o tom, %e G. P. ToLsTov
dokézal pro D-integraly v&tu obdobnou vé&té (1,3) pro Lebesgueovy integraly.
Vyslovme jeji pfesné zn&ni.

(3,3) Vé&ta. Je-li f D-integrovatelnd na {a, b», a je-li p absolutné spojitd a ne-
klesajict na {x, ), pii em% a < @(t) < b pro t e {x, B, pak plats formule (3).
" Dukaz. [4], str. 19—22.

Viimnéme si ted véty (2,7); dokdZeme, %e je ji mo#no zobecnit pro piipad
D-integréalu.

(3,4) V&ta. Bud f funkce v {a, b). Necht existuje funkce F, tak, %e F, « Lip 1 a
Fi(x) = f(z) aZ na spobetnou mnoZinu bodi v {a, by. Necht ¢ je ACG na Lo, B,
a < ¢(t) < b pro vechna t e {x, B>. Pak plati formule (S) (kde integrdl na pravé
strané je D-integrdl).

Diikaz. Zéklad dikazu tvofi nésledujici elementdrni pomocné véta, zobec-
Hujici vétu o derivaci funkoe sloZené (viude se rozumi vlastni derivace):

(3,5) Bud F funkce definovand v intervalu (a,b); necht z,e (a,b), F'(x,)
existuje. Bud P definovdna na mnoziné B, ty ¢ B, p(t,) = ,, t, bud hromadny bod
mnofiny E, py(t,)') necht existuje. Pak platt [F(p(te)]y = f(p(to)) @alto)-

Dikaz se provede obvyklou methodou.

Nyni je diikaz véty (3,4) analogicky dikazu véty (2,7). Pfedeviim se lehce
dokazZe, Ze F(p), kde F(z) = fz f(u) du, je ACG na (x, #). Konstruujme mno-
iiny E, 8,, D, jako v dbkaze (2,7). Bud N = {¢|p,,(t) neexistuje}. Pak Q@ =
== ‘U‘ 8;uN je mnotina miry nula. DokéZeme, Ze pro skoro viechna £, € {x, §> —

— @ je Do(te) = f(#(t)) Paslto)-
(A) Nechf. to je bodem hustoty n&které mnoZiny D;,. (To plati pro skoro

viechna ¢ € U D; kaZd4 mnotina D; je totiz mé&fitelna a podle zndmé véty jsou

skoro vﬁechny jeji body jejimi body hustoty). Podle pfedpokladu g,,(f,) exis-
tuje; je tedy

; o(t) — <P(¢o) " _
Paulto) = 1:;1‘1 =t -hmt__to_o.

%) g3 znadf derivaci vzhledem k mno#ing E.
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