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Casopls pro p&stovini matematiky, ro&. 81 (1956)

POZNAMKA O EXISTENCI MNOHOUHELNIKA

VACLAV HAVEL, Praha.
(Dosglo dne 30. éervna 1955.) DT:513.842

Clanek se zabyvé zjisténim nutnych a postadujicich podminek, aby
dané &isla bylo moZno pokladdat za velikosti thld rovinného mnoho-
thelnika. Problém souvisi 8 &ldénkem ALFREDA RENYIHO, Poznédmka
o thlech mnohotihelnika (Casopis pro p&stovéni matematiky, 78
(1953), str. 306—3086).

 Nejprve zavedeme nékolik pojmi: Je-li 4,, 4,, ..., 4, koneéné posloupnost
bodt eukleidovské roviny, pti éemz dva po sobé jdouci body jsou vZdy od sebe
razné, pak posloupnost tsetek A.4,, 4,4,,...,4, A, nazveme lomenou
darou; i-tym <ihlem této lomené &ary budeme rozumét kladn¥ orientovany tihel
vektori A, ,4;, 4;4,,, ({¢=1,...,n —1). Lomenou &ru prohlésime za
mnohothelnik, plati-i A, = A,. Viz
obr. 1.
Nyni sformulujeme problém, jeho%
fefenim se budeme zabyvat: Za jakych
podminek lze dand C&isla @y, @q, ..., Pn_y
poklddat za velikostt prvntho, druhého,
«esy (m — 1)-tého 4uhlu nékterého mnoho-
whelntka m (n > 4)?
NeZ pfistoupime k FeSeni problé-
mu, provedeme n&kolik pfedbé&Znych 0=A’
tvah. %
Predpoklddejme, Ze v dané roving Obr. 1.
jsou zavedeny kartézské soufadnice.
Je-li 4,4, 4,4,,...,4, A, lomens tira, pak oznaéme v,, w, obd soufadnioe
bodu 4, a pfedpoklidejme, Ze plati v, = w, = w;, = 0 < v;; ddle oznadme d,
délku tsetky A.4;,, & @, velikost i-tého thlu dané lomené &iry. Pak pro
t = 2,3, ..., n plati rovnice

v; = dy + d, 008 ¢y + dy 008 (1 + @3) + ... + dyco8 (@ + ... + @ia),
w; = d, sin @, + dysin (p; + @3) + ... + dyy8in (@ + ... + @ia) -

406



(Bod A4, lze totiZ sestrojit jako koncovy bod vektoru o poditetnim bodu
A,_,, délce d,_, a smérovém thlu Velikosti ¢, + ... + ¢,_,. Tedy plati

v = 03 +di 008 (g + ... + @),
wy=w;_y + diy 8N (P + ..o + @iy)
Z toho a z rovnic v, = d,, w, = 0 plynou jiZ ob& rovnice hledané.)

Jako dusledek dostaneme ekviva-
A, lence

Ay = A, <=v, = w, =0<d, +
+ d, cos ¢, + dy cos (p; + @g) +

.A} +o+duycos (@ + ... F @)=
L@Ao ‘P"L ‘ = 0= d, sin ¢, + dysin (¢, + @s) +
0 A, 4 oo Fduysin (@ + oo 4 @uy).
Vratme se nyni k piedlozenému
roblému a oznacme a; = cos (¢, +
+A p

4 +ee + @), by =sin (@ + ... + @y).
Podle pfedchoziho dusledku existuje
Oss. 5. mnohothelnik m prdvé tehdy, kdys

rovnice .
0%, +a%y + ... +@p_ 1%, =—1, (A)
b, +bgxg + ... + by = 0 (B)

majt spolebné FeSent pouze s kladnymi koFeny. (Volba d, = 1 zfejmé& neni na tkor
obecnosti.) Oznadme toto tvrzeni jako pomocné tvrzeni.

Budeme rozlifovat celkem &tyti pripady:

a=0=...=a, , =0, (1)
by=by=...=b,,=0, (2)
a, = Aby, ag = 4by, ..., @,_, = Ab,_, projisté 1 + 0, (3)

ayb;, — ayb, = d; ;, + 0 pro jisté indexy i,, i, . (4)

iy,ip
Ztejmé pripad (1) nastdvd pravé tehdy, kdyz disla ¢, + ... +¢; =1
..., m — 1) jsou soudasné lichymi nasobky &isla g, a tedy téz pravé tehdy, kdyz

dislo @, je lichym nédsobkem disla g a &isla @y, @5, ..., P,y jsou celistvé nd-
sobky &isla 7. V pfipadé (1) nelze ovfem rovnici (A) spinit, takte mnohotihelnik m
neexistuje. Viz obr. 2. 4

P#ipad (2) nastadvé prave tehdy, kdy? ¢isla g, + ... + ¢, (6 = 1,...,n — 1)
jsou soudasn® celistvymi ndsobky &isla 7, a tedy té% pravé tehdy, kdy# &isla
@15 Pa; ++ 4 Pn_y jOu soudasns celistvymi nasobky &isla z. Plati-li (2), pak rovnice
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(B) je spln¥na identicky a déle plati |a,| = |as| = ... = |@._;| = 1. Mnoho-
thelnik m pak existuje, pravé kdy#% existuji kladné éisla 2,, 2, ..., T, Tesici
rovnici (A). Tedy: V pFipads (2) existuje mnohothelnik m prdvé tehdy, kdy%
alesport jedno z isel @, je lichym ndsobkem éisla m. Viz obr. 3.

V ptipadd (3) rovnice (A), (B) zfejmé nemajt spoleiné Fedend, a tedy neexistuje
ant mnohothelntk m. Viz obr. 4.
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Obr. 3. Obr. 4.

Necht nyni plati (4). Ozna¢me M mnoZinu v8ech uspofadanych part (z,, ty),

pro néz d; ; + 0. Resenim rovnic
a;x; + ayx, = —1, (A4:1)
bz, + byx, = 0 (Biyt,)
jsou kofeny z;, = — b, d;}, x;, = b;d; ;. RozliSujme dvé alternativy:
x, + 0 % x, pro jistou dvojici (I, ly) e M , (4,1)
x, x; = 0 pro kazdou dvojici (i, ¢;) € M . (4,2)

Predpokladejme, Ze plati kromé (4) jedt® (4,1). Rovnice (A), (B) Ize pokladat za
rovnice jistych nadrovin eukleidovského soufadnicového prostoru E,_;.
Primik y téchto nadrovin je podprostorem o dimensi n — 3. Je-li (iy, 1;) € M,
pak oznatme B; ; bod, ktery mé i,-tou soufadnici ; i,-tou soufadnici z;,
a ktery m4 ostatni soufadnice nulové. Jednobodova mnozina {B; ;} je pri-
nikem prostoru y se soufadnicovou rovinou g; ;, obsahujici ¢;-tou a 4,-tou sou-
fadnicovou osu. Je-li (jy, jy) none M, pak y n g; ;, = 9. K tomu, aby prostor y
obsahoval bod se viemi soufadnicemi kladnymi, je nutné i stadi, aby alespoii
jeden z bod B, ; mé&l dvé soufadnice kladné. Podle nadi interpretace je tim
dokézano, e k tomu, aby rovnice (A), (B) mély spoleéné feSeni pouze s klad-
nymi koeny, je nutné i stadi, aby existovala dvojice (t,, f,) € M tak, Ze kofeny
“’tu x,, soustavy rovnic (4, ,), (B, ) jsou oba kladné. Aviak zminéné koteny
jsou kladné pravé v tom piipadé, kdyZ sg b,l = —sg b, =sgd,, (jak plyne
snadno z rovnic z, = — b,d; %, z, = bidi k) .
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Obr. 5. ) Obr. 6.

Obr. 7. . ' Obr. 8.

" Podle pomocného tvrzeni miiZeme sviij vysledek pfeformulovat: Plati-li
(4), (4,1), pak mnohothelnik m existuje v tom a jen v tom pFipadé, kdy% existujé
indexy t,, t, tak, %e sgb, — —sgb, =sgd, , + 0.
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Necht nyni plat{ soudasn obd podminky (4), (4,2). Oznadme t,, Ty, ..., Ty
(r <n — 1) indexy t&ch koeficientl b,, které jsou nulové. Podle definice mno-
Ziny M plati (i, i5) € M prévd tehdy, je-lid, ,, + 0. Tedy pro ka%dé (k,, kg) non
€M plati dy 5, =0, b. j. @b, — Arbs, = 0. Avgak &sla 1,, Ty, ..., T, 86 Vysky-
tuji pravd ve dvojicich (i, i5) e M. Tedy pro vSecky indexy 4 ruzné od 7y, Ty,
.., T, plati rovnice a; = 2b; (A je jisté nenulové &islo).

Vynésobme rovnici (B) dislem 4 a ode¢t&me ji pak od rovnice (A); dostaneme

tak rovnici

a2, + a2, + ... + 02, =—1. (A"
Soustava (A), (B) je ekvivalentni se soustavou (A’), (B). Avlak soustavu (A"),
(B) Ize fesit tak, Ze rozfedime ob® rovnice (A’), (B) nezévisle na sobd (neobsahuji
totiZ ¥4dnou spoletnou nezndmou). Ziejmé rovnice (A’) mé Fedeni pouze s klad-
nymi kofeny pravé v tom ptipads, kdyz alespoti jeden z koeficientl a,, je zé-
porny. Obdobnd rovnice (B) mé FeSeni pouze s kladnymi kofeny pravé tehdy,
kdy? aspoii jeden z koeficienti b, je kladny a aspofi jeden zaporny.

Podle pomocného tvrzeni lze tedy vyslovit vysledek: Necht plati (4), (4,2);
qecht ddle z koeficientd, b; jsow nulové prdvé ty, kieré maji indexy Ty, Ty, +oor Ty
(r < n — 1). Pak mnohothelntk m existuje prdvé tehdy, kdyZ mezi koeficienty a,
(G =1,...,r) je aspor jeden zdporny a mezi koeficienty b, 6=1,...,n — 1)
aspors jeden kladny a jeden zdporny.

Poznamenejme jeité na zévér, %e vzhledem k vyznamu koeficientt a;, b;
plati za predpokladu i, < i, rovnice d; ;, = — sin (¢;, + ... + ?1,)-

Poznémka. Na obr. 5—8 je znézornén ptipad n — 4, kdy piimka y ob-
sahuje v prvnim oktant® bud poloptimku r nebo alespoii tsecku r.
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