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Casopis pro péstovani matematiky, roé. 81 (1956)

THEORIE REALNYCH CISEL V BOLZANOVE RUKOPISNE
POZUSTALOSTIY) : :

KAREL RYCHLIK, Praha.
(Doflo dne 28. kvétna 1956.) DT.511.2

V dosud vydanych Bolzanovych spisech je uvedena celd fada vét
oredlnych é&islech. Tyka se to jeho prvnich praci z analysy ,,Der bino-
mische Lehrsatz... (1816) a ,,Rein analytischer Beweis... (1817)*
a jeitd vice ,,Functionenlehre‘‘, uveiejnéné r. 1930 dlouho po Bolzano-
v& smrti. Ve Functionenlehre jsou odkazy na rtzné mista z rukopisi
dosud neuverejndnych. V rukopise ,,Unendliche Zahlen- (Grossen)-
begriffe (Zahlenlehre II)* jo systematicky zpracovéna theorie redlnych
&isel. V tomto &lanku autor o ni referuje. Tim se objastiuji mnohé
pojmy ve Functionenlehre pouZivané a vyjasiiuje se pivod nékterych
vét uvedenych tam bez dukazu.

1. Podle Bolzana nazveme nekonelnym Ciselnym vijrazem vyra:z, v némz je
nekoneénd mnoho zikladnich &iselnych operaci (séiténi, odé¢iténi, nasobeni
a dgleni) provedenych na celych &islech. Bolzano to osvétluje ptiklady:

11+11
2 4778 16

1 1 1 1 .
b= (=2 (=2 () e
2. Mezi témito nekoneénymi ¢iselnymi vyrazy jsou takové, 8, Ze lze k celému

dislu kladnému ¢ uréit &islo celé p tak, Ze plati
p+1

14+24+3+...ininf., + ...ininf. ,

=§+P1 a 8= — Py, (1)

1) Je obsa¥ena v odstavci ,,Unendliche Zahlen- (Grossen)begriffe*‘, co¥ je &astf obsdhlé
Bolzanovy _,,Grossenlehre. Bolzantv rukopis je ulofen v Nérodni knihovnd ve Vidni.
V archivu Cs. akademie jsou fotokopie, které obstaral M. Jasek.

Rukopis byl napsén asi v letech 1830—1835. Edvard Winter urduje tak z dopist, které
psal Bolzano svym %4ktm Fesslovi a Pfihonskému. Viz E. Winter: Bernard Bolzano und
sein Kreis, Lipsko 1933, kap. V (Sesky preklad od dr Zderika Kalisty: B. Bolzano a jeho
kruh, Praha 1935) a od tého¥ autora: Leben und geistige Entwicklung des Sozialethikers
und Mathematikers Bernard Bolzano (1781—1848), Halle 1949.

Byl jsem pové&fen prvnf sekef Csl. akademie v8d, abych opattil opisy dosud neuvefej-
nénych Bolzanovych rukopist.
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kde P, je &iselny vyraz nezdporny a P, Yiselny vyraz kladny (§ 5). Bolzano ¥ka
(§ 6), Ze lze S wurbit pFiblifné nebo méFit a¥ na % Zlomek 2 nazyva mérnym

zlomkem pro S. V{skytuje se vBak také ptipad, Ze je pro S moZné vyjédteni (1),
at je g jakékoli celé &islo kladné. Ukazuje to na pfikladu
’ b

1+1+1+..Fininf."
Pak #ké Bolzano, %e je mo¥no S urdit s libovolnou pfesnosti nebo méfit (§6)
a nazyvé vyraz S méfitelngm (§ 6).

3. Mezi nekonednymi &selnymi vyrazy jsou takové, ze pii méfeni mé mérny
zlomek vidy &itatele rovného nule (§ 18). P¥iklad:

1
T 14141+ ...ininf."

S=a+

S

Je-li v (1) (z odst. 2)
S=Pl=%—P, pro kadé g,

nazyvé Bolzano 8 nekoneéné malym &islem kladngm, a — 8 pak nazyvé neko-
neéné malym &islem zdporngm (§ 19).

Koneénd jsou nekonetné &iselné vyrazy této vlastnosti:

Pfi provadéni méteni se miiZe stét, Ze lze k danému q urdit p tak, e je splnéna
jen jedna z rovnic (1) (§ 23). Tyto &iselné vyrazy nazyvé Bolzano nekoneéné
velkyma.
Priklad: 1+42+3+4..ininof.
Je to nekonelné velky vyraz kladnyj (zdporng), je-li splnéna prvni (po p¥ip. druhd)
z rovnic (1).

4. Rekneme, 7e A, B jsou méfitelnd &isla s tymiZ mérnymi zlomky, patii-li ke

kaZdému celému kladnému &slu g totés celé &islo p, takze jsou splnény tyto
&ty¥i rovnice: '

1 ' . 1
A=§+P1=p——;—— o B=24p-2El_p,

kde P,, P, jsou nezéporné a P,, P, kladné vyrazy.

Zatim pro mefitelné &sla nebyla definovéna rovnost. Tu Bolzano definuje
takto (§ 50):
- Nazve dv® mdtitelnd &sla A, B rovngmi (rovnocennymi), maji-li 4, B tytéz
mérné zlomky. VSechna nekoneén® mal4 &isla jsou rovnocenns s nulou a rovné
metitelns &isla se lidf jen o ¢fslo nekonednd malé.

- Métitelnymi &sly s takto urlenou rovnost definuje Bolzano &sla redlns.
Dokazuje, %e tato &sla tvoFi t&leso obsahujici t&leso sel racionélnich. Doka-
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zuje pak déle, Ze je to t8leso uspofddané. P¥i tom definuje vztah a > b tim, Ze
rozdil a — b je kladny.

5. ZaloZeni theorie realnych &isel, jak je podivé Bolzano, neni mo#no pova-
¥ovat za spravné a také v mnohych dalifch podrobnostech se vyskytuji omyly.
8lo by o to, nalézt pro Bolzanovu theorii takovy vyklad, aby bylo mo#no z nf
zachrnit co mo¥né nejvice. Jednu takovou moZnost poskytuje Cantorova
theorie realnych &isel.?) P¥i tom by si odpovidaly: '

V Bolzanov® theorii: Vi vjkisda pomo'ci LSRGy
theorie:
nekoneény &iselny vyraz posloupnost racionélnich &isel
méfitelnd &isla konvergentni posloupnost racionél-
. nich ¢&isel
rovnost (rovnocennost) méfitelnych ekvivalence (~) konvergentnich po-
disel sloupnostf

Misto nekoneénd malych &isel nutno vzit nulovou posloupnost. P¥i definici
kladnych &isel reslnych misto kladnych diselnych vyrazi nutno vzit vyraznd
kladné posloupnosti.

6. Z vty v § 42 plyne, Ze redné &islo A je moZno vyjddfit v tvaru
. B y é €
A=o+otoptae T abaa ™ )
kdet ,,zdkladnt Eisla“ a,b, ¢, d, ... jsou kladnd celd Sisla vesmés > 1; « je celé
éislo (—;— 0) , Byy, 8,6 ... jsou celd &isla mezdpornd takovd, %e B < a, y < b,

8<c, e<d,.... (Jednoznatné vyjadfeni pro A bychom dostali, kdyby byla
splnéna podminka, %e v nekonetné mnoha ptipadech plati

ﬁ<a—-1,y<b—1,6<c—-l,s<d—1,

To viak Bolzano neuvadi.) (2) je vyjddfent redlného &isla tak zvanou fadou Canto-
rovou.3) Specidlnim p¥ipadem je vyjadteni redlného &isla desetinnym zlomkem
a obecngji zlomkem g-adickym (g celé &islo > 1).

Spréavnost pravé nejzajimavéjsich vét a jejich diikazt u Bolzana lze vysvétlit
tou okolnosti, %e k jejich dikazu uZivd Bolzano privé uvedeného vyjadfeni
reélného ¢isla fadou Cantorovou.

7. V §69 dokdzéna véta Archimedova: Jsou-li 4,B koneénd kladnd
redlnd &isla a je-li A < B, ewistuje (celij) ndsobek nd Cisla A, kiery je vét&t meZ
druhé &islo B.

') Utivém vykladu akad. E. Cecha podaného v knize: Cisla a poSetni vykony, Praha
1945, a terminologie tam zavedené. .

3) Srov. téZ G. Cantor: Uber die einfachen Zahlensysteme, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 14,
1869, 121—128; G3sammelte Abh., 1932, 36—42. O. Perron: Irrationalzahlen, 1921, § 33,
Die Cantorschen Reihen.
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.. 8,V § 74 uygdena véta,te mezi dvéma riemymi redingmi Sisly A a C (4 < C)
leZi daldi rediné &islo B (A < B < C)a v §79, te takovyjeh &isel B je nekonedné
mnoho. (Redlns &isla stejné jako &sla racionélni tvo¥i mnofinu husts rozloZenou
(pantachickou).)4) . ‘

9. Véta v § 87 uvedens je zékladem tak zvané methody exhaustni: Je-li A +
+ Q, = B + Q,, kde A, B jsou neproménnd redind Cisla, kdeto Q,, Q, mo¥no
udinit libovolng malymi, je A = B.5) -
Casté uzivéni této véty v tvaru pravé uvedeném jako principu dikazu je pro
Bolzana charakteristicks.

10. V § 102 je véta:
Je:li u mekoneéné posloupnosti redingch &isel X, X,, ..., Xpy ooy Xy .

islo | X,,, — X,| stdle mends ne¥ libovolné maly zlomek 2\1—7, at zvolime r jakkoliv

velké, jestliZe jsme ji£ zvolili n dostateéné velké, pak existuje jedno a jen jedno
Sislo rediné A (koneéné) té viastnosti, %e se mu Cleny madt posloupnosti libovolné
bliZi,t.j. %e étsla |A — X,|a|d — X n+r| 8€ stdvaji libovolné malymi, zvolime-li n
a r dostatené velkd.s)

11. § 104 obsahuje v8tu o infimu a supremu.

Vime-li o vlastnosti B, Ze neptislusi véem hodnotdm proménného éisla X, které
jsou vétdt (mendt) neZ islo U, pFisludi viak vdem hodnotdm X , které jsou mendt (po

) Mimochodem pfipomindm: této vlastnosti u¥ivé Bolzano k »,0¢islovani‘‘ novych
listu, které chce vlo%it mezi dvalisty ji% oSislovaného rukopisu, ani by cely rukopis ptre-

&isloval. VloZi-li jeden list mezilist n & n 4 1, oznadi ho Sislem n + %, ptivloZeni dalstho

listu mezi listy n a n + % (po piip.n + % a n) oznadf tyto listy n + i po piip.n + %)
(Podobnd kdyby se maly mezi listy n a n + 1 vio¥it t¥i nové listy, ofislovaly by se hned
&sly n + i, n + %, n + g A tak podobnd déle.) K oSislovani listt u%ivé se tu zlomki

dyadickych. K podobnému tgelu by bylo mo¥no uZfit desetinnych zlomk, obecnéji
zlomkh f-adickych 8 libovolnym zékladem g (g celé ¢fslo > 1) a kone¥ns také fad Cantoro-
vych s libovolnymi 8isly zakladnimi. Na #addch Cantorovych je v podstatd zalo¥eno
»odfslovani‘* vioZenych listti pomoci pismen z raznych abeced. Tak k oznadeni listi vilo-
Zenych mezilist n an + 1 se uZije znakili na, nb, ne, ..., k oznadeni listd vloZenych na pt.
mezi list nc a nd se u¥ije znaku nex, nep, ncy, ... a tak podobnd déle. Pfi ,,oéislovani* pro-
vedeném pomoci nékterého z popsanych zptasobu vyskytuji se jako pofadovs isla také
zlomky. Mt¥e se viak stéti, %e pii tom ,,vzniknou mezery*, t. j- mezi dv8ma zlomky, které
jsou skute¥n¥ potadovymi &sly listi, lexi zlomek z uité soustavy, ktery neni pofadovym
dislem %4dného listu. Tomu Ize zabrénit, u¥fvéme-li k oéfslovani Cantorovy fady s vhodn&
zvolenymi zékladnimi &fsly.

%) Viz K. Knopp: Darstellung der reellen Zahlen durch Grenzprozesse, Enzyklop. d.
math. Wiss. (nové vydéni), I 1, 4, str. 5.

¢) Tato podminka pro konvergenci nekone&né posloupnosti se nazyvé podminkou Bol-
zano-Cauchyovou. Uvedené véta se vyskytuje u Bolzana ve spise Der binomische Lehr-
satz..., Praha 1816 a také ve spise Rein analytischer Beweis..., Abh. d. Kénigl. Bshm.
Ges. d. Wis. (315, 1817)., (Viz té% Ostwalds Klassiker, Nr. 153, 1905 s poznémkami od
fh. E.l B.sJo)m'daim; esky pieklad od F. J. Studnitky, Casop. pro pést. mat. a fys., 11,

881, 1—38.



pFip. v¥8t) nef U, mafeme tordit, Ze existuje rediné &islo (koneiné) A, které je
nejvétdi (po pfipadé neymendt) z téch Eisel, o nichZ lze fici, Ze viechna mendi (po
pfip. vét$t) maji vlastnost B; nelze tvrdit nic o tom, md-li hodnota X = A sama
také vlastnost B7).

Pii diukazu vyjadiuje Bolzano 4 fadou Cantorovou.

12, § 105 obsahuje vétu, kterd piipomind vétu Dedekindovu.!) Necht
X < Y znadi, Ze pro mnoZiny realnych ¢isel X,Y z 2¢ X, ye ¥ plyne 2 < y.
Podobng bude znadit X < a, je-li @ redlné ¢&islo, Ze pro mnoZinu X z ze X
plyne z < a.

Budif X < Y.

1. Necht X meobsahuje nmejvétst a Y neobsahuje nejmendt &islo. Pak existuje
redlné &islo a takové, e X < a < Y. Cislo a je uréeno jednoznaéné prdvé tehdy,
existuji-li rozdily y — x (xe X, ye Y) libovolné malé.

II. Necht obsahuje bud X nejvét¥i &islo nebo Y nejmendi &islo a necht existuji
rozdily y — x (x e X, y € Y) libovolné blizké nule. Pak neexistuje Zddné rediné éislo
a takové, e X <a < Y.

7) Viz Bolzano, Rein analytischer Beweis... (uvedeno v piedeslé poznamce pod éarou).
8) Na tuto stylisaci mne upozornil pfi recensi akad. V. Jarnik.
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