#3D
VAL 7

—/

Werk

Label: Article
Jahr: 1956
PURL: https://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?31311157X_0081 | log11

Kontakt/Contact

Digizeitschriften e.V.
SUB Géttingen

Platz der Gottinger Sieben 1
37073 Gottingen

& info@digizeitschriften.de


http://www.digizeitschriften.de
mailto:info@digizeitschriften.de

Casopls pro péstovini matematiky, roi. 81 (1956)

POZNAMKA K PRIMKOVE GEOMETRII ROZVINUTELNYCH PLOCH

KAREL HAVLICEK, Praha.
(Doglo dne 14. ledna 1955.) DT: 513.716.3

Kazdou ptimkovou plochu v trojrozmérném projektivnim prostoru
lze vyjadtit analyticky tak, %e pFimkové soutadnice jejich tvoficich
piimek jsou funkcemi jednoho parametru. Je-li dané plocha rozvinu-
telné, pak derivace t&chto pfimkovych soutadnic uréuji stejnym zZpu-
sobem dalsi pfimkovou plochu, t. zv. derivovanou plochu dané rozvi-
nutelné plochy. V tomto &lanku je podéna konstrukce rozvinutelné
plochy, zndme-li jeji plochu derivovanou.

1. Kleinovo zobrazeni viech pfimek trojrozmérného projektivniho prostoru
8, na body regularni nadkvadriky (t. zv. K-kvadriky), vnofené do pétirozmérné-
ho projektivniho prostoru S;, vede k tomu, %e obrazem primkové plochy
z 8, je kiivka v S;, lezici na K-kvadrice. Sest projektivnich homogennich sou-
Fadnic bodi této kfivky zavisi pak na jednom proménném parametru ¢; jejich
derivace, pokud existuji, uréuji pti zvoleném faktoru imérnosti homogennich
soufadnic v §; druhou ktivku, kterd uz oviem na K-kvadrice lezet nemusi.
Nutné a postadujici podminka k tomu, aby i tato druhi kfivka lezela na K-
kvadrice, &ili aby byla obrazem né&jaké ptimkové plochy, je ta, aby prvni
ktfivka byla obrazem plochy rozvinutelné. Druhs ktivka je pak obrazem prim-
kové plochy, kterou jsem nazval derivovanou plochou dané rozvinutelné
plochy. Neni obtiZné uréit vlastnosti této derivované plochy, zndme-li danou
rozvinutelnou plochu. To jsem ukézal v jedné starii préci.!) Pro tplnost je
tfteba ukézat i postup obriceny, jak totiz lze rozvinutelnou plochu urditi,
zname-li jeji plochu derivovanou. Celd konstrukee je velmi jednoduché. Pro-
toze vSak jde v podstaté o hleddni primitivnich funkei, omezime se na reilné
funkce redlné proménné ¢. Zvolime-li za soufadnice v S; Pliickerovy piimkové
soufadnice, budou redlnym bodiim na K-kvadrice v S; odpovidat realné ptimky
v 8;. Jde tedy o ptirozené doplnéni vye citované price, kde byly rovngz
studovény redlné pfimkové plochy s realnymi tvoficimi piimkami. Také sym-
boliku zde zachovame stejnou?).

1) K. Havlibek [2].
%) Viz také V. Hlavaty [4].
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2. Projektivni homogenni soufadnice bodu X v trojrozmérhém projektiv-
nim prostoru S; oznadme ' (i =1, 2, 3, 4). Jsou-li ¥, Z dva takové body
o soutadnicich y¢, resp. z¢ (¢ = 1, 2, 3, 4), piSme
yi, yJ
2t 27

pi=p , (1,7=1,2,3,4), (1)

kde ¢ 4 0 je libovolny faktor umérnosti. Pliickerovy bodové soutadnice
P, ..., p® ptimky, kterd je incidentni s body Y, Z, oé¢islujeme podle pfedpisu

. pt= pY, p2 = p*, p* = p*, pt = p3, PP = P31, pb = pi2.

Tyto soufadnice spliiuji kvadratickou rovnici

pxp=0, (2)
kde jsme pro struénost oznadili p X p = 2 (p'p* 4+ p*p® 4 p*pt). Sest Pliicke-
rovych soufadnic p', ..., p%, jeZ symbolisujeme souhrnné a kratce znakem p,

Ize interpretovat jako homogenni soufadnice bodu v §;, kde rovnice (2) pred-
stavuje reguldrni nadkvadriku, kterou jsme oznadili ndzvem K-kvadrika.
KaZd4a pfimka prostoru S, je tim zobrazena vzajemné jednoznaéné do bodu
K-kvadriky, vnofené do S; a obracené jen body této K-kvadriky jsou obrazy
ptimek prostoru S;. ProtoZe kazdéd ptimkova plocha v S; se pfitom zobrazi
jako ktivka lezici na K-kvadrice, lze soufadnice jejich pfimek vyjadfit jako
funkce jednoho parametru ¢, symbolicky pséano

p=7pF,
kde funkce p(¢) (t. j. funkce p'(?), ..., p°(¢)) splituji urdité predpoklady?) a kde
parametr ¢ probiha néjaky interval J. T4z plocha je ovSem dana i rovnicemi
P =10, ®3)

kde f == 0 je libovolny faktor Pliickerovych homogennich soufadnic, ktery
miZze byti také funkei parametru ¢ (symbolika je snadno srozumitelna). Deri-
vaci podle parametru ¢ oznaéime v daldim tekou, druhou derivaci dvéma ted-
dp d2p
@ T a

Nutnd a postacujict podminka pro to, aby pfimkovd plocha o rovnicich p =
= P(¢) byla rozvinutelnd, je splnéni rovnice

kami, tedy na piiklad pr = . Lze dokazat nasledujici tvrzenit):

pXxXp=0 (4)
pro vdechny hodnoty t intervalu |. Toto tvrzeni je f-invariantni, t. j. nezévislé
na volbé faktoru imérnosti f Pliickerovych soufadnic, &ili je nezavislé na trans-
formaci (3). V piipads, %e dana plocha je rozvinutelnd, je tedy splnéna rov-
nice (4), takZe funkce p+(f) splituji rovnici K-kvadriky a urduji pfimkovou

3) V. Hlavaty [4], seSit 1., str. 41—43.
4) K. Havlidek [2], v8ta (2,2), str. 2.
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plochu, totiZ derivovanou plochu dané rozvinutelné plochy.5) ProtoZe od uve-
fejnéni citované uz mé préce uplynula delsi doba, opakuji zde z ni bez diikazu
n&které vysledky®), jichZ je v dalim uzito a jez plati za pledpokladii tam
uvedenych. Z nich zv1at zdtraziiuji predpoklad o tom, ¥e matice

: P, =, Pl
mé pro viechny hodnoty uvazovaného intervalu hodnost = 3. Tim je z nasich
Gvah vylouden svazek piimek prochézejicich jednim bodem a leZicich v jedné
roving.

Kazdé rozvinutelné plocha je bud plochou teden néjaké kiivky nebo Ku-
Zelem.

Kazdé hodnota #, parametru ¢ uréuje na rozvinutelné plose pfimku p(¢,) a na
jeji derivované ploSe ptfmku p-(t,). P¥imky P(%) a p*(%) se nazyvaji ptimky
sdruZené’) a protinaji se v kuspidélnim bod® dané rozvinutelné plochy; rovina
jimi urdend je tednou rovinou dané rozvinutelné plochy a dotyka se ji podél
povrchové pimky p(f). Je-li rozvinutelna plocha plochou tefen kiivky C,
pak body této kiivky a jen tyto body jsou kuspidélnimi body dané plochy;
protoze povrchové pfimky ptisluiné derivované plochy podle ptredchizejiciho
prochézeji t&mi kuspidélnimi body, lezi k¥ivka C i na plose derivované; deri-
vovani plocha je tu tvofena pHmkami p:(t), jez lezi v te¢nych rovinich
plochy teden kfivky C a z nich# ka#dé protins sdruZenou piimku p(f) v bods,
ve kterém se ptimka p(t) dotyks k¥ivky C. Je-li ktivka C rovinna, pak ptislusns
derivovand plocha je opét mnoZina teten jiné rovinné kiivky, jez lezi v téze
roviné jako kfivka C. — Je-li rozvinutelnd plocha kuzelem o vrcholu ¥, ktery
je zde oviem jedinym jejim kuspiddlnim bodem, pak piislu$nd derivovans
plocha je opét kuzelem o témze vrcholu V.

Protoze piimka p+(f) neni f-invariantni, odpovidaji riznym volbam faktoru
{ v rovnicich (3) pfipadné riizné derivované plochy téze plochy rozvinutelné.
K dané rozvinutelné plose existuje tedy nekoneénd mnoho derivovanych ploch.
- Tyto derivované plochy jsou bud v¥echny nerozvinutelné (coz nastane tehdy,
je-li dand rozvinutelné plocha plochou teden prostorové kiivky) nebo jsou
viechny rozvinutelné (coz nastane tehdy, je-li dana rozvinutelnd plocha ku-
Zelem nebo mnoZstvim teden rovinné kiivky) a vZdy tvoii parabolickou p¥im-
kovou kongruenci.?) Dvéma riznymi faktory tmérnosti f1» f; dané rozvinu-
telné plochy jsou urdeny dvé rizné derivované plochy tehdy a jen tehdy,
kdyZ pomér t&chto faktori neni konstantni.

#) Nenf-li dané plocha rozvinutelna, pak neni spln&na ani rovnice (4). V tom p¥ipads
nelze funkce p*(¢) interpretovat jako soufadnice pHimky a o derivované ploSe nelze tedy
hovotit. Rovnice (4) muZe pak byt spln&na jen pro isolované hodnoty parametru ¢, co%
vede k torsdlnim ptimkém dané plochy.

¢) Srovnej hlavng vétu (2,7) a cely odstavec 6 v uvedené praci [2].

’) Jejich obrazy v S; jsou totif dva body na K-kvadrice, které jsou vzhledem ke
K-kvadrice polarng sdruZeny.

%) Parabolickou kongruenci zde uvaZuji ve smyslu definice, kterou uvadi V. Hlavaty
[4], se&it I, str. 110—114 a 129—132.
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3. K definici plochy derivované p¥ipojme pro jednoduchost vyjadfovani
dalsi pojem a vyslovme oboji spoletnou definici. Tuéné typy p, ¢ a pod.
symbolisuji i nadale Pliickerovy soufadnice.

Definice. Budif ddna rozvinutelnd plocha II rovnicems

p=Dp(). (5)
Pak p¥imkovd plocha Q dand rovnicemi
qQ=4q@), (6)

kde q(t) = p*(t), se mazyvd derivovand plocha plochy II. Obrdcené plocha IT se
nazyvd primitivni plocha plochy Q.

Poznimka. Je dobie mit stdle na paméti, Ze primitivni plocha k dané
plose pfimkové (pokud oviem existuje) je vidy rozvinutelnd. (Viz definici.)

Predevsim dopliime pfredchézejici vysledky jesté jednou vétou, ktera je
sice jejich jednoduchym disledkem, ale kterd v minulé praci [2] nebyla vy-
slovné uvedena.

Véta 1. BudiZ I plocha tecen prostorové kfivky C. Potom kfivka C je asympto-
tickou kfivkou na kaZdé derivované plode plochy II.

Dikaz. Plochu 77, ktera je ovSsem rozvinutelnd, vyjadiime rovnicemi (5)
a jeji derivovanou plochu 2 rovnicemi (6). Z pfedchéazejiciho vime, Ze k¥ivka C
lezi na plose Q. Zbyva dokazat, Ze je to asymptotickd kfivka na plose Q.
Sledujme proto libovolnou oskulaéni rovinu g kiivky C. Tato rovina je zdroveii
teénou rovinou plochy 77, jak je znamo z elementarni diferencialni geometrie.
Je tedy uréena dvéma sdruZzenymi piimkami p(¢,) a p*(f,) = q(f,), jak bylo uve-
deno v odstavei 2. To znamena, Ze rovina p je zaroveii teénou rovinou plochy 2
v uvazovaném bodé kiivy C, nebot je incidentni s pfimkou p*(f,) plochy 2
a s tednou p(t,) kiivky C, jez na ploSe 2 lezi. Rovina ¢ dotyka se tedy plochy Q
v priaseéiku sdruzenych p¥imek p(%) a p*(%), t. j. v bodé kiivky C. K¥ivka C
mé tedy tu vlastnost, Ze jeji oskulaéni roviny jsou tednymi rovinami plochy Q,
coZ je znamé charakteristickd vlastnost asymptotickych kiivek. (V. Hlavaty
[3], str. 319.) :

Chceme-li obracend hledat plochu primitivni k dané p¥imkové plose, plyne
uz z véty 1, Ze takovou primitivni plochu musime hledat jedin& mezi plochami
teden asymptotickych k¥ivek dané plochy. Samostatné pak bude nutno Fesit ty
piipady, kdy na dané p¥imkové plofe viechny asymptotické &4ry jsou vesmds
piimkami, takZe o ploe teden takové ¢iry nelze mluvit; to nastdva jen u kva-
drik a u ploch rozvinutelnych a téch si viimneme az v odstavei 4. Obratime
se tedy nejdiiv k plochdm, na nichz existuji asymptotické kiivky, které nejsou
ptimkami. Odvodme nejdiiv pomocnou vétu, kterd se tyks libovolné takové
plochy, jez nemusi byt nutng p¥imkova.

Véta 2. BudiZ Q2 plocha, na nt% jsou dvé rizné soustavy redlngjch asymptotickyjch -
ar a budiZ C jedna z téchto asymptotickych Sar, je£ nent pFimkou. Potom plocha
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telen k¥ivky C je primitivni plochou k pFimkové plode, kterd je tvofena asympto-
tickymi teCnami plochy Q sestrojenymi v bodech kfivky C, je£ mejsou teénami
kfivky C (t. j. jsou tednami asymptotickych &ar plochy 2, které pati do té sou-
stavy, do niZz nepat#i ktivka C).

Dikaz. Pa,rz;metrické rovnice plochy £ jsou
¥ =ai(u,v), (=123, 4),

kde z‘(u,v) jsou funkce parametri u, v, majici spojité parcialni derivace
druhého ¥idu. Pfi vypodtu bude tieba uréit Pliickerovy soufadnice asympto-
tickych teten plochy Q; tyto teny jsou oviem nezavislé na volbé parametru
u, v. Proto miZeme zvolit parametricky systém libovolns. Zvolme parametric-
kou soustavu na ploge Q tak, aby kiivky » = const. byly asymptotické kiivky
plochy Q té soustavy, do ni% patii kiivka C. Potom ve viech bodech uvaso-
vané plochy 2 je splnéna rovnice?)

T = o, + Pl + yxi,  (i=1,23,4), (7)
kde &, B, y jsou funkce parametri u, v, a kde jsme pro stru¢nost polozili

; _ cxt ; _ oxt ; _ c%af i . ot

= zf = Xl = —— xh = .|
o ou’ v cv’ e fu?’ vy cv?

Pliickerovy soutadnice teden parametrickych kiivek # = const. jsou Gamér-
ny determinantim matice

Podle vzorce (1) mzeme pro né psat
,zi , X

Lo ad) (¢,7=1,2,3,4; o =+ 0). (8)

pi=p9

Podobné pro soufadnice ¢ parametrickych ktivek » = const. uzijeme vzorct

xt, !

i
x, ,

g = o s (0,§=1,2,3,4; o=+0). 9

Budiz nyni ktivka C pa,ra.metri(;kou kiivkou u = u,, kde u, je konstanta. Rov-
nice kfivky C na ploe Q2 lze pak psit ve tvaru

U=1u, v==t,

chceme-li pismenem ¢ oznadit jeji proménny parametr. V bodech ktivky C
jsou funkce, vyskytujici se ve vzorcich (7), (8), (9), funkcemi jedné proménné
du dv

t a protoZze — = 0, )

@ — 1, plati pro kazdou pripustnou funkei p(u, v)

._de Cpdu  cepdv o
At Tl i T i il (10)

®) Viz na piiklad G. Fubini — E. Cech [1], str. 43—46.
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Ukéazeme nejdiiv, Ze faktor ¢ ve vzorcich (8) lze tak volit, aby bylo

(pY) = ¢ (5,j=1,2,3,4; ©+0), (11)
¢ili podle (10
op* " ‘i i
=1z¢¥% (3, =1,2,3,4 7t 0). (12)
ov
Jednoduchym poétem zjistime z rovnic (8), Ze je
cp¥ |, X
v S lal L ad, T 0 P o

Dosazenim ze (7) a po jednoduché tpravé s pouzitim rovnic (8) a (9) mame

o 1 9o
’5-4W+P%ﬂ'gm’
kde 7 = %:—‘— . Volime-li tedy o tak, aby bylo
1 do
2 = 1
B+ 5 v 0, (13)

pak budou splnény rovnice (12) a tedy i (11), jakmile bude ¢ + 0. Ptechodem
k parametru ¢ lze podle (10) piepsat rovnici (13) na obyé&ejnou diferencidlni rov-
nici

B+ =0. (14)

Tato rovnice mé vidy nenulové feseni pro p. Lze tedy volit faktor o = 0 tak,
aby platily vztahy (12), resp. (11). Rovnice (14) tedy umoziiuje volit faktor o
tak, aby derivovand plocha plochy tefen kiivky C byla tvofena te¢nami para-
metrickych ktivek v = const., jak ukazuji rovnice (11). Odtud uZ plyne dikaz
véty 2, nebot vzhledem k predpokladu existence dvou riznych soustav redl-
nych asymptotickych dar na plose 22 mtZeme zvolit parametry asymptotické,
takZe i druha soustava k¥ivek v = const. je tvofena asymptotickymi darami.
Lze tedy faktor p volit tak, aby derivovana plocha teéen kiivky C byla tvo-
fena asymptotickymi teénami plochy 2, jak je o tom ve vété 2 Yed, coz jinymi
slovy znamend, Ze plocha te¢en kiivky C je primitivni plochou k plose asympto-
tickych teden tam popsané. Tim je véta 2 dokdzana.

Véta 3. BudiZ ddina nerozvinutelnd primkovd plocha R, jeZ nent kvadrikou.
Pak plocha teCen kterékoli jeji asymptotické kiivky, jeZ nent pFimkou, je primitivni
plochou plocky Q. PFimky vdech primitivnich ploch dané plochy Q tvo¥t parabo-
lickou pFimkovou kongruencs.

Dikaz. Jedna soustava asymptotickych éar plochy 2 je tvofena jejimi
povrchovymi pfimkami, druhé soustava je od ni rizna, protoze predpokla-
dame, ze plocha Q neni rozvinutelnd. ProtoZe tato plocha neni kvadrikou,
obsahuje asymptotické 8ary, které nejsou piimkami. Jsou tedy splnény pred-
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poklady véty 2, jejimz piimym dusledkem je prvni tvrzeni obsaZené ve vété 3.
Druhé tvrzeni o parabolické kongruenci je bezprostfedni aplikaci zndmé sku-
teénosti, Ze teény asymptotickych &ar jedné soustavy, jez neni soustavou p¥i-
mek, tvoii parabolickou kongruenci'?). Tim je véta 3. dokdzdna. Ziroveti je
podana konstrukce primitivni plochy k plose Q.

Jsou-li rovnice plochy 2 ve tvaru
q=q(), (15)
pak i rovnice
4=1f@, [+*0 (16)
urduji tutéz plochu 2. Ruznou volbou faktoru f miZzeme zde dostat rizné pri-
mitivni plochy k plofe Q. V&imnéme si tu jednoho detailu.

Vé&ta 4. BudiZ Q2 plocha z véty 3, vyjddfend rovnicemi (15), resp. (16). Je-li jeji
primitivnt plocha IT uréena dvéma riznymi faktory f,, f, v rovnicich (16), pak
pomér téchto faktors je konstantnt. ;

Dikaz. Budtez p = p,(f) a p = p,(¢f) rovnice dvou primitivnich ploch I7,,
I1, plochy 2, takZe tedy

Pi(t) = ()

Pi(t) = (), 4
kde f, + 0 a f, = 0 jsou funkce parametru ¢. Jsou-li ob& plochy IT,, IT, totozné,
&ili uréuji-li oba faktory f, a f, tutéz primitivni plochu, je nutné p,(¢) = op,(¢),
kde ¢ == 0 je funkce parametru ¢. Odtud derivovdnim plyne

Pi(t) = e'pa(t) + epa(t) -
Po dosazeni ze (17) a po jednoduché upravé mame

(fr — ef2) 4(t) = eps(?) - _
Protoze viak 2 je plocha nerozvinutelnd a I7, je plocha rozvinutelnd, nejsou
obé tyto plochy totoZné a posledni rovnice nemize byt tedy splnéna jinak
nez tak, ze se anuluji oba koeficienty

fi—efe=0, ¢ =0.

Druhé z téchto podminek davéd ¢ = const. a potom z prvni z nich plyne
h

L= ¢ = congt., éim% je véta 4 dokézéina.
2
Véta 4 udivé jen podminku nutnou pro vztah dvou riznych faktord, jez
vedou k téZe plose primitivni. Ale tato podminka neni postadujici, jak ukazuje
nésledujici piiklad.
V pravotihlych soufadnicich nehomogennich #, y, z vySetfujeme dvé Srou-
bovice o rovnicich

x=r,c08t, y=r,sint, z=~k, (@=1,2), (18)
19) Viz na ptiklad V. Hlavaty [4], sefit L., str. 113, vdta (3,2).
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kde 7, & r, a k jsou nenulové konstanty a parametr ¢ probfhé interval J.
Plochy teden téchto Sroubovic maji v Pliickerovych soutadnicich tyto rovnice:

Py =r,s8int, ph=rkr, (sint—¢cost),
P; = —r,co8t,pl = —kr, (cost + tsint) . (19)
Py = —k, Py="101), (a=12).

To jsou pfi r; 4 r, dvé riazné plochy, jez viak maji tuté spole¢nou plochu
derivovanou, jejiZ rovnice jsou

¢t =fcost, q*= fktsint,
q® = fsint, q° = — fktcost, (f £0), (20)
3 =0, ¢ =0,

Jak se snadno presvédéime pouhym derivovénim rovnic (19). Polofime-li
v rovnicich (20) f = r,, resp. f = r,, dostaneme prvni, resp. druhou z ploch
(19) jako primitivni k plose (20), pfi dem# pomér téchto faktori :—1 =c je
3
konstantni. (Plocha (20) je Sroubovy konoid pravothly, v nagem ptipads je to

plocha hlavnich norm4l prvni i druhé Sroubovice (18), na niZ ob& tyto Srou-
bovice jsou oviem asymptotickymi kfivkami.)

K tdvahdm tohoto odstavce ptipojme jestd poznimku. Véta 3 zaruduje
existenci primitivni plochy k ploge £, ktera je tam podrobné popsani, podava
i konstrukei takové primitivni plochy, ale ned4v4 methodu pro vypodet Pliicke-
rovych soufadnic jejich p¥imek. V podstaté jde o tlohu, k danym Sesti funkeim
najit takové primitivni funkce, které splituji rovnici (2) zékladni K-kvadriky,
coZ neni problém privé elementdrni. To nepiekvapuje, uvédomime-li si, %e
celé tiloha je ekvivalentni s hleddnim asymptotickych ¢ar na ploe 2, coZ samo
0 sob& vede na rovnici Riccatiho, kterou obecné nelze Fegit pouhymi kvadra-
turami. Je to samostatny problém z matematické analysy, kterym jsem se
viak nezabyval.

4. Obratme se pro uplnost k piipadim, které jsme v piedchézejicim od-
stavei vyloudili.

V&ta 5. K reguldrni kvadratické ploge neexistuje Zdnd plocha primitivnd.

Dikaz je tu neptimy. Predpokléddejme, Ze k regularni kvadratické plose 2
existuje primitivni plocha I7. Mohou nastat dvé moznosti.

1. Je-li IT plochou teden prostorové kiivky C, pak podle véty 1 je C asympto-
tickou kiivkou na ploge Q, coz je ve sporu s predpokladem, nebof na kvadra-

tické ploe jsou asymptotické dary vesmés piimkami. Tento pripad tedy
nastat nemuze.

1) Pisi zde soudin r,r, misto obvyklé mocﬂiny z toho davodu, aby nenastala kolise
8 oznadenim indext soufadnic, je¥ pidi vpravo nahote, abych zachoval symboliku citova-,
nych praci [2] a [4].
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2. Je-li IT plocha teten rovinné k¥ivky nebo kuzel, pak kazda jeji derivovana
plocha (a tedy i plocha 2) je rozvinutelnd. Ale regularni kvadrika 2 neni nikdy
rozvinutelna. I druhd moZnost tedy vede ke sporu a véta 5 je tim dokazana.

Véta 6. K plode tefen prostorové kiivky meexistuje plocha primitivni.

Dikaz nepfimy je obdobny pfedchazejicimu; danou plochu teden ozna¢me
0 a predpoklddejme, %e k nf existuje plocha primitivni 77.

1. Je-li IT plochou tefen prostorové kiivky, pak kaidé jeji derivovani
plocha, tedy i 2, je nerozvinutelna (viz odst. 2), coZ je spor s predpokladem.

2. Je-li IT kuZelem, resp. plochou teden k¥ivky rovinné, je kazda jeji deri-
vovand plocha opét kuZelem, resp. plochou teden rovinné ktivky, coz je zase
spor s pfedpokladem, Ze 2 je plocha teden kiivky prostorové. Neexistuje tedy
primitivni plocha k plose 2, ¢im% je véta 6 dokazana.

Existenci primitivnich ploch v poslednich dvou ptikladech lze nejjednoduseji
prokazat vypoétem; geometricky jsou tyto piipady malo zajimavé.

V&ta 7. BudiZ Q kuZel o vrcholu V. Primitivnt plocha plochy Q2 je opét kuZel
o vrcholu V.

Vé&ta 8. Budiz Q mnoZstvi teCen rovinné kiivky C. Primitivnt plocha plochy £2
je opét mnotstvt teCen rovinné kfivky, jez leZi v teZe roviné jako kiivka C.

Dukazy obou vét 7 a 8 lze provést spoleéné. Je-li totiz plocha kuZelem
(resp. mnoZstvim teden rovinné kiivky C), pak soufadnice () bézné jeji
tvotici ptimky lze vyjadiit ve tvaru '

q(f) = my(t) €.+ my(t) €, + my(t) €5, (21)
kde ¢,, ¢,, ¢; jsou tii pevné linearné nezavislé piimky, jdouci vrcholem V (resp.
leZici v roviné k¥ivky C)12); ptitom m,(¢) jsou pro ¢ = 1, 2, 3 funkce parametru
¢, o nichZ predpokladame, %e k nim existuji primitivni funkce M, (t), takze
M,(t) = m,(t). Rovnice ‘

P(t) = M(f) e, + M,(¢) ey + My(t) e, (22)
uréuji zfejmé primitivni plochu k ploSe (21). Derivovanim (22) dostaneme
totiz (21). Protoze (22) jsou rovnice téhoz typu jako (21), je plocha jimi uréena
opét kuzelem o vrcholu V (resp. mnozstvim te¢en rovinné kiivky, kterd lezi
v téZe roviné jako kiivka C).

Zévérem jesté nékolik slov. Neni snad t¥eba ani podrobné odavodiovat, zZe
vlastnosti, vyslovené ve vété 3 a ve vétach 5—8 jsou invariantni vaéi projek-
tivni transformaci v prostoru S,. Piejdeme-li dale od Pliickerovych soufadnic
k jinym projektivnim homogennim soufadnicim v §;, bude mit kazda p¥imka
nové soutadnice ui(i = 1, ..., 6), jei s Pliickei'ovymi soufadnicemi p* souvisi

vztahem
6
ut = cip?, (t=1,...,6),

i=1

13) Viz V. Hlavaty [4], sefit L., str. 44.
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