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Casopis pro péstovini matematiky, ro. 80 (1955)

ODHAD CHYBY PRI PRIBLIZNEM RESENI INTEGRALNICH
ROVNIC

VLASTIMIL PTAK, Praha.

(Doslo dne 29. fijna 1954.) DT:517.948

Tato prace navazuje na préci L. V. KaNTOROVICE [1]. Jejim cilem
je vypracovat methodami funkciondlni analysy obecné schema, které
se dé uZit k odhadu chyby raznych method pfibliZnych feSeni integ-
ralnich rovnic. Podstata methody zéle%i v tom, Ze spolu s Banachovym
prostorem X, v ndm¥% méme TeSit rovnici Az = y uvaZujeme pod-
prostor X ¢ X, ve kterém fefime ptibli¥nou rovnici PAz = Py, kdeZ P
je projekece X na X. Zabyvéme se potom odhadem rozdilu skutetného
feSeni x a ptiblizného feseni z.

Pro piiblizné fefeni integralnich rovnic byla vypracovana fada method, za-
lozenych na nejriiznéjiich myslenkdch. Avak jiz zcela povrchni porovnéni
vysetfovani existence fefeni a odhadu chyby v jednotlivych ptipadech ukazuje,
#e uzivané methody maji mnoho spole¢ného, takze se naskyta otazka, zda neni
mo#no néjak jednoduse formulovat obecné principy, na kterych jsou jednotliva
vySetiovani zalozena. Touto otédzkou se poprvé zabyval L. V. KanToroVIC ve
své zajimavé stati [1], kterd obsahuje celou fadu dilezitych mysSlenek a vy-
sledk.

Je zéasluhou L. V. Kantorovide, Ze ukézal, jak je mozno methodami funkeio-
nalni analysy ziskat jednotny pohled na celou fadu v praxi pouzivanych pii-
bliznych method Yeseni integralnich rovnic a zaroveii hloubéji pochopit vSechny
ginitele, ovliviiujici odhad chyby. Byla to pravé prace L. V. Kantorovice,
kters dala popud k napséni nésledujictho ¢lanku. Ukazuje se totiz, Ze uZitim
trochu jiné myglenky je mozno dociliti zjednoduseni obecnych tivah a podati
obecné schema, které se d4 pouzit k odhadu chyby riznych method pfibliz-
nych fefeni integrélnich rovnic. '

Vylozené methody lze pouzit také k ziskani nékterych theoretickych vy-
sledki tykajicich se pFibliznych method. O téchto vysledcich hodléme pojednat
v nékterém z piistich ¢isel éasopisu.

Nyné&jsi prace si neklade tikol podat hotové recepty k fefeni integralnich
rovnic. Presto, 7e uvedené theoretické odhady byly provéfeny na nékterych
praktickych vypodtech, k podobnému tikolu je mozno zodpovédnd pfistoupit
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jen po ziskéni velmi Siroké zkuSenosti v Fefeni konkretnich tloh tohoto typu,
¢ehoZ nebylo mozno zatim doséhnout.

Methody odhadu chyby vyloZené v nyngjsi praci nejsou ve svém pouziti ome-
zeny na piipady niZe uvedené. UkédZzeme pozddji jests dalii aplikace téchto
a podobnych my#lenek.

K porozuméni ¢ldnku postaéi jen nejelementérnjdi znalosti z theorie nor-
movanych linedrnich prostort. ’

1.

Necht X je realny normovany lineédrni prostor. Rekneme, %e zobrazeni K
prostoru X do sebe je linedrni, jestlize pro kazdou dvojici redlnych &isel Ay Ay
a kaZdou dvojici z,, #, prvkd prostoru X plati

K(Ax, + Agxy) = 4, Kz, + A Kz, .

Rekneme, #e zobrazeni K prostoru X do sebe je ohraniené, jestlize existuje
¢islo « tak, Ze pro viechna z ¢ X plati odhad

K| < ola] .

Takové é&islo « nazyvame potom hranici zobrazeni K. Jestlize K jest ohrani-
¢ené zobrazeni prostoru X do sebe, pak mezi viemi hranicemi zobrazeni K
ziejmé existuje nejmensi; tuto hranici nazveme normou zobrazeni K a oznadi-
me |K|. Snadno se zjisti, Ze pro ohranidené zobrazeni K plati

|K| = sup |Ka| .
le|=1

Zobrazeni prostoru K do sebe nazveme linedrnim operstorem v X, jestlize
je zaroven linedrni a ohranigené. '

Necht A4 a B jsou dva linearni operatory v X. Polozme pro kazdé z ¢ X
Cx = A(Bx) .
Ztejms C jest opét linedrni operator v X. Z nerovnosti
|Cx| < |4] |Bz| < |4] |B|lx]

vyplyva, Ze |C| < |4||B|. Operator C nazyvéme soutinem operdtora A a B
(v tomto pofadi) a piSeme ' = AB. Zobrazeni X do X, které zobrazuje kazdy
prvek z ¢ X sim na sebe, jest ziejmé linedrnim operétorem v X. Nazveme je
jednotkovym operétorem a oznadime J. MnoZina vSech linedrnich operatori
na prostoru X tvofi pfi nasnadé jsouci definici se¢itani a nésobeni skaldrem
a pfi pravé uvedené definici nasobeni normovanou algebru, kterou budeme
znaditi B(X). . ‘ PR

Rekneme, e operator 4, jest levym inversnim operatorem k operatoru A,
jestlize plati 4,4 = J. :
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Rekneme, %e operator A, jest pravym inversnim operatorem k operétoru
A, jestlize plati 44, = J.
Rekneme, 7e operator A-1 jest inversnim operatorem k operatoru A, jestlize
plati 4714 = A4 = J.
Vztahy mezi zavedenymi pojmy objasnime v nékolika pozndmkéch.
(1,1) Dany operdtor A md mejvyde jeden snversni operdtor.
Dtkaz. Skuteins, predpoklidejme, Ze B, a B, jsou inversnimi operatory
k operatoru A. Potom
B, = B,J = B,(AB,) = (B,A)B; = JB, = B, .
(1,2) Jestlize dan:y’ operdtor A md jak levy inversnt A, tak ¢ pravy inversni A,,
potom A md inversni operdtor A a plati
A= Ay = A%,
Dikaz. Za uvedenych predpokladit je
A, =JA, = (4,4)4, = A(44,) = 4] = 4,,
odkud ihned plyne existence inversniho operatoru.
(1,3) Necht operdtor B jest inversnim operdtorem k operdtoru A. Potom ope-
rator A jest tnversnim operdtorem k operdtoru B.
Rikdme potom, Ze operatory 4 a B jsou navzijem inversni.
Dikaz je zfejmy.
(1,4) Necht operdtory K, a K, splituji vztah
KK, =J.
Potom zobrazent K, je prosté a zobrazent K, je plné. Operdtory K, a K, jsou na-
vzdjem inversni pravé kdyZ je splnéna jedna z ndsledujicich podminek:
o) K, je prosté.
B) K, je plné.
Dukaz. Jestlize K.z, = Kz, jest z; = K, K@, = K,K,x, = x,, takie K,
je prosté. Je-li ddno y ¢ X, potom K,(K,y) = y, takze K, je plné.
Necht nyni K, je prosté. Potom
K(K,K) = (K,K)K, = K, .
takze :
, K{(K.K,) = K,J .
Protoze v8ak K, je prosté, musi K, K, = J.
Necht za druhé K, je plné. Potom
(K,K)K, = K(K,K,) = K, ,
takze _ » :
(K. K)K, = K, .
Protoze viak K, je plné, musi KK, = J.
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(1,5) Snadno lze udati piiklad dvou linedrnich operitori K, a K,, které
spliiuji vztah K,K, = J, ale nejsou navzéjem inversni. Nechf X znamena
normovany prostor viech konvergentnich posloupnosti redlnych &isel

X == { Xy, Lgs 155 5
kdez existuje lini 2, = x,, pfi ¢emZ |z| = max |z].
k=0,1,2, ...
Pro kazdé z ¢« X definujeme

Kz = (@3, %5, B4y +-4} »

Kax= {0, o, 24 ...} .
Ztejmd K, i K, jsou linedrni operatory na X s normou 1, které spliiuji vztah
KK, = J. Pro kazdé z ¢ X plati vSak

K.Kx = {0, x,, @3, ...} .

Operéator K, mé tedy levy inversni operdtor K,, ale nem4 inversni operator,
operator K, mé pravy inversni operator K,, ale nem4 inversni operator.

V nésledujicich vétach budeme piedpoklédat, Ze prostor X jest tplny. Za
tohoto predpokladu dé se totiz snadno dokazati, Ze i algebra E(X) jest tiplna,
¢ehoz budeme podstatnym zplsobem vyuZivat.

(1,6) Necht X je duplny normovany linedrni prostor. Necht B e E(X). Necht
|B— J| < 1. Potom B md inversni operdtor B-1, pro néjZ plats

1
-1
8 ‘—1—|B J|’
B —J|
-1 < I —
|B J'——1—|B_J|'

Dikaz. Oznaéme V = (J —- B). Z tiplnosti algebry E(X) a z odhadu |[V| < 1
plyne konvergence fady

J4+V Ve,
jejiz soucet, jak se snadno zjisti, jest inversnim operatorem k B. Uvedené od-
hady se dostanou snadnym pod&tem.

(1,7) Necht X je diplng normovany linedrni prostor. Necht L a R jsou linedrnt
operdtory na X, pro né¥ plati _
=|LR - J| < 1.

Potom operdtor R md levy inversni R, a operdtor L md pravyj inversni L,, pro néz
plati

1 1

IR, = T—3 1L, L] = IT B[,

B =L syzglHl, 1~ Bls 5Bl
IRlLl - Jl = lpfﬂ :
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1
Dtkaz. Podle (1,6) bude za uvedenych pfedpokladi existovati inversn
operator Z-! k operatoru Z = LR. Polozme
Ly=REZ?, Ri=2Z"'L,
Jest
LL, = L(RZ\Y))= (LR)Z*'=ZZ1'=J,
R,R = (Z7'L)R =ZYLR) =Z"Z = J .
Odhady norem provedeme jen pro operator L,. Jest podle (1,6)
1
L] = |RZ| < |B| |27 = |B| y—5
L, — R| =[R2~ — R| = [R@" — )| < |R| |27 — J| < |Bl 2.
Nakonec dostavame
RL,—J=2Z'L,—J=2"1—-J,
odkud plyne posledni odhad.

Prvek P ¢ E(X) nazyvdme idempotentni, jestlize P? = P. M&jme idempo-
tentni operator P. Polozme

Z = Z(P)=E[ze X, Pr = 2],
N =NP)=E[xeX, Pxr=0],

takze Z i N jsou uzaviené podprostory v X. Ukazme nejprve, Ze podprostory Z
a N maji pravé jeden spoleény bod. Skutein®, necht we Z n N. Protoze w e Z,
jest w = Pw. Protoze w ¢ N, jest Pw = 0, odkud w = 0. Ukazme déle, Ze kazdy
prvek x ¢ X se da psati ve tvarun + 2, n e N, z ¢ Z. Skutecné, rozklad

x = (x — Px) + Px
ziejmé je rozkladem Zédaného tvaru. Z hotejniho okamzité plyne jednoznag-
nost takového rozkladu.

Viimneme si je§té, Ze prostor Z je vlastné mnoZinou vSech prvka tvaru
Pz, kde x ¢ X.

Skuteénd, kazdy prvek tvaru Pz patii do Z, nebot P(Px) = Px; naopak,
prvek splitujici vztah @ = Px jest zfejmé tvaru Pu. .

Kazdy idempotentni prvek algebry E(X) pfedstavuje tedy vlastné projekei
prostoru X na prostor Z. Z tohoto divodu budeme idempotentni operatory
nazyvati téZz projektory.

V&imneme si nyni podrobnéji projektorii na podprostory kone¢né dimense.
Budeme potiebovati pfedeviim nékolik poznamek k oznaceni. Jestlize X je
normovany linearni prostor, oznaéme Y linearni prostor viech linedrnich funk-
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ciondlii na X. Je-li y ¢ Y, potom hodnotu funkcionalu ¥ v bodé z ¢ X oznatime
@y
Budiz X, podprostor X, ¥, podprostor Y. Rekneme, 7e podprostor ¥, uréuje
podprostor X, jestlize plati implikace
Zge Xy, (X, Yop =0=2,=0.

Smysl uvedené definice zalezi v tom, Ze v tomto piipadé je prvek z,e X,
uréen, zname-li hodnoty (z,, y,> pro kazdé y,eY,. Skutedné, jestliZe mame
jests z, € X, takové, %e pro kazdé y, e Y, jest

(20 Yo) = 20> Yo »
dostdvdme z,— zpe Xy, (29— 25, ¥o> = 0, takie musi z,—z, = 0, tedy
2p = 2.
Necht nym X, jest podprostor koneéné dimense » a necht podprostor Y,e¥
uréuje X ,. Pfedpoklddejme déle, Ze i ¥, m4 dimensi n.

Volme basi e, ... e, v prostoru X, a basi f, ... f, v prostoru Y,. Potom deter-
minant utvoleny z &isel (e;, f;> jest ruzny od nuly. Jinak by totiZ bylo moZno
nalézti nenulovou linedrni kombinaci « prvki e, tak, Ze (z, f;> = 0 pro v8echna
7, odkud (z, Y,> = 0, coz je spor s pfedpokladem, Ze Y, uréuje X,. Zejména
odtud plyne, Ze pro kazdou posloupnost f3; ... 8, redlnych &isel existuje pravé
jeden z, e X, tak, Ze

o, f37) = B -

Nyni mtZeme popsati viechny projektory na podprostor koneéné dimense.

(1,8) Necht X, je podprostor dimense n. Ke katdému projektoru P prostoru X
na X, existuje podprostor Yo c Y dimense n, ktery uréuje X,. Pfitom projekce z,
proku x e X je uréena poZadavky

(x) Zge X,
(B) <& [ =<2, [
kdeZ f; je néjakd base prostoru Y.

Obrdcené, jestlize je ddn podprostor Y, c Y dimense n, ktery uréuje X, oznaéme
pro kaZdé x € X znakem Px prvek, uréeny pofadavky () a (B). Potom P je projekce
X na X,

Dikaz. Necht P jeét projektor X na X, Oznaéme Y, = P*(Y). Ukdzeme
nejprve, ze Y, uréuje X, Skuteénd, mé&jme ze X, takové, Ze (w Yo =0.
Protoze x ¢ X, jest x = Pz, a mame tedy pro kazdé y e ¥

(@, 4y = (Pa,yy = (&, Pry> =0, |
takze x = 0. ProtoZze Y, uréuje X, musi zfejmé dim Y, > dim X,. Rovnost
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dimensi vyplyne z toho, %e i podprostor X, uréuje Y ;. To v8ak je jasné z duality,
uvazime-li, Ze P* je zase projektor. Jestlize x, = Px, potom ziejmé

(& —z9, Yo = (& —a, PXY)) = (Plx—1x),Y)=0, -
nebot P(x — z,) = 0.

Je-li naopak dén podprostor Y, c ¥ dimense n, ktery uréuje X,, jest podle
predchozich Gvah pozadavky (x) a () jednozna¢né uréen prvek Pzx. Abychom
dokazali, Ze P je projektor na X, sta¢i si uvédomiti, ze piedevsim P(X) c X,
a za druhé, Ze pro z,e X, je Px, = z,. Oboji je vSak ihned patrno z definice
zobrazeni P. Tim je duikaz dokonden.

Méjme tedy takovou projekeci na nm-dimensionalni podprostor X,. Jestlize
potom kaZdému z e X, ptitadime vektor o soufadnicich <z, f;>, dostaneme
zfejmé algebraicky isomorfismus mezi X, a prostorem ¢iselnych n-tic. Protoze
kazdy takovy isomorfismus je zaroven isomorfismem ve smyslu topologie, exis-
tuje éislo & > 0 tak, Ze

o] <& max |z, 1)

Tohoto odhadu budeme pozdé&ji pouzivat.
V dalgim budeme vySetfovat piedevsim operatory typu
K=J—JH,
kdyZ A je redlné ¢islo, H ¢ E(X). Operatory tohoto typu maji nékteré jednodu-
ché vlastnosti, které formulujeme jako lemmata pro dalsi pouziti.

(1,8) Necht H € E(X), m je celé nezdporné ¢islo. Oznaéme
m-1

K=J—1H, G,=>3 (AH).

i=0

Potom plati
G.K = KG,, = J — AmH™ .
Dikaz je snadny.
(1,9) Mé&jme nynt prvek y e X. Necht x a z jsou spojeny vziahem

x=G0Gy+ 2.
Potom prvek x spliiuje rovnici Kx = y, pravé kdyZ prvek z spliiuje rovnici
Kz = AmHmy .

Jestlize potom Kz =y, jest z = AmH™x.
Dikaz. Podle hofeniho
Kx = KG,y + Kz =y — A"H™y 4 Kz,
odkud
Kz — y = Kz — A"H™y ,
coz dokazuje prvni &¢ast tvrzeni. Jestlize nyni Kz = y, dostdvime snadnym
poctem:
z2=x— Gy =2 — G, Ko = A"Hrz .
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Vyznam predchoziho lemmatu jest nasnadé. Mame-li najit prvek ze X,
ktery spliiuje rovnici Kx = y, miZeme jej hledat ve tvaru z = G,y + z,
pfi Sem? z musi spliiovat rovnici Kz == AmH™y. Uloha Yegit rovnici Kz = y je
tedy prevedena na YeSeni rovnice Kz = AmH™y, ktera, jak pozdéji uvidime,
muze byt zpusobilejsi k pfibliznému FeSeni nez piivodni rovnice Kz = y.

Rekneme, 7e operator H ¢ F(X) mé vlastnost F', jestliZe je splnéno nasledu-
jici tvrzeni:

Je-li A dané redlné &islo, potom operator K = J — AH je prosty, pravé kdyz
je plny.

Dokézeme nyni nasledujici jednoduché lemma.

(1,10) Necht operdtor H md vlastnost F. Potom operdtor K = J — AH ma
nversni, pravé kdyz md levy inversni.

Dtkaz. Skuteénd, necht K m4 levy inversni K,. Potom podle (1,4) jest K

prosty. Protoze H splituje vlastnost F, jest také plny, takze podle (1,4) opera-
tory K a K, jsou navzajem inversni.

2

&,

Budiz dan dplny normovany linedrni prostor X, uzavieny podprostor X
prostoru X a projektor P, zobrazujici X na X.

Budiz dan H ¢ E(X) a utvofme K = J — AH. Uvazujme operator PK. Jest
ihned patrno, Ze operator PK zobrazi prostor X do sebe.

Parcidlni zobrazeni PK restringované na X je tedy linedrnim operatorem

na X. V dalim budeme uZivat stejného oznadeni jak pro operator PK na pro-

storu X, tak i pro p¥isludny prvek algebry E(X). Ze souvislosti bude vzdy ziej-
mé, o ktery z obou operatori se jedna.

Operatoru K piitadime tedy operator PK na prostoru X. D4 se otekavat,
%e pii vhodné volbé prostoru X a projektoru P dostaneme operator, jehoz
vlastnosti lze jednak lépe piehlédnout a za druhé, jehoz vlastnosti se piili§
nelisi od vlastnosti pivodniho operatoru K (ve smyslu, ktery budeme pozdéji
precisovat).

V aplikacich budeme vétsinou voliti X koneéns dimensionalni, takze pujde
v podstaté o vySetfovani matic. Vznikaji piedevsim dvé hlavni otdzky:

(1) Dejme tomu, Ze operator PK e E(X) mé inversni. Za jakych predpokladi
muZeme potom zarulit existenci inversniho operatoru k operatoru K ¢ E(X)?

(2) JestliZe se nam jiz podafilo dokazat existenci inversniho operatoru
k operatoru K, mame odhadnout, jak dalece se od sebe 1i3i feSeni « dané rovnice

Kz = y od Fedeni % ¢ X ptiblizné rovnice PKz = Py.
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Uvidime, Ze je moZné soudasné udat odpovéd na ob& otazky. V dalsich
fadcich pokusime se objasnit na jednom specidlnim pi¥ipadé podstatu pouziva-
nych method. Zvolime ptipad m = 1 (tedy G, = J), nebot na ném zfetelné
vyniknou hlavni myslenky odhadu.

Budiz dan prvek x e X. Ozna¢me Kz = y a poloZzme = y + z. Potom, jak
vime podle (1,9), prvek z bude spliiovat vztahy

Kz = AHy, z= AHz.
— ~
Predpokladejme dale, Ze operator PK na prostoru X ma inversni operator W.

Mizeme tedy najit prvek z e X tak, aby spliioval pfibliznou rovnici
PKz = PJHy (= PKz).
Za ptiblizné feeni rovnice Kz = y vezmeme potom prvek 2 = y + z. Pokusime
se odhadnout rozdil |z — z|.
Jest

*x—xt=2—2=2— WPKz=(J — WPK)z.
Vezméme nyni libovolny prvek z, € X. Protoze WPKz, = z,, bude

x— = (] — WPK)z= (] — WPK)(z— 2,),

e — 2| < |[J — WPK| |z — 2.

Je tedy vidét, Ze rozdil |z —- z| bude tim mensi, ¥m lépe je mozno aproximo-
vat prvek z prvky prostoru X. Je v8ak z = AHz. Vznikne tedy zcela ptiroze-
nym zpusobem otazka po aproximovastelnosti prvkd tvaru Hxz pomoci prvki
prostoru X. Budeme predpokladat, Ze existuje malé &islo ¢ > 0 s nasledujici
vlastnosti:
Ke kazdému z ¢ X existuje 2’ ¢ X tak, Ze
|Hx — 2’| < elz| .
Prvek z = AHz bude tedy aproximovan prvkem Az’ s chybou nejvyse || e|x|.
Dostavame celkem
o — & < |J — WPK] |1] ele| = le] .

Piedpokladejme nyni, %e § << 1. Potom snadno nahlédneme, Ze zobrazeni K je

prosté. Skuteéné, jestlize Kz = 0, dostaneme y — 0 a tedy i Kz = AHy = 0.
Je tedy z = 0, takZe © = 0. Dostaneme potom

o] = |z — 2| < Bla],
coz neni jinak moZné nez kdyz x = 0. Operator K md tedy inversni. Tim je
feSena prvni &ast nasi ulohy, vztahujici se k existenci inversniho operatoru

k operatoru K. Zarovet ziskané nerovnosti [z — z| < flz| je moZno pouzit
k odhadu rozdilu mezi skuteénym a piibliznym feSenim. K tomu cili musime
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z pravé strany na$i nerovnosti odstranit zavislost na (nezndmé) veliéing |z|.
To viak je snadné, nebof nasi nerovnost mizeme prepsat ve tvaru

le — z| < Bla| + Blx — |,
odkud s

Nyni mtzeme ptistoupit k piesné formulaci naich odhadi.
Zavedeme nejprve nasledujici definici:

(2,1) BudiZ ddn podprostor X' prostoru X a operdtor H ¢ E(X). Potom vzddle-
nostt operdtoru H od podprostoru X' nazveme Cislo

sup inf |[Hz — 2| .

le|<1 o'ex
Toto &islo jest vidy < |H|.
Skuteénd, protoze 0e X', je inf |[Hx — 2’| < |Hz|, takie pro vzdélenost

T'eX
H od X’ dostavame odhad sup |Hz|, coZ neni nic jiného nez norma |H|.
le|=1

(2,2) Necht A € E(X), H ¢ E(X). Budif ddn podprostor X' prostoru X. Oznac-
me o, vzddlenost operdtoru H od X', oznacme

o, = sup |Az|.

[z] =1, zex’
Potom plati odhad
|AH| £ |4|oy + |H|oy + 0102 .

Dtkaz. Budiz dan prvek z ¢ X. Zvolme ¢&islo w, > 0,. Z definice vzdalenosti
operitoru od podprostoru plyne potom existence prvku z e X’ tak, ze |Hx —
— 2| £ wyz].

Je potom AHx = A(Hx — z) + Az, takZe mdme odhad

|AHz| < |A| w, || + oz -

Nyni vak |z| < |Hz| + |[Hx — 2| < |H| x| + w,|z|, coz dohromady s pfe-
deslym da
|AHz| < (|A|w; + |H|oy + w,04) lz] .
Protoze viak w, bylo libovolné ¢&islo > g,, plati odhad uvedeny v naSem tvrzeni.
A% do konce tohoto paragrafu budou dény pevné: Banachuv prostor X,

uzavieny podprostor X prostoru X, projektor P zobrazujici X na X, operator
H ¢ E(X) vlastnosti F. Oznaéme potom K = J — AH; necht pro kazdé p¥iro-
zené ¢&islo m znamené ¢, vzdélenost operatoru H™ od podprostoru X.
(2,3) Necht operdtor PK na prostoru X md inversni W e E ()E ). BudiZ m pfiro-
zené ¢islo. Necht
Bm = |J — WPK]| |A|"e,, < 1.
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Potom operdtor K md inversni. Je-li potom ddno y € X, oznaéme x Fedeni rovnice
Kz =y.
Polozime-ly

z =Gy + 2,
kde% % e X je Fedeni piiblitné rovnice PK% = PAmHmy, plati odhady
Ix - ‘%| —g ﬂmlxl ’

= Bm |~
Ix_xlél_ﬂm|x|

Diikaz. Bud ddno 2 ¢ X. Ozna¢me y = Kz a vezméme z ¢ X tak, aby platilo

z = G,y + z. Potom, jak vime, bude
Kz = AnH™y , z= A"H™x.
Nyni z je feSeni rovnice PKz = PAm"Hm™y — PKz. Je tedy x — 2 =2 — 2 =
= (J — WPK) z. Uvéazime-li, 7e z = A"H™z, je x — z = (J — WPK) AmHm,.
Podle predeslého lemmatu médme tedy odhad
e — | < Bul] .

Jestlize nyni f,, < 1, zjistime snadno, Ze operator K je prosty. Skuteéns,
jestlize Kz = 0, je y == 0 a tedy i z = 0, takZe & = 0. Mdme pak odhad |z| =
= |x — &| < B.|z|, coZ neni jinak moZné nez ze x = 0.

Tim je v8e dokazano, nebot operator H ma vlastnost F.

Piipad m = 0 formulujeme zvlasté.

(2,4) Necht operdtor PK na prostoru X md inversni W e E(X )- Necht , < 1.
Potom operdtor K md inversni. Je-li potom ddno y ¢ X, oznaéme x fedent rovnice
Kx=y. Jestlife x € X jest fedent pribliZné rovnice PKx = Py, platt odhady

e — 2| < Bulz| + p,

= By = P
e =l = 7_g Bl =5

kdeZ p = |(J — WPK) y|.

Dikaz. Tvrzeni o existenci inversniho operatoru je obsazene v predeslém
lemmatu. Jestlize tedy g, <. 1 a mame prvky x a y spliiujici vztah Kz = v,
bude

x—x= (] — WPK)x = (J — WPK)(AHz + y) =
= (J — WPK) AHz + (J/ — WPK) y,

odkud ihned plynou uvedené odhady.

Ptedeslé dvé véty maji vyznam spiSe theoreticky. Jsou formulovany pie-
dev&im tak, aby vynikla tloha vSech podstatnych &initelt, které ovliviiuji
odhad. Obé jsou specidlnimi p¥ipady nasledujicich vét, upravenych pro prak-
tické pouZiti.
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(2,6) Necht operdtor PK na prostoru X md pFiblizny levy imversni operdtor
Z ¢ B(X).

BudiZ m pFirozené &islo. Necht

» Op = |(J —ZPK) AmH™| < 1.
Potom operdtor K md inversni. Je-li potom ddno y € X, oznaéme x feSeni rovnice
Kzx = y. Polofime-li
=G,y +z,
kde¥ze X je priblizné fedeni priblizné rovnice
PKz = PimHm™y (t.]. z = ZPA"H™y) ,

plati odhady

o — @ < wale|,

~ a)m ~

Dikaz. Bud déno z e X. Oznadme y = Kz a definujme ze X relaci x =

= G,y + 2. Bude potom
Kz = J"H™y, z=: A"H™x.
Nyni z je pfibliZznym feSenim rovnice
PKz = Pi~H~y— PKz,
takze
x —&=2—2= (] —ZPK)z2 = (J — ZPK) A"H™x .
Dikaz se nyni snadno dokonéi jako v piipads piedeslém. Piipad m = 0 formu-
lujeme zvlasté.
(2,6) Necht operdtor PK mna prostoru X md pfiblizng levy inversni operdtor

Z e B(X).

Necht w, < 1. Potom operdtor K md inversni. Je-li potom ddnoy € X, oznaéme x
Fefent rovnice Kz = y.

Polotime-li x = ZPy, plati odhady

e — 3| < wulal +

w, ~ P
l—wllxl+l_w1,

-
kdet p = |(J — ZPK) y|.

Diukaz. Tvrzeni o existenci inversniho operdtoru je obsaZzeno v predeslém
lemmatu. Jestlize tedy w; < 1 a madme prvky = a y spojené relaci Kz = y,
bude

x —z=(J] —ZPK)z = (J — ZPK)(AHz + y) =
= (J — ZPK) JHx + (J — ZPK) y ,

odkud ihned plynou uvedené odhady.
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Uzijeme-li v ptedeslych dvou vétich na operatory (J — ZPK) A"H™ odhadu
lemmatu (2,2), dostaneme ihned nasledujici vysledky: :
(2,7) Necht operator PK na prostoru X md pfzbhzny levy tnversni operator
7 e E(X) takovy, Ze ~
|J ZPK | =g 17 -
(norma na X ). BudiZ m pfirozené éislo. Necht
= |J — ZPK]| |A|mep + |Am|H™|o + |A|memo < 1.
Potom opemtor K md inversni. Je-li potom dano y e X, oznaéme x fedeni rovnice
Kz = y. Polofime-li
=Gy +7,
kde? % e X je priblizné Fedeni pFiblisné rovnice
PKz = PimHm™y (t.]. z = ZPi™Hmy),
platt odhady
e —z| < a,,,|x| ;

o — & < 12 .

(2,8) Necht operdtor PK na prostoru X md pribliZny levy inversni operdtor
Z e B(X) takovy, Ze
] —ZPK|=0<1

(norma na 5(). Necht o, < 1. Potom operdtor K md inversni. Je-li potom ddno
y € X, oznaéme x Fefeni rovnice Kx = y. Polofime-li x = ZPy, plati odhady

lx—i|£01|xl+p,
R F
kdeZ p = |(J — ZPK) y|.

3.

Ukézeme nyni, jak lze theorie, vyloZené v predeslém odstavei, pouziti
k odhadu chyby pfibliznych method feSeni integralnich rovnic. Je zajimavé, Ze
se stanoviska obecnych tvah ptedeslého odstavee se nejptirozenéjsi methodou
jevi methoda (3,1), ktera v podstaté pochazi od L. V. Kantorovice.

Domnivame se, ze teprve jednotny piehled, zaloZeny na disledném pouZiti
method funkciondlni analysy, umozituje plnéjsi pochopeni podstaty uzivanych
method.

Budeme pottebovat jesté dvé poznamky k oznadeni. Mé&jme linedrni
prostor E,, sklddajici se ze viech n-¢lennych posloupnosti redlnych &isel

T == (g5 vy Tg) o
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Je-li potom déna matice (a;) (1 < 4, k < n), miZeme kazdému vektoru z pfi-
tadit vektor y predpisem
' Yi = Zapy -

Vzniklé zobrazeni 4 prostoru E, do sebe je ziejmé linedrni a ohrani¢ené pfi
ka?dé volb& normy v E,. Nés bude zajimat pfedeviim norma operitoru 4 ve
dvou konkretnich piipadech.

(1) Volme v E, normu
||, = max |z,] .

Potom se snadno zjisti, Ze norma operatoru 4 je

n
||, = max 2 |a,| .
i k=1

(2) Volme v E, normu
lx|o = (fo)i 2

Potom se d4 dokazat, Ze pro symetricky operator A plati

4o = max [2,] ,

kde# 2, jsou viechny kofeny charakteristické rovnice
la;; — A0 = 0.
Nyni mdme vie piipraveno, abychom mohli aplikovat vysledky predeslého
odstavee na konkretni prostory.
Necht X znamena linedrni prostor viech funkei spojitych na intervalu

{a, b) 8 normou

|z] = max |x(t)] .
a<t<b

Snadno se dokéze, ze X jakoito normovany prostor je tplny. Necht &(s, {) je
funkce spojita na &tverci a < s, ¢ < b. Pro kazdé x ¢ X definujeme

y(s) = fh(s, t) z(t) dt .

Tato funkce je zfejmé spojitd na (a, by a pfedstavuje tedy jisty prvek ye X.
D4 se dokézati, Ze zobrazeni H prostoru X do X, definované vztahem y = Hz,
je linearni operator vlastnosti F.

(3,1) Necht X jest dany n-dimensiondlni podprostor prostoru X.Predpokla-
dejme, Ze jest dano n bodi

aL <lg< ..o <l = b
tak, Ze plati ‘ .
FeX, a(t;)=0proj=12..,n=>2=0.
Projekeci P prostoru X na X definujeme pozadavkem, aby prvek ¥ — Pz
spliioval rovnosti
o) =2@), j=1,2,...,7n.
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Vidime tedy, Ze se jedna o jakousi zobecn&nou interpolaci. M&jme nyni z ¢ X

a 7 ¢ X a v§imnéme si, co znamend rovnost PKz = PKz. Snadno se presvédéi-
me, %e tato rovnost jest ekvivalentni se splnénim rovnosti

2(t;) — Afh(t;, t) 2(f) At = 2(t;) — Afh(t;, ) 2(t) At pro i =1,2,...,m.

Zvolime-li nynf ;e X tak, aby e(t;) = 6,;, bude platit z = Zz(t,) ¢;, takZe,
oznadime-li jedté ¢; = z(t,), pijde o Fefeni systému rovnic

Lo — AZC;[h(ts, 1) es(t) df = z(t) — Afh(t;, t)2(t)dt pro i =1,2,...,n.

Oznaéme T matici (6;; — Au,;), kdez yu;; jsou momenty
i = [h(t;, t) e;(t) dt
a predpoklidejme, Ze existuje inversni ma:oice T-1. Potom zfejmé existuje téz
inversni operator W k operatoru PK e E(X). Dostdvame potom odhad
] < o max [35(6)] < 2|71, [PK] 2]
Tim jest odhadnuta norma operatoru WPK na prostoru X. Mame tedy
|WPK| < «|T-|_ |PK].
Odhady chyby pfi této methodé dostaneme ihned z véty (2,3) respektive (2,4).
(3,2) Operator PK ptitazuje prvku z e X prvek § e X uréeny pozadavkem,
aby hodnoty funkce ¥ v bodech ¢; byly rovny
x(t;) — Afh(t,, ¢) x(t) dt .
Mégjme formuli mechanické kvadratury s uzly v bodech #;, kterd nahrazuje
integral fb z(t) d¢ souctem g‘ A, x(t,). Zavedme operator @ e E(X ) poZadavkem,
aby pro :be X prvek v =ké11/, spliioval rovnosti
o(ts) = ult;) — A ZA, h(t,, t,) uty) .

Ztejms existence inversniho operatoru Z ¢ £ (5() k operatoru @ jest ekvivalentni
existenci matice inversni k matici 7' = (8;; — A4, h(¢;, t;)). Operdtor Z vez-
meme za priblizny inversni operator k operadtoru PK. Budeme potiebovat

(1) odhad operatoru ZPK na prostoru X,

(2) odhad operatoru J — ZPK na prostoru X,
Stejné jako v piedeslém piipadé dostaneme

|ZPK| < &|T-1|, |PK] .
Abychom provedli odhad J — ZPK na prostoru X , vezmeéme Z € X a oznadme
¢ = ZPKz. Je tedy
Qq = PKx .
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Oznadime-li pro kratkost ¢; = q(t;), ; = %(t;), znamena to platnost systému
rovnic o _ .
qi — AZA, bty b)) @ = ® — ;'fh(ti’ t) z(t) dé ,
neboli _
(9: — ) — AZA, Rh(t;, )@ — %) =
= AZA; h(t, t) x(te) — Afh(t, t) z(t) dt = &; .
Dostaneme potom odhad

¢ — 2| < ¥ max |g; — 2| = *|T|; max [e] .

Budeme tedy potfebovat odhad tvaru
max | [(t:, 8) 2(t) At — Z Ay h(t;, &) 2(t)| < ||,

platny pro z e X. Dohromady s predeslym dostaneme potom
|/ — ZPK| < &[T |A]x .
Odhad chyby p¥i této methodé dostaneme potom ihned z vét (2,7) resp. (2,8).
Vidime tedy, ze k provedeni naseho tukolu sta¢i provést odhad (pro z e 5()
max |ZA; h(t, t;) x(t;) — [h(t,, t) =(t) dt] .
Provedeme takovy odhad ve dvou konkretnich piipadech.
(3,21) Bud déno pfirozené n, volme

tkza_+kb;“, k=01,...n, A —=Ad,—=2=9

b—a
ds=..=445= -

Oznaéme pro 6 > 0
wy(8) = max max |h(t;, t') — h(t;, t')] .

i a<t'<t"<b
¢ 7| <0

Vezmeme pevné ¢ (0 < ¢ < n) a odhadneme
b n
lfh(ti; t) a(t) dt — X' Ay h(ts, &) z(t)| =
a k=0
n-1 txqy b—a

SZU[ b, ) xt) dt — —5

T k=0t

(P(ts, ti) 2(8) + h(t;, tkfl) x(tk+i))l )

Uvazime-li, ze funkce z(¢) je linedrni v {t;, t;,,), vidime ihned, Ze

tkt1

[ bt te) w(t) dt =

a ,,
omn (h(ts, i) 2(te) +
+ h(t;, te) 2(tera)) -
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Utzitim tohoto vztahu muZeme hofeni vyraz prepsati ve tvaru

E [ (R(t:, t) — h(t;, t)) 2(t) At — E;Ta (Bltss tsr) — hltis t) T(trsn)| <
k-0

n-1 b— b — | 1
SE ) e gl ) - Tl

; ” s 3
takZe za ¢islo » miZeme vziti 5 b —a)ow, (_1_) .
~

(3,22) Formuli mechanické kvadratury
f x(t) dt = Z' Ak x(ty)

nazveme formuli Gaussova typu, ]esthze_v ni plati rovnost pro viechny poly-
nomy stupné nejvyse 2n — 1. V tomto pfipadé je mozno zddany odhad pro-
vésti velmi snadno.

Oznaéme X mnozinu viech polynoml stupné nejvyse n — 1 a necht pro
ka?dé z ¢ X znamena Pz polynom stupné < n — 1, jehoz hodnoty v bodech ¢,
souhlasi s hodnotami z(t,). Mdme opét odhadnout

max | Z Ak x(t) — [h(t;, t) 2(t) d|

pro ze X. Pro kazdé i (1 < 7 < n) existuje polynom p,(t) stupné < n, ktery
nejlépe (v normé prostoru X) aproximuje spojitou funkei k(¢;, t). Oznaéme

0 = max max |h t;, t) — pi(t)] .

i a<i<

Jestlize nyni z € X, bude pi(t) z(t) polynom stupné < 2n — 1, takze plati

fpi EAkp(tk) x(t) -

Dostadvame potom
= ZAyhg x(t) — ZA pilte) x(t) + f(pi(t) — h(t;, t)) x(¢) de .
Uvézime-li jedté, ze viechny 4, > 0 a ze LA, = b — a, vidime ihned, Ze n4s
vyraz je odhadnut ¢islem
2(b — a) ole|,

takze mizeme vziti x = 2(b — a) p.

(3,3) Jestlize funkce z(f) mé na <a b> spojité derivace az do faddu v véetné,
plati odhad tvaru

|[2(t) dt — X Ay x(t)| é p max |z)(t)|
E=1 a<t<b

(v = 2 pro methodu lichob&#nik#, » = 4 pro. metodu Simpsonovu, v = 2n pro
methodu Gaussovu). Predpokladejme, Ze jadro A(s,¢) md spojité parcidlni
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derivace podle obou proménnych aZz do fddu v véetné. Oznatme jesté pro
0Sj=v
o'h

M? = max ]
ot

MY = max
a<s,t<b

as=st<b

- @
BudiZ u(t) funkce, kterd m4 na {a, b> spojité derivace az do fadu v véetné.
Méme potom odhad
max |[h(s, t) w(t) dt — A, (s, &) u(t,) df| <

a<s<b

3tv h(s t) u(t) I < " Z‘ ( ) || Mo

Polozme nyni P = J a tedy X=X
Oznaéme jesté H, onen operator, ktery kazdému x ¢ X ptifazuje funkei
A, h(s, t;) x(t;) .

Vysetfme, za jakych predpokladt operitor K, = J — AH, bude miti inversni.
Dokézeme, ze to bude splnéno, jakmile matice 7' = 8, — 14, h(t,, t,) bude
mit determinant rizny od nuly. Skutecnd, je-li tomu tak a je-li dan libovolny
prvek y ¢« X, muzeme urditi ¢isla {; tak, aby

Ci — AZAL At ) & = y(t:) -
Snadno se potom piesvédéime, ze funkce
Y(8) + A 24, h(s, t) &

je fefenim rovnice K, = y. Oznaéme potom Z operator inversni k operdtoru
K ; poslouZi ndm jako piiblizny inversni k operatoru K. Z hoteniho vyrazu jest
ihned patrno, Ze
1Z] <1+ [A|(b — a) M|T|,,
kdez
M = max |h(s, t)| .
T ass, t<b

Bude dile J — ZK = Z(K, — K) = AZ(H — H,). Zjistili jsme pted chvili, zZe
odhad (H — H,) umime provésti pro funkce u, které spliiuji jakési podminky
derivability. PouZijeme tedy véty (2,5) respektive (2,6). Jedn4 se totiz o odhad
(J/ — ZK)AH = 22 Z(H — H,) H, ktery muZeme provést, nebot vzhledem
k na8im pi'edpokladum 0 jadru k prvky tvaru Hz maji potfebny podet deri-
vaci.

Skuteén&, m&jme libovolny prvek z ¢ X a polozme v = Hz. Snadno se zjisti,
%e pro viechna j (0 < j < v) existuje spojita derivace ) a spliiuje rovnost

. o
u?(8) = f (W h(s, t)) z(¢) dt ,
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takZe dostdvame odhad |u®| < (b — a) M{’|x|. Utijeme-li hoteniho odhadu
(H — Hy) u pro u = Hx, dostaneme

(H — Hy) Hz| < u(b — a) X (;’,)Mgv--f) M| .
j=0

Vidime tedy, Ze pro ¢&islo w, v&t (2,5) a (2,6)méme odhad
w, = |(J — ZK)AH| <
< 21 4 (A0 — a) MITY ) pu(d —a) 2 (;)) MO MP-D,
i=0

Jestlize také prvek y m4 spojité derivace az do Fadu v véetné, miZeme snadno
provést iodhad éisla p véty (2,6). Je

v v -
p=|(J —ZK)y| < [A]|Z] |(H — Ho) y| = ] IZlﬂZO(j)Mﬁ D ly»].
j=

(3,4) Necht nyni X jest Hilbertv prostor, pfisludny intervalu <a, b). M&jme
méfitelnou funkei k(s, t), definovanou na &tverci @ < s, ¢t < b (aZ na mnozinu
nulové miry) a takovou, Ze

[R2(s, t) ds dt < oo .
D4 se potom dokazati toto:
Je-li x libovolny prvek prostoru X, potom pro skoro vSechna s ¢ (a, b) exis-
tuje integral
y(s) = [h(s, 1) (t) dt ,
a pro vzniklou funkei y je
[y3(s)ds < oo .
Zobrazeni H prostoru X do X, definované vztahem y = Hz, je linedrni ope-
rator vlastnosti F.

Méjme nyni n-dimensionélni podprostor X c X s ortonormélni basi e, ..., e,.

Necht P znamena ortogonalni projekei X na X. Potom, jak zndmo, pro kazdé

x ¢ X prvek Pz jest nejlepsi aproximaci prvku z pomoci prvka prostoru X.
Oznaéme '

hy(s, t) :‘2‘ ei(s) [h(s, t) e;(s) ds .

Je pak ihned patrno, Ze operitor PK jest vytvoten jadrem h(s, t). Jestlize
zeX a & = Zke, e X spliuji rovnost PKZ — PKx, znamené to, jak ihned
patrno, splnéni rovnosti
& — AZhyb = (x, e;) — A[h(s, t) e(s) x(¢) ds df ,
kdez
ha = [h(s, t) ei(s) e(t) ds dt .
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