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Casopis pro p&stovini matematiky, roé. 80 (1955)

K THEORII VICEROZMERNEHO INTEGRALU

KAREL KARTAK, Praha.

(Doslo dne 8. dervence 1954.) DT :517.397

Clének vznikl z autorovy diplomové préce, kterou vedl J. Maiix.
Hlavnim vysledkem je zobecn&ni na vicerozmérny ptripad této znamé
véty z theorie Perronova integralu: Md-li f Perrondiv integrdl v {a, t> pro

t
kaZdé t € <a, b) a existuje-li koneénd limita lim f f(x) de = A, pak exis-
t—>b—-a

3
tuje také [f(x) dx a rovnd se A.
a

I. Vicerozmé&rné nevlastni integrily

1. Zakladni definice a oznaeni. Budeme se prevainé zabyvat vicerozmér-
nym Perronovym integralem, definovanym v é&lanku [1] J. Mafikem. (Tam je
definovan dokonce Perron-Stieltjestiv integral). P¥ipometime si stru¢né jeho
definici.

Intervalem I v m-rozmérném eukleidovském prostoru Z,, nazveme kartézsky
soudin m uzavienych nezvrhlych (t. j. obsahujicich vice nez jeden bod) inter-
valiz By Je-lil =4, X 6y X ... X &y, kde ¢, = {ay, by, 0, < b, k=1,2,...,
m, budeme psat I = (a,, b; a,, by; ...; @y, b,>. Objemem intervalu I nazveme

dislo |I| = 11 — ax). Rekneme, %e posloupnost intervalii {I,}>_, konverguje
k=1

k bodu z ¢ E,, jestlize eI, pron = 1,2, ... a limd(I,) = 0; d(4) znamena

pro A c E,, pramér mnoziny A. Jako obvykle znadéi O(A4, ¢), kde ¢ > 0, e-okoli
mnoziny 4 v E,,, A jeji uzdvér a Int A mnozinu vSech jejich vnitinich bods.
Rekneme, Ze se intervaly I,, I, neptekryvaji, jestlize plati Int (I, n I ) = 0.

Bud K m-rozmérny interval. Rekneme, Ze F je funkce intervalu v K, jestlize
F je zobrazeni mnoziny viech intervala I c K do mnoziny redlnych &isel.
Rekneme, Ze F je superaditivni v K, jestlize plati F(I, + I,) > F(I,) + F(I,),
kdykoli se intervaly I,, I, nepfekryvaji, I, + I, je interval v K a soudet na
pravé strand ma smysl (t. j. nemé tvar o — o nebo — oo + o). Pro zna-
ménko < resp. = dostdvame definici subaditivni resp. aditivni funkce inter-
valu.
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Bud F funkce intervalu v K. Rekneme, 7e F je slab& spojitd v bod& z ¢ K,
jestlize F(I,) — 0, kdykoli I, — z, I, c K. Je-li F slabé& spojitd v kazdém bod®
x € K, Fekneme, Ze je slabé spojita v K.

Horni derivaci funkce intervalu F v bodé z ¢ K nazveme supremum mnoziny
vSech limit tvaru
F(I,)

L]
oznadeni F(z, K) nebo kratce F(x). Podobné dolni derivaci funkce F v bod#
x € K nazveme ¢éislo

im pro I, >z, I, cK;~

F(x) = inf ( lim el —»"))
- (L) \L —>I II'n|
Inc
lehce se zjisti souvislost s jednorozmérnym pripadem.
Bud f bodové funkce v K. Rekneme, #e funkce intervalu M je majorantou
funkce f v K, jestlize
(1) M je superaditivni v K,
(2) — o0 == M(x) = f(x) pro kazdy bod z € K.
Rekneme, Ze m je minorantou f v K, kdy% — m je majorantou funkce — f v K.
Piejdéme k definici Perronova integrdlu. Bud f bodové funkce v intervalu K.
Hornim Perronovym integralem funkce f v intervalu K nazveme infimum mno-
ziny {M(K)}, kde M je majoranta f v K; oznadeni ff(m) dz. Dolnim Perrono-
k

vym integralem funkce f v K nazveme supremum mnoziny {m(K)}, kde m je
minoranta f v K; oznageni [f(z) dx. Z podminek (1), (2) pro majorantu plyne
2 .

[f@)dx = [f(z) dz (dikaz viz [1], &st II, 43). Jestlize plati [f = [f a je to
X 4 S

konecné ¢islo, nazveme je Perronovym integrilem funkce f v intervalu K
a oznaéime [f(z) da.
K

V dalsim budou také zminky o Riemannové a Lebesgueové vicerozmérném integ-
rdlu; jejich definice jest dobfe znama. Pro kratkost budeme d4le misto Perrontv
integral psat P-integral; podobné L-integral, R-integral a dale definované
integraly.

2. Nékteré vysledky z theorie P-integrilu.

(21) Ma-li f P-integrdl v K, md také P-integrdl v I, kdykoli je interval I c K.

Dtukaz: [1], ¢ast II, 51.

(2.2) P-integrdl je aditivnt funkce intervalu.

Dikaz: [1], éast II, 52.

(2.3) Fubiniho véta. Md-lv funkce f(x,y) P-integrdl v intervalu K = {a, b;

c, dy, plati
a

b d b
ff(w y)dz dy = [([f(x,y) dy) dz = [([{(z,y) dy) dx .
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Dukaz: [1], éast IT, 77.
(2.4) Necht f ma P-integrdl v intervalu K. Pro I c K polozme P(I) = [f(x) dz.

1
Pak P je slabé spojitd v K.
Diukaz: [1], &4st II, 81.
(2.5) Ma It f P-integrdl v {a,t) pro Icazde tela,b) a e:mstuye It koneénd

limita lim f f(x) de = A, pak existuje také f f(x) dz a platt f f(x) dx =

t—>b—a

Duakaz: [1], ¢ast II, 90.

(2.6) (a) Bud f bodovd funkce v intervalu K. Existuje-li R-integrdl z f v K, pak
existuje take P-integrdl z f v K a rovnd se R-integrdlu.

(b) Oznaéme P (K) resp. L(K) mnoZinu vdech perronovsky absolutné resp.
lebesgueovsky integrovatelnijch funkct v K. Pak plati P, (K) = L(K).

(¢) Bud K = {a,b); necht f ma v K nevlastni R-integrdl resp. nevlasint
L-integrdl. Pak md také P-integrdl.

Dikaz: (a) [1], ¢ast II, 60. (b) [1], ¢ast III, 11. (c) plyne z (a) resp. (b) a
(2.5). .
Poznamka. V dalsim se budeme zabyvat jen dvojrozmérnym piipadem.

3. Nevlastni dvojrozmé&rné integraly. Viimnéme si nejprve nevlastniho R-
integralu. Ten se obvykle definuje ne pravé exaktné, ale smysl téchto definici
je nasledujici (uvazujeme p¥ipad jediného ,,singularniho‘‘ bodu).

(3.1) Bud K interval, bod ze K. Bud D omezenéd oblast, jejiZz hranici je
jednoduché uzaviena kiivka kone¢né délky; necht z € D. Jestlize existuje vlast-
ni limita

' lim (R) ff/(xydxd_/_
(D)0
fekneme, Ze existuje nevlastni R-integril funkce f v K a rovna se 4.

Pozndmka. Je-li f definovana v intervalu K a je-li mnoZina 4 dasti K,

definujeme jako obvykle

Ji@) dx — Ji® 242 d

kde x4 znaéi charakteristickou funkei mnoziny 4. Zfejms nezélezi na tom, do
kterého intervalu mnozinu 4 vnofime. Neexistuje-li integrdl napravo, fekneme,
Ze integral z f pfes mnoZinu 4 neexistuje.

Definice se obdobné rozsifuje i pro pripad koneéné mnoha singuldrnich bodd.
Lze viak ukézat, Ze takto definovany integral neprekraduje t¥idu L-integralu;
to plyne z této véty:

(3.2) Funkce f md nevlastnit R-integrdal (ve smyslu definice (3.1)), pravé kdyZ
|fl md nevlastni R-integrdl. (Viz na priklad knihu K. Petr: Podet integralni
(1931), odstavec 307.)
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Od této chvile klademe K = (0, 1; 0, 1); to nent na Gjmu obecnosti.

(3.3) Bud v K definovéna funkee f; necht pro0 < o < 1,0y < 1 I(2, y)
znadi interval (z, 1; y, 1>. Necht existuje R-integral z funkce f v K — I(z, y);
oznaéme

D@, y) = [[ fz,y)dedy.

E—I(=y) :
Jestlize existuje vlastni limita

lim &P@,y)=4, 0{z<l1l, 0Zy<1,
[z,y]1—(1,1]
pak fekneme, e existuje nevlastni R-integral funkce f v K a rovné se 4.
Takto definovany integral oznadme R**. Podobné definujme L**-integral
a P**.integral. Nemusili jsme se samoziejmé omezovat na piipad, kdy bod z
lezi ve vrcholu K, ale tato definice je stejné jen pomocna.

Poznamka. (3.3) odpovidd tomu piipadu ve (3.1), kdy oblasti D jsou

oteviené intervaly. Méli bychom dislednéji oznadit
s K—I(z,y)

nebot mnozina K — D je uzaviend; ale hodnota integralu je v obou p¥ipadech
stejna. Této poznamky dale ¢astéji pouzijeme.

Ziejmé plati R** o> R, L** > L, L** 5 R** (t. j. ma-li funkce f R-integral
v K, mé také R**-integral v K a jejich hodnoty jsou stejné; atd.). Ukazme ted,
Ze neplati B** c L.

(3.4) Naintervalu K existuje funkce f tak, Ze plati (R**)[f = 0 a Ze neexistuje
K
konebnyj integrdl z. f pres A, kde A = € ([x,yle K, x = y).
A7)

Dikaz (J. Ma#ik): Bud a,, a,, ... rostouci posloupnost kladnych &isel, kters
m$ limitu 1; bud dale b,, b,, ... posloupnost kladnych &isel, kterda m4 limitu 0
a ktera tvori divergentni fadu. Polozme je$té a, = 0; necht

Kn = <an—1: Ay a;z—ly an> ) An = £ [a’n—l g Yy é x é a'n] .
EX7)

Je tedy 4, c K, pro n =1, 2, ... Utvofme v kazdém intervalu K, funkei f,
o téchto vlastnostech:

(1) f, je spojitd v K, a na hranici K, m4 nulové hodnoty;
(2) falz, y) = — faly, 2) pro kazdy bod [z, y] e K ,;

(3) fal®,y) = 0 pro [z, yle d,;

&) [fn=bn.

(Snadno se zjisti, ze takové funkce f, existuji.)

Definujme nyni v K funkei f takto: Je-li [z, y] ¢ K,, bud f(z, y) = f.(z, ¥).
(Patii-li bod [z, y] do K,, n K,, kde m = n, je zfejmé |m — n] = 1, f,(x, y) =
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= fm(z, y) = 0.) Nepatii-li [z, y] do ?4dného z intervali K,, bud f(z,y) = 0-
Snadno se zjisti, Ze funkce f je s vyjimkou bodu [1, 1] spojitd v8ude v K.

Dokézeme, Ze lim &(z,y)!) pro [z,yle K, [z,y]—> 1,1, z2<1, y<1
existuje a rovna se-nule.

Zvolme tedy kladna &isla x, y mensi nez 1; bud na pt. y < . Jelli y =z,
je z dvodu symetrie ®(z, y) = 0. Bud nyni y < ; oznaéme I, = <z, 1; y, z).
Plati &(z,y) + [f = P(x, %) = 0, tedy P(z,y) = — [f. Buda, ; <2< @,

I I

Interval I, zf‘ejrilé nemé spoleéné body s intervaly K 15 Kay vo0s Ky—q (v t8ch

jsou prvni soufadnice nejvys rovné a,_, < x) ani s vnitiky intervald K,,,,

K, ., ... (v téch jsou druhé souradnice vétsi ne# a, = x). Interval I, je éasti 4;

na I, je tedy f = 0. Na I, — K, je vSak f = 0; je proto 0 [t=[I< [t=
i 4

1 len n

—b,, takie 0 < |®(x, y)| < b,. Odtud plyne ihned, Ze lim D(z, y) = 0. Exis-
tuje tedy R**-integral [f a rovna se nule. Lebesguetv integral [f vSak neexis-
K K

tuje, protoze [f = [fu»= Db, = ©.
a n=1 4, n=1
Poznimka. Definujme v K funkei intervalu P pfedpisem P(I) = [f (ro-
1
zumi se R**-integral). Obsahuje-liIbod [1,1], je P(I )= [t — [f=—D(=z,y)
K ER-I

kde I = (x, 1; 9, 1. Je-li a,_, < max (z,¥) < a,, je |PU)| = |z, y)| < bas
pritom je viak plosné velikost intervalu I aspoii (1 — a,)?. Volime-li na pf.

b, = %, a,=1— %, je pro takovy interval I pomér mezi P(I) a plo$nou

n

velikosti intervalu I v prosté hodnoté nejvys (ﬁ_bnT)—z = % ; Vﬁ — 3—1; deri-
" n

~vace funkce P v bodsé [1, 1] je potom rovna nule. Vidime, %e takto sestrojena.

funkce f m4 v K dokonce Newtontv integral (viz [1], cast 11, 56).

4. P**.integril. V tomto odstavci dokdZeme, Ze P-integral je, podobné jako-
v jednorozmérném pFipad®, zobecnénim L**-integralu. Dokazeme totiz, Ze-
P = P,

(4.1) Necht existuje P-integrdl z funkce f v intervalu K. Pak existuje také
P**_integrdl z f v K a rovnd se P-integrdlu.

Dikaz: Plyne ze slabé spojitosti P-integrélu; viz (2.4).

(4.2) Necht existuje P**-integrdl z funkce f v intervalu K a rovnd se A. Pak:
existuje také P-integrdl z f v K a rovnd se A.

Dukaz. Sestrojme tuto posloupnost &tverci: Rozdélme K na ¢tyti shodné:
&tverce a oznadme K,, K,, K, ty z nich, které neobsahuji bod [1, 1]. Ve zbylém:

| 1) Viz (3.3).
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¢tverci — oznaéme ho L, — provedme tuto operaci znova; dostaneme &tverce
Ky, Ky, Kg; interval L, rozdélime podobnd na intervaly K,,.,, Konio, Kinis,
L,,,, pti éemz L, ,, obsahuje bod [1, 1]. Je tedy L, = (1 — 2-» 1;1 — 2-n, .
Polozme jesté K = L.

Zvolme nyni libovolng & > 0. Protoze existuji integraly f f,m=1,2,

existuji majoranty M,, M,,... v K, K,, ... tak, Ze plati
(@) MK < [Ji+g (=12..).

KaZdou funkei M, rozsifme na cely interval K tak, Ze polozime M ) =
= M,(IK,) resp. M ,(I) = 0 podle toho, je-li IK, interval (nedegenerovany)
¢i nikoli. Funkce M, jsou podle [1], ¢4st II, 22 superaditivni v K.

Zkoumejme nyni fadu

@

Z[M:m—z(K) + Msn—l(K) + Man(K)] .

Jeff<M K)<ff+9,tedy

ff+ [+ ff<M3n oK) + My y(K) + Mon(K) <

Lyp_1—L, K3n—2 K3, -1

1 1 1
< f f+e (23n—2 + 923n—1 + 2‘3?) <
Ln—l_Ln

N
Jeviak > [ = f f = f f jak se snadno zjisti indukei; odtud plyne,
- ad

n=1 L, _1—L,
Ze fada (B) konvergu]e a ]e]1 soucet lezi v intervalu (4, 4 + &).
Zvolme nyni libovolny interval I ¢ K a utvofme fadu

o0

(») Z[M:m—z(l) + M;,._,(I) + M, (1] .

n=1
Rozeznivejme dva piipady:

(1) [1, 1]nepatiido I. Potom provelkdnje I n L,_, = @, tedy I n Kyp_, =
=InKsy =...=0, My, ,(I) = M,,_,(I) = ... = 0, takie fada (y) ma
jen kone¢ny potet nenulovych &lent a je proto konvergentni.

(2) [1,1] patti do I. Potom pro velkd n je L,_, c I, tedy M,,_,(I) =
=My, o(I 0 Kgn_y) = My, o(K,,_,) = M;,_o(K)atd. Rada (v) se tedy aZ na
koneény podet ¢lenti shoduje s fadou (8), takZe je rovn&# konvergentni.

Rada (y) tedy definuje pro kazdy interval I c K jisté &islo; oznadme je M (I).
Tim je definovdna v K funkce intervalu 7, kterd je ziejm& superaditivni;
zjistili jsme, Ze 4 < M(K) < A + &.
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Definujme jedté v K funkei intervalu D timto predpisem: Je D(f) = 1 resp.
D(I) = 0 podle toho, obsahuje-li interval I bod [1, 1] & ne. Funkce D je ziejmé
aditivni, takze funkce

- M = M 4+ 5¢D
je superaditivni.

Dokazeme, ¥¢ M je majorantou funkce f. Mame tedy dokazat, Ze plati
M(z,y) = f(z,y), M(x,y) + — o pro kazdy bod [z, y] e K. ‘

Bud napted [z, y] = [1, 1]. Pak existuji nejvys étyfiindexy ¢ tak, Ze [z, y] € K,
Lehce se zjisti (viz [1], ¢ast II, 29), te M(z, y, K) = min M(2,y, K,), kde
i probihd uvedené indexy; je tedy M(z, y) = f(=, ). Zf-ejrr;é je také M(x, y) +
=+ — ¢o, ‘

DokéZeme jests, Ze je M(1, 1) = 4 0. Protoze funkce D(z, ¥)?) m3s v bodé
[1, 1]limitu 4, existuje é > 0 tak, e pro kazdy interval I(z, y),*) kde 1 — <
<z<l,1—-080<y<l,je

| [ f—Al<e. - (*)
K -1(z,y)
Jedi nyni 1 —d<a, <z <1, 1 <y, <y, <1, B=1I(,y) —
— I(xy, Y,), je ziejmé

lef|:| [ = ] fi<ze. (**)

2 A B —I(23,y2) E—I(z,¥)

Zvolme takovy interval I(z, y), aby platilo 1 — d<zx<l,l—0<y<l
K ndmu zvolme pfirozené n tak -velké, aby bylo z <1 — 2 y<1l—2T"
Rozd®élme interval I(z,y) ziejmym zpisobem na intervaly I, I,, I3, L,. Je

3 3n

H(I(@, 9) = H(Ly) + 3 H(IL). Z @), (1)plyne, e M(L,) = M(K) — 3, M(K),

’ 3n
je tedy B (L,) = M(K) — 2, [ff +- —25]> M(K) —ff— e>%) M(K)— A—
=t Kq _ K—Ly .
— g —e> — 2. Dile je M(I) = [f,i=1, 2,3, tedy > M(I1,) > [ >
1; ¢ i=1 I(z,y)—L,

~1) — 26 Je tudiz M(I(z,y) > — 4s, MI(2, ) > & Odtud plyne ihned

M(1,1) = co. Je proto Jf < M(K) < 4 + 6¢, [} < A. Ze stejného divodu
K K
je [(—H< —4, [ = A, tedy [f = A. Tim je véta dokdzéna.
K s K

Poznamka. Z piededlého vysledku plyne, Ze funkce z (3.4) ma P-integral.
Tento piiklad zéroveii ukazuje, Ze i pro dva rozméry je P-integral obecn&jsi
ne# L-integral. Existence funkce z (3.4) je konstatovana v ¢lanku [2]. — Pozna-
menejme jedt&, Ze jiny priklad funkce majici P-integral a nemajici L-integral
" %) Viz (3.3).

3) Viz (*).

4) Vlz (**).
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Ize sestrojit takto: Bud g funkce v <0, 1), majici neabsolutné konvergentni
P-integral. Polozme f(z, y) = g(x) pro [z, y] € 0, 1; 0, 1. Lehce se zjisti, Ze f mé
pak neabsolutné konvergentni P-integral (dokonce podle aditivnich majorant
a minorant); také zobecnéni pro vice rozmérii je ziejmé.

5. P*.integral. P* — P. Podle (2.5) je jednorozmérny P-integral spojitou
funkei svych mezi. Ukazme, Ze se tato vlastnost rozsifuje na dvojrozmérny
pfipad; nejprve poddme jinou definici nevlastnich integrali.

(5.1) Bud v K definovéna funkce f; necht existuje P-integral z funkce f
v kazdém intervalu <0,2;0,y>, kde 0< x<1, 0Sy<1, z+y <2
Oznacéme

F,y)= [[ f@,y)dedy, [1,1] +[z;y]cK.

<0,z;0,y>
Jestlize existuje vlastni limita
lim F(z,y)=A4, kde [z,yleK, [z 9]+ [1,1],

lz,y]—[1,1]
pak Fekneme, Ze existuje P*-integral z funkce f v K a rovna se 4.
Poznamka. Podobné mizeme definovat i R*-integral, L*-integral.
(5.2) Necht existuje P*-integral z funkce [ v intervalu K. Pak existuje také
P-integrdl z f v K a rovnd se P*-integrdlu.
Dukaz: Pro 0 < 2 <1, 0< y < 1 zfejmé plati

kde @ je definovana ve (3.3). Tedy existuje také vlastni limita lim @D(x,y)=

[z,y]—[1,1]

=lim F(z,y) = 4,kde 0 < z < 1,0 < y < 1. Tvrzeni plyne ze (4.2).

Tim je dokazano, Ze plati P* c P. DokaZme je§té obracenou inklusi.

(5.3) Necht existuje P-integrdal z funkce f v intervalu K a rovnd se A. Pak
existuje také P*-integral z f pies K a je rovny A.

Nebo v ekvivalentni, formé:

(5.4) P-integrdl fe spojitd bodovd funkce.

Dikaz: Pro 0 < x < 1 existuje tedy [/ f= ¥(z)a plati lim ¥(z) = 0.

> ,

{x,1;0,1 z—>1—
Podle (2.3) je totiz

1

I f‘—‘f(uff(x,y)dy)dx;

{=,1;0,1> z
podle (2.5) je P-integral spojitou funkei svych mezi.
Je-li 0 < z < 1, pouzijeme odhadu -
P, y) — 4] < |F(z,y) — F@, 1) + |F(z, 1) — 4] <

S A+L [ a+1 A

<0,L;p,1> {(z,1;y,1> {x,1;0,1>
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- Jeldiz = 1, pisme |F(z,y) — A| = | [[ fl. Ze slabé spojitosti P-integralu
. <0,Lu,1»

a predeslé poznimky plyne ihned, %e F(x,y) — A konverguje k nule pro
[x’ y]_>[17 1]' - '

6. Nevlastnf P-integral. Nasledujici otédzka zlstala nevyjasnéna: Bud
Q = (—1,1; —1,1). Necht existuje P-integral z f pres @ — I, kdykoli I je
interval, [0, 0] e Int I, a necht existuje limita lim [f{=A4 pro I—[0,0],

Q-1
[0, 0] ¢ Int I. Mé f P-integradl v @*
V tomto odstavei ukézeme, ze odpovéd je kladné a ze [f(z) dz = 4.
Q

(6.1) Definice. Bud K interval, F' funkce intervalu v K. Rekneme, Ze F je
spojitéd v K, jestlize F(I,) - 0, kdykoli K > I,,n=1,2,..., I, > 0.

Pozndmka. Zfejmé kazdé spojitd funkce intervalu je slabé spojitad. Opak
neplati, jak se lehce zjisti.

Podle (2.4) je P-integral slabé spojita funkce intervalu. Ted miZeme dokazat
vice. '

(6.2) P-integrdl je spojitd funkce intervalu.

Diukaz: Stadi provést pro interval K = <0, 1; 0, 1>. Podle (2.2) je P-in-
tegral aditivni funkce intervalu. Ozna&me podle (5.2) F(z, y) = [[ 1, kde

<0,;0,¥>
0<2<1, 0Sy< 1. Pro I=<{®, %Y1 Y2 cK plati P(I)= [f=
; ' i

= F(x,,y;) — F(2y, y1) — F(x,,y,) + F(x;,9,). Podle (5.4) je F spojitd bo-
dovs funkee; protoze K je kompaktni, je dokonce stejnomérné spojita na K.
K danému ¢ > 0 existuje tedy 6 > 0 tak, Ze

([0, ya] € K, [%5, Ysl € K, (2 — 21)* + (42 —92)' < &) =
:>|F(x19yl) _F(x27y2)| < e v
Je-li |I| < &, je min (jz, — 24|, [y, — ¥1l) < 0. Je tedy |P(I)| < 2¢, kdykoli
|| < é2. ’
(6.3) Véta. BudQ = <(—1,1; —1, 1) interval, f bud bodovd funkce definovand
na Q. Necht existuje P-integrdl z f pfes @ — I, kdykoli [0, 0] e Int I, kde I je
interval, @ necht existuje limita

lim [fx,y)dvdy = A pro [0,0]eIntI.

1-[0,0] @I
Pak existuje také P-integrdl z f pfes Q a rovnd se A.

Dikaz: Polotme K = K, = <0,1; 0,15, K, = (—1,0; 0, 1), K = (—1,0;
—1,0), Kg=1¢0,1; —1,0). Pro 1 =1, 2, 3,4 bud f,=f.xg, kde xg, je
charakteristickd funkce mnoziny K,;. Dokaime, e existuji limity

lim [ f, I—1[0,0],[0,0leIntl, i=1,23,4.
Q—I
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Staéi na pf. dokazat, Ze existuje lim [ f pro I — [0, 0], I c K. PoloZme pro
K=1
kratkost F(4) = [f pro A c Q. Podle pfedpokladu ke kazdému & > 0 existuje
4 .

é > 0 tak, Ze v
|F(Q_Il)_F(Q_I2)I<£’

kdykoli I, c @ n O([0, 0], 8), [0,0]eIntI;, k= 1,2. Volime-li specialng
I, = {a,b;c,yp, k=1, 2, y; <y,, dostdvame

[F (<@, b; y1, y20)| <e-.
Ze spojitosti funkee F plyne, Ze |F (<0, b; y,, ¥,»)| < ¢. Podobné zjistime, Ze je
1F((xy, 255 0, d))| < &, kdykoliv je 0 < z, < x, < J, 0 < d < 4. Je tedy

|[F(K —1I1,) — F(K —I,)| < 2¢,

kdykoli I, c @ n O([0, 0], 8), [0, 0] e Int I}, & = 1, 2. Tedy je splnéna nutna
a postadujici podminka proexistencilimity lim [ f, takZe existuji limity lim [ f,
E=I eI

=4, I->[0,0], [0,0]eIntI, i =1,2 3 4 Podle (4.2) plati [f, = A..
Q
4 4
Protoze je zfejmé 4 = > A, jest Z [t f = A. Tim je dikaz ukonden.
_ i=1 =1Q

Il. N&které aplikace a dal3i problémy

7. O integrilu sou&inu funkci. V mnoha pfipadech je dulezité védét, zda je
soufin dvou integrovatelnych funkei také integrovatelna funkce; staci pfipome-
nout pocitani Fourierovych koeficienti.

V jednorozmérném piipadé je v této otazce celkem jasno; poznamenejme, Ze
ma-li na piiklad f P-integral a ¢ je monotonni, existuje také integral z fp a plati
obvykla druha véta o stfedni hodnot& (dikaz: [1], édst II, 93). Naproti tomu
Ize lehce konstruovat piiklad, kdy f mé nevlastni R-integral, ¢ je spojits
(dokonce m4 derivaci), a 1ntegral z fp diverguje. ¢ mé pak oviem nekonecénou
variaci. (Viz [1], ¢ast II, cviceni 13.)

Ve vicerozmérném piipadé se v pripadé L-integralu takova véc stdt nemize.
Je v8ak snadné udat spojitou funkei ¢(z, y) tak, Ze P-1ntegral z f.qp ples K,
kde f je funkce z (3.4), diverguje.

Nejdiilezitéjsi z tohoto okruhu otazek je asi ta, zda je moZno pouZit vice-
rozmérného P-integralu v theorii dvojnych Fourierovych ¥ad. V theorii distri-
buci se vyskytuji integrily f fo, kde @ je nekoneén& derivovatelna. V pripadé

P—mtegrovatelné funkce f neni zndmo, zda na pf. integraly ze soudini f(z, y) .
. cos nx, ... konverguji.

Pro prvm ucdel by stadilo dokazat, Ze integral ze soucinu P-mtegrova,telné
funkce f(z, y) a funkece @(x) s variaci koneénou konverguje. Neni znamo, zda
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tato véta plati. Ukdzeme, Ze plati pro funkei f, majici nevlastni L-integral.
DokéZeme dokonce tuto obecnéjsi vétu: :

(7.1.) Necht f md P-integrdl v K a necht g je funkce s koneénou variaci v <0, ).
Necht existuje P-integrdl [ [f(x, y) p(x) dz dy pro kaZdy interval 1, kteryj je cdsti K
1

a neobsahuje bod [1, 1]. Pak existuje téZ P-integrdl [[H(x, y) p(x) dz dy.

Dukaz. MaZeme predpokladat, Ze ¢ je mgnotonni. Je-li I = (x;, 2,
Y1, ¥o> C K, md podle Fubiniovy véty funkce y(x) = ﬁ‘(x, y) dy a tedy téz
funkce @(x) .y(x) P-integrdl v (z,, x,). Miuzeme tedy y;r K definovat funkei
intervalu N pfedpisem

N(I) = [e@) ff@ y) dy] de .

Zy Y

Snadno se zjisti, ze N je (kone¢na) aditivni funkce a ze N(I) = [f(x, y) p(x)
i

pro kaidy interval I c K, ktery neobsahuje bod [1, 1]. Z aditivity funkce N
plyne, ze pro kazdy interval I c K, ktery obsahuje bod [1, 1], plati

N(K) — N(I) =K£If(w, y) g(x) . (**%)

Je-li I = (x, 1; 9, 1), je podle 2. véty o stiedni hodnoté
& 1 11
N(I) = o) [[f + ¢(1)§fff-
zy Yy

Protoze integral funkee f je spojitou funkei intervalu, je N({I)— 0 pro I —
—[1,1]. Ze vztahu (***) nyni plyne, Ze existuje P**-integrdl a tedy téz
P-integral funkee f(z, ) ¢(z) v K. Tim je véta (7.1) dokazana.

Zavedeme jests tuto definici: (7.2) Bud f P-integrovatelnd funkce v K. Rekne-
me, %e bod a € K je Ly-singuldrnt, jestliZe neexistuje interval I takovy, Ze a e Int 1
a e na I n K je f L-integrovatelnd.

Z vty (7.1) plyne, jak &tenaf snadno dokéze, tato véta:

(1.3) Bud | P-integrovatelnd funkce v intervalu K. Bud @ funkce s variaci
koneénou ma <0, 1>. Necht je mnofina L-singuldrnich bodi funkce f koneénd. Pak
P-integrdl z fp ptes interval K existuje.

8. O geometrickém vyznamu P-integrilu. Priklad ve (3.4) ukazuje na ,,pii-
lisnou obecnost* vicerozmérného P-integralu. Je totiz vidét, ze ototime-li graf
funkce f(z,y) tak, aby se piimka y = z ztotoZnila na pf. s osou z, prestava
funkce | byt integrovatelna. Zatim co pro L-integral jsou dokézany velmi
obecné véty o substituci, pro P-integrél neplati ani véta o tak specialni sub-
stituci, jakou je rotace. : :

V tomto odstavei ukédZeme, Ze existuji funkce, které maji neabsolutné kon-
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vergentni integral invariantni vzhledem k isometrickym transformacim. Zrejmé
stadi dokazat nasledujici vétu:

(8.1) Na mnofiné € (a* + y* < 1) ewistuje funkce f, majici P-integrdl inva-
EX7)] .

riantnt vzhledem k tramsformaci *' = x cos p — ysing, y' = xsin¢ + y cos g,
nemajici vak L-integrdl.

Diukaz. Na intervalu (0, 1) existuje funkce g, kterd je spojitd v (0, 1>
1
a takovd, e integral [ g(x) dz je neabsolutné konvergentni. Oznaéme R =
0
— £@=0,y =022+ < 1); proa® + ¢ < 1 bud f(@, y) = g(|/=* + ).
[z,¥] ' ; e

Dokazme, Ze existuje integral [ [f(z, y) dz dy. Podle (4.2) staéi dokdzat, Ze
R

existuje P**-integral z f pfes R (zde je oviem ,,singuldrnim‘ bodem bod [0, 0]).
Bud [a,b]e R, a > 0,b > 0, I(a,b) = (0,a;0,b). Jest

If He.pdedy= f...+ [.ccd [oons

R—I(a,b) (¢V] (1) (111)

kde
(I) =E€(xyleR a2+ 2<a*+y2< 1),
[#,y] )
II) = E(z,y]eR, 0< 2 <a, b<y< a2+ 02— a?),
[z,¥]

(I11) = €J([x, yeR, a<z<|a2+ 02—, 0<y<b).
€.y

V téchto integralech je integrovana funkce spojita; lze tedy uzit véty o substi-

tuci. Mame tak
™

1

f---=(lf)g(Vw‘2+y2)dxdy=fk [ rg(r)dr)dp =

)

0 l/a’ +6*

1

= In [ rg(r) dr.

1"az ]

1 .
Druhy integral odhadneme takto: Z existence limity lim [ g(x) dz plyne, Ze ke
e—>) &€ <

kazdému 7 > 0 existuje 4 > 0 tak, Ze 0 < ¢ <& < 0= |z g(x) dz| < 7.
Je-li tedy 0 < Va2 + b < 0, je

5 Vo
| [l =] fb({ rg(r)dr) dg| < }r.7.

) arctg; —simp

Pro [a, b] — [0, 0], @ > 0, b > 0 se tedy tento integral blizi nule; podobné se
vySetii i tfeti integral.
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Tim je dokdzéno, Ze plati (P) [[{(x, y) dz dy = = [g(r) r dr. — Z podob-
R 0

nych divodd existuji také integraly ve zbyvajicich dtvrtkruznicich; je zfejmé,
%e funkce f nems L-integral. ProtoZe se rotaci graf funkce f neméni, je véta
dokézéna.

Pozndmka. Je ptirozené polozit si tuto otdzku: Definovat P-integral tak,
aby integrovatelné funkce zistaly integrovatelné i po substituci X' = (p(X ),
kde ¢ je isometrické transformace. Poznamenejme, Ze jeden moZny zpisob je
definovat derivace majorant a minorant podle simplexi.

9. Dal¥i otdzky. Z dukazu Fubiniho véty v [1] je vidét, pro¢ bylo k definici
P-integralu tteba superaditivnich a ne jen aditivnich majorant.

(91) (J. Matik.) Existuje funkce dvou proménnijch, majici P-integrdl podle
superaditivnich majorant, nemajict véak P-integrdl podle aditivnich majorant?

V (6.2) jsme dokazali, Ze P-integril je spojita funkee intervalu.
(9:2) Nestalt k definici P-integrdlu spojité majoranty a minomniy?
Poznamka. V jednorozmérném ptipadé tomu tak je ([3], str. 211).

(9.3) Ewxistuje funkce f v K = 0, 1; 0,1) takovd, aby v tomto intervalu
platilo

y z

(+) 0fu(f (w, v) dv) du = [([f(u,v) du) dv = F(z,y),

00

aby takto definovand funkce F byla spojitd v K a aby neexistoval P-integrdl
2 funkee f v intervalu K?

ToLsToV sestrojil ptiklad spojité funkce F v intervalu K takové, ze v kazdém
bodé plati
#F(x,y) _ #F(z,y)
ox oy Oyow

= f (27, 3/) + 4+ o
a %e funkce f nemé L-integrl v zadném intervalu I c K (viz [4]). Pro funkce
F, f z¥ejmé plati vztah (+). Lze tedy poloZit slabsi otézku:

(94) Necht f md P-integrdl na K. Existuje interval I c K tak, Ze f md L-inte-
gral na 1?

Nejtézsi z tohoto okruhu otézek je asi tato:

(9.5) Charakterisovat P-integrdl mezi vdemi aditivnimi funkcemi intervalu.

Pozndmka. V jednorozmérném piipadé je to rozieSeno vétou o ekvivalenci
P-integralu a t. zv. ,,azkého* Denjoyova integralu ([3], str. 211).
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