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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky istav CSAV

SVAZEK 80 * PRAHA, 5. XI1.1955 % &[sLO 4

CLANKY

K NEKTERYM ZAKLADNIM OTAZKAM MATEMATICKE
STATISTIKY

'FRANTISEK FABIAN a JAROSLAV HAJ EK, Praha.
(Doslo dne 10. prosince 1954.) DT 519.2

Zasvécenciim je dobie zndmo, Ze matematicka statistika (strudné jen statis-
tika) se v tomto stoleti rozvinula a rozviji ve velmi nadéjnou védu. Utopisté,
jako je H. G. WELLs,!) pfedpovidaji matematické statistice velkou budouc-
nost:

»»Statistické mysleni bude jednoho dne pro zdatného obdana pravé tak ne-

zbytné jako je schopnost ¢ist a psdt.

Zasvécencu je viak mélo a utopisti jedté ménd. Drtivé vét§ing obdant je
obsah slov , statistika™ a , statistik” velmi nejasny a vyvold v nich nanejvys
urcité predstavy v souvislosti se Statnim uradem statistickym. Vge to je své-
dectvim, Ze statistika je véda mladd, teprve vstupujici na arénu nageho zivota.
A v takové situaci skuteénd neskodi zamyslet se nad dosavadni historii statis-
tiky, vSimnout si filosofickych souvislosti a naértnout si nékteré tkoly.

I

Moderni obdobi ve vyvoji statistiky se po¢ind pracemi Karra PEARSONA,
STUDENTA a v prvni fad$ R. A. FisuErA. Vétsina z toho, co tvor podstatu
modernich uéebnic statistiky byla objevena a% v tomto stoleti. P¥i tom je velmi
poulné, Ze revoluéni prevrat nevzesel matematickym zdokonalovanim a zobec-
Tiovinim piedeslych vysledki, ale prosttednictvim p¥imého styku s redlnym
materidlem. Fisherovy vysledky jsou neoddélitelné od jeho mnohaletého po-
bytu v Rothamstedské experimentélni stanici, kde mél k disposici velké mnoz-
stvi konkretnich pozorovéani. Metody rozvinuté na biologickém materialu byly

1) Citace pievzata z &lanku S. S. Wilks: Undergraduated Statistical education, Journal
Am. Stat. Ass., vol. 46 (1951).
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preneseny na zkouménf materidlu technického (kontrola jakosti) a na zkou-
méani spoletnosti (vybérovéa Setteni). J ak Cerpal z dila R. A. Fishera jeden ze
zakladateltt kontroly jakosti W. A. SHEWHART,?) je vidét z nasledujicich
jeho slov:

,Tak jako mnozi jini, béhem vice nez jedné &tvrtiny stoleti nalézal jsem
inspiraci a voditko v origindlnich piispéveich R. A. Fishera. Nékteré sepa-
réty jeho ditvéjsich praci jsem takika zniéil neustalym pouzivanim...*
Statistika dostala v tomto modernim obdobi fadu novych tvati. Prvni zménu

miZenie, i kdy% trochu neptesn&, vyjadrit slovy, ze statistika se stala z védy
o primérech védou o variacich. R. A. Fisher?®) napsal o této véci nasledujict
slova: '

Hovotit o statistice jako o véd® o variacich muze slouzit také k zdiraznéni
rozdilu mezi cili modernich statistik@ a jejich pfedchédct. Do nedavnych
dob drtiva vétsina pracovnikd na tomto poli neméla totiz jiného cile nez
zjistit souhrnné & primérné hodnoty. Samy variace nebyly pfedmétem
studia, hledélo se na né jako na tizivou okolnost, kterd ubira na cené prume-
riim. Rozdéleni priméru normélniho vybéru bylo znidmo pred sto roky, ale
rozdéleni standartni odchylky bylo pfedmétem moderniho studia aZz od
r. 1915.¢

Snahu, délat statistiku tak, aby variace nehraly velkou roli, je vidét i v od-
poru statistikd, soustfedénych kolem K. Pearsona k malym vybérim. Velké vy-
béry totiz dovoluji pfedpokladat, Ze odhady maji normélni rozdéleni se stan-
dardni chybou uréenou z vybéru. Toto stanovisko se viak ukazalo neudrzitelnym
a byly to pravé malé vybéry, které pozvedly statistiku na vyssi stupeii. Dnes je
o t&chto vécech v theorii jasno, ale zdaleka jedté ne v praxi. Jesté mnohde pro-
d&lav4 statistika sviyj predhistoricky stupeii vyvoje a praméry jsou alfou a ome-
gou statistickych metod.

Usili udinit ze statistiky exaktni védu — jejiz raison d’étre by nebyl v tom, Ze
existuji piipady, kdy ze vech Spatnych prosttedki je tim nejlepsim, uzakonilo
zésadu, 7e statistika musi pevnéspodivatnatheorii pravdépodobnosti.
Statistika, ma-li to byt skuteéns solidni véda, nemize byt védou o souborech
pozorovéni definovanych velmi mlhavym zpusobem, ale o souborech po-
zorovéani ndhodnych veliéin. S tohoto hlediska vyplyva zésada, Ze ten, kdo
pristupuje ke studiu statistiky, musel projit kursem theorie pravdépodobnosti.
Prioritni postaveni doséhla theorie pravdépodobnosti piedeviim dik vyjasnéni
zékladrich otézek — axiomi, limitnich zdkont a podobné, na némz mé hlavni
zésluhu sovétskéd #kola theorie pravdépodobnosti. Vznik novych kapitol
theorie pravdépodobnosti, zejména vznik theorie stochastickych procest, od-
kryvé statistice nové vyvojové: moznosti.

%) R. A. Fisher: Contributions to Mathematical Statistics, piedmluva.
3) R. A. Fisher: Statistical Methods for Research Workers, kapitola I, bod 1.
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Vyklad statistiky, zaloZeny na empirickém rozdéleni Getnosti a t. zv. theore-
tickém rozdéleni detnosti, zavedeném &isté jen jako formélné popisny prostie-
dek, je dnes piezitkem. A pFece se stéle pii knihy v tomto duchu a piece se stéle
jedté mnoho lidi z takovych knizek udi. Neni pak divu, e mezi ptirodovédci je
tak hluboko zakotenén nézor, %e naopak theorie pravdépodobnosti je zaloZena
na statistice.

Samo zdokonalovani matematickych metod a sama zména v pojeti statistiky
by byvala nebyla s to uéinit z nf exaktni védu, ledaze by se obor jejich aplikaci
velmi ztzil. Existuje pomérné mélo pozorovéani, kters vznikaji Zivelng a kters
pfesto miiZzeme povaZovat za pozorovéni nahodnych veli¢in. R. A. Fisher p¥i
bliz§im zkoumdani experimentd, jejich struktury a provadéni dosel k ndzoru
diametralné rozdilnému od nazoru K. Pearsona a JEFFREYSE, Ze ne kazdy
experiment je mozno védecky zpracovat. Ve svém , The Design of Experi-
ments* vyslovil a mistrovsky aplikoval nasledujici dialektickou myslenku:4)

»»Statistické zpracovini a uspofddani experimentu jsou pouze dvé riizné
stranky téhoz celku...*

Jinymi slovy, aby bylo mo#no pozorovénf véde cky zpracovat, je nutno
je védecky poiidit. Asistence statistikova nezadini po provedeni experimen-
tu, ale pied jeho provedenim. Statistik z ¢lovéka, ktery jen po¢ité, se stava
inZenyrem. Tato inZenyrska price nabyvé velkého rozsahu ve viech t¥ech
hlavnich oborech aplikace matematické statistiky, kterymi jsou experimenty,
vybérovd Setfeni a aplikace v primyslové vyrobs. Presto viak existuji matema-
ti¢ti statistikové, nebo lépe fedeno matematici, zabyvajici se statistikou, kterym -
neni jasny smysl na pf. metody znadhodiiovéni (randomisation), a kte¥{ si mysli,
Ze o statistice lze psat solidni ¢lanky, ale e a# na vyjimky ji nelze solidn& apli-
kovat. Povoléni statistika v sobé zahrnuje obé tyto strdnky — matematic-
kou a inZenyrskou — a v obou by m&l byt cvicen.

vy’

Aby mohla byt statistika pozvednuta na novou vys8i droveii, bylo tfeba pie-
mén na obou pélech poznévaciho procesu — na strané materiglu i ducha. Bylo
nutno zavést nové myslenkové principy, z nich n&kters, jako je ,,test vyznam-
nosti a ,,interval spolehlivosti‘‘, jsou ndm dnes jiz b&zné. Tento proces probihal
zv1ast téZce a byl doprovézen vznikanim novych odrad pravdépodobnosti, jako
je ,,inversni pravdépodobnost, ,, vérohodnost:* (likelihood), ,,fiducidlni pravdé-
podobnost‘ atd. Témto pojmém bychom chtsli vénovat nyni trochu vice
Ppozornosti.

Inversni pravdépodobnost, zavedeni THOMASEM BAYESEM (1763) byla
prvnim pokusem o vyuziti theorie pravdépodobnosti jako nastroje induktivniho
" mysleni. Pomoci Bayesovych vzorei byla z pravdépodobnosti ti¢inku pti dané
pii¢iné pocitdna obrécend (inversni) pravdépodobnost piiéiny p¥i daném Gdin-

YV

ku. Zdrojem svizeli tu bylo stanoveni t. zv. apriornich pravdépodobnosti pti¢in
1) R. A. Fisher: The Design of Experiments.
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(hypotéz), které vétdinou vitbec nebyly ndhodnymi jevy, a tam, kde byly,
schézel experimentalni materidl. P¥i pouziti inversni pravdépodobnosti se totiz
vychézi z toho, %e jiz pted pokusem byl proveden jiny pokus, jehoZ podminky
jsou ndm zndmy, a jenz skryté vytstil v tu neb onu pfi¢inu. Jako vychod
2z nouze byl obvykle volen t. zv. Bayestv postulat, podle kterého se predpokla-
dalc, e viechny mo#né hypotézy maji a priori stejné pravdépodobnosti.*)

Tento postuldt vzbuzoval mnoho pochybnosti a byl pii¢inou mnoha ostrych
vymén nézori. Definitivné se jej viak podaiilo vytlagit az R. A. Fisherovi,
a to ani ne tak tim, ¥e by jeho argumenty byly zvlast vymluvné, jako tim, Ze
naznadil cestu, jak se bez tohoto postulatu obejit. Byly to hlavné myslenky,
které daly vznik celé theorii testovani hypotéz a intervali spolehlivosti. OvSem,
proti pouziti inversni pravdépodobnosti tam, kde a priorni rozdéleni skuteéné
existuje a je zndmo, neni ndmitek. Statisticka praxe viak podala zatim jen
velmi mélo takovych piikladi.

Jak zndmo, v theorii bodového odhadu hraje dilezitou roli Fisherova metoda
maximélni vérohodnosti (maximum likelihood). Prvni tlanek o této metodé,
jejiz uziti lze najit jiz u Gausse,’) napsal Fisher jesté jako stoupenec inversni
pravdépodobnosti. Pozdéji toto své stanovisko zavrhl, a aby zdiraznil logickou
odli¥nost od inversni pravdépodobnosti, zavedl nazev ,,vérohodnost*‘. Pojmu
vérohodnost nelze v¥ak prikladat hlubii smysl nez jako slovu, které nam ex
definitione umoziiuje ¥ci ,,vérohodnost hypotézy a pii vysledku z* misto
,,pravdépodobnost vysledku z pfi hypotéze a*‘. Jak se vSak zda, piikladal
Fisher pojmu vérohodnost smysl hlubsi, patrné pod vlivem skvélych vysledki,
které metodou maximalni vérohodnosti ziskal. Podle naseho minéni se mize
theorie statistiky bez pojmu vérohodnosti docela dobie obejit. U metody maxi-
mélni vérohodnosti jde v podstaté o to, Ze pro jakoukoliv hodnotu odhadova-
ného parametru ¢ mé nahodné veli¢ina

0
E log f(x’ d)

st¥edni hodnotu rovnu nule; to znamend, Ze misto toho, abychom své potinani
odtvodiiovali maximalisovdnim vérohodnosti, miZeme vyjit ze statisticky

*) O rehabilitaci Bayesova postuldtu se pokusil H. Steinhaus v ¢lanku ,» Pravdépodob-
nost, vérohodnost a mo¥nost* (Zastosowania Matematyki, t. 1, zeszyt 3 (1953)). O skuteénou
_ rehabilitaci tu viak neb&Zi, nebot se mu podatilo dokézat jen to, Ze v uritych pripadech
pouziti Bayesova postuldtu vede ke stejnym vysledkim jako b&iné metody & tudiZ ne-
zpusohbi #4dnou Skodu. To, Ze s urditym predpokiadem miizeme dojit ke stejnému vysledku
jako bez n8ho, neni jeho obhaj obon. Kroms toho se zde nedosahuje Z4dného zjednodusent,
nebot v pripadech, kdy H. Stéinhaus definuje sviij novy pojem ,,moZnost’, je sestrojeni
intervalt spolehlivosti velmi prosté a grozumitelné pro kazdého ptirodovddce. Také nelze
souhlasit s nazorem H. Steinhause, ¥e dva zpasoby sestrojeni intervalového odhadu jsou
toto¥né, jakmile vedou ke stejnému numerickému vysledku; rozhodujici je zde logicka
stréanka.

Cﬁllének H. Steinhause je zajimavym a origindlnim pfispévkem k logice statistického
mysleni.

5) R. A~ Fisher: Statistical Methods for ResearchWorkers, kapitola I, bod 5.

390



piirozeného pfedpokladu, Ze uvedend ndhodné velitina se v pokuse realisovala
jako stiedni hodnota. Pravé uvedené statistické odéivodnéni, na rozdil od mate-
matického odivodnéni Fisherova, by mozn4 usnadnilo intuitivni chapani
statistickych vlastnosti odhadd, ziskanych touto metodou.

Pro intervalovy odhad vypracoval R. A. Fisher metodu zaloZenou na fidu-
cidlnim rozdéleni pravdépodobnosti odhadovanych parametrii. Zachdzet do
logickych fines, s nimiZ je tato metoda spojovana, by bylo velmi obt{#né. Na
8tésti to v8ak neni ani nutné, nebot vie, co tato metoda m4 v sobdé kladného, je
zachovédno v metodé intervalii spolehlivosti, vypracované J. Neymanem.
Soudime, Ze lze soublasit s nésledujicim Neymanovym zhodnocenim fiduciélni
pravdépodobnosti:®)

,,Piiklanim se k myslence, ze literatura o theorii fiducidlniho usuzovani se
zrodila z podobnych myslenek jako theorie intervalti spolehlivosti. Zd4 se
viak, Ze tyto myslenky byly p¥ili§ végni, nez aby vykrystalisovaly v matema-
tickou theorii.

Vyjmenovali jsme si nékolik zmén, které podle naseho minéni mély zdsadni
vyznam pii pfeméné matematické statistiky v exaktni védu. Kromé nich tu
byla celd fada zmén daliich, na p¥. zfejm4 zména ve funkei (matematické)
statistiky, kterd z vice méné popisného nastroje se stala nastrojem operativ-
niho rozhodovani, déle vznik sekvenéni theorie, theorie rozhodovacich funkei,
mohutny rist neparametrickych metod atd. To je viak historie pili§ pi{tomn4,
neZ abychom ji mohli dobfe zhodnotit.

1I.

Pristupme nyni k nékterym otdzkidm rizu filosofického.

Je znamo, jak mohutn& byla filosofie v minulém a nyndjsim stoleti ovliv-
néna prirodnimi védami, zvlasté fysikou. Na pf. vznik positivismu (machismu)
je bezprosttedné spjat s fysikalnimi védami. Autoti tohoto referatu jsou piesvéd-
¢eni, Ze moderni statistika skytd pro filosofii neméné bohatou latku k pie-
mysleni, jako moderni fysika. Zaliba ve filosofii je u vétSiny velkych statistikii
naprosto zfetelnd. Na pi. LENIN ve své zndmé préci ,, Materialismus a empirio-
kriticismus** mnohokrét cituje vyhranéné filosofické nézory statistika K. Pear-
sona. Zaliba filosoft ve statistice je jiz mensi, a to k jejich vlastni §kods.

Gnoseologicky vyznam statistiky vyplyvé jiz z toho, e v této véds, alespoii
na poli experimentovani, po prvé viibec byla stanovena objektivni pravidla
induktivniho usuzovéani. Deduktivhnimu usuzovéni se dité uéi hlavnd na
dvou pifedmétech — matematice a gramatice. Uéi se, jak pomoci stran troj-
thelnika uréit jeho thly a jak pomoci koncovky podstatného jména uréit jeho

%) J. Neyman: Fiducial argument and the Theory of confidence interval, Biometrika
XXXII (1941—42).
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gklotiovani. Induktivnimu usuzovéni se neudi prozatim v Zddném piedmétu.
Umdni ,,uit se ze zkuSenosti** se rozviji u kazdého ¢lovéka vice méné zivelné.
Jak velké slabiny mé toto umdni, je vidét ze Zivotaschopnosti nejriznéjsich
povér, viry ve vielijaké tajemné souvislosti, karty, ¢isla a pod. R. A. Fisher
ve svém ,,The Design of Experiments‘ o této véci pise:

,,Osvobozeni**) lidského intelektu musi zistat potud netiplné, pokud bude
volny jen ve vyvozovani dasledkii ze vZitych dogmatickych thesi, a bude mu
odpirdn p¥istup k neotekdvanym pravdam, které mize dat jen piimé pozo-

~ rovéni. Rozvoj experimentélni védy vykonal tedy mnohem vie, nez Ze jen
zndsobil technickou kompetenci lidstva..

Pohyb védeckého poznani smérem k absolutni pravdé spotiva v nepietrzitém
prijimani a zamitani hypotéz. Tvoreni novych hypotéz je véci geniality, kdezto
p¥i zamitani hypotéz hraje stale dilezitéjsi roli statistika. Nejoblibenéjsi motto
K. MARXE znélo: ,,0 vdem je nutno pochybovat. A statistika nam dava pro-
stiedky jak o hypotézach pochybovat skutetné védecky. Statistika poma-
h4 nafemu poznani tim, e zmnohondasobuje rychlost, s jakou je
tiroda tvirdich myslenek lidstva t¥idéna na dobré zrno a plevel.

Tdealismus, zv14§té ve své positivistické podobé, nasel mezi statistiky mnoho
piizniveit. Vétiina zapadnich statistiki a theoretiki pravdépodobnosti nechdva
ve svych filosofickych projevech positivismu oteviend vratka.***)

Relativni tispsch positivismu prameni z toho, Ze je zaloZen na pojmech jako
,,zkugenost*, ,.experiment*‘ a pod., které jsou velmi blizké kazdému piirodo-
védei a zv1aste statistikovi. V souhlase s materialismem pokldda positivismus za
jediny pramen naseho poznéni poditky, ale na rozdil od materialismu odmita
jit za tyto potitky. Tvrdi, Ze jediné, co je ndm positivné dino jsou pocitky:
O hmoté ,,samé o sob&“ i kdy# snad i existuje, je podle nich neekonomické
a metafysické(!) uvazovat, protoze se o ni nikdy nemize jinak pfesvédcit nez
opét skrze poditky. Touto svou ,,ekonomii my&leni se positivisté dostavaji do
velmi neekonomlckych zmatkil, maji-li mezi sebou rozliit ,,Ja* a ,,0koli,
predstavu a skutednost a maji-li osvétlit existenci svéta pfed clovékem. Konec
koncii se vidy ukaze, %e jadro positivismu je idealistické.

Typickou aplikaci positivismu v theorii pravdépodobnosti je MisEsova
koncepce, ktery pravdépodobnost (ob]ektlvnl realitu) chce sestrojit z ¢etnosti
(potitkt). Rozsiteni u pfirodovéden zminéné jiz ptedstavy, Ze theorie pravdgé-
podobnosti m4 svij zdklad v matematické statistice a ne naopak, mé positivis-
tické koreny Vliv pos1t1v1smu sejeviiv nazvoslow nebo’é jests neddvno se -

**) Svobodou lidského ducha sé tu rozumi moZnost uvamvat nezav1sle na automtach
podle objektivnich pravidel. Pozn. vL

*x¥) YV predmluvé k ruskému prekladu ,,An Introductwn to Probab@l@ty Theo'ry and its
Applications* A. N. KoLMoGOROV zcela opravnéné vytykd W. FELLEROVI, b2 za,sadm
filosofické otézky prosté obchézi.
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kalo rozdéleni ¢etnosti (frequency distribution) tam, kde se nyni spravné zac¢ina
tikat rozdéleni pravdépodobnosti (probability distribution).

Diislednym machistou byl K. Pearson. Byl pfesvédéen o tom, zZe ,,védecké
zékony jsou daleko vice produkty lidského ducha, nez fakty vnéjsiho svéta“.
Neni potom divu, Ze ve své tviardi préaci, kterd méla vskutku gigantické roz-
méry, se soustfedil na zdokonalovani formélné popisného aparatu. Byl to na pf.
jeho systém kiivek a uplnd zaplava nejriznéjsich korelacnich koeficienti, o niz
si dnes miizeme uéinit predstavu z KENDALLOVY knihy ,,The Advanced Theory of
Statistics*‘ nebo z obdobné zaplavy testi vyznamnosti, které se objevily za po-
slednich 10 let. Pro Pearsona sam materidl nebyl podstatny, ale rozhodujici,
bylo teprve to, co z ného ¢lovék vhodnym popisem dovede stvofit. Lze sisnadno
predstavit, Ze toto stanovisko ¢asto vedlo k pfimému znésiltiovani materidlu.
Na pt. Pearson jesté s daliimi matematiky pouzil Bayesovych vzorch k odhadu
koeficientu korelace tak, Ze za apriorni rozdéleni téchto koeficienti zvolil
empirické rozdéleni v souboru koeficientt korelace anatomickych méieni, kdyz
byl toto rozdéleni zhladil podle jedné ze svych kiivek. Tento postup byl R. A.
Fisherem ostie odsouzen. Filosofickymi nazory K. Pearsona lze také vysvétlit
to, pro¢ nechal na tak dlouho zapadnout Studentovy vysledky, ackoliv mély
primo revoluéni vyznam. To nejeennéjsi, co po K. Pearsonovi ztistalo, je x* roz-
déleni, pro které bude vzpominin ve viech uéebnicich statistiky.

Na druhé strané mnohé z Pearsonova dila ztratilo dnes jiz svou Zivotaschop-
nost, jako na pt. mira Sikmosti, zalozend na rozdilu mezi x a modem, a fada ji-
nych koeficientli. Presto, Ze je Pearsonovo pojeti statistiky dnes jiz pfekonané,
vladne jeité v mnoha oborech a objevuje se i v nové vychazejicich knihach
psanych nestatistiky. Je to tim, Ze mezi tyto kruhy moderni pojeti statistiky
dosud neproniklo, coz je predeviim dusledkem nedostatené spoluprace mezi
nimi a matematickymi statistiky.

Jednim z nejvyraznéjsich soutasnych zastancti machismu v theorii pravds-
podobnosti a matematické statistice je H. Jeffreys. Jeffreys ve své kon-
cepci zastdva nazor, Ze nutno ¢init disledny rozdil mezi metodou a materidleni.
Ve svém vykladu drzi se Pearsonovy fundamentalni these, Ze?)

,,Jednota viech véd spociva pouze v jeji metods a nikoliv v jejim materidlu.
(lovék, ktery klasifikuje fakta jakéhokoliv druhu, ktery pochopi jejich vztah
a popise tyto vztahy, aplikuje védeckou metodu, je ¢lovék védy ... Nejsou to
samotna fakta, ktera tvori védu, ale metoda, pomoci které to délame.*
Tedy ne materidl, ale metody zpracovani musi byt stejné. Odtud prameni
také velmi roziifena these, Ze statistickymi metodami, bez vnitiniho rozboru
Ize jakékoliv data ,,védecky zpracovat‘‘. Tato zpracovéni nespociva pak v ni-
dem jiném, nez v prostém ,,pearsonském‘ popisu a v provadéni zavért ng pod-
klad$ tohoto popisu na vysledky budoucich pokust, t. j. v rozhodovani pfi

") H. Jeffreys: The. Theory of Probability.
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akeich, bez ohledu na to, zda je popisem vystiZen objektivni charakter piislus-
ného pokusu.

Mezi velkymi matematickymi statistiky lze v8ak najit i takové, jejichZ kon-
cepce je namifena proti machismu. Je to na pf. R. A. Fisher, v jehoz dile jsou
n¥které stranky, které lze oznagit jako materialistické a dialektické.') Na rozdil
od K. Pearsona byl pfesvédéen, Ze to, co neni dano v samotném materidlu, neni’
mozno z ného ziskat sebeumélej§im zpracovanim. Zavedl objektivni kriteria
tam, kde diive vladla subjektivni libovile. Jeho theorie odhadu roztfala gordic-
ky uzel spleteny z nejruznéjiich mér polohy, rozptylu, Sikmosti atd. Svymi
testy vyznamnosti ucinil konec subjektivnimu a neseriosnimu pouzivani Baye-
sova postuldtu. Také jeho pojem informace obsazené ve vybéru mé materialis-
ticky charakter a jeho myslenka o jednoté fysiklniho pribéhu a matematic-
kého zpracovani materialu je ptikladem dialektiky. Na druhé strané fiducidlni
pravdépodobnost je odklon od materialistické linie, potvrzovany nejlépe tim,
Ze idealista Jeffreys, pies Fisheriv odpor, se s nim v tomto bodé ztotoZiiuje.

R. A. Fisherovi je ¢asto vytykana mald rigorosnost v matematickych dika-
zech. Tuto Fisherovu stranku vysvétluje do jisté miry P. C. MAHALANOBIS®)
v nésledujicim odstavci Fisherova zivotopisu:

»»Druhy vliv Cambridgeské university, ke kterému Fisher necitil sympatie
byl nedavny prechod v fizeni matematického vyuéovani od diivéjsi tradice
matematickych fysiki ke 8kole ¢istych matematikl, vétiinou kontinental-
niho ptivodu. Explicitni vysloveni rigorosniho tsudku ho zajimalo, ale jen za
dulezité podminky, Ze takové explicitni prokazani rigorosnosti bylo nutné.
Mechanicky dril v technice rigorosni vypovédi se mu piiéil z &asti pro jeho
pedanti¢nost, z ¢asti jako prekazka aktivniho mysleni. Citil, Ze bylo mnohem
dilezitéjsi myslet aktivné, i za cenu oblasnych chyb, které bystry duch
brzo objevi, nez postupovat s naprostou jistotou hlemyzdim krokem po vy-
chozenych pésinkéch na dokonale sestavovanych mechanickych berlach.

A po pravdé je nutno ¥ei, Ze ngkolik Fisherovych prohteski proti matematic-
ké precisnosti bylo n&kolikandsobné vyvézeno originalitou a neodekdvanosti
jeho feSeni. Dva piiklady za viechny jsou na pt. jeho zplsob sestrojeni inter-
valt spolehlivosti pro pomér dvou sttednich hodnot a z-transformace pro kore-
laéni koeficient.

Materialistické stanovisko se nejuvédoméleji projevuje v sovétské theorii
pravdépodobnosti a matematické statistice. Sovétskd matematickd statistika
nedoséhla viak dosud takového rozmachu a nehraje ve svétovém métitku ta-
kovou vedouci roli jako sovétské theorie pravdépodobnosti. Jak vsak ukazuje
rozvoj matematické statistiky za posledni léta v SSSR a posledni konference

t) To oviem nic neffkéd o jeho politickém presv8d&eni. K jakym paradoxtm miZe
v tom sméru dojit, je vid&t na p¥. z toho, e Hegel pfes svou dialektiku byl pfivrfencem
reakéniho prusactvi.

8) R. A. Fisher: Contributions to Mathematical Statistics, Zivotopis.
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matematickych statistikit v Kijeve,?) jsou sovétsti védei odhodléni tento stav
véci razné zménit. Piipravuje se planovité znasobeni védeckych kadri a vyd4-
vani monografii a uéebnic. Kromé toho je pldnovano zna¢né rozsifeni vyuky
theorie pravdépodobnosti a matematické statistiky na sovétskych vysokych
Skolach vSech ptirodovédeckych a technickych zaméfeni.

Piejdéme nyni k otazce theorie a praxe. Marxisticky ndzor na spojeni theorie
a praxe vystihuje krasné toto starobylé motto:

.,Kazd4 myslenka je pland, kdyz nezra nakonec ve skutek,
podobné kazdy ¢in — vyrustej v myslenku zas!“

Theorie musi ¢erpat z praktickych problému, ale musi se umét odpoutat od
praktickych predstav. Theorie musi praxi §tédfe rozdavat své vysledky a ptesto
ji musi je§té mnoho myslenek zustat. Pomér mezi theorii a praxi mé proti-
kladny charakter a spravny vyvoj obou stranek muze byt zaruen jen v otevie-
ném stfetdni se nazora. U vynikajicich statistikt se setkdvame s nejriznéjsim
pomérem k praxi. Na pi. proti Studentovi a R. A. Fisherovi stoji A. WaALD
o némz WoLFowITz piSe, Ze byl vidy ochoten bavit se o0 matematice, ale popu-
larisace a specialni aplikace ho nezajimaly. Wolfowitz!?) piSe:

,,Byl prakticky zaloZen v tom smyslu, Ze vidy mél p¥i vypracovavani sta-
tistické theorie na zieteli jeji statisticky ucel. Kdyz tato theorie byla zavriena

k jeho spokojenosti, nezajimal se o jeji specialni aplikaci na prakticky pro-

blém.*

Myslime, Ze se tento pomér obrazil ve Waldové dile tendenci tvofit takové
principy, které by ndm umoziiovaly rozhodovat o vécech na zakladé minimal-
nich znalosti o nich.

Idealistické a materialistické proudy v matematické statistice jako v kazdé
védé maji své kofeny. Domnivame se, Ze zatim co ve spole¢enskych védach je
boj idealismu a materialismu odrazem tfidniho boje, ve védach pfirodnich je ve
velké mife odrazem dvojstranného charakteru samotného procesu poznani.
Harmonicky vyvoj obou stranek poznéni, at jim ¥ikdme byti a védomi, ¢ objekt
a subjekt, ¢i theorie a praxe, muze se uskutec¢tiovat pouze v boji ndzora. Vime,
jak plodné bylo sttetnuti nazortt K. Pearsona, R. A. Fishera a J. Neymana.
Jsou obdobi, kdy poznéni roste predevsim tim, Ze jsou hromadéna novéa zkuse-
nostni fakta a jsou obdobi, kdy rozhodujici roli hraje rozvoj forem mysleni.
Lenin ve fragmentu ,,K otdzce o dialektice* se zfejmou sympatii uvadi predstavu
o poznani jako o fadé kruht. V ramec¢ku uvadi nékteré , kruhy*, v nichz se
materialisté stiidaji s idealisty a s dialektickymi spojenim obou.

,,Kruhy ve filosofii: (jest nutna chronologie osob?) Nikoli!
Anticky: Od Demokrita k Platonovi a k dialektice Herakleitové.

?) Viz dasopis: Matematika — Fystka — Astronomie, Sovétskd véda, &. 5, 1954, CSI.
10) J. Wolfowitz: Abraham Wald (1902—1950), Ann. Math. Stat., 23 (1952).
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Renaissance: Descartes versus Gassendi (Spinoza?).
Novy: Holbach — Hegel (pfes Berkeleye, Humea a Kanta).
Hegel — Feuerbach — Marx.*

Hlavni chybou starého naziraciho materialismu bylo, Ze na poznani hledél
jako na pouhé pasivni odrazeni objektivni reality. Cinnou, aktivni téast lidské-
ho ducha na poznavacim procesu rozpracoval idealismus, oviem tak, Ze ji zab-
solutnél a odtrhl mysleni od realné skuteénosti. Jak jiz zdGraznil Marx, je nutno
idealismu tuto &innou slozku odejmout, a dat ji nalezité misto v ramei dialek-
tického materialismu.

Autoii tohoto referatu mohou s jistotou o sobé tvrdit, Ze jsou materialisté,
aviak byti dialektickymi materialisty se mohou jen snazit. Pfitomna doba
dava konkrétni piiklady, kdy takova snaha nemusi skoncit tispésné. Jazyko-
zpytec N. J. MARr upadl do vulgarniho materialismu, aniz by se toho byl
nadal. Nékteii sovétsti ekonomové, chtéjice ekonomické zakony socialistické
spoleénosti ne poznavat, ale sami je tvoiit, upadli do subjektivniho idealismu,
aniz by si to také uvédomili. Byt dialektickym materialistou na jisto muze byt
¢lovek jen ve vécech probojovanych a vyfeSenych. AvSak takové opatrnické sta-
novisko vede k tipadku tviréi prace, jak je toho dilkazem naSe soudobé filosofie
a spoletenské védy vibec. Je tfeba se co nejvice uéit od klasiki marxismu-
leninismu, ale nabyté védomosti uplatiiovat tviréim zpasobem. Cesta ku
pravdé vede skrze omyly, a proto vidy vyzadovala a bude vyzadovat odvaz-
nych srdei.

Nakonec se zamysleme nad tou skutecnostl ze theorie pravdépodobnosti
a matematické statistika pronikaji postupné skoro do viech oblasti lidského
badani, jakmile tyto doséhnou ur¢itého stupné ve svém vyvoji. Matematicka
statistika a theorie pravdépodobnosti tvofi tak protiklad vaci viem ostatnim
véddm v souhlase s tim, jak ndhodny pohyb tvoii dialekticky protiklad nejraz-
néjdim formam pohybu nutného, respektive, jak nezav1s10st tvori dialekticky -
protiklad nejriznéj$im formam zavislosti.

Protiklad statistickych a nestatlstlckych metod zkoumani ma své objektivni
piidiny. Zastavme se viak nejdiive kritce u otazky objektivity védeckych
zékont viibec. To, e jsou dosud Vedcl neuznavajici objektivitu zdkont reél-
ného svéta, v_1d1me u Jeffreyse, ktery tika:!1)

,,Mame vskutku nekoneéné mnoho pravidel, kterym experimentalni ma-
terial vyhovuje, avSak kterd patrné nemusi byt splnéna na nékterém pokusu
budoucim. .. ~ - :

Podle Jeffreyse muze platit pro ten ktery. jev tolik zakont, kolik chceme —

Yy’

a je pry tkolem védy nalézt ten nejjednodussi. A nalézt ten nej jednoduééi, to je
véci ekonomie popisu a nemd nic spoleéného se ziskanim objektivniho zédkona.

11) Viz 7). .
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Jeffreys bere v ochranu ty, ktefi tvrdi, Ze nalezeni nejjednodussiho zdkona spo-
¢iva ve zvlastnosti lidské psychologie(!).

A jsou to predevsim zdkonitosti statistické, jimz jedté dnes mnozi, a nikoliv
nevyznamni védci, ptisuzuji naprosto subjektivisticky charakter, povazujice je
za nahrazku nagich neznalosti, po pfipadé nedostatku znalosti. Kde toho malo
vi§, pouzive]j statistiku — to je patrné kriteriem t&chto v&dci. To, Ze statistické
zakonitosti vedle t. zv. dynamickych zakonitosti maji pravé tak objektivni
charakter jako v8udypfitomnd ndhodnost vedle nutnosti (jakozto dialektické
protiklady jedné objektivni zdkonitosti redlného svéta) se pfiéi jejich mysleni.

Podle GiBsE, jednoho ze zakladateli statistické mechaniky, a jeho dne$nich
nasledovnikii, nutnost uzivani pravdépodobnosti a matematické statistiky
vyplyvé z nedokonalosti nasich schopnosti. Subjektivismus Gibbsiv vysvitne,
slySime-li jeho slova o tom, Ze kdybychom mohli zjistit chovéani jednotlivych
molekul, pak zdkony thermodynamiky se daji nahradit zakony mechaniky.
Tak tedy zédkony thermodynamiky jsou nahrazkou zdkond mechaniky. Zde je
predevsim nutno upozornit na to, Ze zdkony thermodynamiky odrézeji chovani
systému v celku a ne jednotlivych ¢astic. Systém jako celek se kvalitativng
lisi od ,,souétu” sklddajicich jej ¢astic. Pohyb jednotlivych &astic mize byt
skutetné popsin v terminech mechaniky. Aviak v disledku velkého poctu
¢astic chaoticky pohyb atomu a molekul piechézi v novou kvalitu. Rist poétu
¢astic v systému vede k projeveni se iplné nového typu pohybu, ktery miize
byt vyjadren jediné zakony statistickymi.

Znalost jednotlivych elementéarnich procesi na objektivité statistickych
zdkonitosti nic neméni. Oba typy zakonitosti existuji v piirods vedle sebe
v dialektickém protikladu a jednoté sou¢asné. Tak na p¥. pohyb brownovské
castice v celku ukazuje na &isté statistickou zdkonitost. Vime sice, e tra-
jektorie pohybu této dastice se skladd z nesmirného mmozstvi p¥imodarych
posuvii, avsak znalost viech téchto posuvii vzatych oddélend nefekne nam nic
o zékonitostech Brownova pohybu v celku.

Podobné znamy zékon, podle kterého tlak plynu na sténu nddoby jakého-
koliv tvaru je staly jak v ¢ase tak na riiznych mistech nadoby, plati nikoliv
pies to, Zze vzajemny pohyb molekul je ndhodny, ale pravé proto.

Pojem dynamické zakonitosti vznikl v disledku rozvoje mechaniky. Je
zndmo, Ze snahy mechanistl, nahradit fysiku mechanikou, skonéily nezdarem.
Zrovna tak se nezdaii kazd4 snaha mechanického supponovani jednéch zako-
nitosti druhymi i v ostatnich piipadech. Obecné feéeno dynamicka zakonitost
spodiva v tom, Ze za danych vn&jsich podminek poateéni stav jednoznaénd
preduréuje viechny dalii pohyby systému. Odtud plyne, Ze uzname-li dynamic-
kou formu zékonitosti jako nadfazenou ostatnim, dopustime se naprosto ne-
opodstatnéného zabsolutnéni ¢ésteéné formy zdkonitosti.

V protikladu k dynamickym zakonitostem, vyjadiuje statistickd zdkonitost
spojeni mezi komplexem podminek a existenci stability relativni. cetnosti da-
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ného jevu; pojem statistické zékonitosti odrazi v abstraktni formé uréité
typy vztaht mezi jevy &i procesy. Podle CHINGINAT2) jsou to ty typy vztahd,

,.které ve svych zakladnich znacich jsou podminény piedevsim hromad-
nym charakterem téchto jevii & procesii (t. j. existenci v nich velkého
poétu v té nebo oné mife rovnomocnych jevi, velidin atd.) tak, Ze individudl-
ni vlastnosti jednotlivych ingredienti do jisté miry jsou zatlaceny.” '

Viechny pravé zde uvedené vztahy nevztahuji se pouze na zédkonitosti fysi-
kélni. Vztahuji se predeviim na jiné piirodni v&dy, jako astronomii,” agro-
biologii, klimatologii, hydrologii, dale na technické védy atd. Viude zde vy-
stupuji statistické zakonitosti vedle dynamickych (nestatistickych) stejné
objektivné a jedny na druhé nelze prevést.

Filosofickou &¢ast nadeho referatu zakonéeme tedy tvrzenim, Ze nutnost roz-
séhlého uzivéni theorie pravdépodobnosti a matematické statistiky ve vSech
téchto védach je ddna ne subjektivnimi, ale objektivnimi pti¢inami.

I11.

V této zavéreéné ¢asti naseho referatu se pokusime uéinit nékteré zavéry pro
budoucnost. V prvé ¥ads je tteba, aby bylo skoncovano s Sifenim a uzivénim
zastaralé koncepce matematické statistiky a aby byla uvedena ve znamost mo-
derni matematicka statistika. Za tim tdelem tfeba psat vhodné knizky a bro-
#ury a vySkolit ve statistice n&které aspiranty piirodnich a technickych véd.
Bylo by zéhodno zajistit dostateénou Sirokou a hlubokou vyuku theorie pravdé-
podobnosti a matematické statistiky na p¥irodovédnych a technickych oborech.

Je tfeba ve viech oborech, pouzivajicich matematickou statistiku, napsat
knizky, v nich by se vy’ statistické metody od nizsich neliily tim, Ze misto
samotného medidnu jsou tam kvartily a decily, misto jedné miry Sikmosti tii
miry $ikmosti a pod. Pozorovéni by tu mé&la byt disledné povazovana za reali-
sace nahodnych velidin a poéitané statistiky by mély byt pti nejmensim dopro-
vazeny vybérovymi chybami. Pravdépodobnost by v nich méla byt jasné odli-
Sena od relativni ¢etnosti a ze statistického mysleni by mély byt vyloZeny
alespoti testy vyznamnosti a intervaly spolehlivosti.

Zb&zny pohled na program nastavajici konference ukazuje, ze vétsina nasich
statistikti erpé a ¥e$i problémy na poli primyslové vyroby, kde také byly
vybudovény dva velké vyzkumné Gstavy. Statistika v primyslové vyrobé je
jistdé velmi dilezitd a osvédéend a vénovali ji svou energii desitky tviréich pra-
covnikii. Nesmime viak zanedbavat ani jiné obory aplikaci, z nichz mnohé
maji velky ndrodohospodaisky vyznam.

Domnivame se na pt., ze kdyby do statistické evidence byly Siroce zavedeny

12) 4. C. Samojlovié: Termodinamika i staﬁstiéeskaja fizika, Gostechizdat, 1953,
Moskva, str. 176.
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vybérové metody, znamenalo by to zrovna takové tspory jako v hromadné
vyrobé. Vidyt vyroba vyplnénych dotaznikt je dnes tou nejhromadngjsi ze
viech hromadnych vyrob. Nelze nevidét, Ze na jedné strané je administrativni
aparat zcela pfetiZzen evidenci, takze stadi ji jen provadét, ale ne jiz dostatetné
vyuZivat; na druhé strang o fadé dilezitych véei zprdv nemame.

Také aplikace v biologii, zvlasté v agrobiologii nejsou rozvinuty v dosta-
tetné mire, atkoliv pravé tento obor byl linem, ve kterém se moderni statis-
tika zrodila. Provéfovani agrobiologickych hypotéz, jak v rostlinné, tak Zivo-
¢iné vyrobs, pomoci analysy rozptylu by se mélo stat béznou véci.

Uvést ve skutek direktivy X. sjezdu KSC1) o zemédélském vyzkumu, zna-
mens provést stovky experiment. A kaidy z téchto experimentii, bude-li
nedbale proveden a vyhodnocen, muZe vést k falesnym rozhodnutim a tim
i k hospodaiskym a politickym ztratam.

Kromsé toho zaéina statistika pronikat do fady novych obori, jako je staveb-
nictvi, hydrologie, klimatologie, astronomie atd. Tyto obory slibuji dat pro
statistickou praci bohatou inspiraci a samy pouzivanim statistiky mohou hodné
ziskat.

Neni sporu o tom, Ze u nas jsou dobré predpoklady pro spéSny rozvoj jak
aplikaci, tak i theorie matematické statistiky. Proto je skoro nepochopitelné,
pro¢ vychazi tak mélo publikaci. MoZna, Ze je tomu tak proto, Ze mnozi pra-
covnici se obavaji, Ze u jejich praci bude hodnoceno spise nez cena pro lidské
poznéni a uZitednost to, zda jejich matematickéd forma odpovidé soudobému
vkusu. Také si myslime, %e nase narodni ctizidost nemize byt uspokojena tim,
7e zobecnime nékteré véty, ¢i zjednodusime nékteré dikazy.

Proto kondime tento sviij referat vyslovenim nadéje, Ze tato konference pii-
spéje k velkému rozkvétu matematické statistiky u nds. Jisté se to podai,
skloubime-li dohromady theoreticko-pravdépodobnostni tradici sovétskou a
,.statistickou‘* tradici Fisherovskou.

Referdt predneseny na proni pracovnt konferenci Ceskosl. matematickyjch statis-
tiks v Praze, konané ve dnech 27.—30.V 1. 1954.

13) Uvedme néasledujici misto z referatu s. SIROKEHO:
,»Déle je tieba vénovat mnohem v&tsi pééi spravnému dévkovani umélych hnojiv, a to
se zfetelem na strukturu pady, na predplodiny, jako¥ i na mnoZstvi vlahy*.
,Pro jednotlivé kraje nejsou vypéstovéany nejvhodn&jsi odridy. V tomto sméru vy-
zkumn4, prace vé#n¥ zaostava. NejvaZndjsi nedostatky jsou u polnich krmovin a technic-
kych plodin.*
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Casopis pro p&stovini matematiky, roé. 80 (1955)

K THEORII VICEROZMERNEHO INTEGRALU

KAREL KARTAK, Praha.

(Doslo dne 8. dervence 1954.) DT :517.397

Clének vznikl z autorovy diplomové préce, kterou vedl J. Maiix.
Hlavnim vysledkem je zobecn&ni na vicerozmérny ptripad této znamé
véty z theorie Perronova integralu: Md-li f Perrondiv integrdl v {a, t> pro

t
kaZdé t € <a, b) a existuje-li koneénd limita lim f f(x) de = A, pak exis-
t—>b—-a

3
tuje také [f(x) dx a rovnd se A.
a

I. Vicerozmé&rné nevlastni integrily

1. Zakladni definice a oznaeni. Budeme se prevainé zabyvat vicerozmér-
nym Perronovym integralem, definovanym v é&lanku [1] J. Mafikem. (Tam je
definovan dokonce Perron-Stieltjestiv integral). P¥ipometime si stru¢né jeho
definici.

Intervalem I v m-rozmérném eukleidovském prostoru Z,, nazveme kartézsky
soudin m uzavienych nezvrhlych (t. j. obsahujicich vice nez jeden bod) inter-
valiz By Je-lil =4, X 6y X ... X &y, kde ¢, = {ay, by, 0, < b, k=1,2,...,
m, budeme psat I = (a,, b; a,, by; ...; @y, b,>. Objemem intervalu I nazveme

dislo |I| = 11 — ax). Rekneme, %e posloupnost intervalii {I,}>_, konverguje
k=1

k bodu z ¢ E,, jestlize eI, pron = 1,2, ... a limd(I,) = 0; d(4) znamena

pro A c E,, pramér mnoziny A. Jako obvykle znadéi O(A4, ¢), kde ¢ > 0, e-okoli
mnoziny 4 v E,,, A jeji uzdvér a Int A mnozinu vSech jejich vnitinich bods.
Rekneme, Ze se intervaly I,, I, neptekryvaji, jestlize plati Int (I, n I ) = 0.

Bud K m-rozmérny interval. Rekneme, Ze F je funkce intervalu v K, jestlize
F je zobrazeni mnoziny viech intervala I c K do mnoziny redlnych &isel.
Rekneme, Ze F je superaditivni v K, jestlize plati F(I, + I,) > F(I,) + F(I,),
kdykoli se intervaly I,, I, nepfekryvaji, I, + I, je interval v K a soudet na
pravé strand ma smysl (t. j. nemé tvar o — o nebo — oo + o). Pro zna-
ménko < resp. = dostdvame definici subaditivni resp. aditivni funkce inter-
valu.
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Bud F funkce intervalu v K. Rekneme, 7e F je slab& spojitd v bod& z ¢ K,
jestlize F(I,) — 0, kdykoli I, — z, I, c K. Je-li F slabé& spojitd v kazdém bod®
x € K, Fekneme, Ze je slabé spojita v K.

Horni derivaci funkce intervalu F v bodé z ¢ K nazveme supremum mnoziny
vSech limit tvaru
F(I,)

L]
oznadeni F(z, K) nebo kratce F(x). Podobné dolni derivaci funkce F v bod#
x € K nazveme ¢éislo

im pro I, >z, I, cK;~

F(x) = inf ( lim el —»"))
- (L) \L —>I II'n|
Inc
lehce se zjisti souvislost s jednorozmérnym pripadem.
Bud f bodové funkce v K. Rekneme, #e funkce intervalu M je majorantou
funkce f v K, jestlize
(1) M je superaditivni v K,
(2) — o0 == M(x) = f(x) pro kazdy bod z € K.
Rekneme, Ze m je minorantou f v K, kdy% — m je majorantou funkce — f v K.
Piejdéme k definici Perronova integrdlu. Bud f bodové funkce v intervalu K.
Hornim Perronovym integralem funkce f v intervalu K nazveme infimum mno-
ziny {M(K)}, kde M je majoranta f v K; oznadeni ff(m) dz. Dolnim Perrono-
k

vym integralem funkce f v K nazveme supremum mnoziny {m(K)}, kde m je
minoranta f v K; oznageni [f(z) dx. Z podminek (1), (2) pro majorantu plyne
2 .

[f@)dx = [f(z) dz (dikaz viz [1], &st II, 43). Jestlize plati [f = [f a je to
X 4 S

konecné ¢islo, nazveme je Perronovym integrilem funkce f v intervalu K
a oznaéime [f(z) da.
K

V dalsim budou také zminky o Riemannové a Lebesgueové vicerozmérném integ-
rdlu; jejich definice jest dobfe znama. Pro kratkost budeme d4le misto Perrontv
integral psat P-integral; podobné L-integral, R-integral a dale definované
integraly.

2. Nékteré vysledky z theorie P-integrilu.

(21) Ma-li f P-integrdl v K, md také P-integrdl v I, kdykoli je interval I c K.

Dtukaz: [1], ¢ast II, 51.

(2.2) P-integrdl je aditivnt funkce intervalu.

Dikaz: [1], éast II, 52.

(2.3) Fubiniho véta. Md-lv funkce f(x,y) P-integrdl v intervalu K = {a, b;

c, dy, plati
a

b d b
ff(w y)dz dy = [([f(x,y) dy) dz = [([{(z,y) dy) dx .

401



Dukaz: [1], éast IT, 77.
(2.4) Necht f ma P-integrdl v intervalu K. Pro I c K polozme P(I) = [f(x) dz.

1
Pak P je slabé spojitd v K.
Diukaz: [1], &4st II, 81.
(2.5) Ma It f P-integrdl v {a,t) pro Icazde tela,b) a e:mstuye It koneénd

limita lim f f(x) de = A, pak existuje také f f(x) dz a platt f f(x) dx =

t—>b—a

Duakaz: [1], ¢ast II, 90.

(2.6) (a) Bud f bodovd funkce v intervalu K. Existuje-li R-integrdl z f v K, pak
existuje take P-integrdl z f v K a rovnd se R-integrdlu.

(b) Oznaéme P (K) resp. L(K) mnoZinu vdech perronovsky absolutné resp.
lebesgueovsky integrovatelnijch funkct v K. Pak plati P, (K) = L(K).

(¢) Bud K = {a,b); necht f ma v K nevlastni R-integrdl resp. nevlasint
L-integrdl. Pak md také P-integrdl.

Dikaz: (a) [1], ¢ast II, 60. (b) [1], ¢ast III, 11. (c) plyne z (a) resp. (b) a
(2.5). .
Poznamka. V dalsim se budeme zabyvat jen dvojrozmérnym piipadem.

3. Nevlastni dvojrozmé&rné integraly. Viimnéme si nejprve nevlastniho R-
integralu. Ten se obvykle definuje ne pravé exaktné, ale smysl téchto definici
je nasledujici (uvazujeme p¥ipad jediného ,,singularniho‘‘ bodu).

(3.1) Bud K interval, bod ze K. Bud D omezenéd oblast, jejiZz hranici je
jednoduché uzaviena kiivka kone¢né délky; necht z € D. Jestlize existuje vlast-
ni limita

' lim (R) ff/(xydxd_/_
(D)0
fekneme, Ze existuje nevlastni R-integril funkce f v K a rovna se 4.

Pozndmka. Je-li f definovana v intervalu K a je-li mnoZina 4 dasti K,

definujeme jako obvykle

Ji@) dx — Ji® 242 d

kde x4 znaéi charakteristickou funkei mnoziny 4. Zfejms nezélezi na tom, do
kterého intervalu mnozinu 4 vnofime. Neexistuje-li integrdl napravo, fekneme,
Ze integral z f pfes mnoZinu 4 neexistuje.

Definice se obdobné rozsifuje i pro pripad koneéné mnoha singuldrnich bodd.
Lze viak ukézat, Ze takto definovany integral neprekraduje t¥idu L-integralu;
to plyne z této véty:

(3.2) Funkce f md nevlastnit R-integrdal (ve smyslu definice (3.1)), pravé kdyZ
|fl md nevlastni R-integrdl. (Viz na priklad knihu K. Petr: Podet integralni
(1931), odstavec 307.)
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Od této chvile klademe K = (0, 1; 0, 1); to nent na Gjmu obecnosti.

(3.3) Bud v K definovéna funkee f; necht pro0 < o < 1,0y < 1 I(2, y)
znadi interval (z, 1; y, 1>. Necht existuje R-integral z funkce f v K — I(z, y);
oznaéme

D@, y) = [[ fz,y)dedy.

E—I(=y) :
Jestlize existuje vlastni limita

lim &P@,y)=4, 0{z<l1l, 0Zy<1,
[z,y]1—(1,1]
pak fekneme, e existuje nevlastni R-integral funkce f v K a rovné se 4.
Takto definovany integral oznadme R**. Podobné definujme L**-integral
a P**.integral. Nemusili jsme se samoziejmé omezovat na piipad, kdy bod z
lezi ve vrcholu K, ale tato definice je stejné jen pomocna.

Poznamka. (3.3) odpovidd tomu piipadu ve (3.1), kdy oblasti D jsou

oteviené intervaly. Méli bychom dislednéji oznadit
s K—I(z,y)

nebot mnozina K — D je uzaviend; ale hodnota integralu je v obou p¥ipadech
stejna. Této poznamky dale ¢astéji pouzijeme.

Ziejmé plati R** o> R, L** > L, L** 5 R** (t. j. ma-li funkce f R-integral
v K, mé také R**-integral v K a jejich hodnoty jsou stejné; atd.). Ukazme ted,
Ze neplati B** c L.

(3.4) Naintervalu K existuje funkce f tak, Ze plati (R**)[f = 0 a Ze neexistuje
K
konebnyj integrdl z. f pres A, kde A = € ([x,yle K, x = y).
A7)

Dikaz (J. Ma#ik): Bud a,, a,, ... rostouci posloupnost kladnych &isel, kters
m$ limitu 1; bud dale b,, b,, ... posloupnost kladnych &isel, kterda m4 limitu 0
a ktera tvori divergentni fadu. Polozme je$té a, = 0; necht

Kn = <an—1: Ay a;z—ly an> ) An = £ [a’n—l g Yy é x é a'n] .
EX7)

Je tedy 4, c K, pro n =1, 2, ... Utvofme v kazdém intervalu K, funkei f,
o téchto vlastnostech:

(1) f, je spojitd v K, a na hranici K, m4 nulové hodnoty;
(2) falz, y) = — faly, 2) pro kazdy bod [z, y] e K ,;

(3) fal®,y) = 0 pro [z, yle d,;

&) [fn=bn.

(Snadno se zjisti, ze takové funkce f, existuji.)

Definujme nyni v K funkei f takto: Je-li [z, y] ¢ K,, bud f(z, y) = f.(z, ¥).
(Patii-li bod [z, y] do K,, n K,, kde m = n, je zfejmé |m — n] = 1, f,(x, y) =
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= fm(z, y) = 0.) Nepatii-li [z, y] do ?4dného z intervali K,, bud f(z,y) = 0-
Snadno se zjisti, Ze funkce f je s vyjimkou bodu [1, 1] spojitd v8ude v K.

Dokézeme, Ze lim &(z,y)!) pro [z,yle K, [z,y]—> 1,1, z2<1, y<1
existuje a rovna se-nule.

Zvolme tedy kladna &isla x, y mensi nez 1; bud na pt. y < . Jelli y =z,
je z dvodu symetrie ®(z, y) = 0. Bud nyni y < ; oznaéme I, = <z, 1; y, z).
Plati &(z,y) + [f = P(x, %) = 0, tedy P(z,y) = — [f. Buda, ; <2< @,

I I

Interval I, zf‘ejrilé nemé spoleéné body s intervaly K 15 Kay vo0s Ky—q (v t8ch

jsou prvni soufadnice nejvys rovné a,_, < x) ani s vnitiky intervald K,,,,

K, ., ... (v téch jsou druhé souradnice vétsi ne# a, = x). Interval I, je éasti 4;

na I, je tedy f = 0. Na I, — K, je vSak f = 0; je proto 0 [t=[I< [t=
i 4

1 len n

—b,, takie 0 < |®(x, y)| < b,. Odtud plyne ihned, Ze lim D(z, y) = 0. Exis-
tuje tedy R**-integral [f a rovna se nule. Lebesguetv integral [f vSak neexis-
K K

tuje, protoze [f = [fu»= Db, = ©.
a n=1 4, n=1
Poznimka. Definujme v K funkei intervalu P pfedpisem P(I) = [f (ro-
1
zumi se R**-integral). Obsahuje-liIbod [1,1], je P(I )= [t — [f=—D(=z,y)
K ER-I

kde I = (x, 1; 9, 1. Je-li a,_, < max (z,¥) < a,, je |PU)| = |z, y)| < bas
pritom je viak plosné velikost intervalu I aspoii (1 — a,)?. Volime-li na pf.

b, = %, a,=1— %, je pro takovy interval I pomér mezi P(I) a plo$nou

n

velikosti intervalu I v prosté hodnoté nejvys (ﬁ_bnT)—z = % ; Vﬁ — 3—1; deri-
" n

~vace funkce P v bodsé [1, 1] je potom rovna nule. Vidime, %e takto sestrojena.

funkce f m4 v K dokonce Newtontv integral (viz [1], cast 11, 56).

4. P**.integril. V tomto odstavci dokdZeme, Ze P-integral je, podobné jako-
v jednorozmérném pFipad®, zobecnénim L**-integralu. Dokazeme totiz, Ze-
P = P,

(4.1) Necht existuje P-integrdl z funkce f v intervalu K. Pak existuje také
P**_integrdl z f v K a rovnd se P-integrdlu.

Dikaz: Plyne ze slabé spojitosti P-integrélu; viz (2.4).

(4.2) Necht existuje P**-integrdl z funkce f v intervalu K a rovnd se A. Pak:
existuje také P-integrdl z f v K a rovnd se A.

Dukaz. Sestrojme tuto posloupnost &tverci: Rozdélme K na ¢tyti shodné:
&tverce a oznadme K,, K,, K, ty z nich, které neobsahuji bod [1, 1]. Ve zbylém:

| 1) Viz (3.3).
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¢tverci — oznaéme ho L, — provedme tuto operaci znova; dostaneme &tverce
Ky, Ky, Kg; interval L, rozdélime podobnd na intervaly K,,.,, Konio, Kinis,
L,,,, pti éemz L, ,, obsahuje bod [1, 1]. Je tedy L, = (1 — 2-» 1;1 — 2-n, .
Polozme jesté K = L.

Zvolme nyni libovolng & > 0. Protoze existuji integraly f f,m=1,2,

existuji majoranty M,, M,,... v K, K,, ... tak, Ze plati
(@) MK < [Ji+g (=12..).

KaZdou funkei M, rozsifme na cely interval K tak, Ze polozime M ) =
= M,(IK,) resp. M ,(I) = 0 podle toho, je-li IK, interval (nedegenerovany)
¢i nikoli. Funkce M, jsou podle [1], ¢4st II, 22 superaditivni v K.

Zkoumejme nyni fadu

@

Z[M:m—z(K) + Msn—l(K) + Man(K)] .

Jeff<M K)<ff+9,tedy

ff+ [+ ff<M3n oK) + My y(K) + Mon(K) <

Lyp_1—L, K3n—2 K3, -1

1 1 1
< f f+e (23n—2 + 923n—1 + 2‘3?) <
Ln—l_Ln

N
Jeviak > [ = f f = f f jak se snadno zjisti indukei; odtud plyne,
- ad

n=1 L, _1—L,
Ze fada (B) konvergu]e a ]e]1 soucet lezi v intervalu (4, 4 + &).
Zvolme nyni libovolny interval I ¢ K a utvofme fadu

o0

(») Z[M:m—z(l) + M;,._,(I) + M, (1] .

n=1
Rozeznivejme dva piipady:

(1) [1, 1]nepatiido I. Potom provelkdnje I n L,_, = @, tedy I n Kyp_, =
=InKsy =...=0, My, ,(I) = M,,_,(I) = ... = 0, takie fada (y) ma
jen kone¢ny potet nenulovych &lent a je proto konvergentni.

(2) [1,1] patti do I. Potom pro velkd n je L,_, c I, tedy M,,_,(I) =
=My, o(I 0 Kgn_y) = My, o(K,,_,) = M;,_o(K)atd. Rada (v) se tedy aZ na
koneény podet ¢lenti shoduje s fadou (8), takZe je rovn&# konvergentni.

Rada (y) tedy definuje pro kazdy interval I c K jisté &islo; oznadme je M (I).
Tim je definovdna v K funkce intervalu 7, kterd je ziejm& superaditivni;
zjistili jsme, Ze 4 < M(K) < A + &.

405



Definujme jedté v K funkei intervalu D timto predpisem: Je D(f) = 1 resp.
D(I) = 0 podle toho, obsahuje-li interval I bod [1, 1] & ne. Funkce D je ziejmé
aditivni, takze funkce

- M = M 4+ 5¢D
je superaditivni.

Dokazeme, ¥¢ M je majorantou funkce f. Mame tedy dokazat, Ze plati
M(z,y) = f(z,y), M(x,y) + — o pro kazdy bod [z, y] e K. ‘

Bud napted [z, y] = [1, 1]. Pak existuji nejvys étyfiindexy ¢ tak, Ze [z, y] € K,
Lehce se zjisti (viz [1], ¢ast II, 29), te M(z, y, K) = min M(2,y, K,), kde
i probihd uvedené indexy; je tedy M(z, y) = f(=, ). Zf-ejrr;é je také M(x, y) +
=+ — ¢o, ‘

DokéZeme jests, Ze je M(1, 1) = 4 0. Protoze funkce D(z, ¥)?) m3s v bodé
[1, 1]limitu 4, existuje é > 0 tak, e pro kazdy interval I(z, y),*) kde 1 — <
<z<l,1—-080<y<l,je

| [ f—Al<e. - (*)
K -1(z,y)
Jedi nyni 1 —d<a, <z <1, 1 <y, <y, <1, B=1I(,y) —
— I(xy, Y,), je ziejmé

lef|:| [ = ] fi<ze. (**)

2 A B —I(23,y2) E—I(z,¥)

Zvolme takovy interval I(z, y), aby platilo 1 — d<zx<l,l—0<y<l
K ndmu zvolme pfirozené n tak -velké, aby bylo z <1 — 2 y<1l—2T"
Rozd®élme interval I(z,y) ziejmym zpisobem na intervaly I, I,, I3, L,. Je

3 3n

H(I(@, 9) = H(Ly) + 3 H(IL). Z @), (1)plyne, e M(L,) = M(K) — 3, M(K),

’ 3n
je tedy B (L,) = M(K) — 2, [ff +- —25]> M(K) —ff— e>%) M(K)— A—
=t Kq _ K—Ly .
— g —e> — 2. Dile je M(I) = [f,i=1, 2,3, tedy > M(I1,) > [ >
1; ¢ i=1 I(z,y)—L,

~1) — 26 Je tudiz M(I(z,y) > — 4s, MI(2, ) > & Odtud plyne ihned

M(1,1) = co. Je proto Jf < M(K) < 4 + 6¢, [} < A. Ze stejného divodu
K K
je [(—H< —4, [ = A, tedy [f = A. Tim je véta dokdzéna.
K s K

Poznamka. Z piededlého vysledku plyne, Ze funkce z (3.4) ma P-integral.
Tento piiklad zéroveii ukazuje, Ze i pro dva rozméry je P-integral obecn&jsi
ne# L-integral. Existence funkce z (3.4) je konstatovana v ¢lanku [2]. — Pozna-
menejme jedt&, Ze jiny priklad funkce majici P-integral a nemajici L-integral
" %) Viz (3.3).

3) Viz (*).

4) Vlz (**).
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Ize sestrojit takto: Bud g funkce v <0, 1), majici neabsolutné konvergentni
P-integral. Polozme f(z, y) = g(x) pro [z, y] € 0, 1; 0, 1. Lehce se zjisti, Ze f mé
pak neabsolutné konvergentni P-integral (dokonce podle aditivnich majorant
a minorant); také zobecnéni pro vice rozmérii je ziejmé.

5. P*.integral. P* — P. Podle (2.5) je jednorozmérny P-integral spojitou
funkei svych mezi. Ukazme, Ze se tato vlastnost rozsifuje na dvojrozmérny
pfipad; nejprve poddme jinou definici nevlastnich integrali.

(5.1) Bud v K definovéna funkce f; necht existuje P-integral z funkce f
v kazdém intervalu <0,2;0,y>, kde 0< x<1, 0Sy<1, z+y <2
Oznacéme

F,y)= [[ f@,y)dedy, [1,1] +[z;y]cK.

<0,z;0,y>
Jestlize existuje vlastni limita
lim F(z,y)=A4, kde [z,yleK, [z 9]+ [1,1],

lz,y]—[1,1]
pak Fekneme, Ze existuje P*-integral z funkce f v K a rovna se 4.
Poznamka. Podobné mizeme definovat i R*-integral, L*-integral.
(5.2) Necht existuje P*-integral z funkce [ v intervalu K. Pak existuje také
P-integrdl z f v K a rovnd se P*-integrdlu.
Dukaz: Pro 0 < 2 <1, 0< y < 1 zfejmé plati

kde @ je definovana ve (3.3). Tedy existuje také vlastni limita lim @D(x,y)=

[z,y]—[1,1]

=lim F(z,y) = 4,kde 0 < z < 1,0 < y < 1. Tvrzeni plyne ze (4.2).

Tim je dokazano, Ze plati P* c P. DokaZme je§té obracenou inklusi.

(5.3) Necht existuje P-integrdal z funkce f v intervalu K a rovnd se A. Pak
existuje také P*-integral z f pies K a je rovny A.

Nebo v ekvivalentni, formé:

(5.4) P-integrdl fe spojitd bodovd funkce.

Dikaz: Pro 0 < x < 1 existuje tedy [/ f= ¥(z)a plati lim ¥(z) = 0.

> ,

{x,1;0,1 z—>1—
Podle (2.3) je totiz

1

I f‘—‘f(uff(x,y)dy)dx;

{=,1;0,1> z
podle (2.5) je P-integral spojitou funkei svych mezi.
Je-li 0 < z < 1, pouzijeme odhadu -
P, y) — 4] < |F(z,y) — F@, 1) + |F(z, 1) — 4] <

S A+L [ a+1 A

<0,L;p,1> {(z,1;y,1> {x,1;0,1>
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- Jeldiz = 1, pisme |F(z,y) — A| = | [[ fl. Ze slabé spojitosti P-integralu
. <0,Lu,1»

a predeslé poznimky plyne ihned, %e F(x,y) — A konverguje k nule pro
[x’ y]_>[17 1]' - '

6. Nevlastnf P-integral. Nasledujici otédzka zlstala nevyjasnéna: Bud
Q = (—1,1; —1,1). Necht existuje P-integral z f pres @ — I, kdykoli I je
interval, [0, 0] e Int I, a necht existuje limita lim [f{=A4 pro I—[0,0],

Q-1
[0, 0] ¢ Int I. Mé f P-integradl v @*
V tomto odstavei ukézeme, ze odpovéd je kladné a ze [f(z) dz = 4.
Q

(6.1) Definice. Bud K interval, F' funkce intervalu v K. Rekneme, Ze F je
spojitéd v K, jestlize F(I,) - 0, kdykoli K > I,,n=1,2,..., I, > 0.

Pozndmka. Zfejmé kazdé spojitd funkce intervalu je slabé spojitad. Opak
neplati, jak se lehce zjisti.

Podle (2.4) je P-integral slabé spojita funkce intervalu. Ted miZeme dokazat
vice. '

(6.2) P-integrdl je spojitd funkce intervalu.

Diukaz: Stadi provést pro interval K = <0, 1; 0, 1>. Podle (2.2) je P-in-
tegral aditivni funkce intervalu. Ozna&me podle (5.2) F(z, y) = [[ 1, kde

<0,;0,¥>
0<2<1, 0Sy< 1. Pro I=<{®, %Y1 Y2 cK plati P(I)= [f=
; ' i

= F(x,,y;) — F(2y, y1) — F(x,,y,) + F(x;,9,). Podle (5.4) je F spojitd bo-
dovs funkee; protoze K je kompaktni, je dokonce stejnomérné spojita na K.
K danému ¢ > 0 existuje tedy 6 > 0 tak, Ze

([0, ya] € K, [%5, Ysl € K, (2 — 21)* + (42 —92)' < &) =
:>|F(x19yl) _F(x27y2)| < e v
Je-li |I| < &, je min (jz, — 24|, [y, — ¥1l) < 0. Je tedy |P(I)| < 2¢, kdykoli
|| < é2. ’
(6.3) Véta. BudQ = <(—1,1; —1, 1) interval, f bud bodovd funkce definovand
na Q. Necht existuje P-integrdl z f pfes @ — I, kdykoli [0, 0] e Int I, kde I je
interval, @ necht existuje limita

lim [fx,y)dvdy = A pro [0,0]eIntI.

1-[0,0] @I
Pak existuje také P-integrdl z f pfes Q a rovnd se A.

Dikaz: Polotme K = K, = <0,1; 0,15, K, = (—1,0; 0, 1), K = (—1,0;
—1,0), Kg=1¢0,1; —1,0). Pro 1 =1, 2, 3,4 bud f,=f.xg, kde xg, je
charakteristickd funkce mnoziny K,;. Dokaime, e existuji limity

lim [ f, I—1[0,0],[0,0leIntl, i=1,23,4.
Q—I
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Staéi na pf. dokazat, Ze existuje lim [ f pro I — [0, 0], I c K. PoloZme pro
K=1
kratkost F(4) = [f pro A c Q. Podle pfedpokladu ke kazdému & > 0 existuje
4 .

é > 0 tak, Ze v
|F(Q_Il)_F(Q_I2)I<£’

kdykoli I, c @ n O([0, 0], 8), [0,0]eIntI;, k= 1,2. Volime-li specialng
I, = {a,b;c,yp, k=1, 2, y; <y,, dostdvame

[F (<@, b; y1, y20)| <e-.
Ze spojitosti funkee F plyne, Ze |F (<0, b; y,, ¥,»)| < ¢. Podobné zjistime, Ze je
1F((xy, 255 0, d))| < &, kdykoliv je 0 < z, < x, < J, 0 < d < 4. Je tedy

|[F(K —1I1,) — F(K —I,)| < 2¢,

kdykoli I, c @ n O([0, 0], 8), [0, 0] e Int I}, & = 1, 2. Tedy je splnéna nutna
a postadujici podminka proexistencilimity lim [ f, takZe existuji limity lim [ f,
E=I eI

=4, I->[0,0], [0,0]eIntI, i =1,2 3 4 Podle (4.2) plati [f, = A..
Q
4 4
Protoze je zfejmé 4 = > A, jest Z [t f = A. Tim je dikaz ukonden.
_ i=1 =1Q

Il. N&které aplikace a dal3i problémy

7. O integrilu sou&inu funkci. V mnoha pfipadech je dulezité védét, zda je
soufin dvou integrovatelnych funkei také integrovatelna funkce; staci pfipome-
nout pocitani Fourierovych koeficienti.

V jednorozmérném piipadé je v této otazce celkem jasno; poznamenejme, Ze
ma-li na piiklad f P-integral a ¢ je monotonni, existuje také integral z fp a plati
obvykla druha véta o stfedni hodnot& (dikaz: [1], édst II, 93). Naproti tomu
Ize lehce konstruovat piiklad, kdy f mé nevlastni R-integral, ¢ je spojits
(dokonce m4 derivaci), a 1ntegral z fp diverguje. ¢ mé pak oviem nekonecénou
variaci. (Viz [1], ¢ast II, cviceni 13.)

Ve vicerozmérném piipadé se v pripadé L-integralu takova véc stdt nemize.
Je v8ak snadné udat spojitou funkei ¢(z, y) tak, Ze P-1ntegral z f.qp ples K,
kde f je funkce z (3.4), diverguje.

Nejdiilezitéjsi z tohoto okruhu otazek je asi ta, zda je moZno pouZit vice-
rozmérného P-integralu v theorii dvojnych Fourierovych ¥ad. V theorii distri-
buci se vyskytuji integrily f fo, kde @ je nekoneén& derivovatelna. V pripadé

P—mtegrovatelné funkce f neni zndmo, zda na pf. integraly ze soudini f(z, y) .
. cos nx, ... konverguji.

Pro prvm ucdel by stadilo dokazat, Ze integral ze soucinu P-mtegrova,telné
funkce f(z, y) a funkece @(x) s variaci koneénou konverguje. Neni znamo, zda
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tato véta plati. Ukdzeme, Ze plati pro funkei f, majici nevlastni L-integral.
DokéZeme dokonce tuto obecnéjsi vétu: :

(7.1.) Necht f md P-integrdl v K a necht g je funkce s koneénou variaci v <0, ).
Necht existuje P-integrdl [ [f(x, y) p(x) dz dy pro kaZdy interval 1, kteryj je cdsti K
1

a neobsahuje bod [1, 1]. Pak existuje téZ P-integrdl [[H(x, y) p(x) dz dy.

Dukaz. MaZeme predpokladat, Ze ¢ je mgnotonni. Je-li I = (x;, 2,
Y1, ¥o> C K, md podle Fubiniovy véty funkce y(x) = ﬁ‘(x, y) dy a tedy téz
funkce @(x) .y(x) P-integrdl v (z,, x,). Miuzeme tedy y;r K definovat funkei
intervalu N pfedpisem

N(I) = [e@) ff@ y) dy] de .

Zy Y

Snadno se zjisti, ze N je (kone¢na) aditivni funkce a ze N(I) = [f(x, y) p(x)
i

pro kaidy interval I c K, ktery neobsahuje bod [1, 1]. Z aditivity funkce N
plyne, ze pro kazdy interval I c K, ktery obsahuje bod [1, 1], plati

N(K) — N(I) =K£If(w, y) g(x) . (**%)

Je-li I = (x, 1; 9, 1), je podle 2. véty o stiedni hodnoté
& 1 11
N(I) = o) [[f + ¢(1)§fff-
zy Yy

Protoze integral funkee f je spojitou funkei intervalu, je N({I)— 0 pro I —
—[1,1]. Ze vztahu (***) nyni plyne, Ze existuje P**-integrdl a tedy téz
P-integral funkee f(z, ) ¢(z) v K. Tim je véta (7.1) dokazana.

Zavedeme jests tuto definici: (7.2) Bud f P-integrovatelnd funkce v K. Rekne-
me, %e bod a € K je Ly-singuldrnt, jestliZe neexistuje interval I takovy, Ze a e Int 1
a e na I n K je f L-integrovatelnd.

Z vty (7.1) plyne, jak &tenaf snadno dokéze, tato véta:

(1.3) Bud | P-integrovatelnd funkce v intervalu K. Bud @ funkce s variaci
koneénou ma <0, 1>. Necht je mnofina L-singuldrnich bodi funkce f koneénd. Pak
P-integrdl z fp ptes interval K existuje.

8. O geometrickém vyznamu P-integrilu. Priklad ve (3.4) ukazuje na ,,pii-
lisnou obecnost* vicerozmérného P-integralu. Je totiz vidét, ze ototime-li graf
funkce f(z,y) tak, aby se piimka y = z ztotoZnila na pf. s osou z, prestava
funkce | byt integrovatelna. Zatim co pro L-integral jsou dokézany velmi
obecné véty o substituci, pro P-integrél neplati ani véta o tak specialni sub-
stituci, jakou je rotace. : :

V tomto odstavei ukédZeme, Ze existuji funkce, které maji neabsolutné kon-

410



vergentni integral invariantni vzhledem k isometrickym transformacim. Zrejmé
stadi dokazat nasledujici vétu:

(8.1) Na mnofiné € (a* + y* < 1) ewistuje funkce f, majici P-integrdl inva-
EX7)] .

riantnt vzhledem k tramsformaci *' = x cos p — ysing, y' = xsin¢ + y cos g,
nemajici vak L-integrdl.

Diukaz. Na intervalu (0, 1) existuje funkce g, kterd je spojitd v (0, 1>
1
a takovd, e integral [ g(x) dz je neabsolutné konvergentni. Oznaéme R =
0
— £@=0,y =022+ < 1); proa® + ¢ < 1 bud f(@, y) = g(|/=* + ).
[z,¥] ' ; e

Dokazme, Ze existuje integral [ [f(z, y) dz dy. Podle (4.2) staéi dokdzat, Ze
R

existuje P**-integral z f pfes R (zde je oviem ,,singuldrnim‘ bodem bod [0, 0]).
Bud [a,b]e R, a > 0,b > 0, I(a,b) = (0,a;0,b). Jest

If He.pdedy= f...+ [.ccd [oons

R—I(a,b) (¢V] (1) (111)

kde
(I) =E€(xyleR a2+ 2<a*+y2< 1),
[#,y] )
II) = E(z,y]eR, 0< 2 <a, b<y< a2+ 02— a?),
[z,¥]

(I11) = €J([x, yeR, a<z<|a2+ 02—, 0<y<b).
€.y

V téchto integralech je integrovana funkce spojita; lze tedy uzit véty o substi-

tuci. Mame tak
™

1

f---=(lf)g(Vw‘2+y2)dxdy=fk [ rg(r)dr)dp =

)

0 l/a’ +6*

1

= In [ rg(r) dr.

1"az ]

1 .
Druhy integral odhadneme takto: Z existence limity lim [ g(x) dz plyne, Ze ke
e—>) &€ <

kazdému 7 > 0 existuje 4 > 0 tak, Ze 0 < ¢ <& < 0= |z g(x) dz| < 7.
Je-li tedy 0 < Va2 + b < 0, je

5 Vo
| [l =] fb({ rg(r)dr) dg| < }r.7.

) arctg; —simp

Pro [a, b] — [0, 0], @ > 0, b > 0 se tedy tento integral blizi nule; podobné se
vySetii i tfeti integral.
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Tim je dokdzéno, Ze plati (P) [[{(x, y) dz dy = = [g(r) r dr. — Z podob-
R 0

nych divodd existuji také integraly ve zbyvajicich dtvrtkruznicich; je zfejmé,
%e funkce f nems L-integral. ProtoZe se rotaci graf funkce f neméni, je véta
dokézéna.

Pozndmka. Je ptirozené polozit si tuto otdzku: Definovat P-integral tak,
aby integrovatelné funkce zistaly integrovatelné i po substituci X' = (p(X ),
kde ¢ je isometrické transformace. Poznamenejme, Ze jeden moZny zpisob je
definovat derivace majorant a minorant podle simplexi.

9. Dal¥i otdzky. Z dukazu Fubiniho véty v [1] je vidét, pro¢ bylo k definici
P-integralu tteba superaditivnich a ne jen aditivnich majorant.

(91) (J. Matik.) Existuje funkce dvou proménnijch, majici P-integrdl podle
superaditivnich majorant, nemajict véak P-integrdl podle aditivnich majorant?

V (6.2) jsme dokazali, Ze P-integril je spojita funkee intervalu.
(9:2) Nestalt k definici P-integrdlu spojité majoranty a minomniy?
Poznamka. V jednorozmérném ptipadé tomu tak je ([3], str. 211).

(9.3) Ewxistuje funkce f v K = 0, 1; 0,1) takovd, aby v tomto intervalu
platilo

y z

(+) 0fu(f (w, v) dv) du = [([f(u,v) du) dv = F(z,y),

00

aby takto definovand funkce F byla spojitd v K a aby neexistoval P-integrdl
2 funkee f v intervalu K?

ToLsToV sestrojil ptiklad spojité funkce F v intervalu K takové, ze v kazdém
bodé plati
#F(x,y) _ #F(z,y)
ox oy Oyow

= f (27, 3/) + 4+ o
a %e funkce f nemé L-integrl v zadném intervalu I c K (viz [4]). Pro funkce
F, f z¥ejmé plati vztah (+). Lze tedy poloZit slabsi otézku:

(94) Necht f md P-integrdl na K. Existuje interval I c K tak, Ze f md L-inte-
gral na 1?

Nejtézsi z tohoto okruhu otézek je asi tato:

(9.5) Charakterisovat P-integrdl mezi vdemi aditivnimi funkcemi intervalu.

Pozndmka. V jednorozmérném piipadé je to rozieSeno vétou o ekvivalenci
P-integralu a t. zv. ,,azkého* Denjoyova integralu ([3], str. 211).
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Peswome

K TEOPUU MHOTOMEPHOI'O MHTET'PAJIA

KAPEJI KAPTAK (Karel Kartdak), ITpara.

(IToctynmuno B pegaxumio 8. VII. 1954 r.)

Pafora mocssamaercss MHoromMepHoMy muTerpasny Ileppona; aBrop ucxojur
uz omnpepesnennsi, panHoro 1. Mapmurom B pabore [1] (cymepaaguruBHbIe
MasKoOpaHTH). ['JIaBHEIM pesyJabTaTOM IepBOH YacTH SBIAETCA Cleylonas
TeopeMa:

ITycmo Q — unmepsan, a € Q, f — Pynryus na Q. Iycmv cywecmeyem un-
mezpana Ilepporna @ynryuu f, pacnpocmpanennviii na @ — I, das ecakozo

unmepsasa I, tae a e Int I, unycms cywjecmsyem npedealim [ f(z, y) dr dy =
I—a Q—I
= A 0aa aeInt I. To2da cywecmeyem u uwmezpas Ileppona ¢gynryuu f,

pacnpocmparennbili Ha Q, u paswaemea A.

Bo BTopoit 4acTé moKasaHbl HEKOTOpPHIE IPHJIOMEHUA OTOI TeopeMhl (UHTe-
rpaj mpoM3BefeHMs; reoMeTpUdecKoe sHaueHue uHTerpasna Ileppoma); masee
pasbuparoTcs HEKOTOPHE MPOGJIeME.

Zusammenfassung

ZUR THEORIE DES MEHRDIMENSIONALEN INTEGRALS

KAREL KARTAK, Praha.
(Eingelangt am 8. Juli 1954.)

Diese Arbeit betrifft das mehrdimensionale Perronsche Integral, wie es in
[1] von J. Makix definiert wurde. Das Hauptresultat des ersten Teiles lautet:
Es sei Q ein Intervall (Q c E,), a € Q, f sei eine Funktion auf Q. Es existiere das
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Perronsche Integral [ f(z,y)dx dy fir jedes Intervall I, das in seinem Innern den
Q—I
Punkt a enthilt. Essoll weiter die Limit lim [ f(z,y) dx dy = A (wo a € Int I)
. I—»a Q—1I :
existieren. Dann existiert auch das Perronsche Integral [f(z,y) dx dy und ist
§ :

gleich A.

Im zweiten Teile werden einige Anwendungen dieses Satzes gezeigt (die
Existenz des Perronschen Integrals aus dem Produkt zweier Funktionen und
die geometrische Bedeutung des Perronschen Integrals in gewissen Spezial-
fallen). Zum Schluss sind einige Probleme gestellt.
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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 80 (1955)

O EXISTENCI ROVINNYCH MNOHOUHELNIKU S PREDE-
PSANYMI UHLY

KAREL CULIK, Brno.
(Doslo dne 20, zaii 1954.) ; DT: 513.102

E. CecH polo#il otdzku, zda &isla oy, &y, ..., &, (n = 3), kters spliiuji
nerovnosti : :
0<ax;<2r, ¢=12,...,m (1)
a rovniei _
n “
2o, =(n—2)m, (2)
i=1 .
jsou v daném poiadi velikostmi uhlt rovinného n-uhelnika.

A. REnvyr ukdzal,!) %e odpovdd na Cechovu otézku je kladné. Na
Cechovu otézku lze navic odpovédét (véta 2.4), Ze éisla ;¢ = 1, 2, ...,
n (n = 3), které spliuji podminky (1) a (2), jsou v daném potadi veli-
kostmi thli jednoduchého n-ihelnika.

Cechovu otdzku lze pfirozend zobecnit tim, ¥e podminku (2) nahra-
dime zcela obecnou podminkou

n

.Z x; = mm, (3)

i=1
kde m je ptirozené ¢&islo, které spliiuje nerovnosti 0 < m < 2n a pod-
minku m = n (mod 2).

Cisla o;, 5 = 1,2, ...,n (n > 3), ktera spliiuji podminky (1) a (3),
obecné nejsou velikostmi hli rovinného n-thelnika. Lze viak udat
nutné a dostateéné podminky, kdy tomu tak je (véta 4.2).

V souvislosti s tvahami o existenci rovinnych mnohouhelniki
s predepsanymi velikostmi jejich thla se ukézalo vyhodnym zavést
pojem n-lomené dary a vySetiovat ndkteré vlastnosti n-lomenych &ar,
jako je na piiklad absolutni jednoduchost (definice 4. a véta 3.3).

1. Rovinny mnohothelnik definujeme ve smyslu L. PoiNsora:?)
Definice 1. Necht proky koneéné posloupnosti A, A,, ..., A, (n = 2) znaét

1) 4. Rényi: Poznamka o thlech mnohotihelnika, Cas. pro pést. matematiky, 78 (1953),
str. 305— 306.

2) L. Poinsot vychézi od skupiny bodi, pomoci nichZ definuje strany mnohouhelnika,
zatim co na piiklad 4. F. Mobius od skupiny tsedek a #4d4 jisté podminky na jejich inci-
denci, jak je to zndmo z kombinatorické topologie (viz M. Briickner: Vielecke und Viel-
flache, str. 12— 16).
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body eukleidovské roviny, které spliuji podminku: A;_y + A; & Ay, pro kaZdé s,
pFi Gem# klademe A; = A, kdyZ j=k (mod n). Pak soustavu usefek A A,,
A4, ..., A, A, AL A, nazgjvdme rovinngm n-vhelnikem nebo mnohoihelnikem
a oznalujeme jej A, A, ... A,. Body A; nazjvdme jeho vrcholy a 4selky (uzaviené)
A,A,,, jeho stranami. Orientované wuhly <X A, ,AA;,, polopFimek A A;_,,
A, A, nazjvdme thly pront tFidy a orientované thly X A, A A, nazjvdme
1whly druhé tFidy n-ihelnika A,4; ... A, Body leZict ma strandch nazjvdme body
mnohothelnika. T

Z definice vyplyva, zesymboly 4,4, ... 4, a AA; ... A A ... A;_ ozna-
¢uji tyz mnohotihelnik pro kazdé i. Kromé toho je zfejmé, Ze kazdy mnoho-
thelnik ve smyslu definice 1 je souvisly.?)

Kadé tidé ahla n-thelnika 4,4, ... 4, odpovidd jeden ,bfeh* tohoto
n-tthelnika.t) V dostatetnd malém okoli jeho stran lze oba biehy od sebe odlisit
barvami nebo rafovanim, jak to udinil také Rényi (viz jeho obrazce).

Velikosti tthli obou t#d n-tGhelnika 4,4, ... 4,, &; = X A; 14,4, ,, (mod 2r)
resp. «; = <X AHIA,J:-_l (mod 2r), jsou jednoznaéné urdeny pozadavkem

0<a; <2mresp. 0 S, <2m, ©1=12,..,7m. (1)

1.14. Necht je ddn n-thelntk A, A, ... A, (n = 2) a necht «;, 1 =1,2,...,m
jsou velikosti whld jedné jeho tFidy. Pak vidy existuje nezdporné celé Cislo m, které
spliiuje nerovnosti 0 < m < 2n a podminku m = n (mod 2) tak, Ze

n

Dxg=mm. (3"

i=1

Dikaz. Z pozadavku (1') na &isla «, vyplyva, ze 0 < Zloc,» < 2nm a tedy
také existence &isla m, které spliiuje nerovnosti 0 < m < 2n. Snadno se do-
Kége tvrzent, %o < A A, Ay + X Agdody + ...+ X Au AA, + & A,A4,4,=
— nn (mod 2r) pro kazdé n = 2. Odtud bezprostiedné vychazi, Ze m =n
(mod 2), tedy také, Ze m je celé.

1.2. Necht x, resp. o}, i = 1,2, ...,n (n = 2) znati velikosti whlé pront resp.
druhé tFidy n-ihelntka. Pak plati:

a) a; = 0 <>a; = 0 pro kaZdé 1;

b) & £ 0 = a; + ;= 2m pro kafdé i

c) itx{ + 2"‘; — 2(n — s) =, kde s je celé mezdporné Cislo, 0 < s < n, které

i=1 =1

znadt pobet nulovych uhli nékteré tFidy.
d) s = 0 <>a; + 0 pro kaZdé i, t. j. x; splriujt (1).
Dukaz je zfejmy.
3) Pravé Mobius piipousti ve své definici mnohothelniky nesouvislé.

4) Definici ,bfehu’‘ viz E. Steinitz-H. Rademacher: Vorlesungen iiber die Theorie der
Polyeder, str. 12.
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Definice 2. Necht je ddn rovmny n-vhelnik A, A, ... A,, ktery spliiuje pod-
minky: :

(a) A; &= A; pro kaZdé i + j;

(b) pro Zddny vrchol A; neplati, Ze A, leZi mezi vrcholy A;a A, 4;

(c) Zddné dvé strany A;A;,, a A;4;,,, 1 + ], nemajt spoleény vnitini bod.
Pak #ikame, Ze n-ihelnik A A, ... A, je jednoduchsj.b)

Jednoduchy rovinny mnohothelnik déli rovinu na dvé disjunktni oblasti,®)
vnitfek a vnéjsek, které zfejmé odpovidaji jeho ,,bfehim®, takZze u jednodu-
chého mnohotihelnika lze tiidy jeho Ghla krdtce nazyvat tiidou vnit¥nich
a tfidou vnéjsich Ghla.

Dale je ziejmé, Ze jestlize n-thelnik je jednoduchy, musi velikosti jeho vniti-
nich i vngjsich ahla spliiovat Cechovu podminku (1) (podle podminky (c)) a
musi byt n > 3.

Necht je din n-thelnik, jehoz jedna t¥ida ahld je co do potadi a velikosti
urcena éisly a;, 1 = 1, 2, ..., n (n = 3), ktera spliiuji podminku (1). Potom podle
1.2d)jes =0azl.2c¢) vyplyva Ze vidy lze zvolit takovou tf¥idu Ghla daného

n

1
n-thelnika, pro jejichz velikosti plati Z x; < nn. Potom o éisle m = — Zoc‘,
1=1
jehoz existence je zarucena v tvrzeni 1.1, lze pfedpokladat, Ze 0 < m é n

a Ize definovat celé éislo k vztahem m = n — 2(k 4 1). Pomoci tohoto ¢&isla lze

Cechovu podminku (2) zobecnit na podminku

Dxg={n —2(k+ 1)}=, (4)

i=1
n— 3

kde £ je celé ¢islo a spliiuje nerovnosti — 1 < k < [ ]7) an > 3.

Cechovu zobecnénou otdzku je tedy mozno vyslovit takto: Necht &isla «;,
t=1,2,...,n (n = 3), splituji podminky (1) a (4). Existuje pro kaidé n > 3

a kaidé celé k, spliiujict vatah — 1 < k < [n , rovinny n-thelntk, jehok

Uhly (jedné z obou tFid) jsou co do velikosti a pofadi wréeny isly x;?

1.3. Necht x; resp. ;, 1 = 1,2, ...,n (n = 3) 2naét velikosti whli prvnt resp.
druhé tFidy n-ihelnika a spliiuji podminku (1). Pak o«; spliuji podminku (2)
tehdy a jen tehdy, kdyZ «'; splituji podminkw

Soag=m+2)m. (2')
=1
Dukaz je zfejmy podle 1.2.

8) Viz D. Hilbert: Grundlagen der Geometrie, 7. vyd., str. 9—11. o

%) Jednoduchy rovinny mnohothelnik je Jordanovou k¥ivkou a dsli tedy rovinu na dvé
disjunktni oblasti (viz na p¥iklad v. Kerékjartd: Vorlesungen iiber Topologie, str. 59).

7) Symbolem [z] oznadujeme Gaussovu funkei, t. j. nejvtsi celé &islo ¢, pro které
c < .
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.2. Zobecnsnou Cechovu otdzku pro piipad k = 0, kdy podminka (4) pfejde
v pvodni Cechovu podminku (2), vySetfoval Rényi. Pro n > 4 Ize volit ¢isla

o n—2
- i =
n

w, +=12,..,%n,

ktera zfejmé sf)lﬁuji podminky (1) i (2). Pfesto tato &isla ne\}yhovuji Rényiho

pozadavku,?) kterého ve svém dikazu uzivé. Toto nedopatteni je odstranéno

nasledujici vétou 2.1. '
V dalsim vdude klademe &; = «;, kdyZz i = § (mod n).

21. Necht &isla x,, &, ..., &, spliuji podminky (1) a (2) @ necht n > 4. Pak
v¥dy existuje alespori jeden index j takovy, Ze ™ < o; + &j4q < 3.

' Dukaz. Predevim existuje alespoii jeden index g takovy, Jer < 0+ Ogirs
nebot kdyby neexistoval, platilo by &; 4 &4 < = pro ka#dé ¢ a podle (2) by
muselo byt

2(n —2)m = z (i + ¥gpy) S T
i=1

Odtud viak plyne n < 4 a to je spor. Déle existuje alespoti jeden index h ta-
kovy, Ze &y + &y < 3w, nebot kdyby neexistoval, bylo by &; + «;,; = 37
pro kazdé i, a tedy podle (2)

2(n — 2) =" (&; + &4y) = 30
i=1

Z toho viak vychézi, Ze n < — 4 a to je zase spor.

Necht § je mnozina viech indexi h, pro n&z plati o, + oz, < 37 Jeji
prvky oznatme hy, hy, ..., by, kde 1 < p < n, nebot podle predeslého § neni
prazdna. Necht dale ® je mnozina viech zbyvajicich indexi. Mohou nastat dva
piipady: 1. Jestlize p = n, pak meziindexy h; $ musi existovat, podle prede-
§lého, alespoii jeden index % takovy, Ze © << &, + &p4y. Potom k je hledany
index, nebot plati © < &, + apy; < 3w. 2. Jestlize p < n, pak mnozina R neni
prazdné a jisté v ni existuje index r takovy, Ze pro vhodny index % e ) plati
r4 1 =h a oviem «, + &,,; = 3n. Déile ditkkaz vedeme sporem. Predpokla-
dejme, %e pro kazdy index h;e § plati &, + opa < =, tedy zejména plati
ap + opyy < m. Odtud viak vyplyvé, Ze «, < =, nebot podle (1) je ap.y > 0.
Jeto &, = oy, a podle (1) je &, < 2r, musi byt &, + &,,; < 37w a to je spor.
Musi tedy existovat alesponi jeden index h; ¢ § takovy, Ze pro néj plati = <
< op, + &py4q B tO je hledany index.

22. Necht A,A, ... A, je jednoduchy rovinny n-ihelnik (n = 3) a necht Cisla
ant=1,2,...,nznabt v tomto pofadi velikosti whld jedné jeho tFidy. Pak éisla «;

8) Rényi totiz pouZivé tvrzent: ,,nent-li prokatdéi = 1,2,...,n nm=3)a;+ ;=T
pak must existovat takovy index j, Ze oy + &; 4 > T, avdak oj g + 5,9 S T
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jsou velikostmi jeho wniténich resp. vnéjdich whla, kdy a jen kdys splivujt pod-
minku (2) resp. podminku (2').

Dukaz. Pfedevsim &fsla «; spliiuji podminku (1). Déle je zndmo a snadno se
indukei dokéze, Ze jestlize &isla x, jsou velikostmi vnitinich @hli n-tthelnika, Ze
spliiuji podminku (2). Z tvrzeni 1.3 bezprostiednd vyplyvs také dostatetnost
podminky (2), aby «; byly velikosti vnit¥nich hld, a také nutnost a dostated-
nost podminky (2'), aby x, byly velikosti vn&jsich thli n-tuhelnika.

Podminky (1) a (2) resp. (2') na velikosti thl& rovinného n-thelnika jsou
nutnymi podminkami jednoduchosti tohoto n-tihelnika. Obecné viak tyto
podminky nestaéi, nebof pro kazdé n > 4 lze snadno udat n-thelniky se stej-

nymi hly, z nichZ jeden je jednoduchy a druhy nikoliv. Naproti tomu se snad-
no dokaze tvrzeni:

2.3. Trojihelnik je jednoduchy, kdyZ a jen kdy? velikosti jeho whlg splriugi
podminku (1). Ctyrihelnik je jednoduchy, kdyZ a jen kdyf velikosti jeho whla
spliuji podminky (1) a (2) resp. (2).

24. Necht Cisla oy, &y, ..., 00, (n = 3) spliiuji podminky (1) a (2) resp. (1) a
(2'). Pak vidy existuje jednoduchy rovinny n-ihelnik takovy, fe jeho vnitini resp.
vnéjst whly jsou co do velikosti a pofadi uréeny &isly «,.

Dikaz. Z tvrzeni 1.3 je zfejmé, Ze vétu stadi dokézat pro podminky (1) a (2).
Dikaz je jenom doplnénym a soudasng opravenym ditkazem Rényiho, proto
postupujeme stejné jako on.

Rozlisime dva ptipady: 1. Necht plati «; + «,,, = = pro kazdé 7. Rényiuka-
zal, Ze v tomto piipadé je n = 4 a také, Ze vidy existuje rovnob&znik, jehoz
vnitini ahly jsou co do velikosti a pofadi uréeny &isly a;, &y, &4, &,. Ale rovno-
béZnik je vidy jednoduchym étyrahelnikem. 2. Necht existuje alesponi jeden
index 4, pro ktery plati x; + «,,, = n. Ddle diikaz vedeme indukei. Pro n — 3
je véta spravna, nebot podle 2.3 je trojihelnik, jehoZ existence je z¥ejma, také
jednoduchy. Necht je tedy n = 4 a piedpoklédejme, Ze véta je dokizdna pro
kazdé n', které 3 < n’ < n. Jestlize «,, 1 =1,2,...,n jsou dana ¢&isla, pak
vidy existuje index j takovy, Ze © < «; + «;,; < 3w, nebot pro n > 4 je to
zaruteno tvrzenim 2.1 a pro n = 4 se to snadno dokéze. Definujme &islo a* =
= o;+ &, — . Pak zfejm& (n — 1) &isel &y, &y, ..., 05y, aF, 6504, .., 6y
spliiuje podminku (1) a jak Rényi ukézal také podminku (2), takze podle induk-
tivniho pfedpokladu existuje jednoduchy (n — 1)-thelnik 4,4, ... A, AT .
A4, ... 4,, jehot vnitini ahly co do velikosti a potradi jsou uréeny uvedenymi
(n — 1) ¢isly. Rozlisime dva pfipady: 1. «) = =. Pak existuje dostateéné malé
¢ > 0 tak, Ze uvnitf kruhového okoli vrcholu 4} o poloméru & nele#i kromé
vrcholu A} a vnitinich bodd stran A;_ AF a A¥A;,, jiz #4dny bod (n — 1)-
thelnika. Uvniti tohoto okoli 1ze provést kazdou z Rényiho konstrukei podle
jeho obrazii a,, a,, by, b,, takze vznikly n-thelnik je jednoduchy a m4 prede-
psané thly, které podle 2.2 musi byt uhly vnitinimi. 2. &} = n. Pak opét
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existuje dostatednd malé & > 0 tak, Ze uvnit¥ okoli tise8ky A4;_,4;,,, které je
definovéno jako vnitfek ekvidistanty ve vzddlenosti &, nelezi kromé bodt stran
A, A} a ATA,,, a vnitinich bodl stran A;_,A;_; a A; A, jit 24dny bod
(n — 1)-Ghelnika. V tomto okoli lze provést Rényiho konstrukce podle jeho
obrazu ¢, tak#e vznikly n-helnik je jednoduchy a jeho vnitini hly, jak plyne
opét z 2.2, jsou co do pofadi a velikosti uréeny Gisly o;. '

3. Budeme vysetfovat rovinné lomené &ary. Definice 1. N echt proky koneéné
posloupnosti Ay, Ay, ..., A5, 4, 1 (n = 0) znaéi body eukleidovské roviny, které
splvujt podminku: A, , + A; &= Ay, pro kaZdé i = 1,2, ..., m. Palk soustavu
dsebek A,A,, A A,, ..., A, A, nazjvime n-lomenow Carou a oznalujeme ji
(444, ... A, A, ). Body A; nazjvdme vrcholy a tsebky (uzavfend) A;A;,, nazy-
vdme stranami n-lomené &dry (Ao, ... A,,,). Orientované uhly X 4; 4,4,
polopFimek A,A;_, a AA;,, nazjvime uhly pront tFidy a orientované duhly
X Ay A A, nazyvdme dhly druhé tFidy n-lomené édry (AgA,... A, ) pro
i = 1,2, ..., n. Body lefict na strandch nazjvime body n-lomené dry.

Definice 2. Necht je ddna rovinnd n-lomend &ira (444, ... A,yy), kierd
spliiuje podminky:

(a') A; = A; pro kaZdé 1 =+ j;

(b") pro Zddny vrchol A, neplatt, Ze A; leZi mezi vrcholy A; a AL

(¢') Zddné dvé strany A; A, a A;A;., 0 + j, nemaji spoleényj vnitFni bod.
Palk #ikdme, Se n-lomend édra (A4, ... A,,,) je jednoduchd.

34. Ke kafdému rovinnému n-uhelntku A,A, ... A, existuje nejednoduchd
n-lomend &dra (A, 4,4, ... A, A,)), kterd md tytéZ dhly jako dany n-thelnik.

Dikaz je zfejmy.

Definice 3. Dvé n-lomené &dry (AgA; ... Anyi) @ (BoBy ... Bnyy) nazjvdme
isogondlnimi, jestliZe velikosti whli o; a f; nékteré z jejich tFid splituji podminku
o; = B pro kaZdé + = 1,2, ..., n.

Vzhledem k 3.1 lze o isogonalité hovofit také mezi n-thelniky a také mezi
n-Ghelniky a n-lomenymi Earami.

Vztah isogonality je ekvivalenci na mnoZiné viech rovinnych n-lomenych
ar a také na mno#in® viech rovinnych n-thelniki a uréuje tedy rozklady téchto
mnozin ve ti¥dy isogondlnich n-lomenych ¢éar pfipadné ve t¥idy isogonalnich
n-thelnikti. Budeme vySetfovat ty t¥idy m-lomenych &ar, jejichZ prvky jsou
vesmé&s jednoduché n-lomené &iry a tim také ty tiidy, které neobsahuji Zadné
n-thelniky. Proto definujeme:

Definice 4. n-lomenou &dru nazyjvdme absolutné jednoduchou, jestliZe kadd snt
isogondini n-lomend &dra je jednoduchd.

3.2. Necht n-lomend &dra (A4, ... A,,,) je absolutné jednoduchd. Pak kaZdd
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m-lomend édra (A;A;y, ... AjymAiimyy), kde 0 i< m, 0<m<n —i, je
absolutné jednoduchd. ‘

Dukaz je zfejmy.

3.3. Rovinnd n-lomend édra (AyA, ... A,,,) je absolutné jednoduchd, kdy%
a jen kdyZ velikosti whli oy, o, ..., x, (n = 0) jedné jejt tFidy spliujt podminku
(1) @ podminku

éi < (h+2)n (5)

prokazdéj=1,2,...,n — 1 a kaédé h, prokteré 1 <h < n —3j.

Dikaz. I. Necht (444, ... 4,,,) spliiuje podminky (1) a (5). Dikaz vedeme
indukef. Pro n = 0in = 1 spliluje 0-lomené &4ra (4,4,) i kazdé 1-lomens &4ra
(4,4,4,) podminky jednoduchosti z definice 2" a je tedy absolutn& jednoducha.
Necht tedy dale je n > 1 a piedpokladejme, Ze véta je dokdzana pro kazdé.
n' <mn. Koneéné necht (ByB, ... B,*,) je libovolna n-lomens &ira isogondlni
s (4,4,...4,,,), takZe pro vehkostl uhli n8které jeji tiidy plati x, = g, pro
kazdé 1. Podle deﬁmce 4. sta¢i dokazat jednoduchost n-lomené &ary (B,B, ..

B,.,). AvSak je ziejmé, Ze (B,B,...B,_B,) a (B,B;...B,B,.,) jsou
(n — 1)-lomené ¢ary, které splituji podminky (1) a (5), takZe podle induktivniho
predpokladu jsou absolutné jednoduché. Vzhledem k definici 2’ stadi k jedno-
duchosti (B,B, ... B, ,,) ukazat, e polopfimky B,B, a B,B, ., nemaji Zddny
spoleény bod. Predpoklidejme opak a jejich spoleény bod oznalme C. Prede-
v8im musi byt B, = C + B,, nebot’, kdyby B, = C resp. B, = C, nebyla by
(BB, ... B,.,) resp. (ByB, ... B,) absolutné jednoduch4, coz ]e spor. Potom
(n 4 1)-Ghelnik BB, ... B,Cj ]e jednoduchy a oznaéme < B,C. O’B1 =y (mod 2~),
kde 0 < y < 2r. Podle piedeslého dokonce plati 0 = y =+ =, takZe &isla y,
B1s Bss ..., Bn jednak splituji podminku (1), jednak podle 2.2 podminku (2) nebo
podminku (2’), t. j. jejich soudet s je budto's = (» — 1) = nebo 8 = (n + 3) =.
Aviak z podminky (5) pro j =1, h = n — 1 vyplyva

(n —l)ngéﬂig(wr 1)
takze bud
(—Dr=s=3f+y>3p20m—Dn
nebo

?=§:ﬂi+7~fﬁi£3_(n+l)ﬂ'zzﬂ,

coz je v obou prlpadech spor. Tedy poloprlmky B,B, a B, B, ., nemaji spoleény
bod.

II. Necht (4,4, ... 4,,,) je absolutné jednoducha. Potom zfejmé &, spliiuji
podminku (1). Pron = 0 an = 1 je podminka (5) splnéna prazdng. Déle dikaz
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vedeme indukei. Necht tedy n > 2 a pfedpoklidejme, Ze v&ta je dokdzana pro
kazdé n' < n. Jerto (Ao4, ... A,,,) je absolutnd jednoduché, jsou, podle 3.2,
také (n — 1)-lomené 8ary (4,4, ... 4,)a (4,4, ... Aayy) absolutné jednoduché,
takze podle induktivniho pfedpokladu plati

i+h

b < Sa, S (h+2)w
=

pro ka?dé j=1,2,...,n — 92 a kazdé h=1,2,...,n —j — 1 a také prd
kaidéj = 2,3,...,n — 1 a kazdé h=1,2,....n —j. Zejména tedy plati

m—2)r< >, S nrx.
i—2

Predpokladejme, Ze (444, ... 4,,,) nesplituje podminku (5). Podle predeslé-
ho to znamené, Ze ji nespliiuje proj = 1, = n — 1, t. j. plati

ﬁrxi<(n — 1) nebo* ix,-> (n+1)m.
=l

i=1

V prvnim piipad® potom plati
m—2r<>x<Jx<(n—1)m,
1=2 i=1

takze lze definovat

n

ﬁ:('ﬂ —I)R—Z“i.

<1

Potom ¢&islo § splituje nerovnost 0 < f < 7 a tedy s ¢isly «, podminku (1).
Protoze soudet téchto (n + 1) &isel je roven {(n + 1) — 2} m, coZ je podminka
(2) an + 1 = 3, existuje podle 2.4 (n + 1)-thelnik B,B, ... B,B, jehoz tuhly
co do velikosti 4 pofadi jsou urleny &isly «; a ¢islem f. Podle 3.1 viak také
existuje n-lomena &éra (BB,B, ... B,B), ktera zfejmé neni jednoducha, aviak
je isogonélni s (4¢4, ... Anyy), €OZ je spor.

V druhém piipadé dojdeme ke sporu ihned, jakmile piejdeme k velikostem
@hli zbyvajici t¥idy, které, podle 1.2 b), jsou uréeny vztahy o) = 21 — oy,
i=1,2,...,n, a pro néz plati ’
n

] )

=

o ;< (n—1)m.

1

™M

i=1

Odtud se také vidi, e podminku (5) splituji vidy soucasné ob& tridy ahla.

34. Kadd 3-lomend &dra, jeji¥ uhly «,;, i = 1,2,3 spliuji podminku (1)
a podminku &, + &, + g = 3m, £. j. podminku (4) pro k = — 1, je absoluiné
jednoduchd. A '

Dikaz. Podle 3.3 stati ukézat, ze «; splituji (5). Mohou nastat tyto pripady:
1. j=1, h=2. Pak Moyt oyt ay=3r<4m 2. j=1, h=1. Pak
jistd je &y + &y < 3w a kdyby &; + &, <7, bylo by &, > 2r, coZ je spor, tedy
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plati # < &; + «, < 3m; 3. j = 2, h = 1. Pak opét = < o, + a3 < 37 jako
ve 2.

Jestlize éisla o;, ¢ = 1,2, ..., n (n = 2) splituji podminku (1), ale nesplituji
podminku (5), pak zfejmé spliiuji tuto podminku: existuje alespoii jeden index
j, 1< j < n — 1, a pfirozené &islo b, 1 < h < n — j, tak, Ze plati

i+h

budAsz < hw nebo Z"‘ >kh+2)= (6)

3.5. Necht «;, 1 = 1,2, ..., n, znaci velikosts 4hli jedné tFidy absolutné jedno-
n
duché n-lomené édry a spliiuji podminku (4) pro k = — 1, ¢. j. sz,- = nn. Pak

ka%dd n-lomend &dra, jejiZ wihly co do velikosti a pofadi jsou uréeny néjakou cyk-
lickou permutact o, &isel «;, je absolutné jednoduchd.

Dikaz. Pron = 0, 1, 2 je to ziejmé a pro n = 3 to plati podle 3.4. Necht
tedy n = 4. Podle 3.3 stadi dokazat, ze kazd4 cykl. permutace «,, splituje pod-
minku (5) pro indexy 1. DokédZeme to sporem. Necht tedy existuje cykl. permu-
tace «,, ¢isel «;, kterd nesplituje (5), t. j. spliiuje (6) proindexc;, 1 <j < n — 1
a prirozené ¢islo b, 1 < h < n — 4. .

Pak ptedeviim plati . < n — 3. Kdyby totiz byloh = n — 1, muselo by byt

n i+h
j=1, ale pakjent = > a; = 2“% a tento vyraz, podle toho, kterd z nerov-
i=1 i=j
nosti (6) plati, je bud < (» — 1) = nebo > (n + 1) x, coz je v obou piipadech
spor. Kdyby dale bylo A = n — 2, mohlo by byt j = 1, pfipadné j = 2. Plati-li
j+n—2
prvninerovnost z (6), musibyt > &, < (» — 2) 7 a odtud pro § =: 1 vyplyva
i=j
X¢, > 2m a pro j = 2 vyplyvd «, > 2m, coZ je v obou piipadech spor. Plati-li
j+n—2
kone¢né druha nerovnost z (6), musi byt Z &, > M, COZjeproj = 1liproj=2
=
zase Spor.

Podle 3.3 zakladni permutace «; spliluje (5). Proto musi byt ¢;,, < ¢; a do-
konce, protoze h < n — 3, musi platit ¢;,, + 2 < ¢;. Potom je ¢, 5,y = %,
cii=u+v, ke 25 u<n—-3av=n—(h+1) —1, takle 1 v <
Sn—3aut+vin—1¢liovn—1—u<n—u Aviak soudasnd

u+v i+h
plati z a; = nr — Z a,, & tento vyraz, podle toho, zda plati prvni nebo druhé
nerovnost z (6), ]e bud’ >nn —ht = (v + 2) T nebo <nw — (b 4 2) 7 =
= vm. To v8ak znamena, Ze &isla o; nespliiuji (5), a to je spor.

4. Na zaklad® vysledkd z predeslého odstavce mizZeme odpovédét na zobec-
nénou Cechovu otdzku. Nejd¥ive dokdzeme pomocnou vétu:

4.1. Necht éisla «,, oy, ..., &, spliuji podminky (1), (6) a podminku (4) pro
k = 0. Pak vidy existuje cyklickd permutace ., &isel o, kterd spliuje podminku:

423



existuje indexc,, 1 <u<mn — 1 a pfirozené éislov, 1 < v < n — 3, tak, %e platt
u+v

(v —1)1t<.2ac‘<vrc. (6")

n
Dikaz. Nejdfive necht £ > 0, tedy » > 5. Pak plati Zo‘,. = [n — 2(k +
- i+h n—2 .
+ 1)]n < (n — 4) n. Polozime-li j =1, h =n — 3, lzepsa,tz(x —E“ <
=j i=
< (n — 4) © < hn. Mezi v8emi dvojicemi &isel 7, b, které splnujl tento vztah
t. j. spliiuji prvni z nerovnosti (6), existuje takova dvojice u, v, Ze v je mini-
malni, coZ znamend, Ze pro z4dny index u a pfirozené &islo v — 1 tento vztah
u+v—1 u+v
neni splnén. Tedy plati (v — 1)n < D o< >, < vm ajeito ziejmd v <
i=u i=u

<n -3, je pro index u a pfirozené ¢islo v splnéna (6') pfimo pro zakladni per-
mutaci ¢isel o

Necht dile £ = — 1, tedy n=>4a Zx = nx. Oznacme 7, b dvojici &isel,

pro kterou je splnéna podle predpokladu podmmka (6). Jestlize je spInena prvni

nerovnost z (6) pak mezi viemi dv0]1cem1 které ji vyhovuji, existuje takova
©+v—1 U+

dvopce u,v,%e v je mlmma,lnl t.j. pla,tl v—-—1r< Z oy < Z“ < vr. Stejné
i=u

jako v dukaze k 3.5 se ukaze, Ze v < n — 3, takie pro dvojici %, v je splnéna,

(6') opét piimo pro zdkladni permutaci &isel «,.

JestliZe je splnéna druhd nerovnost z (6), necht dvojice 7, b je takova, Ze h je
itk Gth+1
maximélni, t. j. plati (b + 2) © < er < Z a; = (b + 3) w. Stejns jako v dii-
i=

kaze k 3.5 se ukdzZe, e h < n — 3 Uvazu]me cyklickou permutacl x

J+h+1>
Ojintar +oe Omy 01y ouny Byyp, b. j. permutaci Xeps kde ¢;=j + kh 4 1 (mod n) pro
t1=1,2..,n Zvolme piirozend éisla u, v tak, Zeplatiuw = lav =n — b — 2.

Qnadno se v1d1, zeplati 1 < v < n — 3 a taksé, Ze plati
u+v i+h

(v—l)ﬂ:—[(n—h—2) —1]n<zac‘=§ai ——,sz,.<_
§ =1 i

_<(n—h——2)n—vn.

Existuje tedy cyklickd permutace o, &isel cx,-, pro kterou je splnéna podminka
(6), a to pro dvojici indext u, v.

42. Necht isla oy, 1 = 1,2, ..., n (n = 3) spliuji podminky (1) a (3). Potom
platt:

1. Jestlite m =+ n, pak vzdy emstuye rovinny n-ihelnik, 7ehoz uhly 7edne tridy
co do velikosti a pofadt jsou wréeny étsly o; '

2. JestliZe m = n, pak n-dhelnik, jeho¥ uhly jedné tF Fidy jsou co do velikosts
a pofadi wréeny &isly «,, existuje tehdy a jen tehdy, kdyz Cisla «; splivugs podminku
(6).
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Dikaz. Na zdklad® 1.2 lze se omezit na piipad, kdy m < n a potom pod-
minku (3) nahradit podminkou (4), takZe vétu lze dokazat ve dvou dastech.

I. Necht k£ > 0. Vétu dokdzeme indukei vzhledem ke k. Pro k = 0 je véta
spravnd podle 2.4. Necht dile k > 1, tedy n = 5 a piedpoklidejme, Ze véta je
spravna pro kazdé nezdporné celé k' < k. Podle 4.1 existuje jistd cyklickd
permutace &isel «,, pro kterou je splnéna podminka (6'). Pro jednoduchost
budeme tuto cyklickou permutaci oznafovat jako permutaci zakladni, t. j.
plati: existuje index », 1 < w < n — 1 a pfirozené &islo v, 1 < v < n — 3, pro
néz plati

u+v
w—-—r<Sa; <wm.
i=u
u+ov
Definujeme &islo ' = vr — > «;. Pak ziejmé (v + 2) ¢isel &y, Xyyq, o Xuyor B
i=u
spliuje podminky (1) a (2). Protoze v + 2 = 3, musi podle 2.4 existovat
(v + 2)-thelnik 4,4, ,,... A,,,B’, jehoz uhly co do velikosti a pofadi jsou
urdeny &isly B', «;, kde u <1 < u + v. Aviak v < m = n — 2(k 4 1), takZe
zhyva jestép=n — (v + 1) =n — {n — 2(k + 1)} — 1 = 2k + 1 = 3 uhld,
které jsme zatim neuvaZovali. Oznaéime-li I mnoZinu vSech jejich indext
1,2,...,u —1,u + v+ 1,..., n, pak jejich soulet spliiuje nerovnosti

n—2k+1) —vyn<Soa,<{n—2k+1) — (@ —1)}r.
ielll ’

Definujeme g = 2r — f’. Pak plati

u+v

Z"‘H‘ﬁ:zm“ﬂr% —UTC‘{"Z"‘;':{(P‘}‘I) — 2k — 1)+ 1} =,

ietll
coZ je podminka (4) pro k' = k — 1, které vyhovuje nerovnostem
0_<_Ic’=k—1g[k—-l] =[2"+__1:3]3[M]
= = 2 2 1= 2
Tedy (p + 1)‘ dsel oy, Xgyvnry Xye1s By Xusorss - & Spiuje podminku (4)
a zfejmé i podminku (1), takze podle induktivniho pfedpokladu existuje (p + 1)-
thelnik 4,4, ... A,_,BA,,y, ... A,, jehoz Ghly co do velikosti a pofadi jsou
uréeny uvedenymi ¢&isly.

Eukleidovskym pohybem lze (v + 2)-tihelnik 4,4, ,, ... 4, ,B’ pfemistit do
polohy A4,4,,, ... A,.,B tak, ze vrchol B lezi mezi 4,_, a 4, a také mezi
Ay,ipa Ay,y,, & bieh (v + 2)-thelnika, ktery odpovida velikostem hla «;, kde
w < i < u + v, prechazi v bodé B ve bieh (p + 1)-thelnika 4,4,...4,_;.
.BA, 4y ... A,, kterému odpovidaji velikosti thli &y, &g, ..., Xye1; Fusgos1s +- o
&,. Pak n-thelnik 4,4, ... A, mé pozadované thly, co do velikosti a pofadi
uréené predepsanymi Cisly oy, oy, ..., &y _

IL. Necht k = — 1. Nutnost podminky (6) je zfejma, nebot n-thelnik, ktery
nesplituje (6), spliiuje (5), aviak (5) je podle 3.3 dostatetnou podminkou abso-
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lutni jednoduchosti n-lomené &ary isogondlni s danym n-tthelnikem, co# je spor.
Dokézeme dostateénost podminky (6). Podle 4.1 lze opét predpokladat, Ze
zédkladni permutace &isel «; splituje (6'), t. j. existuje index u,1 < u <n — 1
a pfirozené &islo v, 1 < v < n — 3 tak, Ze plati

: u+v
v—Drn <o, <vm.
1=u
Definujeme &islo
u+v
f=wvr — >«
1=u

Pak zfejms (v + 2) &isel x,,, &, 45, ..., Xy 1, B’ splituje podminky (1) a (2) a jezto
v + 2 = 3, existuje podle 2.4 jednoduchy (v + 2)-Ghelnik 4,4, ... A, B,
jehoz vnitini Ghly co do velikosti a pofadi jsou uréeny uvedenymi ¢isly. Pak
Zbyvd n — (v + 1) > 2 &sel &y, 0y, ..., Xy_q, Nusosgs ooos &, & oznadime-li M
mnozinu v8ech jejich indexi, zfejmé plati

(n —v)‘n:<%;oc,-<(n —v+1)=x.
Definujeme éislo f = (n — v + 2) m — > «,. Potom (n — v) &sel «, Gy oy

Fu-1; B, Futos1, -+ %, Spliuje podminky (1) a (2) a zfejmé n — v > 3, takze
podle 2.4 existuje (n — v)-Ghelnik 4,4,... 4, ,BA, ., ... 4,, jeho vnéjsi
Ghly co do velikosti a pofadi jsou ddny uvedenymi &isly. Koneéns plati g =
= 2rn — ', takZe eukleidovskym pohybem lze hofejsi (v + 2)-Ghelnik pfe-
mistit do polohy 4,4,,, ... 4,,,B tak, #e vrchol B le#i mezi vrcholy 4,_, a 4,
a také mezi 4,,, a 4,,,,,. Pfi tom zfejm& vnitini bieh (v + 2)-thelnika pfe-
chézi v bodé B ve vn&jsi bfeh (n — v)-tihelnika, takze &isla «,, Ky, ovuy Xy jSOU
velikostmi ahla jedné t¥idy n-thelnika 4,4, ... 4,.

ZavErem oheeme upozornit, ze celé ¢slo k, kterd bylo piifazeno mnohothel-
niku v podmince (4), m4 jednoduchy geometricky vyznam a ze dovoluje podat
jistou klasifikaci rovinnych mnohotihelniki a lomenych &ar. Obg tyto otazky
budou feSeny v dal§im &lénku.
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Casopis pro péstovini matematiky, ro. 80 (1955)

ODHAD CHYBY PRI PRIBLIZNEM RESENI INTEGRALNICH
ROVNIC

VLASTIMIL PTAK, Praha.

(Doslo dne 29. fijna 1954.) DT:517.948

Tato prace navazuje na préci L. V. KaNTOROVICE [1]. Jejim cilem
je vypracovat methodami funkciondlni analysy obecné schema, které
se dé uZit k odhadu chyby raznych method pfibliZnych feSeni integ-
ralnich rovnic. Podstata methody zéle%i v tom, Ze spolu s Banachovym
prostorem X, v ndm¥% méme TeSit rovnici Az = y uvaZujeme pod-
prostor X ¢ X, ve kterém fefime ptibli¥nou rovnici PAz = Py, kdeZ P
je projekece X na X. Zabyvéme se potom odhadem rozdilu skutetného
feSeni x a ptiblizného feseni z.

Pro piiblizné fefeni integralnich rovnic byla vypracovana fada method, za-
lozenych na nejriiznéjiich myslenkdch. Avak jiz zcela povrchni porovnéni
vysetfovani existence fefeni a odhadu chyby v jednotlivych ptipadech ukazuje,
#e uzivané methody maji mnoho spole¢ného, takze se naskyta otazka, zda neni
mo#no néjak jednoduse formulovat obecné principy, na kterych jsou jednotliva
vySetiovani zalozena. Touto otédzkou se poprvé zabyval L. V. KanToroVIC ve
své zajimavé stati [1], kterd obsahuje celou fadu dilezitych mysSlenek a vy-
sledk.

Je zéasluhou L. V. Kantorovide, Ze ukézal, jak je mozno methodami funkeio-
nalni analysy ziskat jednotny pohled na celou fadu v praxi pouzivanych pii-
bliznych method Yeseni integralnich rovnic a zaroveii hloubéji pochopit vSechny
ginitele, ovliviiujici odhad chyby. Byla to pravé prace L. V. Kantorovice,
kters dala popud k napséni nésledujictho ¢lanku. Ukazuje se totiz, Ze uZitim
trochu jiné myglenky je mozno dociliti zjednoduseni obecnych tivah a podati
obecné schema, které se d4 pouzit k odhadu chyby riznych method pfibliz-
nych fefeni integrélnich rovnic. '

Vylozené methody lze pouzit také k ziskani nékterych theoretickych vy-
sledki tykajicich se pFibliznych method. O téchto vysledcich hodléme pojednat
v nékterém z piistich ¢isel éasopisu.

Nyné&jsi prace si neklade tikol podat hotové recepty k fefeni integralnich
rovnic. Presto, 7e uvedené theoretické odhady byly provéfeny na nékterych
praktickych vypodtech, k podobnému tikolu je mozno zodpovédnd pfistoupit
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jen po ziskéni velmi Siroké zkuSenosti v Fefeni konkretnich tloh tohoto typu,
¢ehoZ nebylo mozno zatim doséhnout.

Methody odhadu chyby vyloZené v nyngjsi praci nejsou ve svém pouziti ome-
zeny na piipady niZe uvedené. UkédZzeme pozddji jests dalii aplikace téchto
a podobnych my#lenek.

K porozuméni ¢ldnku postaéi jen nejelementérnjdi znalosti z theorie nor-
movanych linedrnich prostort. ’

1.

Necht X je realny normovany lineédrni prostor. Rekneme, %e zobrazeni K
prostoru X do sebe je linedrni, jestlize pro kazdou dvojici redlnych &isel Ay Ay
a kaZdou dvojici z,, #, prvkd prostoru X plati

K(Ax, + Agxy) = 4, Kz, + A Kz, .

Rekneme, #e zobrazeni K prostoru X do sebe je ohraniené, jestlize existuje
¢islo « tak, Ze pro viechna z ¢ X plati odhad

K| < ola] .

Takové é&islo « nazyvame potom hranici zobrazeni K. Jestlize K jest ohrani-
¢ené zobrazeni prostoru X do sebe, pak mezi viemi hranicemi zobrazeni K
ziejmé existuje nejmensi; tuto hranici nazveme normou zobrazeni K a oznadi-
me |K|. Snadno se zjisti, Ze pro ohranidené zobrazeni K plati

|K| = sup |Ka| .
le|=1

Zobrazeni prostoru K do sebe nazveme linedrnim operstorem v X, jestlize
je zaroven linedrni a ohranigené. '

Necht A4 a B jsou dva linearni operatory v X. Polozme pro kazdé z ¢ X
Cx = A(Bx) .
Ztejms C jest opét linedrni operator v X. Z nerovnosti
|Cx| < |4] |Bz| < |4] |B|lx]

vyplyva, Ze |C| < |4||B|. Operator C nazyvéme soutinem operdtora A a B
(v tomto pofadi) a piSeme ' = AB. Zobrazeni X do X, které zobrazuje kazdy
prvek z ¢ X sim na sebe, jest ziejmé linedrnim operétorem v X. Nazveme je
jednotkovym operétorem a oznadime J. MnoZina vSech linedrnich operatori
na prostoru X tvofi pfi nasnadé jsouci definici se¢itani a nésobeni skaldrem
a pfi pravé uvedené definici nasobeni normovanou algebru, kterou budeme
znaditi B(X). . ‘ PR

Rekneme, e operator 4, jest levym inversnim operatorem k operatoru A,
jestlize plati 4,4 = J. :
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Rekneme, %e operator A, jest pravym inversnim operatorem k operétoru
A, jestlize plati 44, = J.
Rekneme, 7e operator A-1 jest inversnim operatorem k operatoru A, jestlize
plati 4714 = A4 = J.
Vztahy mezi zavedenymi pojmy objasnime v nékolika pozndmkéch.
(1,1) Dany operdtor A md mejvyde jeden snversni operdtor.
Dtkaz. Skuteins, predpoklidejme, Ze B, a B, jsou inversnimi operatory
k operatoru A. Potom
B, = B,J = B,(AB,) = (B,A)B; = JB, = B, .
(1,2) Jestlize dan:y’ operdtor A md jak levy inversnt A, tak ¢ pravy inversni A,,
potom A md inversni operdtor A a plati
A= Ay = A%,
Dikaz. Za uvedenych predpokladit je
A, =JA, = (4,4)4, = A(44,) = 4] = 4,,
odkud ihned plyne existence inversniho operatoru.
(1,3) Necht operdtor B jest inversnim operdtorem k operdtoru A. Potom ope-
rator A jest tnversnim operdtorem k operdtoru B.
Rikdme potom, Ze operatory 4 a B jsou navzijem inversni.
Dikaz je zfejmy.
(1,4) Necht operdtory K, a K, splituji vztah
KK, =J.
Potom zobrazent K, je prosté a zobrazent K, je plné. Operdtory K, a K, jsou na-
vzdjem inversni pravé kdyZ je splnéna jedna z ndsledujicich podminek:
o) K, je prosté.
B) K, je plné.
Dukaz. Jestlize K.z, = Kz, jest z; = K, K@, = K,K,x, = x,, takie K,
je prosté. Je-li ddno y ¢ X, potom K,(K,y) = y, takze K, je plné.
Necht nyni K, je prosté. Potom
K(K,K) = (K,K)K, = K, .
takze :
, K{(K.K,) = K,J .
Protoze v8ak K, je prosté, musi K, K, = J.
Necht za druhé K, je plné. Potom
(K,K)K, = K(K,K,) = K, ,
takze _ » :
(K. K)K, = K, .
Protoze viak K, je plné, musi KK, = J.
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(1,5) Snadno lze udati piiklad dvou linedrnich operitori K, a K,, které
spliiuji vztah K,K, = J, ale nejsou navzéjem inversni. Nechf X znamena
normovany prostor viech konvergentnich posloupnosti redlnych &isel

X == { Xy, Lgs 155 5
kdez existuje lini 2, = x,, pfi ¢emZ |z| = max |z].
k=0,1,2, ...
Pro kazdé z ¢« X definujeme

Kz = (@3, %5, B4y +-4} »

Kax= {0, o, 24 ...} .
Ztejmd K, i K, jsou linedrni operatory na X s normou 1, které spliiuji vztah
KK, = J. Pro kazdé z ¢ X plati vSak

K.Kx = {0, x,, @3, ...} .

Operéator K, mé tedy levy inversni operdtor K,, ale nem4 inversni operator,
operator K, mé pravy inversni operator K,, ale nem4 inversni operator.

V nésledujicich vétach budeme piedpoklédat, Ze prostor X jest tplny. Za
tohoto predpokladu dé se totiz snadno dokazati, Ze i algebra E(X) jest tiplna,
¢ehoz budeme podstatnym zplsobem vyuZivat.

(1,6) Necht X je duplny normovany linedrni prostor. Necht B e E(X). Necht
|B— J| < 1. Potom B md inversni operdtor B-1, pro néjZ plats

1
-1
8 ‘—1—|B J|’
B —J|
-1 < I —
|B J'——1—|B_J|'

Dikaz. Oznaéme V = (J —- B). Z tiplnosti algebry E(X) a z odhadu |[V| < 1
plyne konvergence fady

J4+V Ve,
jejiz soucet, jak se snadno zjisti, jest inversnim operatorem k B. Uvedené od-
hady se dostanou snadnym pod&tem.

(1,7) Necht X je diplng normovany linedrni prostor. Necht L a R jsou linedrnt
operdtory na X, pro né¥ plati _
=|LR - J| < 1.

Potom operdtor R md levy inversni R, a operdtor L md pravyj inversni L,, pro néz
plati

1 1

IR, = T—3 1L, L] = IT B[,

B =L syzglHl, 1~ Bls 5Bl
IRlLl - Jl = lpfﬂ :
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1
Dtkaz. Podle (1,6) bude za uvedenych pfedpokladi existovati inversn
operator Z-! k operatoru Z = LR. Polozme
Ly=REZ?, Ri=2Z"'L,
Jest
LL, = L(RZ\Y))= (LR)Z*'=ZZ1'=J,
R,R = (Z7'L)R =ZYLR) =Z"Z = J .
Odhady norem provedeme jen pro operator L,. Jest podle (1,6)
1
L] = |RZ| < |B| |27 = |B| y—5
L, — R| =[R2~ — R| = [R@" — )| < |R| |27 — J| < |Bl 2.
Nakonec dostavame
RL,—J=2Z'L,—J=2"1—-J,
odkud plyne posledni odhad.

Prvek P ¢ E(X) nazyvdme idempotentni, jestlize P? = P. M&jme idempo-
tentni operator P. Polozme

Z = Z(P)=E[ze X, Pr = 2],
N =NP)=E[xeX, Pxr=0],

takze Z i N jsou uzaviené podprostory v X. Ukazme nejprve, Ze podprostory Z
a N maji pravé jeden spoleény bod. Skutein®, necht we Z n N. Protoze w e Z,
jest w = Pw. Protoze w ¢ N, jest Pw = 0, odkud w = 0. Ukazme déle, Ze kazdy
prvek x ¢ X se da psati ve tvarun + 2, n e N, z ¢ Z. Skutecné, rozklad

x = (x — Px) + Px
ziejmé je rozkladem Zédaného tvaru. Z hotejniho okamzité plyne jednoznag-
nost takového rozkladu.

Viimneme si je§té, Ze prostor Z je vlastné mnoZinou vSech prvka tvaru
Pz, kde x ¢ X.

Skuteénd, kazdy prvek tvaru Pz patii do Z, nebot P(Px) = Px; naopak,
prvek splitujici vztah @ = Px jest zfejmé tvaru Pu. .

Kazdy idempotentni prvek algebry E(X) pfedstavuje tedy vlastné projekei
prostoru X na prostor Z. Z tohoto divodu budeme idempotentni operatory
nazyvati téZz projektory.

V&imneme si nyni podrobnéji projektorii na podprostory kone¢né dimense.
Budeme potiebovati pfedeviim nékolik poznamek k oznaceni. Jestlize X je
normovany linearni prostor, oznaéme Y linearni prostor viech linedrnich funk-
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ciondlii na X. Je-li y ¢ Y, potom hodnotu funkcionalu ¥ v bodé z ¢ X oznatime
@y
Budiz X, podprostor X, ¥, podprostor Y. Rekneme, 7e podprostor ¥, uréuje
podprostor X, jestlize plati implikace
Zge Xy, (X, Yop =0=2,=0.

Smysl uvedené definice zalezi v tom, Ze v tomto piipadé je prvek z,e X,
uréen, zname-li hodnoty (z,, y,> pro kazdé y,eY,. Skutedné, jestliZe mame
jests z, € X, takové, %e pro kazdé y, e Y, jest

(20 Yo) = 20> Yo »
dostdvdme z,— zpe Xy, (29— 25, ¥o> = 0, takie musi z,—z, = 0, tedy
2p = 2.
Necht nym X, jest podprostor koneéné dimense » a necht podprostor Y,e¥
uréuje X ,. Pfedpoklddejme déle, Ze i ¥, m4 dimensi n.

Volme basi e, ... e, v prostoru X, a basi f, ... f, v prostoru Y,. Potom deter-
minant utvoleny z &isel (e;, f;> jest ruzny od nuly. Jinak by totiZ bylo moZno
nalézti nenulovou linedrni kombinaci « prvki e, tak, Ze (z, f;> = 0 pro v8echna
7, odkud (z, Y,> = 0, coz je spor s pfedpokladem, Ze Y, uréuje X,. Zejména
odtud plyne, Ze pro kazdou posloupnost f3; ... 8, redlnych &isel existuje pravé
jeden z, e X, tak, Ze

o, f37) = B -

Nyni mtZeme popsati viechny projektory na podprostor koneéné dimense.

(1,8) Necht X, je podprostor dimense n. Ke katdému projektoru P prostoru X
na X, existuje podprostor Yo c Y dimense n, ktery uréuje X,. Pfitom projekce z,
proku x e X je uréena poZadavky

(x) Zge X,
(B) <& [ =<2, [
kdeZ f; je néjakd base prostoru Y.

Obrdcené, jestlize je ddn podprostor Y, c Y dimense n, ktery uréuje X, oznaéme
pro kaZdé x € X znakem Px prvek, uréeny pofadavky () a (B). Potom P je projekce
X na X,

Dikaz. Necht P jeét projektor X na X, Oznaéme Y, = P*(Y). Ukdzeme
nejprve, ze Y, uréuje X, Skuteénd, mé&jme ze X, takové, Ze (w Yo =0.
Protoze x ¢ X, jest x = Pz, a mame tedy pro kazdé y e ¥

(@, 4y = (Pa,yy = (&, Pry> =0, |
takze x = 0. ProtoZze Y, uréuje X, musi zfejmé dim Y, > dim X,. Rovnost
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dimensi vyplyne z toho, %e i podprostor X, uréuje Y ;. To v8ak je jasné z duality,
uvazime-li, Ze P* je zase projektor. Jestlize x, = Px, potom ziejmé

(& —z9, Yo = (& —a, PXY)) = (Plx—1x),Y)=0, -
nebot P(x — z,) = 0.

Je-li naopak dén podprostor Y, c ¥ dimense n, ktery uréuje X,, jest podle
predchozich Gvah pozadavky (x) a () jednozna¢né uréen prvek Pzx. Abychom
dokazali, Ze P je projektor na X, sta¢i si uvédomiti, ze piedevsim P(X) c X,
a za druhé, Ze pro z,e X, je Px, = z,. Oboji je vSak ihned patrno z definice
zobrazeni P. Tim je duikaz dokonden.

Méjme tedy takovou projekeci na nm-dimensionalni podprostor X,. Jestlize
potom kaZdému z e X, ptitadime vektor o soufadnicich <z, f;>, dostaneme
zfejmé algebraicky isomorfismus mezi X, a prostorem ¢iselnych n-tic. Protoze
kazdy takovy isomorfismus je zaroven isomorfismem ve smyslu topologie, exis-
tuje éislo & > 0 tak, Ze

o] <& max |z, 1)

Tohoto odhadu budeme pozdé&ji pouzivat.
V dalgim budeme vySetfovat piedevsim operatory typu
K=J—JH,
kdyZ A je redlné ¢islo, H ¢ E(X). Operatory tohoto typu maji nékteré jednodu-
ché vlastnosti, které formulujeme jako lemmata pro dalsi pouziti.

(1,8) Necht H € E(X), m je celé nezdporné ¢islo. Oznaéme
m-1

K=J—1H, G,=>3 (AH).

i=0

Potom plati
G.K = KG,, = J — AmH™ .
Dikaz je snadny.
(1,9) Mé&jme nynt prvek y e X. Necht x a z jsou spojeny vziahem

x=G0Gy+ 2.
Potom prvek x spliiuje rovnici Kx = y, pravé kdyZ prvek z spliiuje rovnici
Kz = AmHmy .

Jestlize potom Kz =y, jest z = AmH™x.
Dikaz. Podle hofeniho
Kx = KG,y + Kz =y — A"H™y 4 Kz,
odkud
Kz — y = Kz — A"H™y ,
coz dokazuje prvni &¢ast tvrzeni. Jestlize nyni Kz = y, dostdvime snadnym
poctem:
z2=x— Gy =2 — G, Ko = A"Hrz .
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Vyznam predchoziho lemmatu jest nasnadé. Mame-li najit prvek ze X,
ktery spliiuje rovnici Kx = y, miZeme jej hledat ve tvaru z = G,y + z,
pfi Sem? z musi spliiovat rovnici Kz == AmH™y. Uloha Yegit rovnici Kz = y je
tedy prevedena na YeSeni rovnice Kz = AmH™y, ktera, jak pozdéji uvidime,
muze byt zpusobilejsi k pfibliznému FeSeni nez piivodni rovnice Kz = y.

Rekneme, 7e operator H ¢ F(X) mé vlastnost F', jestliZe je splnéno nasledu-
jici tvrzeni:

Je-li A dané redlné &islo, potom operator K = J — AH je prosty, pravé kdyz
je plny.

Dokézeme nyni nasledujici jednoduché lemma.

(1,10) Necht operdtor H md vlastnost F. Potom operdtor K = J — AH ma
nversni, pravé kdyz md levy inversni.

Dtkaz. Skuteénd, necht K m4 levy inversni K,. Potom podle (1,4) jest K

prosty. Protoze H splituje vlastnost F, jest také plny, takze podle (1,4) opera-
tory K a K, jsou navzajem inversni.

2

&,

Budiz dan dplny normovany linedrni prostor X, uzavieny podprostor X
prostoru X a projektor P, zobrazujici X na X.

Budiz dan H ¢ E(X) a utvofme K = J — AH. Uvazujme operator PK. Jest
ihned patrno, Ze operator PK zobrazi prostor X do sebe.

Parcidlni zobrazeni PK restringované na X je tedy linedrnim operatorem

na X. V dalim budeme uZivat stejného oznadeni jak pro operator PK na pro-

storu X, tak i pro p¥isludny prvek algebry E(X). Ze souvislosti bude vzdy ziej-
mé, o ktery z obou operatori se jedna.

Operatoru K piitadime tedy operator PK na prostoru X. D4 se otekavat,
%e pii vhodné volbé prostoru X a projektoru P dostaneme operator, jehoz
vlastnosti lze jednak lépe piehlédnout a za druhé, jehoz vlastnosti se piili§
nelisi od vlastnosti pivodniho operatoru K (ve smyslu, ktery budeme pozdéji
precisovat).

V aplikacich budeme vétsinou voliti X koneéns dimensionalni, takze pujde
v podstaté o vySetfovani matic. Vznikaji piedevsim dvé hlavni otdzky:

(1) Dejme tomu, Ze operator PK e E(X) mé inversni. Za jakych predpokladi
muZeme potom zarulit existenci inversniho operatoru k operatoru K ¢ E(X)?

(2) JestliZe se nam jiz podafilo dokazat existenci inversniho operatoru
k operatoru K, mame odhadnout, jak dalece se od sebe 1i3i feSeni « dané rovnice

Kz = y od Fedeni % ¢ X ptiblizné rovnice PKz = Py.
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Uvidime, Ze je moZné soudasné udat odpovéd na ob& otazky. V dalsich
fadcich pokusime se objasnit na jednom specidlnim pi¥ipadé podstatu pouziva-
nych method. Zvolime ptipad m = 1 (tedy G, = J), nebot na ném zfetelné
vyniknou hlavni myslenky odhadu.

Budiz dan prvek x e X. Ozna¢me Kz = y a poloZzme = y + z. Potom, jak
vime podle (1,9), prvek z bude spliiovat vztahy

Kz = AHy, z= AHz.
— ~
Predpokladejme dale, Ze operator PK na prostoru X ma inversni operator W.

Mizeme tedy najit prvek z e X tak, aby spliioval pfibliznou rovnici
PKz = PJHy (= PKz).
Za ptiblizné feeni rovnice Kz = y vezmeme potom prvek 2 = y + z. Pokusime
se odhadnout rozdil |z — z|.
Jest

*x—xt=2—2=2— WPKz=(J — WPK)z.
Vezméme nyni libovolny prvek z, € X. Protoze WPKz, = z,, bude

x— = (] — WPK)z= (] — WPK)(z— 2,),

e — 2| < |[J — WPK| |z — 2.

Je tedy vidét, Ze rozdil |z —- z| bude tim mensi, ¥m lépe je mozno aproximo-
vat prvek z prvky prostoru X. Je v8ak z = AHz. Vznikne tedy zcela ptiroze-
nym zpusobem otazka po aproximovastelnosti prvkd tvaru Hxz pomoci prvki
prostoru X. Budeme predpokladat, Ze existuje malé &islo ¢ > 0 s nasledujici
vlastnosti:
Ke kazdému z ¢ X existuje 2’ ¢ X tak, Ze
|Hx — 2’| < elz| .
Prvek z = AHz bude tedy aproximovan prvkem Az’ s chybou nejvyse || e|x|.
Dostavame celkem
o — & < |J — WPK] |1] ele| = le] .

Piedpokladejme nyni, %e § << 1. Potom snadno nahlédneme, Ze zobrazeni K je

prosté. Skuteéné, jestlize Kz = 0, dostaneme y — 0 a tedy i Kz = AHy = 0.
Je tedy z = 0, takZe © = 0. Dostaneme potom

o] = |z — 2| < Bla],
coz neni jinak moZné nez kdyz x = 0. Operator K md tedy inversni. Tim je
feSena prvni &ast nasi ulohy, vztahujici se k existenci inversniho operatoru

k operatoru K. Zarovet ziskané nerovnosti [z — z| < flz| je moZno pouzit
k odhadu rozdilu mezi skuteénym a piibliznym feSenim. K tomu cili musime
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z pravé strany na$i nerovnosti odstranit zavislost na (nezndmé) veliéing |z|.
To viak je snadné, nebof nasi nerovnost mizeme prepsat ve tvaru

le — z| < Bla| + Blx — |,
odkud s

Nyni mtzeme ptistoupit k piesné formulaci naich odhadi.
Zavedeme nejprve nasledujici definici:

(2,1) BudiZ ddn podprostor X' prostoru X a operdtor H ¢ E(X). Potom vzddle-
nostt operdtoru H od podprostoru X' nazveme Cislo

sup inf |[Hz — 2| .

le|<1 o'ex
Toto &islo jest vidy < |H|.
Skuteénd, protoze 0e X', je inf |[Hx — 2’| < |Hz|, takie pro vzdélenost

T'eX
H od X’ dostavame odhad sup |Hz|, coZ neni nic jiného nez norma |H|.
le|=1

(2,2) Necht A € E(X), H ¢ E(X). Budif ddn podprostor X' prostoru X. Oznac-
me o, vzddlenost operdtoru H od X', oznacme

o, = sup |Az|.

[z] =1, zex’
Potom plati odhad
|AH| £ |4|oy + |H|oy + 0102 .

Dtkaz. Budiz dan prvek z ¢ X. Zvolme ¢&islo w, > 0,. Z definice vzdalenosti
operitoru od podprostoru plyne potom existence prvku z e X’ tak, ze |Hx —
— 2| £ wyz].

Je potom AHx = A(Hx — z) + Az, takZe mdme odhad

|AHz| < |A| w, || + oz -

Nyni vak |z| < |Hz| + |[Hx — 2| < |H| x| + w,|z|, coz dohromady s pfe-
deslym da
|AHz| < (|A|w; + |H|oy + w,04) lz] .
Protoze viak w, bylo libovolné ¢&islo > g,, plati odhad uvedeny v naSem tvrzeni.
A% do konce tohoto paragrafu budou dény pevné: Banachuv prostor X,

uzavieny podprostor X prostoru X, projektor P zobrazujici X na X, operator
H ¢ E(X) vlastnosti F. Oznaéme potom K = J — AH; necht pro kazdé p¥iro-
zené ¢&islo m znamené ¢, vzdélenost operatoru H™ od podprostoru X.
(2,3) Necht operdtor PK na prostoru X md inversni W e E ()E ). BudiZ m pfiro-
zené ¢islo. Necht
Bm = |J — WPK]| |A|"e,, < 1.
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Potom operdtor K md inversni. Je-li potom ddno y € X, oznaéme x Fedeni rovnice
Kz =y.
Polozime-ly

z =Gy + 2,
kde% % e X je Fedeni piiblitné rovnice PK% = PAmHmy, plati odhady
Ix - ‘%| —g ﬂmlxl ’

= Bm |~
Ix_xlél_ﬂm|x|

Diikaz. Bud ddno 2 ¢ X. Ozna¢me y = Kz a vezméme z ¢ X tak, aby platilo

z = G,y + z. Potom, jak vime, bude
Kz = AnH™y , z= A"H™x.
Nyni z je feSeni rovnice PKz = PAm"Hm™y — PKz. Je tedy x — 2 =2 — 2 =
= (J — WPK) z. Uvéazime-li, 7e z = A"H™z, je x — z = (J — WPK) AmHm,.
Podle predeslého lemmatu médme tedy odhad
e — | < Bul] .

Jestlize nyni f,, < 1, zjistime snadno, Ze operator K je prosty. Skuteéns,
jestlize Kz = 0, je y == 0 a tedy i z = 0, takZe & = 0. Mdme pak odhad |z| =
= |x — &| < B.|z|, coZ neni jinak moZné nez ze x = 0.

Tim je v8e dokazano, nebot operator H ma vlastnost F.

Piipad m = 0 formulujeme zvlasté.

(2,4) Necht operdtor PK na prostoru X md inversni W e E(X )- Necht , < 1.
Potom operdtor K md inversni. Je-li potom ddno y ¢ X, oznaéme x fedent rovnice
Kx=y. Jestlife x € X jest fedent pribliZné rovnice PKx = Py, platt odhady

e — 2| < Bulz| + p,

= By = P
e =l = 7_g Bl =5

kdeZ p = |(J — WPK) y|.

Dikaz. Tvrzeni o existenci inversniho operatoru je obsazene v predeslém
lemmatu. Jestlize tedy g, <. 1 a mame prvky x a y spliiujici vztah Kz = v,
bude

x—x= (] — WPK)x = (J — WPK)(AHz + y) =
= (J — WPK) AHz + (J/ — WPK) y,

odkud ihned plynou uvedené odhady.

Ptedeslé dvé véty maji vyznam spiSe theoreticky. Jsou formulovany pie-
dev&im tak, aby vynikla tloha vSech podstatnych &initelt, které ovliviiuji
odhad. Obé jsou specidlnimi p¥ipady nasledujicich vét, upravenych pro prak-
tické pouZiti.
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(2,6) Necht operdtor PK na prostoru X md pFiblizny levy imversni operdtor
Z ¢ B(X).

BudiZ m pFirozené &islo. Necht

» Op = |(J —ZPK) AmH™| < 1.
Potom operdtor K md inversni. Je-li potom ddno y € X, oznaéme x feSeni rovnice
Kzx = y. Polofime-li
=G,y +z,
kde¥ze X je priblizné fedeni priblizné rovnice
PKz = PimHm™y (t.]. z = ZPA"H™y) ,

plati odhady

o — @ < wale|,

~ a)m ~

Dikaz. Bud déno z e X. Oznadme y = Kz a definujme ze X relaci x =

= G,y + 2. Bude potom
Kz = J"H™y, z=: A"H™x.
Nyni z je pfibliZznym feSenim rovnice
PKz = Pi~H~y— PKz,
takze
x —&=2—2= (] —ZPK)z2 = (J — ZPK) A"H™x .
Dikaz se nyni snadno dokonéi jako v piipads piedeslém. Piipad m = 0 formu-
lujeme zvlasté.
(2,6) Necht operdtor PK mna prostoru X md pfiblizng levy inversni operdtor

Z e B(X).

Necht w, < 1. Potom operdtor K md inversni. Je-li potom ddnoy € X, oznaéme x
Fefent rovnice Kz = y.

Polotime-li x = ZPy, plati odhady

e — 3| < wulal +

w, ~ P
l—wllxl+l_w1,

-
kdet p = |(J — ZPK) y|.

Diukaz. Tvrzeni o existenci inversniho operdtoru je obsaZzeno v predeslém
lemmatu. Jestlize tedy w; < 1 a madme prvky = a y spojené relaci Kz = y,
bude

x —z=(J] —ZPK)z = (J — ZPK)(AHz + y) =
= (J — ZPK) JHx + (J — ZPK) y ,

odkud ihned plynou uvedené odhady.
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Uzijeme-li v ptedeslych dvou vétich na operatory (J — ZPK) A"H™ odhadu
lemmatu (2,2), dostaneme ihned nasledujici vysledky: :
(2,7) Necht operator PK na prostoru X md pfzbhzny levy tnversni operator
7 e E(X) takovy, Ze ~
|J ZPK | =g 17 -
(norma na X ). BudiZ m pfirozené éislo. Necht
= |J — ZPK]| |A|mep + |Am|H™|o + |A|memo < 1.
Potom opemtor K md inversni. Je-li potom dano y e X, oznaéme x fedeni rovnice
Kz = y. Polofime-li
=Gy +7,
kde? % e X je priblizné Fedeni pFiblisné rovnice
PKz = PimHm™y (t.]. z = ZPi™Hmy),
platt odhady
e —z| < a,,,|x| ;

o — & < 12 .

(2,8) Necht operdtor PK na prostoru X md pribliZny levy inversni operdtor
Z e B(X) takovy, Ze
] —ZPK|=0<1

(norma na 5(). Necht o, < 1. Potom operdtor K md inversni. Je-li potom ddno
y € X, oznaéme x Fefeni rovnice Kx = y. Polofime-li x = ZPy, plati odhady

lx—i|£01|xl+p,
R F
kdeZ p = |(J — ZPK) y|.

3.

Ukézeme nyni, jak lze theorie, vyloZené v predeslém odstavei, pouziti
k odhadu chyby pfibliznych method feSeni integralnich rovnic. Je zajimavé, Ze
se stanoviska obecnych tvah ptedeslého odstavee se nejptirozenéjsi methodou
jevi methoda (3,1), ktera v podstaté pochazi od L. V. Kantorovice.

Domnivame se, ze teprve jednotny piehled, zaloZeny na disledném pouZiti
method funkciondlni analysy, umozituje plnéjsi pochopeni podstaty uzivanych
method.

Budeme pottebovat jesté dvé poznamky k oznadeni. Mé&jme linedrni
prostor E,, sklddajici se ze viech n-¢lennych posloupnosti redlnych &isel

T == (g5 vy Tg) o
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Je-li potom déna matice (a;) (1 < 4, k < n), miZeme kazdému vektoru z pfi-
tadit vektor y predpisem
' Yi = Zapy -

Vzniklé zobrazeni 4 prostoru E, do sebe je ziejmé linedrni a ohrani¢ené pfi
ka?dé volb& normy v E,. Nés bude zajimat pfedeviim norma operitoru 4 ve
dvou konkretnich piipadech.

(1) Volme v E, normu
||, = max |z,] .

Potom se snadno zjisti, Ze norma operatoru 4 je

n
||, = max 2 |a,| .
i k=1

(2) Volme v E, normu
lx|o = (fo)i 2

Potom se d4 dokazat, Ze pro symetricky operator A plati

4o = max [2,] ,

kde# 2, jsou viechny kofeny charakteristické rovnice
la;; — A0 = 0.
Nyni mdme vie piipraveno, abychom mohli aplikovat vysledky predeslého
odstavee na konkretni prostory.
Necht X znamena linedrni prostor viech funkei spojitych na intervalu

{a, b) 8 normou

|z] = max |x(t)] .
a<t<b

Snadno se dokéze, ze X jakoito normovany prostor je tplny. Necht &(s, {) je
funkce spojita na &tverci a < s, ¢ < b. Pro kazdé x ¢ X definujeme

y(s) = fh(s, t) z(t) dt .

Tato funkce je zfejmé spojitd na (a, by a pfedstavuje tedy jisty prvek ye X.
D4 se dokézati, Ze zobrazeni H prostoru X do X, definované vztahem y = Hz,
je linearni operator vlastnosti F.

(3,1) Necht X jest dany n-dimensiondlni podprostor prostoru X.Predpokla-
dejme, Ze jest dano n bodi

aL <lg< ..o <l = b
tak, Ze plati ‘ .
FeX, a(t;)=0proj=12..,n=>2=0.
Projekeci P prostoru X na X definujeme pozadavkem, aby prvek ¥ — Pz
spliioval rovnosti
o) =2@), j=1,2,...,7n.
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Vidime tedy, Ze se jedna o jakousi zobecn&nou interpolaci. M&jme nyni z ¢ X

a 7 ¢ X a v§imnéme si, co znamend rovnost PKz = PKz. Snadno se presvédéi-
me, %e tato rovnost jest ekvivalentni se splnénim rovnosti

2(t;) — Afh(t;, t) 2(f) At = 2(t;) — Afh(t;, ) 2(t) At pro i =1,2,...,m.

Zvolime-li nynf ;e X tak, aby e(t;) = 6,;, bude platit z = Zz(t,) ¢;, takZe,
oznadime-li jedté ¢; = z(t,), pijde o Fefeni systému rovnic

Lo — AZC;[h(ts, 1) es(t) df = z(t) — Afh(t;, t)2(t)dt pro i =1,2,...,n.

Oznaéme T matici (6;; — Au,;), kdez yu;; jsou momenty
i = [h(t;, t) e;(t) dt
a predpoklidejme, Ze existuje inversni ma:oice T-1. Potom zfejmé existuje téz
inversni operator W k operatoru PK e E(X). Dostdvame potom odhad
] < o max [35(6)] < 2|71, [PK] 2]
Tim jest odhadnuta norma operatoru WPK na prostoru X. Mame tedy
|WPK| < «|T-|_ |PK].
Odhady chyby pfi této methodé dostaneme ihned z véty (2,3) respektive (2,4).
(3,2) Operator PK ptitazuje prvku z e X prvek § e X uréeny pozadavkem,
aby hodnoty funkce ¥ v bodech ¢; byly rovny
x(t;) — Afh(t,, ¢) x(t) dt .
Mégjme formuli mechanické kvadratury s uzly v bodech #;, kterd nahrazuje
integral fb z(t) d¢ souctem g‘ A, x(t,). Zavedme operator @ e E(X ) poZadavkem,
aby pro :be X prvek v =ké11/, spliioval rovnosti
o(ts) = ult;) — A ZA, h(t,, t,) uty) .

Ztejms existence inversniho operatoru Z ¢ £ (5() k operatoru @ jest ekvivalentni
existenci matice inversni k matici 7' = (8;; — A4, h(¢;, t;)). Operdtor Z vez-
meme za priblizny inversni operator k operadtoru PK. Budeme potiebovat

(1) odhad operatoru ZPK na prostoru X,

(2) odhad operatoru J — ZPK na prostoru X,
Stejné jako v piedeslém piipadé dostaneme

|ZPK| < &|T-1|, |PK] .
Abychom provedli odhad J — ZPK na prostoru X , vezmeéme Z € X a oznadme
¢ = ZPKz. Je tedy
Qq = PKx .
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Oznadime-li pro kratkost ¢; = q(t;), ; = %(t;), znamena to platnost systému
rovnic o _ .
qi — AZA, bty b)) @ = ® — ;'fh(ti’ t) z(t) dé ,
neboli _
(9: — ) — AZA, Rh(t;, )@ — %) =
= AZA; h(t, t) x(te) — Afh(t, t) z(t) dt = &; .
Dostaneme potom odhad

¢ — 2| < ¥ max |g; — 2| = *|T|; max [e] .

Budeme tedy potfebovat odhad tvaru
max | [(t:, 8) 2(t) At — Z Ay h(t;, &) 2(t)| < ||,

platny pro z e X. Dohromady s predeslym dostaneme potom
|/ — ZPK| < &[T |A]x .
Odhad chyby p¥i této methodé dostaneme potom ihned z vét (2,7) resp. (2,8).
Vidime tedy, ze k provedeni naseho tukolu sta¢i provést odhad (pro z e 5()
max |ZA; h(t, t;) x(t;) — [h(t,, t) =(t) dt] .
Provedeme takovy odhad ve dvou konkretnich piipadech.
(3,21) Bud déno pfirozené n, volme

tkza_+kb;“, k=01,...n, A —=Ad,—=2=9

b—a
ds=..=445= -

Oznaéme pro 6 > 0
wy(8) = max max |h(t;, t') — h(t;, t')] .

i a<t'<t"<b
¢ 7| <0

Vezmeme pevné ¢ (0 < ¢ < n) a odhadneme
b n
lfh(ti; t) a(t) dt — X' Ay h(ts, &) z(t)| =
a k=0
n-1 txqy b—a

SZU[ b, ) xt) dt — —5

T k=0t

(P(ts, ti) 2(8) + h(t;, tkfl) x(tk+i))l )

Uvazime-li, ze funkce z(¢) je linedrni v {t;, t;,,), vidime ihned, Ze

tkt1

[ bt te) w(t) dt =

a ,,
omn (h(ts, i) 2(te) +
+ h(t;, te) 2(tera)) -
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Utzitim tohoto vztahu muZeme hofeni vyraz prepsati ve tvaru

E [ (R(t:, t) — h(t;, t)) 2(t) At — E;Ta (Bltss tsr) — hltis t) T(trsn)| <
k-0

n-1 b— b — | 1
SE ) e gl ) - Tl

; ” s 3
takZe za ¢islo » miZeme vziti 5 b —a)ow, (_1_) .
~

(3,22) Formuli mechanické kvadratury
f x(t) dt = Z' Ak x(ty)

nazveme formuli Gaussova typu, ]esthze_v ni plati rovnost pro viechny poly-
nomy stupné nejvyse 2n — 1. V tomto pfipadé je mozno zddany odhad pro-
vésti velmi snadno.

Oznaéme X mnozinu viech polynoml stupné nejvyse n — 1 a necht pro
ka?dé z ¢ X znamena Pz polynom stupné < n — 1, jehoz hodnoty v bodech ¢,
souhlasi s hodnotami z(t,). Mdme opét odhadnout

max | Z Ak x(t) — [h(t;, t) 2(t) d|

pro ze X. Pro kazdé i (1 < 7 < n) existuje polynom p,(t) stupné < n, ktery
nejlépe (v normé prostoru X) aproximuje spojitou funkei k(¢;, t). Oznaéme

0 = max max |h t;, t) — pi(t)] .

i a<i<

Jestlize nyni z € X, bude pi(t) z(t) polynom stupné < 2n — 1, takze plati

fpi EAkp(tk) x(t) -

Dostadvame potom
= ZAyhg x(t) — ZA pilte) x(t) + f(pi(t) — h(t;, t)) x(¢) de .
Uvézime-li jedté, ze viechny 4, > 0 a ze LA, = b — a, vidime ihned, Ze n4s
vyraz je odhadnut ¢islem
2(b — a) ole|,

takze mizeme vziti x = 2(b — a) p.

(3,3) Jestlize funkce z(f) mé na <a b> spojité derivace az do faddu v véetné,
plati odhad tvaru

|[2(t) dt — X Ay x(t)| é p max |z)(t)|
E=1 a<t<b

(v = 2 pro methodu lichob&#nik#, » = 4 pro. metodu Simpsonovu, v = 2n pro
methodu Gaussovu). Predpokladejme, Ze jadro A(s,¢) md spojité parcidlni
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derivace podle obou proménnych aZz do fddu v véetné. Oznatme jesté pro
0Sj=v
o'h

M? = max ]
ot

MY = max
a<s,t<b

as=st<b

- @
BudiZ u(t) funkce, kterd m4 na {a, b> spojité derivace az do fadu v véetné.
Méme potom odhad
max |[h(s, t) w(t) dt — A, (s, &) u(t,) df| <

a<s<b

3tv h(s t) u(t) I < " Z‘ ( ) || Mo

Polozme nyni P = J a tedy X=X
Oznaéme jesté H, onen operator, ktery kazdému x ¢ X ptifazuje funkei
A, h(s, t;) x(t;) .

Vysetfme, za jakych predpokladt operitor K, = J — AH, bude miti inversni.
Dokézeme, ze to bude splnéno, jakmile matice 7' = 8, — 14, h(t,, t,) bude
mit determinant rizny od nuly. Skutecnd, je-li tomu tak a je-li dan libovolny
prvek y ¢« X, muzeme urditi ¢isla {; tak, aby

Ci — AZAL At ) & = y(t:) -
Snadno se potom piesvédéime, ze funkce
Y(8) + A 24, h(s, t) &

je fefenim rovnice K, = y. Oznaéme potom Z operator inversni k operdtoru
K ; poslouZi ndm jako piiblizny inversni k operatoru K. Z hoteniho vyrazu jest
ihned patrno, Ze
1Z] <1+ [A|(b — a) M|T|,,
kdez
M = max |h(s, t)| .
T ass, t<b

Bude dile J — ZK = Z(K, — K) = AZ(H — H,). Zjistili jsme pted chvili, zZe
odhad (H — H,) umime provésti pro funkce u, které spliiuji jakési podminky
derivability. PouZijeme tedy véty (2,5) respektive (2,6). Jedn4 se totiz o odhad
(J/ — ZK)AH = 22 Z(H — H,) H, ktery muZeme provést, nebot vzhledem
k na8im pi'edpokladum 0 jadru k prvky tvaru Hz maji potfebny podet deri-
vaci.

Skuteén&, m&jme libovolny prvek z ¢ X a polozme v = Hz. Snadno se zjisti,
%e pro viechna j (0 < j < v) existuje spojita derivace ) a spliiuje rovnost

. o
u?(8) = f (W h(s, t)) z(¢) dt ,
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takZe dostdvame odhad |u®| < (b — a) M{’|x|. Utijeme-li hoteniho odhadu
(H — Hy) u pro u = Hx, dostaneme

(H — Hy) Hz| < u(b — a) X (;’,)Mgv--f) M| .
j=0

Vidime tedy, Ze pro ¢&islo w, v&t (2,5) a (2,6)méme odhad
w, = |(J — ZK)AH| <
< 21 4 (A0 — a) MITY ) pu(d —a) 2 (;)) MO MP-D,
i=0

Jestlize také prvek y m4 spojité derivace az do Fadu v véetné, miZeme snadno
provést iodhad éisla p véty (2,6). Je

v v -
p=|(J —ZK)y| < [A]|Z] |(H — Ho) y| = ] IZlﬂZO(j)Mﬁ D ly»].
j=

(3,4) Necht nyni X jest Hilbertv prostor, pfisludny intervalu <a, b). M&jme
méfitelnou funkei k(s, t), definovanou na &tverci @ < s, ¢t < b (aZ na mnozinu
nulové miry) a takovou, Ze

[R2(s, t) ds dt < oo .
D4 se potom dokazati toto:
Je-li x libovolny prvek prostoru X, potom pro skoro vSechna s ¢ (a, b) exis-
tuje integral
y(s) = [h(s, 1) (t) dt ,
a pro vzniklou funkei y je
[y3(s)ds < oo .
Zobrazeni H prostoru X do X, definované vztahem y = Hz, je linedrni ope-
rator vlastnosti F.

Méjme nyni n-dimensionélni podprostor X c X s ortonormélni basi e, ..., e,.

Necht P znamena ortogonalni projekei X na X. Potom, jak zndmo, pro kazdé

x ¢ X prvek Pz jest nejlepsi aproximaci prvku z pomoci prvka prostoru X.
Oznaéme '

hy(s, t) :‘2‘ ei(s) [h(s, t) e;(s) ds .

Je pak ihned patrno, Ze operitor PK jest vytvoten jadrem h(s, t). Jestlize
zeX a & = Zke, e X spliuji rovnost PKZ — PKx, znamené to, jak ihned
patrno, splnéni rovnosti
& — AZhyb = (x, e;) — A[h(s, t) e(s) x(¢) ds df ,
kdez
ha = [h(s, t) ei(s) e(t) ds dt .
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Existence operatoru W inversniho k operatoru PK E(f( ) je tedy ekvivalentni
tomu, aby matice 7' = (8, — Ah;) méla inversni. Dostdvame potom odhad

2] = (&) < T, |PK] J«] -
Tim jest odhgdn:lta norma operatoru WPK na prostoru X. Mame tedy
|WPK| < |T-Y, [PK] .
Odhadnéme jesté vzdalenost ¢ operatoru H od X. Protoze pro kazdé ze X
prvek Pz je nejlepi aproximaci prvku z pomoci prvka prostoru X, je
e= [H— PH| < [(h(s, t) — hy(s, t))*ds dt .
Odhad chyby pii této methods dostaneme potom z vét (2,3) resp. (2,4).
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PeswomMme

OLEHKA OIINBKU ITPU MMPUBJIMNMKEHHOM PEIIEHNN
NHTEI'PAJIBHBIX YPABHEHUN

Baacrumua Iltak (Vlastimil Ptéak), IIpara.

(Tocrymuno B pepaxumo 29/X 1954 r.)

Hacrosmas paGora onupaerca Ha paGory JI. B. Hantoposuua [1]. Ona cra-
BT cebe Ieabio paspaboTaTh ¢ MCIOJL30BAHMEM MeTO/[0B yHKIMOHAILHOTO
aga/msa oOLIYI0 CXeMy, KOTOPYI0 MOMKHO IPUMEHMTb K OIleHKe omubKd pas-
JMYHKX NpHGIMKEHHBIX MeTOJI0B pellleHMs MHTerpaibHeX ypasHenmit. Cyur-
HOCTb MeTOJla BaKJI0YaeTcs B TOM, 4TO HAPAAY ¢ mpocrpaHcTBoM Bamaxa X,
B KOTOPOM HY#{HO PeIATh ypaBHeHue Az = y, paccMaTpUBAETCA TOIPOCTPaH-
crBo X C X , B KOTOpoM pemiaercsa IpuGausenHoe ypasaenue PAx = Py, rue
P —npoermua X Ha X. BateM NpOMBBOUTCA OLEHKA PASHOCTH MEHCTY TOUHEIM
pelllenieM ¥ 1 TPUGIAIKEHHEM pelleHueM .

A
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Summary

ERROR ESTIMATES OF APPROXIMATE SOLUTIONS
OF INTEGRAL EQUATIONS

VLASTIMIL PTAK, Praha.
(Received October 29, 1954.)

The starting point of the present investigations is the paper of L. V. KaxTo-
RrovITCH [1]. Methods of Functional Analysis are applied to build up a general
schema which may be used to estimate the error of different approximate
methods of solution of integral equations. If X is a Banach space where an
equation Az = y is to be solved, we consider a subspace X c X and the appro-
ximate equation PAz = Py, P being a projection of X on X. A method is
developed to obtain an estimate of the difference between the exact solution z
and the approximate solution .
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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 80 (1950)

O ROVINNEM BIHARMONICKEM PROBLEMU V OBLASTECH
S UHLOVYMI BODY

IVO BABUSKA, Praha.
(Doslo dne 1. listopadu 1954.) DT 513.73

'V [1] bylo naznadeno jedno feSeni biharmonického problému za
predpokladu, Ze hranice definiéni oblasti mé&la dostateénd hladkou
hranici. V praxi se viak vétSinou vyskytuji oblasti, které maji pouze
po dastech dostatednsd hladkou hranici s thlovymi body.

V této kratké pozndmce ukéZeme, Ze metoda orthonormélnich
funkef, jak byla naznagena v [1], vede k cili tpln stejns jako v piipadsd
oblasti s hranici dostateén® hladkou. UkéZeme, %e i konvergence pro
oblasti s ihlovymi body je v podstatd stejné jako pro oblasti s hranici
dostateénd hladkou.

1. N&které definice a pomocné véty

V tomto odstavei vyslovime nékteré definice a véty které budeme déle po-
tfebovat.

Definice 1. Bud C jednoduchd orientovand k¥ivka. Bud §(s) vhel kladného sméru
teény s osou x, kde s jest délka oblouku. Necht 9(s) je totdlné spojitd funkce a necht

dd(s) ' dd(s)

T eL,, p>1, t.j. nechﬁf s "ds <

Potom budeme Fikat, Ze kifivka C je dostateéné hladkd.

K#ivku C budeme nazijvat po Edstech dostateéné hladkou, jestliZe je sjednocenim
koneéného poltu obloukd O;, t = 1,2, ..., N s koncovymi body A; (orientace
oblouki, je shodnd s orientact kitvky) takovych, Ze :

dd(s)
s f !“d,;—
Cy

2. [$(4,), —9(4)-| + 0 [mod =),

pds< 00 ;1)

1) V podateénim bodd oblouku béfeme derivaci zleva, v koncovém bod& derivaci
zZprava.
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kde #(A;), resp. 3(A,;)_ znalt limity hodnot whlu kladného sméru teény s osou z
vbodé A; pro A; R2eC resp. A; &= z¢C.?)

Body A; budeme nazyvat singuldrnimi body kfivky C. Orientaci predpokld-
dejme tak, Ze vnitfek je po levé strané. '

Véta 1. Bud C jednoduchd po édstech dostateéné hladkd kfivka a Q jeji vnitfek.
Bud f spojitd funkce na Q takovd, Ze

fg f [(3_2)2 + (%)2]" dQ < o .

Potom pro 1 < p < 2 plati
1

(s ([ 1 + (@ aa] +[2] foeas]}

C Q
kde
o= [[dQ

Q2

q<%}, [pro p = 2 jest ¢ < o0].

Pri tom konstanta M nezdvist na funkci f [zdvist ovdem na g, p, 2].
Dukaz. Viz [3], véta 2, str. 64, véta 2, str. 72 a poznamka str. 81.

Véta 2. Bud 0 vnitFek jednoduché kiiwky C. BudteZ na Q2 definovdny funkce
f1 @ [, takové, Ze
fnf|f1|1’d[2 < ©, fgf[]‘zlf’d!? < .
Potom
1 1 1
IR + (f°17 Q) < [Lf(h)” dQ]» + [{)ﬂfz”’ aQj»
Q
Dikaz plyne okamzité z nerovnosti Minkovského. 3)

Definice 2. Bud C jednoduchd, po Cdstech dostateéné hladkd kfivka a Q jejt
vnitfek. Bud na Q2 definovdna integrovatelnd funkce f takovd, Ze

JITE + @ Taa <= =5

Bud na C definovina funkce g. Rekneme, e g je prodloufenim funkce f na hranics

2) Znadime z < A; resp. z > A ;, jestli¥e v okoli 4, je bod z za bodem resp. pied bodem
A;, jdeme-li ve sméru orientace kiivky.

3) Minkovského nerovnost je
1 1 1
Ulz + y? dQJ» < [[l=[? dQJP + [[lyl? d2]7 -
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C oblasti , jestlife existuje poslowpnost funket f,, n = 1,2, ... spojitych na Q
takovych Ze je

fnf[(au,.a;n)u( el )] a0 +ff|,n_,,dgeo n o oo,

f|g——f,,|2ds—>0.
é

Poznamka 1. Jestlize f jest spojita funkee na £, potom f na hranici je pro-
dlouZenim i ve smyslu definice 2. Nehledime-li pfipadné na mnozinu miry nula,
je to prodlouzeni jediné. (Srv. vétu 1.) V tomto smyslu mizeme se divat na
definici 2 jako na zobecnéni pojmu spojitého prodlouZeni.

Poznéamka 2. V [1] zavedli jsme jiny pojem prodlouZeni (srv. def. 10 v [1]).
Pro piipad hranice dostatetné hladké jsou definice velmi podobné.

Poznidmka 3.V definici 2 jsme pfedpokladali, Ze p > §. Vzhledem k vété 1
statilo predpoklddat, Zze p > 1 a misto [|g — f,?ds — 0 pozadovat, aby

a
[lg — fa|ds— 0.

V dal$im v3ak vystadime s ptipadem p > % a ziskdme tim podobnost definice

2 a definice 10 v (1) pro piipad dostateéné hladké hranice.

Véta 3. Bud C jednoduchd, po édstech dostateéné hladkd orientovand kiivka a £
jejt vnitfek. Bud zy e 2. Potom pro kaZdou holomorfni funkci ¢ definovanou na Q
takovou, Ze ITm ¢(z2,) = 0 plati

[[lpl= 42 = K(e)([[(Re g)* dQ)"7

Pfitom merovnost plati pro kazdé 1 < ¢ < 0 a konstanta K (&) nezdvist na funkci .

Dukaz. Viz vétu 3 [2].

2. O biharmonickém: problému

V tomto odstavei ukazeme, 7e metoda orthogonalnich funkei, jak byla po-
pséna v [1], konverguje i pro oblasti s hranici po ¢astech dostatecné hladkou.

Definice 3. Bud C jednoduchd, po Edstech dostateéné hladkd kiivka a Q jeji
vnitFek. BudteZ na C definovdny funkce h a k takové, Ze

[|ppds < o, [lk[2ds < 0.
C c

Potom reguldrnim biharmonickym problémem vzhledem k oblastt Q2 a funkcim
h a k nazveme ulohu nalézti integrovatelnow biharmonickou funkci U takovou, Ze

ST+ G 2 (e

ox oy

oo
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a funkce b a k jsou prodloutent Z resp. %—Z— na hranici C ve smyslu definice 2.

Véta 4. Bud C jednoduchd, po édstech dostateéné hladkd k?"'wka a Q jejt vnitiek.
Reguldrni biharmonicky problém vzhledem k oblasti Q a funkcim h a k md Fedent,
jestliZe existuje integrovatelnd funkce f takovd, Ze je

YR R

of o .
2. Funkce 7 TeSP- e md prodlouzent h resp. k.

Dikaz. Viz [3], str. 111 a dalsi.
Plati nyni véta, jejiz tvrzeni jest velmi podobné jako ve v&t& 19 v [1] a to
1 pro oblasti, jejichZ hranice je kiivka po &4stech dostateéng hladka.

Vé&ta 5. Bud C po Edstech dostateéné hladkd a Q jeji vnitfek. Bud 2, Q. Bud
Yu, ® =1, 2, ..., posloupnost celistvyjch) funkct splitujict tyto predpoklady:

1. Posloupnost funkei v, = Re vy, jest uzaviend v prostoru vdech harmonickyjch
funkci na Q integrovatelnyjch s je kvadrdtem, t. j. ke katdému ¢ > 0 a kazdé harmo-

nické funkci v takové, Ze
[[»*dR < w0,
Q2

existuji koeficienty o;, 1 = 1,2, ..., N, takové, %e
N
ff('v — Z(X,—’Ui)zdg < E .
2 =1

2. Posloupnost funkci v, = Re y,, jest orthonormalisovand, t. §. plati

_Jl pron=m,
{)fv,,vmdﬂ_{o pro » + m.

3. Plati Tm p,(z,) = 0.
4. Platt p, = ¥, a ¥,(2,) = O.

Bud ddle g biharmonickd funkce na Q majict tyto vlastnosti:

L (e

2. g = Re [zp 4 %] ,%)
kde ¢ a y jsou jisté holomorfni funkce definované na Q.
Potom oznaéime-li

N N
oy =1 Zl“n’/’n y Py =1 ZI“"T" ’
n= n=

1) Predpoklad, Ze funkce y, jsou celistvé neni podstatny.
4) KaZdou biharmonickou funkei 1ze v tomto tvaru vyjadfit. Srv. [4], str. 108.
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o9 | .09 _ —, -
F—3—x+13—y—¢+z¢ + 71
&n, = Im [Fy, dt,

a

Ya(z) = gﬁfm—m—mmdt,
C

t— 2z

plati
1. ¢y — ¢ skoro stejnomérné na Q a

j!;f]qo;v — ¢ *d2—>0
pro katdé 1 > ¢ > 0,
2. @y — @ skoro stejnomérné na Q a na C plati
' [lpxy — @2ds—0.9)
C
3. yy— 7 skoro stejnomérné bodové na L.
Dukaz prenechdvam &tenafi. Je Gplné stejny jako ve vété 19 [1]. Tvrzeni 2
a druh4 ¢dst v tvrzeni 1 plyne z vét 1 a 3 této poznamky.
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~ Peswowme

O MJOCKON BUTAPMOHWYECKON IPOBJEME
B OBJIACTAX C YIVIOBBIMII TOUKAMMU

BO BABVYIIKA (Ivo Babugka), ITpara.
(Iocrymumo B pesaxmuio 1/XT 1954 r.)

B craThe pacmpocTpaHAIOTCS pesyJIbTaThl paborsr ,,3amMeTka K OJIHOMY pe-
IeHU0 GurapMoHmYecKkont mpoGaemsr‘ [1] Ha obsaacTH, PAHUIEI KOTOPHIX JI0-
CTATOYHO TJIAAKHU IO YaCTAM.:

5) Pondvad? Ag = 4 Re ¢’, snadno z v8ty 1 nahlédneme, %e ¢ mé prodlouZeni ve

smyslu definice 2 [t. j. jeji re4lnd a imaginérni &ést]. Pod integraénim znamenim uvazu-
jeme pravé toto prodlouZeni.
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Zusammenfassung

UBER DAS EBENE BIHARMONISCHE PROBLEM IN GEBIETEN
MIT WINKELPUNKTEN

IVO BABUSKA, Praha.
(Eingelangt 1. 11, 1954.)

Dieser Artikel enthélt die Verbreitung der Resultate der ,,Bemerkung zur
gewissen Losung des biharmonischen Problems* (Casopis pro péstovani matema-

tiky, 79, 1954, 41—63) auch fiir Gebiete die durch teilweise glatte Kurve be-
grenzt sind.
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Casopis pro p&stovani matematiky, ro¢. 80 (1955)

CHARAKTERISACE TETIVOVYCH A TECNOVYCH MNOHO-
UHELNIKT

LADISLAV KOSMAK, Praha.
(Doslo dne 2. listopadu 1954.) DT: 518.192

-V préci jsou nalezeny nutné a dostateéné podminky pro to, aby
n > 4 bodt v roving le¥elo na kruZnici a aby se n piimek dotykalo
kruZnice. Podminky jsou vyjddfeny jednoduchymi ihcidenénimi vzta-
hy; nejduleitéj§im pojmem v t&chto uvahéch je pojem t. zv. ortho-
centrické ptmky, ptitazené skupin® étyt piimek, jejiZ Zddné tfi pfimky
neprochézeji tym¥ bodem a kterd obsahuje nejvySe jednu dvojici
rovnobdfek. — Véty, dokédzané v této préici, maji aplikace pti studiu
jisté specialni kiivky, jak bude ukédzdno ve spolené préci ing. dr
F. SEpLAKRA a autora.

Je znamo, %e prisediky vysek étyt trojahelniki, uréenych vidy t¥emi piim-
kami &ty¥stranu*), lezi na téZe pfimce; budeme ji nazyvat orthocentrickd pfimka
tyFstranu. Obecngji plati: Je-li v roving déno » piimek (n = 4), z nichz Zddné
dv¥ nejsou rovnob¥zné a 74dné tii neprochézeji tymz bodem, pak orthocentra
viech trojahelnikd tvorenych témito pfimkamilezi na jedné piimce pravé tehdy,
kdy?% vSechny dané primky se dotykaji téze paraboly; piimka, na niz lezi ortho-
centra, je fidici pfimkou této paraboly. — Obé tyto véty pochdzeji od STEINERA
(Ges. Werke 1, str. 128, 134). Poznamenejme, e prvni z nich se nejjednoduseji
dokaze dvojim pouZitim této véty: Jsou-li na piimce diny tii navzéjem riz-
né body A4,,4,, A4, a jsouli pro i =1, 2,3 a,, a; piimky takové, e a; | a;
a 7e a;, a; neprochézeji bodem A; a prochazeji kazdé jednim ze zbyvajicich
danych bodu tak, ze @, prochdzi bodem A4,, a, bodem 4; a a; bodem 4,, .
pak priseliky dvojic piimek

(pla Pe) s
(P2s pf’) ’
(p:h pl)

leZi na téze primce. — Toto tvrzeni snadno plyne z vét o stejnolehlosti troj-
thelnikd.

*) Cty¥stranem zde rozumfme skupinu &éty¥ pfimek, z nich¥ #4dné dvé nejsou rovno-
b&Zné a Z4dné t¥i neprochézeji jednim bodem.
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Definici orthocentrické piimky nyni rozsifime na piipad skupiny &éty¥ pii-
mek, z nichZ Z4dné tii neprochézeji tymz bodem a pravé dvé jsou rovnob&zné;
orthocentrickou pfimkou takové étvefice pfimek budeme rozumét kolmici spus-
ténou na rovnobézky z prise¢iku zbyvajicich dvou pfimek. Kromé& toho pro
jednodussi vyjadrovani zavedeme tyto ndzvy: prisedik kazdych dvou z libo-
volné skupiny piimek v roviné nazveme vrcholem té skupiny a spojnici dvou
jejich vrchold, kterd do ni nepatfi, budeme fikat diagonila dané skupiny.
Nyni plati:

e

Obr. 1.

Véta I. Nechtbody A,, 4,, A,, A, nejsou vrcholy rovnobéinika a necht Zddné t¥;
z nich neleZi na tée piimce. Pak tyto body leZ na krufnici prdvé tehdy, kdy# ortho-
centrickd pFimka libovolné skupiny P &tyF pFimek s vrcholy v téchto bodech budto
prochdzi praseCikem diagondl té skupiny, na nichi po dvou le#t dané &tyFi body,
anebo, neprotinaji-li se tyto diagondly, je s nimi rovnob&nd.

Dikaz. I. Necht body 4,, 4,, 4,5, A, lezi na kruZnici k. Rozli§ujme t¥i
moznosti.

a) Body 4,, 4,, A;, A4 jsou vrcholy lichob&Znika. Pak je tvrzeni zfejmé,
nebot tétivovy lichobéznik je rovnoramenny.

Mizeme tedy pfedpokladat, Ze skupina P je éty¥stran. Pak jsou mozné dva
pripady.

b) Prisedik diagonal, na nichz lezi dané étyfi body, lezi uvnit¥ étyfahelnika
s vrcholy 4,, 4,, 4;, A,. Je-li v tomto &tyfthelniku p¥i n&kterém vrcholu
pravy uhel, je tvrzeni opét zfejmé; neni-li tomu tak, jsou viecky body oznatené
v obr. 1 navzajem ruzné a plati (viz obr. 1):

AACP~A C, AP~ N\ A,B,P~ A B,A,P,
nebof tyto trojihelniky maji stejné velky thel pii vrcholu P a kroms toho
X PAC, = L PC, Ay =}n — L 44,4, = }n — X 4,4;A, = X PB4, =
= X PA,B, .
Plati tedy

P:A,P— A,P:B,P = 4,0,: 4,B,,
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a jezto
A A10101 ~ A BzozAa )

Je
. C,P: 4,P = C,0,: 4,0,.
Pii tom
< PC,0, = {PA302,
takze

A PC,O, ~ A\ PASO,,

a jezto sobé odpovidajici strany jsou rovnobéiné a oba trojihelniky maji spo-
le¢ny vrchol P, lezi body P, O,, O, na téze primce.

c¢) Prisedik diagonal, spojujicich vzdy dva z danych bodi, lezi vné étyi-
uhelnika 4,4,4,4,. Podle b) je trojahelnik 4,0,4, homologicky s trojahelni-
kem A,0,4,; jejich odpovidajici si strany se protinaji v bodech 03, O;, P,
které podle Desarguesovy véty lezi na p¥imce. Jezto body Oy, O, jsou body
orthocentrické pfimky daného ¢tyfstranu a bod P’ prislusny prusecik jeho
diagonal, je tim véta dokazana i v tomto poslednim piipadé.

II. Dokéazeme nyni, ze podminka, o niz jsme praveé zjistili, Ze je nutna pro to,
aby body 4,, 4,, A,, A, lezely na kruznici, je také postacujici.

To se pouzitim druhé ze Steinerovych vét citovanych na za¢atku snadno do-
kaze v pripadé, ze jeden z bodu 4,, 4,, A5, A,lezi uvnitt trojahelnika s vrcholy
ve zbyvajicich bodech. Kdyby totiz orthocentricka piimka skupiny P procha-
zela ptislu$nym priseéikem diagonal, musela by Fidici pfimka paraboly, uréené
pfimkami skupiny P jako te¢nami, prochazet vnitikem této paraboly. — Kromé
toho si Stenaf snadno sam provede jednoduchy dikaz v piipadé, Ze body
A, A,, A,, A, leii na dvou rovnobézkach.

Predpokladejme tedy, Zé body A4,, 4,, A5, A, nelezi na kruznici, ze Gtyi-
thelnik s vreholy v téchto bodech je konvexni a Ze P je ¢tyrstran. VSimnéme si
nejprve pripadu, Ze prisedik D piislusnych diagonal skupiny P lezi uvniti étyi-
thelnika 4,4,4;4,. Necht je oznadeni voleno tak, Ze pfimky 4,4, a 4,4, jsou
diagonaly skupiny P. Bez ujmy obecnosti budeme piredpoklddat, Ze thel pii
vrcholu 4, trojihelnika 4,4,4; je tupy.

Opisme trojahelniku 4,4,4, kruznici k a necht A4, je jeji prusecik s pfimkou
A,4,. Vedme nyni v trojahelniku 4,4,4, vrcholy 4, a 4, rovnobézku s pro-
t8j8i stranou tohoto trojuhelnika a oznaéme B,, B, priuseciky téchto primek
s diagondlou A4,4,. Déle vztyéme kolmici A, v bodé 4, na pfimku 4,4,
a h, v bodé¢ 4, na pfimku 4,4,. Aspon jedna z primek A, b, protne pfimku
A,A,; protne-li ji jen jedna, je nékterda z piimek A,4,, 4,4, kolmi na
diagondlu 4,4,; dejme tomu, Ze je to piimka 4,4,. Orthocentrum trojiahelnika
tvoreného piimkami 4,4,, A,4,, A,A, lezi potom na piimce 4,4, a je rizné
od bodu D, nebot jinak by bylo 4,4, | A3;4,a body 4,, 4,, 4;, 4, by lezely
na kruznici. Orthocentrum trojahelnika tvoreného ptimkami 4,4,, 4,4,, 4,4,
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v$ak nelezi na piimce A,A4,, takze v tomto piipadé orthocentrickd primka
skupiny P nemize prochazet bodem D.

Muzeme tedy piedpokladat, ze obé piimky h,, h, protnou p¥imku 4,4,, a to
h, v bodé H, a h, v bodé H,. Jezto neni 4,4, | A,A4,, je bod H, rizny od B,
a H, rizny od B,. Podrobny rozbor jednotlivych moznosti polohy bodu vzhle-
dem k bodtm A4,, B, B,, H,, H, vede nyni k vysledku, Ze v Zidném ptipadé
nemuze orthocentrické piimka skupiny P prochazet bodem D. Tyto uvahy jsou
sice zdlouhavé, aviak velmi snadné, a proto upoustime od jejich vykladu.

Zbyvé piipad, Ze se diagonaly skupiny P protinaji vné étyFihelnika 4,4,4,4,.
Pak zcela obdobnym zptisobem jako v prvni ¢asti ditkazu pouZitim Desargue-
sovy véty lze ukazat, ze prochdzi-li orthocentrickd pfimka takové skupiny
prisedikem D diagonal, prochézi i orthocentrickd pfimka té skupiny &ty
piimek s vrcholy v danych bodech, jejiz diagonaly se protinaji uvnitt &tyf-
thelnika, priise¢ikem jejich pfisluinych diagonal, coZ je nemozné.

Véta 2. Jsou-li dany body A,, A, ..., A, (n = 5), z nich Zddné t¥i neleZi na
pFimee, pak existuje uspofddand skupina n — 3 Etvefic téchto bodi, kterd md tyto
vlastnosts:

a) ka#dd EtveFice kromé proni ma s predchdzejici t¥i spoletné body;

b) Zddnd z nich neobsahuje vrcholy rovnobéinika;

¢) kaZdy z dangjch bodt pat¥ do nékteré Ctvefice.

Diukaz se provede tplnou indukef. Spravnost tvrzeni se snadno ovéii pro
n = 5. Je-li pak n > 5 a predpoklédame-li, Ze véta 2 plati pro n — 1 bodl
A A, ..., A,_,, stadi k usporddané skupiné n — 4 étvefic, kterd je jim pfi-
fazena podle véty 2, pFipojit jako posledni tu ze dvou &étvefic, jez podle prvniho
kroku ditkazu odpovidaji skuping péti bodi sklidajici se z posledni étvefice
uspofddané skupiny odpovidajici bodim A,, 4,, ..., 4,_, azbodu 4,, kterd
obsahuje bod 4,.

Véta 3. Je-li n pFirozené &islo, n = 5, pak n boda, z nichZ Zddné ti neleZi na
pFimee, le£h na krugnici pravé tehdy, kdyZ pro kaZdou z n — 3 Ctvefic, které jsou
danym n bodim pFitazeny podle véty 2, plati, Ze orthocentrickd pFimka libovolné
skupiny Sty¥ pFimek, kterd md vrcholy v bodech této &tvefice, prochdzi prisetikem
diagondl té skupiny, na wich? le¥i body této CtveFice anebo, meprotinaji-li se, je
8 mami rovnobéZnd.

Diikaz. Véta 3 bezprostfedné plyne z véty 1 a 2.

Definice. Skupina n > 4 pf¥imek se nazyvé te¢nova, pravé kdyz viechny
jeji piimky se dotykaji téze kruznice.

Véta 4. Skupina Sty¥ pFimek, z nich# £ddné t¥i neprochdzeji tijmz bodem a nejoys
dvé jsou rovnobé#né, je teénovd pravé tehdy, kdyZ plati: Sestrojime-li osy dvojic
riznobéiek této skupiny tak, aby Zddnd meprochdzela vnitfkem jednoho z konvex-
nich dtvart, omezengjch véemi primkams skupiny, pak orthocentra vsech trojihel-
ik, tvoFemyjch témito pFimkamsi, le¥i na téfe pFimee. (Viz obr. 2.)
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Dikaz. I. Necht skupina &tyf p¥imek splituje pfedpoklady véty 4. Tvrzeni
véty 4 ziejmé plati v piipads, Ze dané skupina je soumérné podle osy, kters
jeji piimky bud neprotind nebo protini ve vrcholech skupiny; neni-li tomu
tak, je snadno patrno, ze Zadné tfi osy, sestrojené podle véty 4, neprochdzeji
tym# bodem a zadné dvé z nich nejsou rovnobéiné. Trojihelnik tvofeny té-
mito pfimkaminazveme vyznaény, jsou-li piimky jeho stran osami Ghli (vnéj-
gich nebo vnittnich) pfi vrcholech n&kterého trojuhelnika, tvofeného danymi
ptimkami. Prisetiky vysek vSech vyznaénych trojihelniki zfejmé lezi ve
stfedu 8 kruZnice, jiz se dané piimky dotykaji. Dale si uvédomme, Ze Ctyi-
thelnik omezeny zminénymi osami dvojic ruznobézek dané skupiny, které
prochézeji dvéma dvojicemi protéjsich vrcholt dané skupiny, je tétivovy;
o tom se lze snadno pfesvédéit vypoétem jeho uhli.

Viimnéme si nyni, Ze kazdy &tyfstran tvofeny osami definovanymi ve vété 4
budto je tétivovy nebo obsahuje vyznaény trojihelnik. Z toho podle véty 1
snadno plyne, %e orthocentrické pfimky vsech téchto &tyistrant prochazeji
bodem S, co% v8ak neni mozné jinak, neZ Ze viecky tyto piimky splyvaji.

v v

II. Neni-li skupina &ty¥ pfimek, z nichZ Zadné t¥i neprochazeji tymz bodem
a z4dné dv& nejsou rovnob&zné, teénovd, je snadno patrno, zZe zZadné tfi pri-
setiky vySek vyznaénych trojuhelniki nelezi na piimce. Obsahuje-li dana
skupina dvojici rovnobézek, zjistime, Ze orthocentra obou vyznaénych troj-
thelnikd uréuji pfimku réznou od spojnice priasedikt dvojic os, které se proti-
naji pod pravym thlem. '

Vé&ta 5. Je-li dana skupina n = 5 pFimek, z nichZ Zddné t¥i neprochdzeji tymZ
bodem, pak existuje usporddand skupina n — 3 Etvefic téchto pFimek takovd, Ze
plati:

a) kaZdd Ctvefice kromé pront md s predchdzejict tFi spoleéné pFimky;

b) kaZdd z danych pFimek patFi do nékteré Ctvefice;

c) v kadé étvefict jsou mejvys dvé rovnobézky.

Dikaz této véty se snadno provede aplnou indukei zcela obdobné jako u
véty 3.

Z véty 4 a 5 ihned plyne

Véta 6. Skupina n = 5 piimek, z nichZ Zddné t¥i neprochdzeji tymZ bodem, je
tenovd prdvé tehdy, kdy? kafdd z Stvefic pFimek, které jsou j¢ pfifazeny podle
véty 5, spliiuje podminku véty 4.

Poznamka. V&imnéme si, 7e ve étyistranu prisediky téch os (sestrojenych
podle véty 4) dvojic ptimek, které prochézeji prot&jsimi vrcholy, leZi na piimce.
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Peszome

XAPAKTEPU3AIIMA MHOI'OVI'OJIbHNKOB, OBPASOBAHHBIX
XOPIOAMU 1 KACATEJIbBHBIMI OKPYHHOCTH

JJADUCIIAB KOCMAK (Ladislav Kosmak), ITpara.

(ITocrynumo B pepakmuio 2. XI. 1954 r.)

N3BecTHO, YTO TOYKN IepeceyeHMs BHICOT YETHIPEX TPEyroJbHUKOB, 06paso-
BaHHBIX CTOPOHAMM IOJTHOTO YeTHIPeXCTOPOHHMKA, JIeRAT HA NPAMOil; aTy nps-
MYIO MBI HABKIBAEM 0PMOYEHMPUUECKOLl NPAMOL IeTEIPEXCTOPOHHNKA . [ 1aBHbIM
pesyIpTaToM HacToAmel paboThl ABIAIOTCA CIEAYIONINe [IBE TEOPEMBI:

1. Yembipe mouku 6 nAOCKOCMU, KOMOPblE He JeHcam 6 6epULUHAT HUKAK020
naApatiesoepamMma Uil mpaneyul U U3 KOMmopur HUkakue mpu He JAeHcam Ha
00HOT NPAMOLL, AENCAM KA OKEPYNCHOCIMU Mo20a U moabko mo2da, eciuw 0pmo-
YEHMPUYECKAS NPAMAS NPOUIBONDHO0 4eMBLPETCMOPOHHUKA C 6ePULLHAMU 8 IMUL
MoYKax npoxo0um uepe3 MOUKU NepeceUeHuss mex e2o Ouazonasell, Ha KOMopwx

aexncam OarHble yemupipe mouku uAl, eCAU OHU HenepeceKkaomcs, OHa napaiesbHa
um.

2. Yemvipe npamvie, 00pasyrouyie 4emupercmopPoHKUK, KACAIOMCE OKPYHC-
HoCMu Mo2da U Moabko meeda, ecau OPMOYeHMPyL 6cex MpPeyeosbHukros, 06 paso-
BAHHBIY GUCCEKMPUCAMU BHEUHUT Y2.A068 (M. e. mex, Komopbie He codepucam 6HYy-
MPEHHOCMb BBINYKA020 HEMbLPETY20AbHUKA, 02DAHUYEHH020 OAHHBIMU NPAMbI-
MU) 06Da306AHHBIT NAPAMU OAHHIL NPAMBLT, AeHcam Ha 00HOU NPAMOL.

ABTOp MOKABHIBAET TH yTBEPHKJEHNS B HECKOIBKO 6oJiee oOieM Buge u 06-
ofImaer uxX Ha caydail # > 4 TOYEeK M IPAMEIX.

Résumé

UNE CARACTERISATION DES POLYGONES INSCRIPTIBLES ET
CIRCONSCRIPTIBLES

LADISLAV KOSMAK, Prague.
(Regu le 2 novembre 1954.)

Les orthocentres des quatre triangles formés des droites d’un quadrilatére
complet sont situés sur la droite qu’on appelle droite orthocentrique de ce quadri-
latére. Les résultats fondamentaux de ce travail consistent en deux théorémes
suivants:
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1. La condition nécessaire et suffisante pour que les quatre points donnés dans
un plan dont nuls trois n’appartient & une méme droite et qui ne sont les sommets
&’ aucun parallélogramme ou trapéze soient situés sur une circonférence est que la
droite orthocentrique de tout quadrilatére complet avec les sommets dans les points
donnés passe par le point d’intersection des diagonales de ce quadrilatére qui
joignent les points donnés ou, si ces diagonales ne se rencontrent pas, qu’elle soit
paralléle avec elles.

2. La condition nécessaire et suffisante pour que quatre droites du plan dont
nulles trois ne se coupent & un méme point et nulles deux ne sont paralléles soient
tangentes & une circonférence est que les orthocentres de tous les triangles formés
des bissectrices des angles extérieurs (c’est-a-dire n’ayant pas de points communs
avec Pintérieur du quadrilatére convex formé des quatre droites données) formées
des droites données se trouvent sur une droite.

L’auteur démontre ces théorémes et en donne des généralisations.
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éaopls pro pé&stovini matematiky, ro&. 80 (1955)

GEOMETRIE SIMPLEXU V E,
(druhé ést)

MIROSLAYV FIEDLER, Praha.
(Doslo dne 20. listopadu 1954.) DT 513.821.2

V této druhé 3asti préce se zavadi pojem vyznaéné mnoZiny sim-
plexu, popisuje se mnoZina vlastnich i nevlastnich vyznaénych bodu
a vlastnich vyznaénych piimek. Jsou zde uvedeny nékteré vyznaiéné
mnoZiny obecného simplexu a dokazuji se vty o isogonélni p¥ibuz-
nosti.

6. Vyznaéné mnoziny simplexu. BudiZ opét E, eukleidovsky prostor di-
mense n (n pfirozené). Nazveme piipustnym zobrazenim m-tého ¥adu (m > 0
celé) takové zobrazeni ¢, které kazdé uspofddané skupind m 4 1 boda 4,
A,, ..., Apyy 2 B, piitazuje néjakou mnozinu M c E,,*)

M=qg(d,, Ay, ..., 4,),
a to tak, Ze plati: je-li T' isometrické zobrazeni E,, pak
P(TA,, TAy, ..oy TApss) = Poldy; Ag; 500y Apnis) -

Budiz nyni A, 4,, ..., Apyy (m = 0 celé) pevnd skupina (ne uspoiddand)
bodi z E,. Nazveme vjznaénou mnofinou této skupiny kazdou takovou mno-
zinu M c E,, k niz existuje ptipustné zobrazeni m-tého ¥idu ¢ tak, ze

M == qj(-A‘il’ Aiz’ . Aim+l)

pro kaidou permutaci (¢, ¢y, ..., i.,) indexa 1, 2, ..., m + 1. Vyznaénymi
mnoZzinami simplexu v ¥, rozumime vyznaéné mnoziny skupiny vrchold sim-
plexu. Zitejmé prénik i sjednoceni vyznaénych mnoZin simplexu jsou opét
vyznaéné mnoziny simplexu.

V dalgich vétich se budeme zabyvat mnoZinou viech vyznaénych bodi pev-
ného simplexu v £, o vrcholech Oy, O,, ..., 0,.,, t. j. mno#inou viech vyznad-
nych jednobodovych mnoZin tohoto simplexu.

V&ta 16. MnoZina vdech viastnich vijznaényjch bodi simplexu tvoii (neprdzdnaj)
linedrnt prostor. '

*) E, je eukleidovsky prostor E,, dopln&ny nevlastnimi body.
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Dikaz. Oznadme A mno#inu viech vlastnich vyznadnych bodi daného
simplexu. Jsou-li P, @ dva razné body A, pak kazdy vlastni bod ptimky PQ je
vyznaény bod simplexu: pro body P:a, Q to plati, kazdému jinému bodu §
piimky P@Q je piifazen délici pomér 4 (0 + A #+ 1) vzhledem k bodim P a Q.
Odpovidaji-li vyznaénym bodtm P a @ piipustnd zobrazeni ¢ a vy, takze P =
=90, 0., ..., OF), Q=40 Oy, ..., 0;,) pro kazdou permutaci
(33 T3y vy Insy), OZNAcme y takové zobrazeni, které kazdé uspofadané skupiné
n + 1 bodt A4,, 4,, ..., An,, z E, pritazuje mnozinu vSech bodi X, k nimz
existuji viastni body P’ e p(Ay, Ay, .., Apir), @ ep(Ay, Ay, .oy Anyy), P+ Q'
tak, ze X mé délici pomér A vzhledem k bodtm P, Q'. Ziejmé je y piipustné
zobrazeni a plati

S = x(oi,; Oi,: 0 csas 0in+l)

pro kazdou permutaci (iy, @y, ..., tnsy), t. j. bod S je rovnéz vyznaénym bodem
simplexu.

Odtud vsak ihned plyne, zZe A je linedrni prostor. Ze A je neprazdné, uka-
Zeme (nezavisle) ve vété 18.

Véta 17. Necht o,(&y), t = 1,2,...,n+ 1, jsou rediné funkce (n—2}— 1)
redlngch proménnych &g, k<1, k,1=1,2,...,n + 1, definované pro vdechna
Kadnd & definujme jesté pro k> 1 &, = &y. Necht ddle plati: pFi vyméné
kazdijch dvow indexii i, j, it + , w E se proi + p + j o, nezméni, o, pfejde v o; a
0; v 0;.) Oznaéme v simplexw X o vrcholech Oy, O,, ..., Opyy Cverce vzddlenosti
bodis O;, O, symboly e,;. Potom bod o barycentrickyjch soufadnicich o,(e), pokud
existuje_(t. j. pokud_nejsou oy(ex) = O:pro i=1,...,n 4 1), je vyznaény bod
simplexu 2. - '

Diukaz. Necht ¢; jsou funkee spliiujici pfedpoklady véty. Oznaéme o(4,,
A,, ..., A,,,) zobrazeni, které kazdé skupiné bodt 4,, ..., A, z B, ptitazuje
bud bod o barycentrickych soufadnicich o,(a,), kde a,; = 0*(4x, 44), ¢, k1=
—1,...,n + 1, vzhledem k simplexu 4, ..., 4,,;, pokud body 4, ..., 4ni,
jsou linearn& nezévislé a pokud nejsou o;(a) = 0proé =1,...,n + 1, anebo
prézdnou mnoZinu v opaéném pi{padé. Zobrazeni ¢ je ptipustné, jak plyne
z invariance barycentrickych soufadnic pii isometrickych transformacich.
Dale je

o'(A-ls Az: IR An+1) = (T(A,-l, A-i,: ersridy (611)

n+1)

pro kazdou permutaci (ij, %y, ..., i44,) indexi 1,2, .‘.., n + 1. Podle piedpo-
kladd o funkeich o, to totiz plati pro kazdou transposici (podrobngji: je-li na
jedné strané rovnosti (6,1) prazdné mnoina, je i na druhé strané prazdné mno-
#ina; je-li na jedné strand (6,1) bod, je na druhé strané tyZ bod, nebot jeho bary-

1) Podrobndji: polofime-li & = &> & = & PrO 6+ § + k, &y = & Pro ¢ *

’

kg, i+l%7, jeproi £ pEj 0p(&n)=0yEm) 0iSi) = o5(Em) 05(&) = oi(&r) -
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centrické soutadnice se nezméni aZ na vyménu piislusnych dvou soutadnic,
pro které se viak zaroveii méni oba vrcholy simplexu 4,, ..., 4,,,). Ponévadz
kazdou permutaci 1ze slozit z transposic, je tim véta dokdzana.

Bezprostiednim dusledkem je tato véta:

Véta 18. V kaZdém simplexu je bod o barycentrickijch soutadnicich (1,1, ..., 1)
vyznainy bod. Nazygvd se t&£istém simplexu.

Dikaz. Staéi ve vété 17 polozit o,(&;) = 1 pros =1, ...,n + 1.

Poznamka. Necht M, je neprdzdnd podmnozina mnoZiny indextt M =
={1,2,...,,n 4+ 1}. Potom t&Zisté té stény simplexu O,, ..., 0,,,, kterd m4a
vrcholy O,, i € M,, mé barycentrické soutadnice (vzhledem k celému simplexu)
Ty, = (&, 62 ..s Enyy), kde &, =1proie M,, & = 0 pro j non e M,. To plyne
ihned z toho, Ze barycentrické soufadnice bodu v té sténé jsou &; = &YV pro
i e My, & = 0 pro jnone M, kde &7 jsou barycentrické soutadnice tohoto bodu
(az piip. na faktor) vzhledem k simplexu (o piip. menSim poétu dimensi)
o vrcholech O;, i€ M,, jak vyplyva na p¥. z rovnice (2,8) odst. 2 prvé Sasti
tohoto ¢lanku.

Abychom mohli studovat linedrni prostor A vyznaénych bodé simplexu,
zavedeme si nejprve pojem grupy automorfismé simplexu. Automorfismem sim-
plexu v E, nazyvame kazdé isometrické zobrazeni E,, které prevadi mnozinu
vrcholt simplexu v sebe. Automorfismy simplexu tvoii zfejmé grupu, kterou
nazyvame grupou automorfismi simplexu. Kazdy automorfismus simplexu je
jednozna¢né uréen permutaci vrcholi simplexu (totiz permutaci (iy, 4, ...,
tny) Cisel 1,2, ..., n 4+ 1 takovou, Ze pfi tom automorfismu piejde vrchol O,
ve vrchol 0,), t. j. grupa automorfismii simplexu v K, je isomorfni nékteré
podgrupé grupy permutaci (» + 1)-ho stupné. MnoZinu vrchold simplexu lze
rozloZit na podmnoziny té vlastnosti, Ze kazdy vrchol O; jedné podmnoziny
prejde pfi libovolném automorfismu simplexu opét ve vrehol této podmnoziny,
a pii tom pro kazdy vrchol O; této podmnoziny existuje alesponl jeden auto-
morfismus simplexu, ktery pfevadi vrchol O; ve vrchol O;. Tyto podmnoziny
odpovidaji systémuam transitivity uvedené podgrupy permutaéni grupy a bu-
deme je proto nazyvat systémy transitivity vrcholt. Tak simplex v E,, jeho#
grupa automorfismi obsahuje jediny (identicky) automorfismus, mé n + 1
systému transitivity vrcholta (v kazdém systému je vidy jeden vrchol).

Vé&ta 19. Viyznaéné mnoZiny simplexu X jsou prdvé ty mmofiny, které jsou
invariantnt pfi vdech automorfismech simplexu X.

Diukaz. Ze vyznaénéd mnozina simplexu je invariantni pii viech jeho auto-
morfismech, je zfejmé. Necht obracené je M mnozZina, invariantni p¥i viech
automorfismech simplexu X o vrcholech O, ..., 0, ;. Sestrojme nejprve ke
kazdé permutaci k, ..., k,,, indext 1, ..., » 4+ 1 zobrazeni n-tého F4du
Vi, ..., k,y, tAKGO: ’

Necht 4, ..., 4,,, je néjaké skupina n + 1 bodil z E,; plati-li (4, 4) =
= 0(0,, 0,) pro viechna 4,7 = 1,...,n 4 1, t. j. tvofi-li (podle véty 3) body
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Ay, -..» As,,, v tomto potadi vrcholy simplexu 2’ shodného se simplexem Z,
pak i . k... (41 ..., Anyy) je mnozina, kterd vznikne z M isometrii, prevadé-
jici T v Z'. Neplati-li o(dy,, 4;) = (0, 0;) pro véechna ¢,j=1,...,n 4+ 1,
pak necht vy (Ay, ooy Apyy) = B,

jsou zfejmé vesmés piipustnd. Polozime-li nyni ¢(4,, ...,

K1
Zobrazeniy, .

"kll+1
Api) = 0N Pup iy, (A1s - Ansa), je  opét piipustné zobrazeni a plati
(klv~--’kn+1)
M = ¢(0i19 ey 01',, I-l)
pro kazdou permutaci i, ..., 7,y indexi 1,..., n 4 1. Je tedy M skutetné

vyznaénd mnozina simplexu 2.

Vi&ta 20. Necht v simplexu X je r systémi, transitivity vrcholiu. Potom linedrni
prostor A vijznaénijch bodw simplexw md dimensi rovnu r — 1. Je uréen r téZisty
védy té stény simplexu X, kterd md vrcholy z jednoho systému transitivity vrcholi.

Dikaz. Necht simplex £ mé vrcholy O, ..., 0,,; a necht e; jsou opét
¢tverce vzdalenosti vrehola O;, O;. Oznaéme na okamzik

Zy U
Lo Y2

ze=| " ||, y=| " ||, L=11,..., 1]
Ty Yni1

(o m + 1 prveich), B = |le;]|.

Plati tato pomocna véta: Necht A je linedrni zobrazeni prostoru E.,, pfi
kterém bodu o barycentrickych soutadnicich (€y, s, ..., Tnyy) vehledem k simplexw
Z odpovidd bod (Yy, Ys, -+ Ynysa) tak, Zeprot =1,...,mn + 1 je

n+1

Yi = Z Qi
k-1

t.j. pro A = |ja| plati

y= Az,
Zobrazeni A je isometrické tehdy a jen tehdy, existuje-li nenulové &islo x tak, Ze
A'EA = &2E , 1 (6,2)
LA =ou«L. (6,3)

Dtkaz. Podle rovnice (2,9) z véty 1 prvé &asti je dtverec vzdalenosti dvou
1 2

vlastnich bodi X, X moZno psit ve tvaru
L2 (3 v (b
s =(5 - =) 5 (Z-2).

Lx Lz 3
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kde z resp. z jsou obdobné sloupcové matice barycentrickych soufadnic bodi

n+1

1 2
X, X jako je matice z. Pfitom je Ic= D@, +0, Lz = 0. Odtud snadno plyne,
1=1
ze plati-li (6,2) a7(6,3), je zobrazeni 4 isometrické. Je-li obracend A isometrické
zobrazeni, pak, jak zndmo, pfevddi vlastni body opét ve vlastni body a ne-
1 2
vlastni opdt v nevlastni; odtud plyne (6,3). Z toho, %e plati g2(4X, AX) =
1 2 1 2

= @*X, X) pro kaZdou dvojici vlastnich bodt X, X, pak plyne (s uzitim
(6,3)) 2

1 1 2 1 2 1 2\ 1 2

x x x x x x x x
- Bend- a2 )
L (Lﬁc Lfc) Ly Lz ‘Lx L& ‘Lz Lz
t. j. po snadné tvaze rovnice (6,2).

Z této pomocné véty vyplyvé, Ze automorfismim simplexu X odpovidaji
(aZ na nenulové faktory) takové matice 4 = ||a,||, které maji tvar a;; = 1 pro
j = ki a;; = 0proj + k;, kde (ky, ks, ..., k,.,) je permutace &isel 1, ..., n + 1,
a pro které je ddle

A'EA=FE. (6,4)

Dokézeme ted druhou pomocnou vétu:

Necht Y = (yy, ..., Yns1) je vyjddient viastniho viznaéného bodu simplexu X
v barycentrickych soufadnicich a necht vrcholy 0;, Oy simplexu X lefi ve stejném
systému transitivity. Potom je y; = yy.

Dikaz. Podle pfedpokladu existuje isometrické zobrazeni A prostoru E,
tak, Ze ptevadi mnozinu vreholi simplexu v sebe, a p¥i tom vrchol O; ve vrehol
Oy. Pro piisluSnou matici 4 tedy je

ay; =1, a, ;=0 pro I +7. (6,5)

ProtoZe Y je vyznaény bod, existuje pipustné zobrazeni ¢ tak, %e

Y = ¢(0,, 0, ...,0,,) = ¢(40,, A0,, ..., A0,_,) .
Odtud plyne, Ze pro nékteré ¢ + 0 je
Ay =0Y, . (6,6)
kde y je ptisluind sloupcové matice. Protoze Y je vlastni bod a plati (6,5), je
v (6,3)x =1av(6,6) o= 1.Ze vztahi (6,5) a (6,6) s o = 1 pak ihned plyne
Y; = Y, jak jsme cht&li dok4zat.

Nechf nyni je pro M ={1,2,...,n+1} M =M, uM,u...uM,
rozklad mnoZiny M, ktery odpovidd rozkladu mnoziny vrcholii simplexu %
v systémy transitivity. Z druhé pomocné véty ihned plyne, %e kazdy vlastni
vyznaény bod ¥ mé barycentrické soutadnice y; tvaru

Yi = C),
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proie M,, A=1,2,...,r. To v8ak znamen, %e bod Y leZi v linedrnim pro-
storu Ay, o némz mluvi véta 20, vytvoreném t&zisti systému transitivity vrcho-
lu. Tato téiiétéjmaji;totii po}dle poznamky za vétou 18 tvar (v barycentrickych
soufadnicich) 7' = (ii), kde ¢, = 1 pro ie M,, t: =0 pro ¢ none M,. Tedy
A c Ay,

Obracené, skupina vrchold, které patii jednomu systému transitivity, je
invariantni pfi v8ech automorfismech simplexu. Je tedy také t&zisté vrcholi
kazdého systému transitivity invariantni mnoZina pfi v8ech automorfismech
simplexu X, t. j. toto t&Zi§té je vyznaény bod Z. Odtud plyne, Ze Az c A
a véta je dokazana.?)

Vsimnéme si ted nevlastnich vyznaénych bodia. Jsou-li P, @ dva rtzné
vlastni vyzna¢né body simplexu, je nevlastni bod p¥imky P@ (jakozto pranik
vyzna¢né p¥imky P a vyznadéné nevlastni nadroviny rovnéz vyznadénym
bodem simplexu). Jsou tedy vSechny nevlastni body linedrniho prostoru A
(pFesngji A) vyznacné body. Neni vSak pravda, Ze vlastni i nevlastni body do-
hromady tvofi (uzavieny) linearni prostor. Tak pro » = 1 ma kazdy simplex
(dvojice ruznych bodu) jen jeden vlastni vyznaény bod (stied Gili tézisté)
a jeden nevlastni. Obdobn& to mize nastat i pro n > 1.?)

Plati vSak tato véta:

Véta 21. Nevlastni vyznaéné body simplexw tvofi sjednocent N, u Ny U ... U
U N, po dvou ortogondlnich nevlastnich linedrnich prostori N,. Mda-li A kladnou
dimenst, je nevlastni linedrni prostor prostoru A jednim z wvedenyjch prostori, N ;.

Dukaz. Dokazeme nejprve dvé pomocné véty:

1. Jsou-li P, Q dva rizné vyjznaéné nevlastni body simplexu, pak bud P a Q
jsou ortogondlni, nebo kaZdy bod pfimky PQ je vyznalny.

Nejsou-li totiZ P a @ ortogonalni, pak bod P’ ptimky PQ, ktery je ortogo-
nalni k P, je rovnéz vyznacény bod, ktery je rizny od P i Q. Ke kazdému redl-
nému ¢islu 4, 4 #+ 0, 4 * 1, lze pfitadit pravé jeden bod X ptimky PQ, pro
ktery je dvojpomér (P,Q,P’, X)= A, a takto dostaneme viechny body
piimky P@Q, ruzné od P, @, P'. Jsou tedy vSechny body piimky PQ vyznacné.

%) Na platnost véty 19 a odtud vyplyvajici vztah A5 C A mne laskavé upozornil
prof. VL. KNICHAL. :

3) Plyne to na pt. z této konstrukce:

Necht » > 1. V E, zvolme libovolny podprostor E; dimense 1 a dalsi, s B, disjunktni
podprostor E, _,, pro n > 2 kolmy k E,. V E,_, sestrojme simplex Oy, ..., 0,_, tak, aby
vSechny jeho (nenulové) hrany mély délky navzajem rizné (takovy simplex skuteéné
existuje, nebot tim poZadujeme pouze platnost nerovnosti #, linedrnich v e,;). Oznaéme P
prisetik nadroviny », vedené prostorem E,_, kolmo k E,, s piimkou ¥,. V E, ted zvolme
body 0, a 0,,, tak, aby byly soum&rnd sdruené vzhledem k P a aby vzdalenost O, a
O, 4, byla roznd od viech vzdalenosti 0,0;, 4,7 = 1,...,n — 1, i od viech vzdalenosti
0,0,, 0,0,.,. To lze, volime-li 0,,0,,,, dost malé. Tim dostavame simplex O, ..., O0p 1,
jehoZ grupa automorfismii mé jen dva prvky, z nichZ jeden odpovidé identit$ a druhy
symetrii podle ». KaZdy vlastni vyznaény bod leZi tedy v », aviak nevlastni bod pfimky E,
Jje rovnéZ vyznadnym bodem, ktery neleZi v .

[ ]

467



I1. Zavedeme-li relaci mezi vijznaénymi nevlastnimi body P ~ @Q, jestlize je
bud P = Q, anebo P + Q a celd pFimka PQ je primka vijznacnyjch bodu, pak tato
relace je ekvivalence. '

- Reflexivnost 4 symetrie uvedené relace je evidentni. Necht nyni P ~ @,
Q~ R, apii tom P + Q, @ + R (jinak je ziejmé P ~ R). Jsou tedy vSechny
body ptimek PQ a QR vyznaéné. Lezi-li body P, @, R v pfimce, je skutecné
P ~ R. Necht tedy nelezi v piimce. Zvolme néjaky bod P, piimky P@, rizny
od PiQ, a bod R, pfimky QR, rizny od Qi R (P,iR, jsou tedy vyznac¢né body).
Mizeme ted v rovind uréit jednoznaéné soustavu projektivnich soutadnic tim,
ze zvolime body P, @, R za vrcholy soustavy soufadnic a priseéik piimek
P,R a PR, za jednotkovy bod soustavy. Kazdé t¥idé homogennich nenulovych
trojéisli pak odpovida n&jaky bod roviny PQR, a dostaneme tim vSechny body
této roviny. Je proto kazdy bod roviny PQR vyznatny, a tedy i kazdy bod
ptimky PR, P ~ R.

Z 11. pomocné véty plyne, Ze tiidy nevlastnich bodi podle uvedené ekviva-
lence tvoii lineadrni prostory. Z I. pomocné véty plyne, Ze dva takové rtzné
linedrni prostory jsou navzajem ortogonalni. K dikazu véty 21 zbyva dokazat,
e existuje-li neprazdny nevlastni Gtvar N linedrniho prostoru A vlastnich
vyznaénych bodt, pak N je jednim z uvedenych linedrnich prostori. Kdyby
totiz pro dvojici riznych vyznaénych nevlastnich bodd P, @ platilo, Ze P e N,
@ none N, P ~ @, pak by na ptimce PQ existoval bod R + P, ktery by byl vy-
rizny od 7'i P, pak S € A je vyznaény bod a pata kolmice spusténé z bodu S
k ptimce TR je vlastni bod §’, ktery nelezi v A, avSak je vyzna¢ny. Tim jsme
dostali spor.

Poznédmka. Podobnou metodou jako v dikazu druhé pomocné véty pfti
dtikazu véty 20 lze ukazat: Jsou-li vrcholy O; a Oy ve stejném systému transi-
tivity a je-li Yy = (Yy, - - ., Yns1) VYznaény neviastni bod, pak plati y; = + yi.

Pomoci nevlastnich vyznaénych bodi miuzZeme snadno popsat mnozinu vy-
znadnych vlastnich p¥imek. ’

Véta 22. Mno¥ina vijznaénijch vlastnich primek simplexu je tvofena jednak
mnoZinou vdech vlastnich pfémek prostoru A vyznaényjch boda, jednak pFimkami
PQ, kde bod P probihd A a bod Q probihd ty nevlastni linedrni prostory vijznactnijch
bodi z véty 21, které jsou rizné od nevlastniho prostoru N prostoru A.

Dikaz. Ze kazda pFimka uvedenych vlastnosti je vyznadna vlastni ptimka,
je ztejmé. '

Necht tedy obracend je p vyznaénd vlastni piimka. Je-li pe A, véta plati.
Predpokladejme tedy, Ze p none A. Pata kolmice z tézisté 7' simplexu na p je
zfejmd vlastni vyznadny bod simplexu; oznadime-li jej P, je P e A. Nevlastni
bod @ p¥imky p je vyznaény nevlastni bod, ktery nelezi v A. Tim je dikaz pro-
veden.

[ ]
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Poznamka. Obdobné lze popsat mnozinu v8ech vlastnich vyznaénych linedr-
nich prostora dimense %, 0 << k¥ << #» pomoci bodl z A a nevlastnich vyzna.cnych
linearnich prostort dimense & — 1.

7. Specidlni vyzna&né mnoZiny simplexu. Ve vété 19 jsme si ukazali, Ze t&-
zZisté simplexu je vyznaény bod. V tomto odstavei najdeme jiné vyznaéné
mnoziny simplexu a uvedeme jejich vlastnosti.

Véta 23. Ke kazdému simplexu v E, existuje prdvé jedna (n — 1)-koule,
kterd prochdzi vdemi jeho vrcholy (opsand (n — 1)-koule). Jeji rovnice v bary-

centrickych souradnicich je
n+1l

Z e;xx; = 0, (7,1)

i 5=1

jejt stied je bod S = (go1, Joa> « - +» Jo,n41)°) @ polomér r = V Jo0 . Neobsahuje

Zadny vnitint bod simplexu.

Dikaz. Véta plyne ihned z véty 14 a z faktu, Ze &islo V— o0 je kladné

jakozto ¢tverec vzdalenosti bodu S a O;. Zavér vyplyva ze (7,1) a z e;; = 0,
e;; > 0 pro @ = 4.

Poznamka I. Z nezavislosti bodu S na permutacich vrcholi a na isometric-
kych transformacich plyne, Ze S je vyznaény bod (snadno to také plyne z v&-
ty 18).

Poznamka II. MZeme ted pomoci mnoziny vSech vyznadénych bodi
simplexu a opsané (n — 1)-koule popsat mnozinu v8ech vyznaénych nadrovin
simplexu. Nadrovina = je totiz vyznacna tehdy a jen tehdy, je-li jeji pdl vzhle-
dem k opsané (n — 1)-kouli vyznaény (vlastni nebo nevlastni) bod. Podobné to
Ize uéinit pro kazdou vyznaénou regularni kvadriku simplexu.

Vé&ta 24. Necht m je prirozené &islo, m < n — 1. Existuje jedind kvadrika,
kterd se dotykd kaZdé m-dimensiondlni stény simplexu v E, v t¢£isti této stény.®)
V' barycentrickiyjch soutadnicich je jejé rovnice

n+1 n+1l

(m 41 Zx — in)2—0 (7,2)

jeji stied je v téZidts simplexu.

Dikaz. Pfedpoklidejme, Ze takova kvadrika existuje; necht md v bary-

n+l

centrickych soufadnicich rovnici > a;xx; = 0. Snadno se zjisti, Ze vlastnost
ij-1

této kvadriky, Ze se dotykd kazdé m-dimensiondlni stény simplexu v jejim

4) Viz odst. 5.

5) Cisla gog, gos» 4 jsou zavedena v odst. 2 prvni Sasti.
8) TéZistém stény Oy, Oy, -- -, Oy, ., rozumime t&ZistE t&chto vrecholi.
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t&2ikti, je ekvivalentni s tim, Ze pro kazdou takovou podmnozinu M,, ,; mnoZiny
M ={1,2,...,n + 1}, kterd md m + 1 prvki, a pro kazdé i e M,,, plati

. Zaik — 0 .
kedtpymi
Protoze je 1 < m < n— 1, plyne odtud snadno, Ze pro i + j je a;; = a,
a;; = — ma, a + 0. To viak ihned dava (7,2). Ze t8Zists simplexu je sttedem

kvadriky (7,2), plyne z faktu, Ze polarni nadrovinou tézisté vzhledem ke kvad-
rice (7,2) je nevlastni nadrovina.

Poznémka. Kvadriky (7,2) prom = 1, 2, ...,n — 1 jsou navzajem homo-
tetické a homotetické i s kvadrikou téhoz tvaru pro m = 0. Tato kvadrika
prochazi vemi vrcholy simplexu a nazyvé se Steinerova opsand kvadrika (nebo
Steinertiv opsany elipsoid, nebot v8echny kvadriky (7,2) prom = 0, ..., n — 1
jsou eliptického typu), kvadriky (7,2) pro m > 0 Steinerovy vepsané kvadriky
(elipsoidy). Mnozing kvadrik tvaru (7,2) pro m >> — 1 budeme fikat Steineriwv
systém kvadrik.

Véta 25. V simplexu existuje jeding bod L té vlastnosti, Ze soulet ctverci jeho
veddlenosti od (n — 1)-rozmérnyjch stén je minimdlni. V barycentrickyjch soutad-
nicich je L = (g11, Jazs - > Jns1,n41); nazyvd se Lemoiniw bod simplexu. Je vidy
vnitinim bodem simplexu.

Dikaz. Necht P = (py, Ps - --» Pnsy) je Vlastni bod. Pak soucet ¢tverct jeho
vzdalenosti od stén w; = x; = 0 je podle (3,12)

b

2
n+l A n+l pz A A an’ z 5_2 - (Zpl)2
SePw) = — 3 B =~ +(—‘ ) €0 3
Rt 2(21’:‘) i1 Gui 229“' zzgii (zpi)2
Prvni séitanec je viak soudet étverc vzdalenosti pro Lemointv bod. Druhy je
[podle nerovnosti (Eaib,«)2 < zaf be pro a; = Vm, b, = ﬁ, nebot g;;
: B - Gii

jsou nenulové &isla tého# znameni (— 1) podle (4,3) a (4,5)] stéle nezdporny,
dokonce kladny pro P = L. Odtud plyne véta. Ze L je vnitini bod, plyne ze
(4,3) a (4,1).

Poznimka. Obdobng lze dokazat zndmou vétu, ze t8Zisté simplexu je bod,
pro ktery je soucet étverci jeho vzdalenosti od vrehold minimalni.

Véta 26. Pro kaZdy simplex v B, existuje pravé jeden vnitini bod V, ktery md od
vdech (n — 1)-rozmérnych stén simplexu stejnou vzddlenost; je to stied vepsané
(n — 1)-koule, t. j. (n — 1)-koule, kterd se dotykd (n.— 1)-rozmérnych stén sim-
plexu a obsahuje (kromé dotykovych bodi) jen wvnitini body simplexu. V bary-
centrickych soufadmicich je V = (v, ..., Vpyy), ¥i = Vlg_,,l, rovnice wvepsané
(n — 1)-koule je ,

(Svi(eaz) — 23vieve) S + [(ewv) + [A[] () =0, .~ (7.3)
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jejt polomér :
4] -
o = VL.‘ . (7,4)
2
Dikaz plyne snadno z (3,11).
Poznidmka. Obdobné se zjisti, Ze celkem existuje pro simplex v E, nejvyse
27 bodu, které maji od v8ech (n — 1)-rozmérnych stén stejnou vzdalenost. Jsou
to (pfi vyjadieni v barycentrickych soufadnicich a pii v; = |/]g]) ty body

V..., s ) = (8101, Ea0g, «.us Ens1¥n) s, &i=+1,
které jsou vlastni (t. j. pro néz Sew; + 0). ProV(, . » + V to jsou stfedy
t. zv. pfipsanych (vné vepsanych) (n — 1)-kouli.

V niésledujici vété zobecnime pro simplex definici isogonalné sdruzenych
bodi a ve vétach 28 a 29 dokazZeme zobecnéni jejich vlastnosti, znamych z geo-
metrie trojuhelnika.

Véta 27.7) Necht bod P nelefi na Zddné (n — 1)-rozmérné sténé simplexu. Pak
existuje pravé jeden bod @, ktery md tuto vliastnost:

Jsou-li w, ' libovolné rizné (n — 1)-rozmérné stény simplexu, pak nadroviny
v, resp. v, ze svazku nadrovin uréeného w, o', prochdzejici body P resp. Q, jsou
sdrufené v involuct ve svazku (v, '), kterd md jako samodruiné nadroviny pilici
whel nadrovin o, o’.

Jsou tedy hly nadrovin v,, w a v,, ' stejné. Je-li v barycentrickych soutadni-
cich P = (py, Py -+ Pns1)s @ = (915 925 -+ Gns1), Plati pro o + 0

ePq: = Gii - (7,5)

Body P, Q se nazyjvaji isogondiné sdruzené.

Dikaz. Budiz ddn bod P = (p;, ..., Pnyy)s Ps =0 pro e =1,...,,n 4 1,
a predpokladejme, Ze existuje takovy bod @ = (g, ..., ¢n1,), Ze Vvyhovuje prvni
¢asti véty. Existuje index 1 tak, Ze g; & 0; necht § = ¢. Pro stény w = z; = 0,
o' =z; = 0jevp = px; — px; = 0, vg = ¢;x; — ¢sx; = 0. Snadno se zjisti, Ze
obé nadroviny, pilici tihel nadrovin w, »’, jsou tvaru x,~]/|g,,-| + x,Vlg,-,-] =0.
Ponévadz vp a vq patii do involuce uvedené ve vété, je

(Pse: — pi;)(q%: — qi;) = “(xiVl—gJ’—jI + xng_ul)“ + ﬂ(xzvm - x,-l/lg_.-.-l)z :
Odtud p,g; = (x + B)|gul, P2 = (¢ + B)lgsl; protoZe pg; + 0, je & + f =+ 0
apro p= (f"_+1)13 (vzhledem k (4,3) a (4,5)) plati (7,5) pro indexy ¢ a j. Aviak
7 byl libovolny index réizny od ¢, plati tedy (7,5) pros = 1, ..., n + 1. Obracen&
Ize snadno zjistit, Ze bod @ definovany (7,5) skuteéng vyhovuje podmince véty.

7) Ve vétach 27—30 predpokladéme, Ze n > 1.
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Poznamka. Z (7,5) vyplyva, Ze bod je sam k sobé isogonalné sdruzen
tehdy a jen tehdy, je-li nékterym z bod& V¢, . , z predchozi poznimky,
t. j., je-li stiedem vepsané nebo piipsané (n — 1)-koule (pfipadné smérem;
ve vétich 27 a 28 nerozliSujeme vlastni a nevlastni body). Je také ziejmé
z (4,1) a (7,5), Ze isogonalné sdruzené body lezi ve stejnych poloprostorech
vytatych vidy jednou (» — 1)-rozmérnou sténou. Specidlné jsou oba nebo
Zadny vnitinim bodem simplexu.

Véta 28. Isogondlné sdruZené body (pokud alespor jeden z nich je viastni) jsou
vidy dvojict (pFip. splyvajici) ohnisek rotacnich kvadrik, dotykajicich se vdech
(n — 1)-rozmérnych stén simplexu.®)

Dikaz je zaloZen na této vété, kterou zde nebudeme dokazovat:

Rotaéni kvadrika (v nadrovinovych barycentrickych soutadnicich, dualnich
k bodovym) s ohnisky P = (py, Py, -+ Pus1)s @ = (915 @2, > §nya) MA tvar

n+1 nil n+1

z gii€iés — o z P& Z q:5; =0
2,7=1 %1 1=1 "

n+l
a obracend, ka?dé rovnice tohoto tvaru s ¢ + 0 a > p; + 0 nebo > g; + 0
i=1 1=1 .
je rovnici rota¢ni kvadriky s ohnisky P, Q.

Je tedy nutna a postadujici podminka, aby kvadrika ”g o:;&:&; = 0 byla
rotadéni s redlnymi ohnisky P = (p;), @ = (¢;) a aby se pi"iz ';(;rln dotykala vsech
(n — 1)-rozmérnych stén, aby

i =09ui—0Pg:=0, t=1,..,n+1,
200;; = 295, — 0(Pgs + Pig:) Pro T * j.
Odtud a z (7,5) plyne véta 28.

Vé&ta 29. Necht P je vlastni bod, ktery meleZi na Zadné (n — 1)-rozmérné sténé
simplexu. Oznaéme j?, t=1,...,n + 1, body, soumémé’ sdruzené s bodem P
vzhledem ke sténdm simplexu w; = x; = 0. Jestlize body Rlef v nadroving, pak ué
nelezi v linedrnim prostoru mensi dimense a smér kolmy k této nadroviné je isogo-

ndlné sdrufeny (nevliastni) bod s bodem P. Jestlize body R nelezi v nadroviné, pak
1 n+1l

stfed (n — 1)-koule opsané simplexu R, ..., R je isogondlné sdrueny bod s bodem P
(vzhledem k pavodnimu simplexu).

- Dukaz. Lehko se zjisti, Ze body j% maji v barycentrickych soutadnicich
tvar

i

B = (9P, — 29uPi> 9:iP2 — 29:2Pss -+ JiiPns1 — 205,n1P4) »

8) Rotadéni kvadrika je kvadrika, k ni% existuje vlastni piimka tak, Ze kaZda nadrovina
k této piimce kolmé protina kvadriku v (n — 2)-sféie se stifedem na této piimce. Ohniska
jsou body, z nichZ teény kuzel obsahuje absolutni kvadriku.
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kde

nil
P=(p17p2""’pn+1): Pi*o(i=1,--~,"+1), lei*o'

n+1

Predpokladejme nejprve, Ze body R lediv ndjaké nadroving » = > yx; = 0.
t=1
Potom plati prok =1,2,...,n 4+ L:

n+1 n+l

rx Zl ViDi — 2P Zlgik)’i =0,

¢ili
n+1 - n:1
ikyi = 5. ili - 7’6
2 Iy = gp0 2 Vb (7,6)
Nadrovina » je vlastni, t. j. levé strany rovnic (7,6) nejsou vesmés rovny nule.
n+1

Tedy z y:p; #+ 0 a podle (3,4) a (7,5) je isogonalné sdruzeny bod ¢ s bodem P
nevla;;;li bod v kolmém sméru k nadroviné ». Odtud rovnéz plyne, Ze takova
nadrovina v prochazejici vSemi body Izif je jedind.

Necht nyni body }2 nelezi v Zddné nadroviné; potom bod @, isogonalné sdru-
zeny s P, je vlastni: kdyby byl nevlastni, pak by fddky matice |g,.p; — 29.;p{
soufadnic bodi Il? byly linedrné zavislé (po nasobeni i¢-tého fadku L a sectend,

1

podle (2,15 d)), a tedy by byly linearné zavislé i sloupce ve sporu s tim, Ze body
R nelezi v nadroviné. Pfimym vypoc¢tem podle vzorce (2,9) za pouziti (2,15)

se zjisti, ze vzdalenosti bodu @ od bodi R jsou si navzijem rovny, t. j. bod @
1 n+1
je stfedem (n — 1)-koule opsané simplexu R, ..., R.

Z vét 19, 25 a 27 plyne ihned véta:

Véta 30. 7'¢%i8té a Lemoiniw bod simplexu jsou body 1sogondlné sdruZené.

Zavérem této Sasti bych podotkl, Ze pomoci véty 18 mizZeme tvotit libovolné
mhoho vyznadénych bodi simplexu, na pf. bod

Cy = (€1, €y -+ 1 Cat1) , Kdoc; =D ey, Cy= (e, €3 ..., Ca,1) 1P
J

Nékteré takové body jsou (obecnd) linedrnd nezavislé, nékteré jsou vidy linear-
né z4vislé, na p¥. bod C; a body D = (dy, ..., duy1), D' = (d1, ..., dy, 1), kde
d; = Yeiy, dy = > egey, ledi vidy v ptimce (nebo dokonce splyvaj).
J kk;g ll
Lze dale definovat algebraické vyjznaléné body simplexu tak, Ze to jsou body
0 barycentrickych soutadnicich o;(ey;), kde o,(&;) jsou homogenni polynomy
v &, 8 celymi koeficienty, vyhovujici podmince ve vété 17. Tak na pf. téZisté,
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Lemointiv bod, stted opsané (n — 1)-koule, body C,, C,, D, D' z ptedchoziho
odstavce a viechny body, které z nich vzniknou isogonalni transformaci,
jsou body, které maji za o,(£;) homogenni polynomy s celymi koeficienty.
Tuto problematiku zde jiz nebudeme roziifovat. Je zajimavéjsi studovat speci-
alni simplexy, coz udinime ve tieti ¢asti.

Peswome
IFEOMETPUA CUMIIJIEKCA B E, 11

MHNPOCJIAB ®UNIJIEP, (Miroslav Fiedler), IIpara.

(ITocrymnuao B pegaxuuio 20/XI 1954 r.)

B nacrosmeit Bropoit vactu paboTsl, HepBad 4acTh KOTOPOit OblIa OmyG6IMKO-
Bama B mypnase Casopis pro péstovani matematiky 79 (1954), 297—320,
Hpeskfie BCEro faercda AJIs m = 0 IeJI0oro onpejiesieHNe NOHATHA JIOIYCTUMOTO
oro0paKeHUs Mm-ro MOPALKA B eBKINTOBOM 7-MepHOM mpocrtpaHcrBe K,. 910
Taxoe oToOpasteHue @, KOTOpoe BCAKOW ynopAnodeHHo# cucreme m - 1 Touex
A, A4, ...,A,,, 18 E, craBur B COOTBeTCTBUE HEKOTOpOe MHOMecTBO ¢(4,
Agy...;4pyy) 18 E, (1. e. u3 E,, NONOIHEHHOT0 HEeCOOCTBEHHBIMU TOYKAMMU)
TaK, uto ecau 7' ecTb n3oMeTpuueckoe orobpamenue K,, 1o

P(TA,,TA,y, ..., TAp,,)=Te(d,, 4y, ..., 4n;y) -
Ecan, nanee, 2 — ¢uxcupoBanHas cucrema m + 1 rouek A,, 4y, ..., Apiq

us E,, To maomecrBo Touex M C K, HasnBaercA M30paHHBIM MHOMKECTBOM OT
2, eciaM cyIIecTBYeT HONYCTUMOe O0TOGparkemnye ¢ m-ro HOPAAKA TaK, 4TO

M=, A, .. A

i1 ig) *
1A 10001 TIePeCTaHOBKH 1y, . .., Ipyq WHACKCOB 1, ..., m 4 1. Ilox usbpaHHbM
MHOKECTBOM CMMIIJIEKCA MBI IOHMMaeM uU30paHHOe MHOMXECTBO ero BepINnH.

im+1)

B pa6ore anee msyuaeTcs MHOMECTBO BceX COOCTBEHHHX M30paHHEIX TOYEK
(T. e. NBOpaHHKIX OJHOTOYEYHKIX MHOKECTB) CUMILIeKca B K, u mokaseiBaered,
4ro OHO oOpasyer samHeliHoe npocTpancTBo / o6pasoBaHHOe CclleLyIOIUM
obpasom:

I'pynna aBromopgusmos cummiaékca X' (T. e. rpynma TeX HM30MeTPUYECKUX
orobpamenuit B E,, npu Koropux MHOmxecTBO BepmmH O, ..., 0,,, cuMiIeKca
ocraercsa 6e3 MsMeHeHNMs) MB0MOpP(Ea HEKOTOPOMl IpymIe IepecTaHOBOK WMH-
mekcoB 1,...,m + 1, rak Kak.Kamgoe orobpaskenue 7' BsaUMHO OJHOBHAYHO
COOTBETCTBYET IEPECTAHOBKE 1, ....1,,, Takolf, uro 70, = O,,. OGosHauum
gepes 7'y EHTD. TAMKECTH MHOKECTBA TeX BepIIMX 0T X, KOTOpHIe OTMedYeHBl MH-
AeKCaMu' OJHOM CHMCTEMHE TPAHSMTUBHOCTH S, YIOMSAHYTOI IPYIILI IEPECTaHO-
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Bok. Torma A Oygmer JuHEHHEIM mpocTpaHcTBoM, o6pasoBaHHEIM Bcemu 7',
JUIA BCeX CUCTEM TPaHSUTHMBHOCTH .

B nocaeyionmx TeopemMax n3y4aeTcs MHOECTBO HecO6CTBeHHBIX N30 paHHBIX
TOYeK, COOCTBEHHBHIX WB0pAHHHEIX NPAMBX ¥ M30paHHBIX IUIEPIIOCKOCTEN.
JI7iA TIOTTHOTH M B I[@JIAX MCIOJb30BAHUA B TpeThedl 4acTH NPUBOAATCA He-
KOTOpHIe N3G paHHble TOUKK M N30 PaHHEIe MHOMKECTBA, ABJIAMINECH 0606menyeM
HEKOTOPHIX 36 paHHBIX (3aMedYaTelbHBIX) TOUEK TPEYTOJNbHUKA, M 00CYHAAI0TCHA
nXx cBoiicTBa. B 3aKiiouenne uccieayeTcs N30rOHATIbHOE CPOMICTBO B CUMILIIEKCe
1 [0KA3EIBAETCH, MEH/IY POYMM, UTO NB0TOHAJIBHO CONMPAMEHHbIe TOYKN ABJIA-
oTeAa Gorycamy IMmepKBajpHK BpalleHNs, KacaouXcA Beex (n — 1)-MepHBIX
rpéHeﬁ CUMILIeKCa.

Summary
GEOMETRY OF THE SIMPLEX IN E, (2nd part)

MIROSLAV FIEDLER, Prague.
(Received November 20, 1954.)

In the present paper (first part is published in Casopis pro péstovani mate-
matiky 79 (1954), 297—320) we begin with the definition of an admissible
mapping in the Euclidean n-space E,. We say that ¢ is an admissible mapping
of degree m (m = 0 an integer) in E,, if for every ordered set of m - 1 points
Ay, .. ApaeB, oAy, ..., A,,,) is a subset of E, (i. e. E, completed with
improper points) such that, for every isometric mapping 7' of E,,

T4y, ... TAp) =T @Ay, ..o Apss) -

Let X be a set of fixed points 4,, ..., 4,,,, € E,. We say that a set M c E,is
a distinguished set of X' if there exists an admissible mapping ¢ of degree m
such that
M=e¢d,,,... 4;, )

for every permutation i, ..., i,,,; of 1, ..., m 4 1. A set is a distinguished set of
a simplex in E,, if it is a distinguished set of its n 4 1 vertices.

Theorems 16—20 show that the set of all proper distinguished points (i. e.
distinguished one-point-sets) of the simplex is a linear space A formed the
following way:

The group of all automorphisms of the simplex (i. e. the group of all isometric

transforms in E,, preserving the set of all vertices O,, ..., O, of the simplex) is
isomorphic to a permutation group of indices 1, ..., n 4 1, since for every such
transform 7' there exists exactly one permutation ¢y, ..., i,,; such that 70, =

= 0,,. Let us call transitivity systems of the vertices the sets S, of those ver-
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tices of the simplex whose indices belong to one of the transitivity systems of
the permutation group. Then A is the linear space generated by all the centres
of gravity T', of the transitivity systems S, (theorem 20).

In the following theorems the sets of all improper distinguished points, pro-
per distinguished lines, and distinguished hyperplanes are studied. For the sake
of completeness and for the use in the third part some special distinguished
points and distinguished sets are mentioned.

Finally the isogonal relationship in the simplex is studied. In theorem 28 is
proved that isogonally associated points are foci of hyperquadrics of rotation
touching all the faces of the simplex.
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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 80 (1955)

POZNAMKA O EXISTENCI KONECNYCH GRAFU

VACLAV HAVEL, Praha.

(Doslo dne 23. prosince 1954.) DT 519.5

V této poznamce je uddn algoritmus, podle nshoZ lze rozhodnout,
zdali dané prirozena éisla a,, a,, ..., a, lze pokladat za stupné jednotli-
vych uzlt ngjakého koneéného grafu.

Grafem budeme rozumét koneénou mnozinu se symetrickou a nereflexivni
bindrni relaci mezi jejimi prvky. Ke kazdému prvku piifadime pocet viech
téch prvki, které s nim stoji v grafové relaci. Z téchto piitazenych ¢isel sesta-
vime nerostouci posloupnost a nazveme ji strukturou. Potadi ¢lent struktury
uréuje poradi odpovidajicich prvki grafu. Polozme (7, j) = 1 (resp. (¢, 7) = 0),
kdyZ i-ty prvek je (resp. neni) v relaci s j-tym prvkem.

Déale nazveme r-posloupnosti konetnou nestoupajici posloupnost, jejimiz
&leny jsou pfirozend &isla, pii ¢emz je prvni ¢len mensi nez pocet viech ¢lent
a podet lichych ¢lent je sudy; strukturu, ktera je r-posloupnosti, nazveme
r-strukturou.

Vé&ta 1. Bud |(i, )| symetrickd n-Fadovd matice, jejiZ proky jsou rovny nékte-
rému z &isel 1, 0 tak, Ze hlavni diagondla je nulovd a tak, Ze posloupnost {(i, 1) +
+ (3, 2) + ... + (¢, n)}I_, je nerostouct. Tato matice uréuje n-prokovy graf podle
ekvivalence (i, j) = 1 <=>i-ty proek je v grafové relaci s j-tym prokem.

Dukaz je zfejmy. Podminka (¢, j) = (4, ) charakterisuje symetrii, podminka
(1, ¥) = 0 nereflexivnost grafové relace.

Vé&ta 2. KaZdy &len struktury je mendi ne pocet vdech Sleni. Zadnyj Elen struk-
tury neni vét&i neZ soudet ostatnich lent. Lichyjch lent, je ve struktufe sudy pocet.

Dikaz prvnich dvou tvrzeni je zfejmy. Dokdzeme tedy jedté tieti tvrzeni.
Z podminek (i, j) = (4, 1), (¢, ©) = 0 vyplyva, Ze soulet viech ¢lent struktury

je sudé cislo. Zbytek dikazu je jiz snadny.
Z prvniho tvrzeni vyplyv4, Ze struktura neni prostou posloupnosti.

Véta 3. Mez grafy o r-struktu¥e a = {a,, a,, ..., a,} existuje takovy, pro néjz
plati (1,n) = (2,n) = ... = (a,, n) = L. , A

Dikaz. Vyberme libovolny graf struktury a. Existuje index k& (0 < k < n)
tak, Ze pro vybrany grafplati (1, n) = (2,7) = ... = (k,n) = 1,(k + 1,n) =0
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(v piipadé k£ = 0 odpad4 ovSem prvni systém rovnic). Je-li k = a,, pak doka-
zované tvrzeni plati. Je-li £ < a,, pak ve vybraném grafu (oznaéme jej 4,)
existuje index v, > k 4- 1 tak, Ze plati (v;, n) = 1. Dokdzeme dale, ze (vzhle-
dem k 4,;) existuje index w;, (1 < w, < n), pro n&jz plati (k + 1, w,) = 1,
(vy, wy) = 0. :
V opaéném ptipadé by byla splnéna rovnice (v, w;) = 1 pro kazdy index wy,
pro néjz jest 1 < wy < n, (k + 1, w;) = 1. Potom by ale platilo @, < a,,, a to
ve sporu s ptedpokladem, Ze a je struktura. Tedy zminény index w, existuje.
Nyni polozme (k + 1,7) = (n, bk + 1) =1, (k + 1, wy) = (wy, k + 1) = 0,
(Vrs W) = (Wi, ) = 1, (vy, ) = (m, v;) = 0; hodnoty ostatnich (¢, ) nechme
beze zmény. Takto definovana é&isla (i, j) urduji podle véty 1 jisty graf 4.,
struktury a. Je-li ¥ + 1 = a,, pak dokazované tvrzeni plati; jeli k + 1 < a,,
pak v pfedchozi ivaze nahradime v¥ude k indexem k + 1 a sestrojime jisty
graf A, ,, struktury a. A tak pokratujeme déle. Po konetném poétu kroki

.....

Vé&ta 4. Necht g = {g,, 9, ..., §m} je r-posloupnost, pro ni# plati g, > 1. Pak
posloupnost g, — 1,9, — 1,...,9, — 1 s Bomirs Janias ++ o Gmy dd se pFerovnat
v r-strukturu (oznacme ji g' ), prdvé kdy% g je struktura. Je-li ¢’ struktura, pak ke
kaZdému grafu struktury g’ existuje nadgraf struktury g.

Dukaz. Posloupnost g’ neobsahuje Zédny nulovy élen. Kdyby totiz jisty
¢len g, —1 (¢ =1,2,...,¢,) byl nulovy, pak by bylo g, = 1, a tedy té
gm = 1 = 1; posloupnost g by pak obsahovala samé jednotky, a to odporuje
predpokladu.

Necht g je struktura; podle véty 3 existuje graf struktury g, jeho# prvnich
gn Prvku je v grafové relaci s prvkem poslednim. Odstranime-li tento posledni
prvek i s relacemi mezi nim a prvky predchézejicimi a ponechdame-li ostatni
prvky a relace beze zmény, dostaneme jisty graf struktury g'.

Necht ¢’ je struktura a G’ je libovolny graf struktury g’. P¥iddme ke &’ novy
prvek. a roziifime relaci v @' v symetrickou nereflexivni relaci tak, #e novy
prvek bude v rozsitené relaci s témi prvky z G’, které odpovidaji &lentim
91— L,g:—1,...,9, — 1 struktury g’. Timto roziifenim dostaneme jisty
nadgraf (struktury g) grafu G'.

Vi&ta. Necht a® je r-posloupnost s pronim CElenem vét&im nef 1. Existuje algo-
ritmus, podle néhoZ lze rozhodnout, 2da a(® je anebo neni struktura.

Dikaz. Necht a® je struktura. Pak podle véty 4 je téz a’ = a® struk-
tura, a tedy téZ (opét podle véty 4) a’ = a® je struktura; takto pokradu-
jice, sestrojujeme struktury a®’ = a®, a® = a® atd. Jsou mo#né dva pri-
pady. Budto existuje index ¢, (1 < ¢, < n) tak, %e posledni prvek z a® neni
mensi nez n — q,, anebo takové ¢, neexistuje a pak existuje index ¢, (1 <
< ¢, < n) tak, Ze posloupnost a(® obsahuje samé jednotky.

V prvnim pipadé dostdvame spor s predpokladem, Ze a® je struktura
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(nebot podle prvniho tvrzeni véty 2 neni a(*) strukturou); tedy ani a(® neni
struktura a vysledek je v tomto piipadé negativni.
Vysetiime jesté druhy piipad. Ponévadz a® je r-posloupnost, je éislon — g,
sudé; snadno nahlédneme, ze existuje jisty graf A struktury a(®. Ponévadz
a'™ je struktura, je podle poucky 4 téz a(®-1 struktura a ke grafu A4 se-
strojime rovnéz podle poudky 4 jisty nadgraf A"~ struktury a(®-b. Ponévadz
a'"-Y je struktura, je podle poudky 4 téZ a(*-? struktura a ke grafu A®-b
sestrojime opét jisty nadgraf 4(:~2 struktury a(**~?. Takto postupujeme dale,
odvozujice, ze a®~9 jsou struktury, a sestrojujice jisté grafy A(“~9 struktur
a4, pti demz A9 je nadgraf grafu A®-i-b (i = 1,2, ..., ¢,). Pro i = g,
dostaneme hledany vysledek, Ze totiz posloupnost a(® je struktura; A® je pak
jisty graf struktury a(®.
Véta 5. KaZdd r-posloupnost se véemi Cleny stejnyma je struktura.
Dikaz. Danou posloupnost oznaéme a = {a,, @,, ..., a,}; podle piedpokladu
jest “1 =ay,=...=a, Jeli a, sudé, pak poloime (7,7) = 1, kdyz*) j =

=9 :l: L1 t(it=0,1, ...,% — 1); v ostatnich pfipadech polozme (¢, j) = 0.
Takto definované (¢, ) uréuji podle poucky 1 Jlsty graf struktury a. Je-li a;

liché a n sudé, pak polozme (7, ) =1,kdyzj = j; (t =05 L, 00
a, — 1
2
Takto definovana &isla (4, §) uréuji podle poucky 1 jisty graf struktury a.

—1), j=1+ §§ v ostatnich pfipadech polozrne opét (3,7) =

Pesome
3AMETKA O CYIIECTBOBAHU KOHEYHBIX I'PA®OB

BAIIJIAB I'ABEJI (Véclav Havel), Ilpara.
(ITocrymuao B pepaxmuio 23/XIT 1954 r.)

HasoBem cmpyrmypoii HeBOo3pacTaol[yld KOHEYHYI I0CIEL0BATEIBHOCTD
Y3JI0B OTJIETBHAIX TOYeK KoHeunoro rpada. [lamee, HazoBeM r-nociedosament-
HOCMbI0 KOHEYHYI0 HEeBO3PACTAIONIYI0 TOCTe[0BATENbHOCTh HATYPATbHEIX UH-
ceJl, IpuYeM MepBhIii 4eH MeHpIle YKCIa BCeX WIeHOB,  YACIO HeYeTHBIX die-
HOB ABJIAETCA YeTHRIM YUCJIOM; CTPYKTYPY, IPEACTABIAINIYI0 co00i 7-iocaeso-
BATEJILHOCTE, HA30BEM 7-CTPYKTYPOIi. o

Cpedu epagos ¢ dannoii r-cmpykmypoti {a,, @y, ..., G,} cyujecmeyem marou
2pagd, 6 kKomopom nociédnull ysea coedurer pebpom ¢ nepeviMu a, ysaami (Teo-
pema 3).

*) Znakem = rozumime kongruenci modulo n.
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Il pednoaoocum dasee, umo g = {g,, ga, . - ., gm} €CMb r-nocaedosamessHocms,
nepesiii uaer kKomopoii 6oavwe 1. Toz0a nocaedosamesvrocms g, — 1,9, — 1, .. .,

ooy o — 1y Ggi1s Ggpins -oey Gmoy MOMCHO nepesécmu nymem nepepacnpe-
deaerus 8 r-cmpyrxmypy (060snawum ee wepes g’') 6 mom u Moavbko 6 mom cayuae,
kozda g ecmv cmpykmypa. Ecau g' — cmpykmypa, mo das kaxncdozo zpaga

cmpykmypuv. g' cywecmeyem nadepagd cmpykmypve g (reopema 4).

Ecau a ecmv r-nocaedosameavrnocmsv ¢ nepevim waerom, Goavuium edunuybl,
mo cywecmeyem aizopugm, no3eoALUUL YCMAHOBUMD , AGAIEMCS AU @ CPYK-
mypoii uau nem. (I'maBHbI pesyabTarT paGoTh.) '

AnropuMm cocTouT B MOCTENEHHOM NOCTPOEHUH 7-TI0CJAE0BATeNbHOCTH 10 =
= a’, 2a = 1a’, *a = %’ (no oGo3HaYeHNAM U3 TeopeMsl 4); IPH OKABATETb-
CTBEe IVIABHYIO POJIb UTpPaeT Teopema 4.

Zusammenfassung

EINE BEMERKUNG UBER DIE EXISTENZ DER ENDLICHEN
GRAPHEN

VACLAV HAVEL, Praha.
(Eingelangt 23. XII. 1954.)

Wir bezeichnen die nicht wachsende endliche Folge der Grade der Knoten
eines endlichen Graphen als Struktur dieses Graphen. Weiter bezeichnen wir als
r-Folge eine endliche nicht wachsende Folge der natiirlichen Zahlen mit dieser
Eigenschaft: Das erste Element ist kleiner als die Zahl aller Elemente und die
Zahl der ungeraden Elemente ist gerade. Die Struktur, die eine r-Folge ist,
bezeichneten wir als r-Struktur. '

Unter den Graphen mit gegebener r-Struktur {a,, as, ..., a,} existiert ein solcher
Graph, in welchem der letzte Knoten mit den ersten a,, Knoten verbuden ist. (Lehr-
satz 3.)

Setzen wir voraus, dass g = {g,, gy, ..., gm} eine r-Folge ist, in welcher das
erste Element grosser als 1 ist. Die Folgeg, — 1,9, — 1, ..., Go — Lo Gg 41
<+ Gm—y Lisst sich in eine Struktur wmformen (wir bezeichnen sie g’ ) dann und nur
dann, wenn g eine Struktur ist. Wenn g’ eine Struktur ist, dann existiert zu jedem
Graphen der Struktur g’ ein Obergraph der Struktur g. (Lehrsatz 4.)

Es sei a eine r-Folge mit dem ersten Element, das grésser als 1 ist; dann existiert
esn Algorithmus, nach dem sich entscheiden lisst, ob a eine Struktur ist. (Das
wichtigste Resultat der Untersuchung.)

Dieser Algorithmus besteht aus einer sukzessiven Konstruktion der r-Folgen
la = a', 2a = '/, 3¢ =24/, ... (nach Bezeichnung aus dem Lehrsatz 4); der
Beweis beruht hauptsichlich auf dem Lehrsatz 4.
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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 80 (1955)

FUNKCIONALNT ROVNICE TRIGONOMETRICKYCH FUNKCI

OTOMAR HAJEK, Praha.
(Doslo dne 12. ledna 1955.)

V élanku jsou podéna vSechna feSeni (holomorfni v okoli podatku)
rovnic (2) a (6); rovnice (2) proa = b = 1 arovnice (6) proa = — b =
= 1 prechézeji v znamé adiéni formule pro funkee sin z, cos x.

I.

Hledejme funkce ¥, G, H, holomorfni v po¢atku a vyhovujici v okoli posdtku

rovnici '
F(@ +y) = a.G) . H(y) (1)

(@ je dand konstanta). Jeji feSeni nazveme exponencidinim refenim. Predpokla-
dejme a = 0. Ziejmé G(0) = 0= F = 0 <= H(0) = 0, nadez jedna z G, H je
identicky 0 a druhd je libovolna. Pro G(0) . H(0) # 0 plyne z (1) F(z) = a .
.G(0) . H(x) = a . H(0) . G(z), dale
k.Flx+y)=k.F(x).k.F(y)

(k = (a . G(0) . H(0))~1), se zndmym Yeenim F(x) = a . G(0) . H(0) .e?*. ReSeni
(1) jsou tedy:

pro a % 0

F(x) = axyet*, GQ(x) = e, H(x) = pes®

(«, B, ¥ libovolné konstanty),

Il

= 0, H libovolni ,
= 0, @ libovolnj§ ;
pro a =20

N
I
R

I

0, G, H libovolné .

II.

Hledejme funkece F, @, holomorfni v posatku a vyhovujici v okoli podatku
rovnici

Flz+y)=a.F(z).6y) +b.F@) . 6@) (2)
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(a, b jsou dané konstanty). Rovnici (2) nazveme sinus-rovnici. Viimnéme si,
Ze ptrechazi opét v sinus-rovnici s tymiz konstantami p¥i transformaci

. @) =e=.F(x), g(x)=-e".G(). (*)

Ptedpokladejme F == 0. Piipad a . b = 0 vede na exponencialni feSeni. Ukas-
me, ze pro a . b + 0 se sta¢i omezit na pfipad a = b = 1. Predev§im

F(x +y) = a,. F(z) . Gy(y) + F(y) . Gy() (3)
8@, =b.G,a, = %; nyni a, # 1 implikuje (F(z + y) = F(y + z) do (3))
F(z) . Gi(y) = F(y) . Gy(x) ;

dosazenim do (3) mame rovnici typu (1) s exponenciédlnim fesenim. Déle tedy
feSime rovnici

F(x +y) = F(x).Gy) + F(y) . G(x) . (4)
Také F(0) + 0 vede na exponencidlni feseni: z (4) plyne G(z) = 1—;%(0) F(z).
UkaZzme, Ze za piedpokladi F(0) = F’(0) = 0 m4 (4) jen Feseni F = 0. Necht
F(x) = Zfa,a", Q(x) = ZLb,an. Z (4) plyne pro kazdé m , n
(n + m

n )a,,+m=a,,.bm+am.bn. (5)

Dokazme a,,, = 4; , . a, indukei podle k. Pro k = 1 je to ziejmé; polozme v (5)
m = kn; pak
a, . bkn + Apn - bn bkn + Ak,n . bn
g +1)n = — =
((lc—i—l)n) ((k+1)n)
n

n

@y =Apyy0 -8y

Odtud plyne a, = 0 = a,, = 0 pro kazdé k; zejména a, = 0= F =0, chd.
Predpokladejme tedy F(0) = 0 + F'(0) = a,. Pfipadnym uzitim transformace
(*)sec=— ;F—,((O—O)) dosdhneme toho, aby F"(0) = 0 = a,. Z (4) plyne G(0) = 1,
a

bl

Gz) — (F(x +9) —F@) g, 6 - 1) F(y)
y Y Yy
kdykoliv F(y) + 0 * y; jezto F'(0) + 0, mame limitnim piechodem

O) = ;- (F'@) — F@) . 6'0)).

Pak G'(0) = a7 '(F"(0) — a, @(0)) = — G'(0), tedy G'(0) = 0, t. j., G(z) =
= a; ' F'(x). Dosazenim do (4): F(x + y) = a; "(F(z) . F'(y) + F(y) . F'(z)).
Pro kazdé m, n pak

(n -; m) Apim = (N 4 1) @p 0y + (m + 1) @ 1@, .
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Volbou m = 2 mame }(n + 1)(n + 2) a,a,,, = 3asa,, t. j.
p2n+1
@n + 1)

(4) mé tedy fefeni F(x) = « . sin fz, G(r) = cos 'ﬂx v ptipadé a; + 0, a F(x) =
= ax, G(x) = 1 v ptipad$ a; = 0. Redeni rovnice (2) dostaneme tedy uZitim -
zpétné transformace (*) a nédsobkem. Jsou to tato fefeni:

F = 0, G libovolné ;

Bon=0; Gupyg=1F: (n=>1).

proa-+b=+0

|

F(m) = aef* , G(:L‘) = m er® 3

proa=5=+=0

1
F(z) = xef*sinyr, G(x) = > e’ cos yx ,

F(x) = xefrx , Gx) = % ez ;

(x, B, y jsou libovolné konstanty).

III.

Hledejme funkce F, G, holomorfni v po¢atku, vyhovujici v okoli potétku
rovnici :

Fl +y)=a.F@).F(y) +b.6().6() (6)

(@, b jsou dané konstanty). (6) nazveme kosinus-rovnict. Viimndme si, Ze
transformaci (*) pfejde opét v kosinus-rovnici s tymiZ konstantami. P¥ipad
a . b = 0 vede na exponencialni feSeni; necht tedy a . b = 0. Ziejmé stadi pied-
poklidat a = — b = 1 (F, = aF, G, = iJ/ab . @), tak¥e fesime rovnici

F(x 4+ y) = F(2) . F(y) — G(x) . G(y) - (7)

Pro G = 0 mé (7) jen exponencidlni FeSeni; pro konstantni F je také G' kon-
stantni. Z (7) plyne )

F(x). (1 —.F(0) = — G) . G(0) . (8)

Kdyby F(0) + 1, pak G(0) = 0 implikuje F = 0 a G(0) = 0 znamené jen
exponenciélni Yefeni. Viechny tyto piipady z dalsiho vyloutime. P¥padnym
uzitim transformace (*) s ¢ = — F’(0) lze dosdhnout toho, aby F’(0) =.0.
Z (8) pak plyne G(0) = 0 (nebot ptedpokladdme F(0) = 1, G == 0). Plati

Fot9) —F@) _ g Fo) =1 _ oo 60)
Y Yy
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pro y % 0; limitnim pfechodem mdme F'(z) = — G(z) . & (0), tedy G'(0) & 0
(jezto F neni konstanta), tedy

© F@)=10@, ki s= —@1(-0) . 9)
. Zejména F'(x 4+ y) = —;— . G(x + y); (7) derivujeme podle « a srovndme: |
Gl + ) = G) . Fly) — s . 6'(x) . G(y) - (10)
Ze symetrie pak plyne
H) . (Fly) + 5. G@) = G) - Fl@) + 5. F(2)) . (11)
Nyni bgd' je @'(x) = — —i— F(x) identicky, la (10) je pak sinus-rovnice

G + y) = Q). F(y) + G(y) . F(x) s fFelenim G(z) = e sin 7z, F(x) =
— ee®, cos 7z (nebot G(0) = 0, a plati (7)). Anebo existuje y tak, Ze F(y) +
+s.6'(y) = 0, a pak z (11) plyne G(z) = k. (F(z) + s . @ (z)). Uzitim (9)

s.F'(x) =k.(F(x) + s*. F'(x)), (12)
tak¥e F spliiuje linearni diferenciélni rovnici 2. ¥4du s konstantnimi koeficienty.
Mize mit dvoji FeSeni; uzitim po¢atetnich podminek F(0) = 1, F'(0) = 0a (9)
dostavame

1 Vaz
— LE Aa® — V7172 (o __ gAsw)l
F(x) = s (A.e rLer®),  G(x) T— A (e ela)1)

pro 4, = A, (a tyto funkee vyhovuji (7)), anebo

F(x) = (1 —- Ax)er*, G(z) = £ Awe®
(a tyto funkce vyhovuji (7)). Obecnd feSeni rovnice (2) dostaneme tedy uzitim
zpétné transformace (*) a nédsobkem. Jsou to tato feSeni:

F=0, G=0;

proa.b 0
.
= a x B+ )
Fla) = g et — o)
1 ix
F = — (1 — eﬂfl’ G =—_—:.xeﬂx;
() g ( ox) (x) Ve

F konstantni, G = -I/%’- (1 —akF);

1) Zde i déle vyhovuji obd hodnoty odmocniny.
*) V tomto feSeni je obsaZeno té% fefeni F(x) = ee®.cos tx, G(x) = e¢®.sin 72 pro
p=—a=ir, y=¢.
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proa=0%b

F(z) = ba%efz, G(x) = xef*;
proa +0=5%
F(x) = é- efr @ libovolné ;

proa=0=25%
F =0, @ libovolné;

(x, B, y jsou libovolné konstanty — v prvém feseni o + pB).

(Viz téz vytah tohoto &lanku v ¢asopise Uexocios. Marem. sypHai, § (80),
1955, 432—434.)

4856



éasopis pro p&stovani matematiky, ro&. 80 (1950)

RUZNE

POZNAMKA KE KVADRATICKYM POLYNOMUM

Pan BXeTisLAv NovAg, Chrudim, upozortiuje redakei na jeden zptsob
konstrukce kvadratickych polynomu, které nabyvaji mnoha prvo-
éiselnych hodnot.

Lze snadno udat v8echny polynomy az? + bz + ¢ (a, b, ¢ celd), které pro
viechna celd z nabyvaji jen hodnot tvaru 6m -4 1 (m celé). Cisla tohoto tvaru
ziejmé nejsou délitelnd dvéma ani tremi; neni-li tedy ¢islo tvaru 6m + 1 prvo-
¢islem, je délitelné nékterym z ¢&isel 5%, 5.7,5.11,...,73, 7.11,..., coz je
mezi malymi ¢éisly jakasi vyjimka. Da se ukazat (coz autor provadi rozeznava-
nim riznych piipadd), Ze polynom az? 4 bz + ¢ (@, b, ¢ celd) nabyva pro
viechna celd 2 hodnot tvaru 6m + 1 pravé v téchto piipadech:

a =3k (resp. a =3k + 2), a + b = 61, c=6n-+1,
a=3k+1 (resp.a=3k+2),a+b=6l+4,c=6n+1,
a = 3k (resp. a =3k + 1), a +b=6l, c=6n—1,

a=3k+2 (resp.a=3k+1),a+b=6l+2,c=6n—1
(k, I, n celd).

Tim vysvétluje autor zajimavé vlastnosti polynomi, na které upozornila
pi MariE NovAROVA (viz roé. 78 (1953) tohoto Sasopisu, str. 57—58). Je jasné,
Ze tyto polynomy maji tvar, ktery uvadi p. B. Novak. Kazdé prvoéislo mimo
2 a 3 mi totiZz tvar 6m + 1; nabyva-li néjaky polynom az® + bx 4 ¢ (a, b, ¢
cela) hodnot tvaru 6m 4 1 pro 8est po sobé nasledujicich celych éisel z, nabyva
hodnot tvaru 6m + 1 pro vSechna celd x viibec a mé tedy popsany tvar.

Mimo to autor upozoriiuje:

Pro ¢ = 2,
a = 3k (vesp. 3k + 1), a + b= 6n + 3,
a=3k -+ 1 (resp. 3k +2), a +b=6n+ 5,

proc = — 2,

a =3k (resp. 3k + 2), a +b=6n+3,
a=3k+ 2 (resp. 3k + 1), a +b=6n 41,
x =+ 2m
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a pro ¢ = + 3,

a = 3k (resp. 3k +2), a+b=6n+ 2,
a =3k (resp. 3k + 1), a+b=6n+4,
x =+ 3m

ma &islo aa? + bx + ¢ rovnéz tvar 6m 4 1. (Pfitom jsou k, m, n celd &isla.)
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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 80 (1955)

REFERATY

PREDNASKY MADARSKYCH MATEMATIKU V CESKOSLOVENSKU

K nadi zprav$ o pobytu madarskych hostd prof. dr Liszro R&pEIE a prof. dr Orro
Varcey v Ceskoslovensku, kterou jsme uverejnili v predeslém &isle Casopisu, pfinaSime
dnes stru¥ny obsah prednafek obou téchto vynikajicich matematiki.

Prfedndsky prof. dr L. Rédeie:

Novy dikaz Hajésovy véty

. (Pfedneseno 14. inora 1955 v matematické obci praZské.)

® oznaduje koneénou Abelovu grupu, (x), mnoZinu prvka of o, ..., 7! (xe®,
e > 2). Pii tom se predpokladé, %e fad prvku « je vétsi nebo roven e. Znimé véta Hajé-
sova znf takto: JestliZe plati
G = (x1)e, -+ (*n)e,
v tom smyslu, Ze kaZdy prvek z @ se dé psat jednoznacné ve tvaru

ol ...cx:‘n (G =0, — L; E=1,..,m),

potom je alespoii jeden faktor (x;)., grupou. PfednéaSejici podal novy diikaz, ktery je pro
p-grupy prekvapujicim zptisobem jednoduchy, pro ostatni grupy vSak trochu sloZitéjsi.

Pro p-grupy je dikaz jednoduchym dusledkem nésledujici pomocné véty: Jsou-li
%y, + ey & generatory konedéné Abelovy p-grupy a jestlize kazdy podsystém o, ..., o
(1 <4 < ... <t £ n) vytvali grupu fadu > p*, potom, preskupime-li prvky oy, ..., ,
vhodnym zptisobem & umocnime-li je na vhodn4 &isla, vznikne systém w,, ..., o, takovy,
¥e wy, ..., w;, vytvareji grupu fadu p* (1 < k < n).

Theorie holomorfi pro okruhy

(Predneseno 5. bfezna 1955 v matematické obci praZsksé.)

Ke klasickym pojmtm ,,charakteristické podgrupy‘‘ a ,,holomorfu dané grupy* zavé-
d¥&ji se v theorii okruht analogické pojmy, totiZ: ,,charakteristicky podokruh‘ a ,,holo-
morfy daného okruhu*. Jako pomocné pojmy vystupuji zde jisté dvojice zobrazeni daného
okruhu do sebe, t. zv. ,,dvojité homothetismy** (,,Doppelhomothetismen*). Kazdy prvo-
idedl je charakteristicky. Ka¥dy idedl okruhu s jednotkovym prvkem je charakteristicky.

{-funkce v algebfe

(Ptedneseno 7. biezna 1955 v matematické obei prazské.)

. @ necht oznaduje koneénou Abelovu grupu, (M) podet prvki koneéné mnoZiny M,
n ptirozené &slo, M mnoZinu &isel 1, ..., n. Jsou-li 4,, ..., 4, podgrupy grupy &, pak
symbolem Ay (M CN) oznaéme soudin vSech 4; (i ¢ M).
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Systém fadi
(Am) (MM

mé velmi sloZité vlastnosti. K jejich objasnéni zavedl pfednaSejici komplexni funkei

e(z) = T (— 1) (4dyp)~*.
mEx -
Mezi jinym plati pozoruhedny ,,zdkon setrvaénosti‘‘ (pro koneéné Abelovy grupy):
0o2)<1l (2=1,2,...).
Ostiejsf odhad jiZ neni mozZny a déle, jsou-lic, C,z (z = 1, 2, ...; 2 > 1) dand realné &isla,
neni ani jedna z nerovnosti
c<olr)<C

spravné pro vSechny uvaZované grupy. )

Funkei p(z) je moZno zobecnit riznym zpusobem, jestliZe za & vezmeme v tivahu libo-
volny algebraicky systém (na p¥. okruh) a za A,, 4,, ... (v koneéném nebo i nekoneéném
podtu) prislusné algebraické podsystémy systému &. Funkce ((z) = p(z)™! (pro tyto
zobecnéné funkce g(z)) zahrnuji v sobd jako zvlastni ptipady Riemannovu funkei £(s)
a také Dedekindovy funkce {. Jsou proto souhrnnd oznadovany nézvem {-funkce (v al-
gebfte).

Podle autorova sdé&leni Karel Drbohlav, Praha.

Predndsky prof. dr O. Vargy:

Ziklady riemannovské geometrie

(Pfedneseno 14. unora 1955 v matematické obci prazské.)

Budi¥ dén rozvrstveny prostor (der gefaserte Raum), ktery je uréen tim zpusobem, Ze
kazdému bodu zékladniho prostoru je pfifazen prostor vektorovy. Zavedenim vhodnych
predpoklada lze tyto vektorové prostory interpretovat jako ,,teéné prostory‘‘ prostoru
zékladniho. Zndémym zptsobem lze tu zavést diferencidlnd geometrickou strukturu toho
druhu, Ze kvadriat elementu oblouku je urlen kvadratickou diferencidlni formou. Na
zéklad$ nového zpiusobu zobrazeni daného prostoru na prostor eukleidovsk&’r definoval
pak piednéSejici vzéjemné vztahy jednotlivych tednych prostorti. Takto stanoveny
Riemanniv prostor je jednoznaéng uréen, nebot z vyslovenych definic lze uréiti ekvivalen-
ci dvou takovych prostort.

Mira k¥ivosti mérné plochy (Eichfliche) Minkowského prostoru a geometricky vyznam
jednoho tensoru k¥ivosti Finslerova prostoru

(Predneseno 16. inora 1955 v Praze.)

Metrika Minkowského prostoru indukuje na jeho m&rné plose (Eichfliche*)) metriku,
kterd za ptiméfenych predpokladii je metrikou riemannovskou. PrednéSejici vySetfoval
miru kfivosti této m&rné plochy a stanovil, %e tato mira ki¥ivosti je konstantni tehdy a jen
tehdy, kdyZ dany Minkowského prostor mé konstantni kiivost. Nemé-li mérné plocha
konstantni kiivost, pak odchylku od konstantni miry k¥ivosti Ize charakterisovat jednfm
z tensoru kiivosti Finslerova prostoru.

*) Obdoba némeckého terminu Eichfliche nebyla dosud v 8eské matematické litera-
tufe vytvofena. Zde uvedeny termin ,,m8rné plocha‘ je tedy jen vychodiskem z nouze.
Ceti f%rsiko’vé uZivaji terminu plocha cejchovaci, ale v&t§ing matematiki se tento termin
nezamlouva.
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O Riemannovych prostorech konstantni k¥ivosti

(Pfedneseno 21. tinora 1955 v Praze.)

Zékladnfm n-hranem nadplochy nazveme n-hran, urdeny n — 1 linedrnd nezavislymi
tednymi vektory této nadplochy & vektorem jeji norméaly v uvazovaném bod$ nadplochy.
Je zndmo, %e v neeukleidovské geometrii Lobadevského a Bolyaie ke kaZzdému zékladnimu
n-hranu v daném bod& existuje nadplocha, na které plati geometrie eukleidovsks; v pii-
pads trojrozmdrného prostoru jsou piisluSnymi plochami t. zv. parasféry. Na druhé strand
je tato neeukleidovsks geometrie geometrii specidlnfho Riemannova prostoru. Prednése-
jicf ukézal, %e toto tvrzeni lze obratit. Dokazal, Ze existuje-li v obecném Riemannov®
prostoru k libovolnému danému zékladnimu n-hranu nadplocha s eukleidovskou metrikou,
pak tento Riemanniiv prostor méa konstantni kiivost K, kde K < 0, t. j. bud v tomto pro-
storu plati geometrie Lobadevského a Bolyaie nebo je to prostor eukleidovsky. Jestlize
ke ka¥dému zédkladnimu n-hranu existuje ryze imaginarni nadplocha, jejim# redlnym zé-
stupcem je nadplocha s eukleidovskou metrikou, pak dany Riemanntv prostor m4 kon-
stantni nezédpornou kiivost.

O invariantech v hyperbolické geometrii a metrika Cayley-Kleinova

(Predneseno 23. unora 1955 v Bratislavs.)

Rovinnou hyperbolickou geometrii lze uréit redlnou jednoduchou (t. j. nedegenerova-
nou) kuZelosedkou v projektivni roving. Z kvadratické formy, ktera uréuje tuto kuZelo-
sedku, miZeme sestrojit skalarni soudiny part bodovych. PfednéSejici dokézal, Ze kazdé
funkce n bodi, kters je invariantni vidi grupd projektivnich transformaci, reprodukujicich
tuto kuZelosedku, je funkei skaldrnich soudinéi uvaZovanych bodt. PoZadujeme-li, aby
vzdélenost dvou bodi byla takovou invariantni funkei, kterd pro razné dva body je vidy
kladn4, je spojité a pro trojici bodu leZicich v pfimee je funkei aditivni, pak tato vzdale-
nost je identicks s metrikou Cayley-Kleinovou.

O invariantech plochy v eukleidovském prostoru
(P¥edneseno 1. bfezna 1955 v Brns.)
UZitim v&t, které odvodil O. VEBLEN, ukézal prednasejici, Ze uréeni vSech diferencial-
nich invariantti predepsaného fadu pro plochu v eukleidovském prostoru lze pomoci
eliminaci ptevést na projektivni theorii invariantti. Formy, které tu vystupuji, jsou uréeny

prvni a druhou zékladni formou a tensorem kfivosti dané plochy, jeho kovariantnimi
derivacemi & kovariantnimi derivacemi tensoru druhé zakladni formy plochy.

Karel Havltéek, Praha.
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Casopis pro péstoviani matematiky, ro&. 80 (1955)

RECENSE

I.G. Malkin: Teorna yeroiiuuBocT Apmaennda. Gos. izd. tech.-teor. lit., Moskva, 1952.

Pravdspodobnd ka¥dy fysik nebo technik mé jakousi intuitivni predstavu o tom, kdy
je pohyb stabilni a kdy je nestabilni. Zkouméni stability pohybu (resp. rovnovazné po-
lohy) ztstavalo dlouhou dobu p¥i tomto intuitivnim chépéni stability. Také metody, jichZ
se k takovému zkouméni uZivalo, byly &asto nerigorosni. Teprve H.PoINCARE a A. M.
Liarunov v devadesatych letech minulého stoleti formulovali jasnd problém stability
pohybu. A byl to predeviim A. M. Ljapunov, ktery ve své klasické knize ,,Obs¢aja zadada
ob ustojdivosti dviZenija‘* podal soustavngd zdkladni definice i véty a zaloZil tak teorii
stability jako samostatnou disciplinu teorie diferencidlnich rovnic.

Uvedme Ljapunovovu definici stability. BudiZ déna soustava diferencidlnich rovnic

Y =Y (b Y1 Ygs 50+ Y,) (8=1,2, ...,m), (1)
pii em¥ o pravych strandch predpoklédame, %e jsou spojité a zaruduji jednoznaénost fe-
Seni pro vSechna ¢ > t, a viechna yy, ¥, ..., ¥, lefici v jisté uzaviené oblasti G; budiZ
¥y = f5(t) (s = 1, 2, ..., n) feSeni soustavy (1) s potatetnimi hodnotami ¥,(te) = ¥so defi-
nované pro viechna t = t,, pifi demZ (Yyg, Ya0r --+» Yno)€G. Potom fekneme, Ze FeSenf
y(t) = (1(2)s Yg (£)s -« s Yn(t)) == (1(8), fo(E)s ..o Fo(8)) je stabilnd, jestlie ke kaZdému
e > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze pro vSechna FeSeni z(t) = (z,(t), ,(t), ..., z,(t)) soustavy (1),

pro n&% |z (ty) — Yslte)l < 6(s=1,2,..,m), jo |x(t) —yt) < e(s=1,2,...,m)
pro viechna ¢ > t,. Déle fekneme, Ze toto feSeni y(t) je asymptoticky stabilni, jestlize 6 > 0
Ize dokonce zvolit tak, %e vSechna reSeni z(t), vychdzejici z §-okoli bodu y, = (Y10,
Yags -+ Yno)» Kromd podminky préavé uvedené jesté spliuji podminku x(t) — y,(¢) pro
s=12,..,nat—> oo.

Uvedme hned, %e vySetfovani stability n8jakého partikuldrniho feSeni (f,(t), fa(¢), ...,
fa(t)) prevadime zpravidla na vySetfovani stability trividlniho feSeni (0, 0, ... 0) tim, Ze
provedeme substituci z; = y, — f,(¢) (8 = 1, 2, ..., n). Tak dostaneme soustavu rovnic
pro proménné

Zy = X (s Tay v ®y) (8=1,2, .cosm), (2)
kde X (¢, 0,0, ...,0) = 0. Pfritom predpokliadame, Ze soustavu (2) lze psit ve tvaru

By = P (D)) + Po(t)®g + ++v + Pyn@p + Xyt @y Tay ... Ty) (8)
kde funkce X, obsahuji v proménnych z,, 2, ..., z, éleny vysSiho stupns nez prvého. Jak
se modifikuji definice stability a asymptotické stability obecného pohybu pii speciali-
sovani na vySetfovani trividlniho feSeni je zfejmé.

Obratme se k obsahu Malkinovy knihy. Vedle tvodni prvni kapitoly se celd kniha d8&li na
t¥i velké $asti podle toho, co se pfedpokladé o pravych stranéch soustavy (3). V prvé &asti
vySetfuje autor takové soustavy, jejich¥ pravé strany nezavisi explicitnd na ¢ (,,auto-
nomni‘ nebo ,,stacionirni* soustavy), ve druhé asti vySetiuje ty soustavy, jejichZ pravé
strany jsou periodickymi funkcemi $asu (periodické soustavy) a kone¥nd ve tieti ddsti

491



vySetfuje soustavy s pravymi stranami, jei jsou ,,obecnymi‘‘ funkcemi &asu (,,neauto-
nomni* nebo ,,nestaciondlni‘‘ soustavy). Skladba kaZdé z téchto tii casti je opét velmi
obdobné. Nejprve se vySetfi podminky stability &i nestability trividlniho feSeni za toho
predpokladu, Ze pravé strany jsou funkce linedrni v proménnych =, z,, ..., z, (b. j.
X, = 0), potom se zkoumaji ty soustavy, u nichZ lze o stabilit$ trividlniho ¥eSeni rozhod-
nout v podstatd pouze na zéklads linearnich &asti pravych stran a koneéné se probiraji ty
pripady, kdy rozhodujici vliv na stabilitu maji éleny nelinedrni (,,kritické‘* ptipady).

Pfejddme nyni k podrobn&jsimu rozboru obsahu knihy. V prvé kapitole uvadi Mal-
kin zékladni definice stability i asymptotické stability a zmifluje se o zpusobech FeSeni
problému stability pohybu. Autor v celé knize uZivé pouze druhé Ljapunovovy metody.
Ptipomerime, %e Ljapunov druhou metodou nazyvé metodu reSeni problému stability
spoéivajici v konstrukei jisté funkce V (¢, z,, 2, ..., Z,) (nyni béZné nazyvané Ljapunovovou
funkef); o stabilit® lze potom rozhodnout z vlastnosti vlastni funkce V a jeji derivace podle
-pole (derivaci funkce ¥V podle pole nazyviame vyraz

av ov. v X v x v x -

'5{—5-!-3—% 1+3x—2 s+--.+a: no (3)
kde X, jsou pravé strany soustavy (22)). Naproti tomu prvou metodou nazyval Ljapunov
metodu tkvici ve vySetfovéni explicitniho vyjadfeni integralti soustavy diferencidlnich
rovnic, na pt. ve tvaru nekoneénych fad v proménnych ¢, 2,4, Z39, ... Zp0-

Kapitola druhd, tteti a étvrta jsou vénovany vySetieni staciondrnich soustav. V kapi-
tole druhé nejprve autor uvadi definici funkce definitni, semidefinitni a indefinitni (pro
funkei nezévisici explicitnd na &ase) a také jednodussi kriteria, jak se charakter jistych
funkei urdi. Snad nebude na $kodu, ptipomeneme-li definice uvedenych funkei. Rikédme,
¥e funkce V (zy, Z, ..., T,) j© positivné (negativné) definitnt, jestliZe existuje takové okoli H
podatku soutadnic, e a) ¥ (0, 0, ..., 0) = 0ab) V(xy, ,, ..., x,) > 0 (V(zy, 2y, ... 7,) < 0)
pro ostatni (z,, g, ..., ¥,) ¢ H. U funkce semidefinitnt ptipoustime, aby funkce V(x;, x,
... ¥,) se rovnala nule také jestd v jinych bodech kromé& podatku. Funkce indefinitni na-
byvé kladnych i zdpornych hodnot v libovolné malém okoli podatku.

Nyni jiZ muZeme uvést pro ilustraci obsahu celé teorie klasické Ljapunovovy véty
o stabilité a nestabilité pro autonomni soustavy.

Budi# ddna soustava diferencidinich rovnic
&, = Xy(2, 29y ooy ,) (8=1,2,..,,n), (4)

kde X;(O, 0,...,0) =0 pro s = l; 2, ..., n. Jestli¥e exisiuje positivné definitni funkce
V(xy, g, --., ), jejt% derivace podle pole je negativné semidefinitni (negativné definitni), pak
trividinit fesent je stabilni (asymptoticky stabilni).

Z dvou Ljapunovovych v&t o nestabilité uvedu pouze druhou, nebot prvé je obsaZena
v Cetajevovs vétd o nestabilits.

Jestlite pro soustavu (4) existuje funkce V(x,, &y, ..., x,) takovd, Ze jeji derivace podle pole
md tvar . *

av
@ AV + W(xy, xg, ...y 2,),

kde 2 je kladné ¢islo a W je negdtz'vne" semidefinitni, ph demZ V nent positivné semidefinitni,
pak je trividint Fedent nestabilnd.

Koneénd Cetajevova vdta o nestabilité pravi:

Jestlite pro soustavu (4) existuje funkce V(x,, Zy, ..., T,) takovd, Ze v libovolné malém okolt
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av
pobatku existuji body, v nichZ V > 0 a ve vdech takovych bodech je také ’mn > 0, pak je tri-
vidlni Feent nestabilni.

UZitf uvedenych vét je demonstrovano na nékolika pirikladech. Autor téZ pfipojuje geo-
metrickou interpretaci v&t o stabilité. Poznamenejme vsak, %e tato interpretace nevysti-
huje upln& analytickou formulaci, nebot se pii ni predpoklads, Ze funkee V v okoli po-
¢atku monotonns roste nebo klesa, coZ se pfi analytické definici neZdd4 a také oviem ne-

1
musi byt spln&no, jak ukazuje tfeba na ptiklad pro n = 1 funkce V = a2 (2 — cos —) 5
x

Vetieti kapitole autor nejprve vysSetiuje stabilitu nulového feSeni u linearni soustavy
s konstantnimi koeficienty (je zfejmé, Ze ovSem u libovolné linedrni soustavy je kazdé
feSeni stabilni (nestabilni), je-li jedno FeSeni stabilni (nestabilni)). JelikoZ pti tloze kon-
struovat funkei V k rozhodnuti o stabilit® trividlniho FeSeni soustavy

Ty = Ay T + G Ty + ... Qg T, + X;(xl, Ly oy Tp) (8)

se setkdme s nutnosti uréit formu V(z,, z,, ..., ¥,) m-tého stupns tak, aby byla splnéna
rovnice
noov noov
YT — (@ % + @@y + ...a;x,) = Uresp. X — (a2, + ... + a;,2,) = AV,
j=1 0%; -1 0z,

kde 1 je dané &islo a U je dana forma m-tého stupng, vyjastiuje autor nejdiive podminky
TeSitelnosti téchto dvou tuloh. Potom uZ muZe snadno vyslovit tato kriteria stability

podle prvého (t. j. linedrniho) piibliZeni:

a) JestliZe vsechny kofeny charakteristické rovnice (jak zndmo, charakteristickou rovnici
nazyvéme rovnici |4 — gE| = 0,kde A = (a;) je matice koeficientii a,; a E je jednotkova
matice) soustavy prvého priblifent

Ty = Ay X + ey + ..o f a2, (8=1,2 ..., n) (6)

magi zdporné redlné dsti, je trividini fedent soustavy (5) asymptoticky stabilni, at jsou Eleny
vys¥lch stuphivs X', jakékoliv.

b) Jestlize alespori jeden kofen charakteristické rovnice soustavy (6) md kladnow redlnou
&dst, je trividint fedent soustavy (5) nestabilni, at jsou Eleny vyssich stupriv X » jakékoliv.

Vyznam i uZiti téchto Ljapunovovych vét je opst ukédzdno na ndkolika piikladech.

V prévé formulovanych Ljapunovovych kriteriich se neobjevuje piipad, #e n¥které
koteny charakteristické rovnice maji jen zdporné a nulové &asti. To proto, ¥e v takovém
piipadd charakter trividlniho fefeni soustavy linedrni nikterak neurduje charakter trivi-
alnfho FeSeni soustavy nelinedrni, t. zn. na pt., %e trivialni feSeni soustavy linedrni je sta-
bilni a podle toho, jaké &leny vys¥ich stuptiti pfiddme, dostaneme, Ze trivialni feSeni sou-
stavy (5) je_ bud stabilni nebo nestabilni. P¥ipady, kdy n&které kofeny charakteristické
rovnice prvého piibliZeni maji pouze zadporné a nulové realné ¢asti, tvoii tedy kritické
piipady. Ty jsou pfedmé&tem &tvrté kapitoly recensované knihy. Jejich vySetieni je
dost sloZité a autor se omezuje na ptipad jednoho nulového kofene a dvou kofent ryze
imagindrnich (zbyvajici koteny maji redlnou $ast zdpornou). Ukazuje se, Ze aZ na né-
které vyjimeéné pripady lze vySetfovani takovych soustav prevést na vySetieni rovnice
% = X(x) v ptipad$ jednoho nulového kotenu a soustavy rovnic & = Ay + X(z, ¥), J =
= — M + Y(x, y) v pipad$ dvou ryze imaginérnich kofenti. Tento druhy ptipad je auto-
rem probrén znaénd diikladng t¥emi raznymi metodami, nebot jeho FeSeni je tzce spjato
8 hledénim periodickych feSeni takovych soustav a to je problém velmi dileZity pro
technickou praxi. Tato &tvrts kapitola je uzaviena vykladem o ,,bezpeénych‘ a ,,nebez-
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pe¢nych® hranicich oblasti stability. Koeficienty soustavy diferencidlnich rovnic toti%
¢asto zdvisi na dalSich velidindch — parametrech soustavy — a pro praxi velmi dile%i-
tym tkolem je uréovat tyto parametry pravs tak, aby zkoumané feSeni nebo dokonce
ndjaké celd soustava FeSeni byla stabilni. Oblast téch boda v prostoru parametr, pro néz
je soustava stabildli, nazyvéme oblasti stability. Pro praktické chovani soustavy je velmi
dileZité nejen jak blizko je pracovni bod soustavy k hranici oblasti stability, ale i jak
se chové soustava, kdy% parametry leZi na hranici oblasti. Body hranice, pro n&% je sou-
stava je§td stabilni, se ukazuji byt méng ,,nebezpeéné‘ ney body, pro né% je nZ soustava
nestabilni.

V paté kapitole pristupuje Malkin k vySetfovéani soustav, jejichZ pravé strany zavisi
explicitné na ¢ase. Pro takové soustavy oviem nevystasime s Ljapunovovymi funkcemi
nez4vislymi na &ase a je proto tfeba zavést nSkteré nové definice. Rikéme, e funkce
V(t, xy, 2, ..., x,) jo positioné (negativnt) definitni, jestliZe existuje takova positivng (ne-
gativng) definitn{ funkce W(z,, z,, ...,z,), %e pro vechna dostatesns velks ¢ a pro ||z|| < A,
kde % je dostatetnd malé, plati V > W(V < — W). Funkei Vi, z, ..., z,) nazveme
semidefinitni, jestlife pro ¢ > T a pro ||7]| < h nenabyvé hodnot uréitého znaménka. Dale
fekneme, Ze funkce je stejnomérné mald, jestlize V — 0 pro lz|| = O stejnomé&rngd vzhledem
k¢

Pak Malkin uvadi véty Ljapunovovy a Cetajevovu o stabilitd a nestabilit$ trividlniho
feSeni soustavy

Ty = X8, @y, @9, ooyzy) (8=1,2,...,n),

jeZ jsou zcela obdobné ondm shora uvedenym, jen s tim rozdilem, ¥e definitnost funkce
V(t, zy, ..., x,) musime nyni chapat v pravé definovaném smyslu a déle pro pfipad asym-
ptotické stability musime o funkei V(¢, 2y, ..., ,) predpokladat, %o je stejnomé&rné mals.

V dalgf g4sti kapitoly se zabyva Malkin uZ speciélnd periodickymi soustavami. Vykladé
nejprve zéklady Floquetovy teorie linedrnich periodickych soustav. Podle této teorie
kazdé feSeni soustavy

&g = Py (t) @, + Peult) T3 + .o + D)2, (5=1,2, ..., n), (7)
kde pg(t) jsou periodické funkce s periodou w, lze napsat jako linedrni kombinaci n li-
neérnd nezavislych feSeni, pfi dem# komponenty k-tého feeni maji tvar s = Pp(t)etst,
kde Py,(t) je polynom v prom&nnsé ¢ s koeficienty o periods w a Ay jo t. zv. charakteristicky

1
exponent. VSechny charakteristické exponenty 1, dostaneme z rovnostf Ay = —1g ox;
()

0r jsou Yefeni charakteristické rovnice |X(w) — pH| = 0, kde X (w) je matice utvotrens
z hodnot funkef x;, v 8ase w, pti em¥ funkee x,(t) tvori fundamentélni soustavu feSeni
rovnic (7) s poééteénimi podminkami @;,,(0) = d,, (4 je Kroneckerav symbol). Ukazuje se,
Ze funkce P,,(¢) shora zavedensé se viechny redukuji na periodické funkce, jestlie matice
X(w) — oF mé jednoduché elementarni dslitele. Mii¥eme proto jiZ snadno vyslovit vétu:
trividlnd fedent soustavy (7) je asymptoticky stabilni, jestlize vdechny charakteristické expo-
nenty maji redinou Edst zdpornou, je nestabilnt, jestlite alespor jeden, charakteristicky expo-
nent md kladnou redlnou &dst a je stabilnt (nestabilni), jestlize vedle charakteristickyjch expo-
nentt, se zdpornou redlnou Edstl existujt také charakteristické exponenty 8 nulovou redlnou
dstt a matice X (w) — oE md (nemd) jednoduché elementdrnt délitele. Joliko fundamentdlni
systém FeSenf soustavy (7) obecn nedovedeme uréit, ukazuje Malkin jak Ize u¥it metody
malého parametru k alespoii piiblifnému uréeni charakteristickych exponenti; dale
podrobnsji vysettuje rovnici £ + p(t) x = 0, p(t) periodicks. Uvadi také zajimavy Lja-
punoviv vysledek, Ze kaZdé soustava (7) s periodickymi koeficienty je reducibilni. Sou-
stavu linedrnich rovnic se spojitymi a omezenymi koeficienty nazyvdme reducibilni,
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jestlie existuje regulérni linedrni transformace promsnnych s omezenymi koeficienty

: : d s : :
a;, pii SemZ jsou omezené jak ¥ a,;, tak koeficienty inversni transformace, ktera
't

soustavu prevadi na linedrni soustavu s konstantnimi koeficienty.

Na zéklad$ kriterii pro stabilitu trividlniho feSeni soustavy (7) vyslovuje Malkin krite-
ria pro stabilitu trividlniho feSeni soustavy

By = Pa(t) @ + Psalt) X2 + oo + Pen(t) T, + X;(‘: Xy, Tgy ooy ®y) (8=1,2,..,1m), (8)

kde p,(t) jsou periodické funkce, a funkce X', vedle X(¢, 0,0, ..., 0) = 0, spojitosti and-
jakych podminek zarudujicich jednoznagnost vyhovuji jesté této podmince: Existuje

oblast ¢ > t,, ||| < h, v ni¥ jsou splndny nerovnosti |X(t, z;, &3, ..., x,)| < A{ T |z},

i=1
kde A je jistd konstanta (nepfedpoklddéme vSak periodiénost funkef X ). V ptipads, Ze
konstanta A je dostatedn$ malé, dé se opst dokdzat, %e maji-li vBechny charakteristické
exponenty linearisované soustavy zéporné realné &asti, je také trividlni feSeni soustavy
(8) asymptoticky stabilni a mé4-li alespoii jeden charakteristicky exponent soustavy (7)
kladnou reélnou &ast, je také trividlni fefeni soustavy (8) nestabilni. Piipady, kdy cha-
rakteristické exponenty feSeni soustavy (7) maji pouze zéporné a nulové reilné Edsti
(alespoii jeden takovy) jsou kritické. Ty jsou v knize opst vySetiovany pro piipad jednoho
nulového charakteristického exponentu a dvou charakteristickych exponenti ryze ima-
ginarnich. Zpusob Yefeni je velmi obdobny tomu, jakym se tloha fe$i u autonomnich
soustav. :

V posledni Sesté kapitole pristupuje Malkin k vySetfeni nestaciondrnich soustav.
Zabyva se nejprve stabilitou pti trvale ptisobicich poruchdch. Zatim jsme uvaZovali jed-
nordzové poruchy, které zptisobovaly pouze vychylku podateénich hodnot. Nyni vSak
vedle soustavy rovnic

By = X (b Tyy Bgs »een®y) (=12, ..,m) 9)
budeme uvaZovat soustavu
&g = X(t, &y, yy ooy T,) + Bylt, 2y, g, .00y @) (8=1,2,...,7) (10)

(funkece X, a R, jsou spojité a zaruduji jednoznaénost FeSeni obou soustav i existenci tri-
viélniho feseni (0, 0..., 0) a fekneme, %e soustava (9) mé stabilni trividlni feSeni pii trvale
pusobicich poruchéch R, jestlife k libovolnd malému & > 0 existuji kladnd &isla
7:(€) & n,(¢) tak, Ze viechna FeSeni z(t) soustavy (10) vyhovujici v poateéni okamZik ¢, ne-
rovnostem |jz(ty)|| < 7, pti libovolnych funkeich B, vyhovujicich v oblasti ¢ = ¢, [[z]| < ¢
nerovnostem |R,(t, @y, ..., %,)| < 75, vyhovuji pro vechna ¢ > ¢, nerovnostem [jz]| < e.
Vysetteni podminek stability za trvale ptsobicich poruch R, je pro praxi velmi u¥ite¢né,
nebot pfi odvozovani rovnic pohybu dasto nékteré sily zanedbavame, at uz proto, Ze ne-
znéme jejich pfesné chovani nebo proto, abychom usnadnili matematické feSeni problému.
Dulezity Malkinuv vysledek zni: jestli¥e Ljapunovova funkce V (¢, xy, ..., x,) sestrojend pro
soustavu (9) zarubuje asymptotickou stabilitu trividintho Fefent této soustavy a jejt parcidlni

derivace g jsou omezené, je irividlni Fedend stabilnt i trvale pusobicich sildch.
y .

Dalsi vyznamnou otézkou, kterou se Malkin zabyvé je obraceni vét o stabilitd a nesta-
bilitd pii druhé Ljapunovov® metodd. Zatim jsme uvadsli véty asi tohoto charakteru:
JjestliZe je ddna soustava rovnic a existuje funkce V a ona sama a jeji derivace podle pole
maji takové a takové vlastnosti, pak trividlnf ¥eSenf soustavy je stabilni, asymptoticky
stabilni, resp. nestabilni. Nyni si viak klademe otézku: jestlize trivialni Fefeni je stabilni
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resp. nestabilnf, kdy existuje Ljapunovova funkce V(t, Zy, ..., ®,), kterd ndm dovoli
o stabilit§ rozhodnout? V recensované knize jsou uvedeny nejduleZitéjsi vysledky v té
dob& znémsé, t. j. ¥e Ljapunovovu v&tu o stabilit$ pro staciondrni pfipad nelze obratit a
Ljapunovovu v&tu o asymptotické stabilitd 1ze obratit pro linerni nestacionarni soustavu
(Malkin a PERSIDSKIJ) a pro obecnou staciondrni a periodickou soustavu (MAsSERA). Od
té doby byl cely komplex t&chto otédzek podroben dalimu rozboru a byla dokdzdna mo#-
nost obréceni Cetajevovy a druhé Ljapunovovy v&ty o nestabilit§ (VRE0S, KRASOVSKIY)
a za velmi obecnych piedpokladi i Ljapunovovy véty o asymptotické stabilit§ pro obecné
nestacionérni soustavy (Malkin). (Podrobnosti viz v referatu o prednaSce s. dr J. Kurz-
WEILA o obrdceni Ljapunovovych v&t v predchézejicim é&isle Casopisu, str. 359 —361
a v chystaném &lanku s. dr J. Kurzweila).

Z ptedchézejiciho je snad jasné, jaky vyznam maji koteny charakteristické rovnice
u linedrnich autonomnich soustav a charakteristické exponenty u lineirnich periodickych
soustav pro posouzeni stability trividlniho feeni. U obecnych neautonomnich soustav na-
hrazuje tyto velidiny pojem charakterisiického éisla zavedeny Ljapunovem. Jako charakte-

— lg [£(?)]

ristické éislo n&jaké funkee f(¢) definujeme &islo — lim ; jako charakteristick$
t—o0
¢éislo jistého FeSeni (x;, z,, ..., ,) soustavy
5&3 = qsl(t) z + qsz(t)r2 + eee an(t) z, (11)

. u
pek definujeme — lim — Ig X |;|. Systém n fundamentdlnich feSeni soustavy (11) nazve-
t—w i=1
me normdlind, jestliZe charakteristické &isla ¥eSeni nabyvaji maximalnich moznych hodnot.
U autonomnich resp. periodickyich soustav se n charakteristickych &isel norméalniho systé-
mu feSenf rovné zépornd vzatym koientim charakteristické rovnice resp. zépornd vzatym

charakteristickym exponentiim. Soudet viech n charakteristickych &isel normélniho systé-
t n

mu FeSeni se mtZe nanejvys rovnat &islu exp [ X g, () dr. Jestlize s tato dvé &isla sobd
0 s=1

8=

t n
vskutku rovnaji a jestlize se charakteristické &fslo funkce exp [ X g, (r) dz rovna zdporng
0s=1

t n
vzatému charakteristickému &islu funkce exp[ — [ X g, (v) dz], fikdme, %e soustava (11)
0 s=1

je reguldrni. Ji% Ljapunov ukézal (jeho piiklad Malkin také uvédi), Ze existuji nereguldrni
soustavy. D4 se vSak snadno dokézat, %e ka¥dé reducibilni soustava, jeregularni. Pongvad¥
regularni soustavy hraji vyznamnou tlohu p¥i vySettovani stability pohybu, je duleZité
umé&t urdit jiZ z koeficientti soustavy rovnic, zda soustava je regularni. UZite&nou vétou
v tomto sméru je v&ta Ljapunovova udévajici podminku nutnou a postacéujici pro regu-
laritu soustavy s trojihelnikovou matici. V&ta Perronova udévajici podminku nutnou a
postadujicf pro regularitu soustavy se étvercovou maticf ma spiSe teoretickou cenu.

Nékolik paragraft v¥nuje Malkin vySetfeni pojmu stability charakteristického é&isla.
Rikdme, ¥e charakteristickd &isla 4 £ 2, < ... <4, soustavy (11) jsou stabilni, jestlize
k libovolnému ¢ > 0 lze urdit 6 > 0 tak, Ze charakteristicka &isla 4, < 2, < ... < A, nor-
mélniho systému feSeni rovnic .

x.s = (psl(t) + ‘Psl(t)) 271 + £:9:9 + (pan(t) + ‘psn(t)) xn (8 = l’ 2’ sy n) ’
kde |g;.(t)] < 8, vyhovuji nerovnostem |1; — Ml < & (¢ =1,2, ..., n). Skutetnost, %e
neregulérnf soustavy mohou mit nestabilni charakteristicks, &isla je dédvno zndma (PER-
RON). Teprve nedédvno v¥ak ViNoGgraD (Prikl. mat. mech. 17 (1953), str. 645—650)
konstruoval regularni soustavu, jeji¥ charakteristické &fsla jsou nestabilni. V Malkinové
knize jsou uvedeny ndkteré vty jednak uddvajief postadujici podwinky pro stabilitu
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charakteristickych é&isel jednak dovolujici odhadnout velikost charakteristickych &isel
dané soustavy.
Uloha rozhodnout o stabilitd nebo asymptotické stabilitd trividlniho Feeni soustavy

ii's = qsl(t) wl + Qsz(t) .’03 + S S, + qsn(t) mn + X;(t, Ty xa: LR :c,,) (8 = 19 2’ seay n) ’ (12)

na zéklad$ chovani feSeni soustavy (11) je v piipadé obecné neautonomni soustavy dost
obtiZna. Je totiZz zndmo, Ze jsou-li g;;(t) obecnymi funkcemi dasu, neni asymptotické sta-
bilita trividlniho feSeni scustavy (11) ani postacujici ani nutnd k tomu, aby trividlni
teSeni soustavy (12) bylo stabilni. Je-li vS8ak soustava (11) reguldrni, pak lze uZ dokazat
Ljapunovovu vétu velmi obdobnou té, o niZ jsme se jiZ zminili u periodickych soustav,
totiZ: je-l¢ soustava (11) reguldrni a véechna charakteristickd &isla jejtho normdlniho sysiému
fesent jsou kladnd, pak trividlng reSent soustavy (12) je asymptoticky stabilnt pri libovolné
volbé funket X, vyhovujicich nerovnostem

n
Xt @, gy vy @) < A{ X}, A>0,m>1. (13)
i=1

Podminku regularity soustavy (11) lze sice vypustit, avS8ak pak musime Z4dat, aby pro
soustavu (11) existovala Ljapunovova funkce zaruéujici asymptotickou stabilitu, a aby
funkce X; vyhovovaly nerovnosti (13) pro m = 1 a A dostateénd malé. Tato kriteria se
navzajem uplné neprekryvaji.

Teorii kritickych pripadii probirda Malkin v této kapitole pro nékteré specidlni soustavy.
Vée je dost slozité a vysledky nelze struéné popsat.

Cel4 Malkinova kniha je psédna velmi jasn& a srozumitelnd. Zv1a$té prvé Styfi kapitoly
jsou psany tak, aby jim mohl porozumsét i inZenyr bez hlubsich matematickych znalosti.
Tyto kapitoly jsou také opatieny mnoha osvétlujicimi piiklady matematického i technic-
kého charakteru.

Tiskovych chyb je pomérnd malo a pozorny ¢étenéf si je snadno opravi. V&tsi vécnd
chyba se autoru vloudila do textu myslim jen na jednom mist8. Na str. 94,, totiz tvrdi, %e
funkece (30.19) je definitng zdpornd, coZ neni spravné. Tvrzeni se viak stane spravnym,
jestlize vynechdme &len 2@, ktery tam nemd ve skutednosti byt, pondvadZ se miZeme
snadno piesvédéit, Ze vyraz xP; v (30.11) je identicky roven nule.

Malkinova kniha zaujimé nyni jisté prvé misto ve sv&tové kniZni literatufe o teorii
stability. Ljapunovova kniha ,,Obs¢aja zadada ob ustojéivosti dviZenija‘‘, kterd po prvé
vysla pred Sedesati lety je psana nepiistupnsji a pochopitelnd také neobsahuje mnoho
novych vysledka od té doby dosaZenych. DuBoSin si v knize ,,0Osnovy teorii ustojéivosti
dviZenija‘* (1952) klade jen omezeny tkol, aby podal pfistupny tvod ke zmin¥nému kla-
sickému dilu Ljapunovovu. Cetajevova kniha ,,Ustojéivost dviZenijas (1946) je daleko
menstho rozsahu. BELLMANOvVA kniha ,,Stability theory of differential equations‘‘ (1953)
se zabyvé klasickou teorii stability v Ljapunovov® smyslu vlastnd velmi mélo. Malkino-
va kniha tedy celkem jako jedin4 dévé &tenéfi jasny a tplny obraz o soudasném stavu
teorie stability (s vyjimkou snad jeding vySetfovani stability ndkterych specidlnich soustav
vyskytujicich se v teorii automatického regulovani; tato vySetfovani jsou alespoti Eastedn¥
zachycena v LUrJEHO knize ,,Nekotoryje nelinejnyje zadadi avtomatideskogo reguliro-
vanija‘). Lze tedy recensovanou knihu &tené#i co nejup¥imngji doporudit ke studiu.

O. Vejvoda, Prahsa
0. Bortwka: Uvod do theorie grup, 2. roz§ifené vydani, Pfirodovédecké vydavatelstvi,
1952, stran 156.

Divodem k napséni této recense byla skutetnost, %e tato kniha nalezla velmi pfiznivou
odezvu ve svétové literatuie, kde o ni v minulém roce 1954 vysly dvs recense, a to jedna
struéngjsi v Mathematical Reviews, Vol. 15 (1954), No 1, str. 7 z péra C. LOEWNERA
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(Stanford, California), druhé pak velmi podrobna v Zentralblatt fiir Math., 49.B. (1954),
str. 11—12 od H. SCHWERDTFEGRA, zatim co v domédcf literatute nebylo o knize nikde refe-
rovéno. Chei proto étenéte tohoto Casopisu seznamiti s obsahem a hlavnimi charakteris-
tickymi rysy této knihy.

Jak uZ z né,zvu‘kn.ihy vyplyvé, nejde o vyéerpavajici uéebnici o grupéach, nybr# o dilo,
v ném¥ autor osvétluje a rozebird zékladni pojmy, na nich¥ je theorie grup vybudovéna.

Kniha se skléddé ze tfi oddild, z nich# prvni jednd o mnoZindch, druhy o grupoidech,
treti o grupéch.

0ddilI.V kap. 1 jsou vyloZeny zdkladni poznatky o mnoZinich. V kap. 2 zavadi autor
pojem rozkladu 4 v mno#ing @, jim# rozumi neprézdny systém neprazdnych podmno#in
v mnoZind @, z nichZ ka#dé dv$ jsou disjunktni, a pojem rozkladu na mno%ing (jestlize
systém podmnoZin spliiuje krom& hotejsich vlastnosti podminku, %e ka¥dy prvek mnoZiny
je obsaZen v n8které podmnoZing). Tyto dva pojmy se ukazuji velmi uZitetné hlavnd
v oddflech II a III, kde se pomoci nich zobectiuji nkteré znamé vlastnosti grup. V tomto
sméru je duleZity také pojem obalu podmnoZiny B v rozkladu A (je to mnoZina vSech
prvka rozkladu 4, které jsou incidentni s podmnoZinou B; oznadeni B [ 4) a déle pojem
pruseku podmnoZiny B s rozkladem 4 (co# je mnoZina neprazdnych prianika jednotlivych
prvki rozkladu 4 s podmnoZinou B; oznadeni B [ A). Dile je to pojem Fetdzce v rozkla-
du, zékryt rozkladu A4 a zjemnsni rozkladu A. Mezi spolednymi zékryty
(zjemn¥nimi) rozklada 4, B existuje zékryt nejmensi [4, B] a nejvétsi zjemnéni (4, B).
Koneéns se zavadi pojem doplikovych rozkladi (jestlize kaZdy prvek jednoho rozkladu
je incidentni se viemi prvky rozkladu druhého, které s nim le#i v tém¥e prvku u ¢ [4, B]).

V kap. 3 se mluvi o zobrazenich do mno%iny a na mno¥inu (neboli o pojmu funkce na
mno%ing do mnoZiny, piip. na mno#inu). Ukazuje se, ¥e kaZdé zobrazeni g mno¥iny @ na
G* definuje jisty rozklad na @, rozklad G piislusny k zobrazeni g. Autor si déle v¥imé
zobrazeni rozkladt. Dokazuje v8tu, ¥e zobrazeni gZ rozkladu 4 mnoZiny G na mnoZinu G*
jerozkladem G na G, kdy% a jen kdy% A, @ jsou dophikové (pii Sem¥ @G je rozklad piislusny
k zobrazeni g). Zobecn¥nym zobrazenim mnoZiny G do G* rozumi autor takovy vztah mezi
prvky obou mnoZin, jim# je ke ka¥dému prvku mnoiny @ pfitazen nejméns jeden prvek
mnoZiny G* (t. j. mnohoznaéné funkce na @ do G*). Jestli¥e zobecndné zobrazeni g mno-
Ziny @ na sebe je reflexivni a transitivni, nazyvs se kongruence na mno#ing. Symetrické
kongruence, t. j. kongruence, pro ni¥ ze vztahu a « gb plyne vidy b ¢ ga, je tedy ekvivalenci,
nebot jde o relaci reflexivni, transitivni a symetrickou. Jestlize kongruence na mno#ingd
splituje zdkon antisymetrie, t. j. plyne-li ze vztaht a € gb, b € ga vidy a = b, dostaneme
antisymetrickou kongruenci. Antisymetrickd kongruence na G urduje v @ &éstetnsé uspo-
radéni, pti demZ a < b znadi totéZ, co b € ga. Je-li na @ definovéna antisym. kongruence g,
pak ke kaZdé uspoféddané dvojici prvkii a, b z G (vzhledem ke kongruenci g) existuje nej-
vy# jeden prvek c, pro n&jZ plati: 1. a < ¢, b < ¢; 2. je-li v @ prvek z takovy, %e a < =,
b < =, pak je ¢ < z. Prvek ¢ se pak nazyvé horni hranice prvku a, b a znadi se a — b.
Analogicky se definuje dolni hranice prvki a, b a znadi se a — b.

-V kap. 4 aplikujf se n8které z uvedenych pojmi na theorii permutaci koneéné mnoZiny.

II. odd{l, ktery je z v&tsi Sasti pivodni, zadini kap. 5 jednajici o ndsobenf v mno¥ing @,
t. j. o pravidlu, jim% je ke ka¥dé uspotddané dvojici prvki a, b e @ jednoznaéng p¥itazen
op8t néjaky prvek ¢ e G. V kap. 6 se definuje grupoid ® jako¥to neprézdné mno¥ina @
spolu s ndjakym nésobenfm M v mno¥in8 G. Mno¥ina G se nazyvé pole grupoidu. Grupoid
v tomto smyslu po prvé definovali O. ORE a B. A. HAUSSMANN (Theory of Quasigroups,
Amer. J. 49, 1937), tfebaZe v jiném smyslu pou¥ivé slova grupoid H. BRANDT u¥ v r. 1926,
t. zv. grupoid Brandtdw. Autor uvedl po prvé do Sesks literatury tento pojem v r. 1939 ve
8vé préci Theorie grupoidi I, Spisy pfir. f. Brno, &. 275. Dale zavadi autor pojem pod-
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grupoidu, nadgrupoidu a idedlu 4 (pro n&jZ plati AG c A4, anebo GA c A), pojem soudinu
uspoiddané skupiny » prvku a v&ima4 si jejich vlastnosti.

v kap. 7 jedné se o homomorfnim zobrazeni neboli deformaci grupoidd, o jejich isomor-
fismu a automorfismu.

Kap. 8 je zcela originlni. Jedn4 o vytvoiujicich rozkladech v @ a na @, t. j. o rozkladu
4, jeho¥ uspotradané dvojice prvku a, b maji vlastnost, Ze ap C ¢, kde ¢ je dalsi prvek roz-
kladu 4. Faktoroid % grupoidu ® je grupoid, jeho# polem je mno%ina prvki vytvorujictho
rozkladu 4 a jehoZ ndsobeni je definovano @ .b = ¢, kde ¢ je onen prvek z rozkladu 4,
pro néjz plati ab C c. Autorovi piislusi priorita v zavedeni tohoto pojmu (srv. jeho praci
Uber Ketten von Faktoroiden v Math. Ann., T. 118, 1942, S. 41 ff.; srv. také Dubreil,
Algeébre I, Paris 1946, p. 81). K faktoroidu U v grupoidu & a k podgrupoidu B c G se
druZi pojem obalu podgrupoidu B ve faktoroidu U a dale pojem priseku faktoroidu %
s podgrupoidem %. K tomu pfistupuje pojem zdkrytu a zjemndni faktoroidi a pojem
dopliikovych faktoroidu (jsou-li dopliikové jejich pole).

V kap. 9 vrcholi tvahy o grupoidech tfemi vétami o isomorfismu grupoida a tivahami
o deformaci faktoroidi.

V kap. 10, jiZ kond{ II. oddil, jsou shrnuty vlastnosti specidlnich druht grupoidi, zvl.
grupoidii asociativnich neboli pologrup, quasigrup a grupoidi s jednotkou. Kapitola kondi
kratkym vykladem o svazech. Autor definuje svaz jako dvojici soumistnych, t. j. na
témZe poli definovanych grupoidd, jejich% ndsobeni spliiuji zdkon komutativni, asocia-
tivni, idempotenci a absorptivnost. Snadno se ukéZe, %e z této definice vyplyvs moZnost
Sasteného uspoiddani pole G dvéma vhodnymi zptisoby (t. zv. horni a dolni S4st. uspo-
fadéni svazu). ) . 4

O0ddilITI systematicky probira vlastnosti grup, pokud vyplyvaji z analogickych tvah
o grupoidech.

Po 11.kap., v niZ jsou shrnuty zékladni vlastnosti grup, mluvi se v kap. 12 o rozkladech
grup vytvofenych podgrupami. Rozklad grupy @ v levé t¥idy vzhledem k podgrups % se
znadi G/ %, zatim co symbol G/, znadi rozklad v pravé tiidy. Ukazuje se, Ze se zde celkem
bez obtiZi u¢inn¥ uplatiiuji pojmy nejmensiho spoletného zékrytu dvou levych (pravych)
rozklad. Pfi tom se pro vzdjemn$ zamdnitelné podgrupy %, B v G dokazuje véta:
[6/,%, /3] = 6/,%B. Podobny o nejvstsim spoletném zjemnsni dvou levych rozklada
plati (6/,%, 6/,8) = G/,(Y n B). Dale se ukazuje, ¥e pro vzajemns zamsnitelns podgrupy
U, B jsou ptisluiné levé (pravé) rozklady grupy dopliikové. Zajimavy je také vysledek
tykajici se obalu podgrupy @ zaménitelné s podgrupou ¥, kde % C B. Plati toti% vztah
C LB/, U = (€ n B) U/, Y. Analogicky vysledek plati o priseku: B/, A€ =(Cn B,
€nA. - . .

Kap. 13 pojednévé o invariantnich podgrupéch. Ukazuje se, %o mno¥ina invariantnich
podgrup vzhledem k nésobenim _ a __ definovanym vztahy A _ B = UAB, Y B =
= % n B tvor moduldrni svaz. O vytvorujicich rozkladech na grupd plati véta, %e vSe-
chny vytvotujici rozklady grupy jsou prévd jenom rozklady vytvorens jednotlivymi in-
variantnimi podgrupami.

Kap. 14 je vénovéna faktorovym grupém (neboli grupam t#id, podle pfed. vydéni),
které jsou specislnim p¥ipadem faktoroidu, je-li totiZ jeho polem vytvoiujici rozklad na &.
Ukazuje se, Ze o faktorovych grupéch plati analogické véty jako o faktoroidech, zvl. pokud
jde o jejich obal, prisek, zékryt a zjemnéni.

Kap. 15 je v pfevaZné &asti analogif kap. 9 z oddilu IT. Navic se v nf probiré pojem trans-
lace grupy, véta Cayleyova a realisace abstraktnich grup.

Kniha koné{ kap. 16 o cyklickych grupéch.

Do knihy je zafazeno mnoZstvi vhodnyrch p¥ikladt, mezi nd% byly pojaty nskters spe-
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cidlni vty (na pk. o centru grupoidu a grupy, o hlavnim rozkladu grupy, o normalisdétoru
grupy, o grupd diedrické, oktaedricks, a j.).

Prednosti Bortivkovy knihy jest predeviim jeji pfesnost po strance obsahové, a po
strince vyrazové jasnost, jazykové vyttibenost a stru¢nost, kter4d neni nikde na jmu
srozumitelnosti. Také origindlni pojeti knihy ukazuje se velmi vyhodné. Odkryva nové
souvislosti mezi jinak dosti odlehlymi obory matematiky jako je theorie mnoZin a theorie
grup. V takovém pojeti, jak afttor dochdzi k pojmu grupy, jevi se zavedené pojmy a tivahy
nenésilné, ptirozensd vyplyvaji z povahy véci a probihaji stuptiovit® od jednodussich uvah
o mno¥inach a grupoidech k sloZit&j§im tvaham o grupéch. Lze proto Bortvkovu knizku
pova¥ovat za zdafilou a originalni matematickou monografii, obohacujici v mnohém
sméru nafi moderni matematickou literaturu, kterd v poslednich letech Zaznamenava
silny vzestup i na poli vysokoskolskych uéebnic.

Ani vyprava knihy neztstala pozadu za jejimi zminénymi prednostmi. Tisk je jasny
a vyrazny, vhodnd rozliSeny. Zv145té petlive je provedena sazba obtiZnych matematickych
symbolu. Josef Skrdsek, Brno.

M. Promberger: Pou%iti matic a tensord v theoretické elektrotechnice. Viydalo Statni
nakladatelstvi technické literatury, Praha 1955, 166 stran, 51 obrazki. Cena vaz. Kés
25,70.

Tato kniha je uréena techniktm, pracujicim v oboru elektrickych obvodu a zejména
v oboru todivych stroji a pole. Autor podévé tu zdklady theorie matic a tensort jen velmi
struénou formou & soustieduje se hlavnd na elektrotechnické aplikace vysledkii. Cel4 kniha
je pséna pristupnd a téZ niroky na znalosti dtenédfe jsou miniméalni.

Strutné forma je viak na ndkterych mistech na zdvadu, nebof nejsou vyznadovany
véty a definice, takZe nezasvécenému Stenati nebude viude zfejmé, co je umluvou a co
dusledkem. Tak ku piikladu na str. 23 je zaveden soudet dvou matic takto: ,,Z nezdvislosti
jednotlivych prvki matice plyne pfimo pravidlo pro s&iténi matic* a nisleduje obvykly
vzorec.

Dilo je rozvrieno do Styfech $ésti: prvé je vénovana maticim, druhd linedrnim elektric.
kym zapojenim, t¥eti vektorim a tensortm, Stvrté elektromagnetickému poli.

~ V prvni &4sti jsou zavedeny matice a algebraické operace s nimi. Poté je ptihlédnuto
ke zvlaStnim druhtim matic a maticovym polynomim, pfitemZ jsou odvozeny rovnosti
Hamilton-Cayleyova a Sylvestrova.

Ve druhé &ésti jsou probirdny zékladn{ pojmy z linedrnich elektrickych obvodi, je
feena otézka o podtu uplnych stromi sitd & bez dikazu jsou uvedena Kirchhoffova kom-
binaéni pravidla. Déle je sledovéno FeSeni obvodi pomoci matic, zejména metoda uzlo-
vych potenciéll, a pouZiti matic v theorii gtyrp6lu. Poté je probran maticovy vypocet
prechodovych stavi v elektrickych obvodech.

V dalii kapitole zabyvé se autor theorii elektrickych todivych strojiu. Ukazuje, kterak
je moZno pomoci matic snadno vyjadfit zévislosti mezi jednotlivymi velidinami stroje.

Uvodem tieti 84sti knihy zavadi autor pojem tensoru pomoci matice & odvozuje zé-
kladni pravidla pro poéitani s nimi. Nejv&tsi pozornost je vénovéana tensorim tfetiho
stupnd. Zavérem tieti $4sti jsou pak probirany zéklady tensorové analysy.

V poslednf, §tvrté &asti dila, je sledovano nejprve maticové vyjadieni vztahii mezi
velidinami elektrostatického a magnetostatického pole, poté pole prom&énného s Casem
a konetnd &tyFrozmdrné vyjadiens elektromagnetického pole. Z4avérem je pak vySetfovana
elektrodynamika pohybujicich se téles & jsou uvedeny getné priklady.

Kniha je dopln&na bohatym odkazem na literaturu.

Mo#no Fiei, %e kniha bude vitanou ugebnici pro techniky. Matematik nalezne v ni ob8irné
pole namétu pro aplikaci. V. Doletal, Praha.
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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 80 (1955)

ZPRAVY

AKADEMIK SAV STEFAN SCHWARZ VYZNAMENAN STATNI CENOU
KLEMENTA GOTTWALDA Z MATEMATIKY V ROCE 1955

Letos v kvétnu byla ud&lena dr STEFANU ScEWARZOVI, &lenu korespondentu Cesko-
slovenské akademie véd a akademiku Slovenské akademie véd, stéatni cena 1. stupné
Klementa Gottwalda za price v oboru pologrup. Dr Stefan Schwarz je profesorem
matematiky na Slovenské technice v Bratislavé.

Ji# za valky uéinil prof. dr Stefan Schwarz piedm&tem svého studia pologrupy. Od této
doby nepustil tuto teorii se svého zietele a hlavné v poslednich dvou letech 1953 a 1954
soustiedil svou praci na tento obor a dosahl v ném vyznamnych a velmi zaokrouhlenych
vysledku, zvlasté pokud se tyka periodickych pologrup.

Jak znamo, je grupa soustava prvki s jednou asociativni operaci, kterou piSeme obyZejné
jakoZto nédsobeni. Od toho nésobeni poZadujeme stejn& jako pii néasobeni &isel, aby bylo
asociativni, nepoZadujeme vSak na rozdil od éiselného nésobeni, aby bylo komutativni.
Déle zadame, aby soustava, kterd je grupou, obsahovala jednotkovy prvek a ke kazdému
prvku prvek inversni, t. j. takovy, Ze kdyZ jej s onim danym prvkem zndsobime, dosta-
neme prvek jednotkovy. Pologrupa je jisté zobecnéni pojmu grupy. Je to soustava prvka
s jednou asociativni operaci (ndsobenim). Na rozdil od grupy nepoZadujeme vSak existenci
ani jednotkového ani inversniho prvku. Nutno v8ak ihned zdiraznit, Ze je to zobecnéni
velmi prirozené a pro moderni matematiku velmi dileZité. Tim se podstatnd 1isi od mno-
hych jinych zobecnéni, kters se ¢asto objevi v literatute o algebte, kdy se prost§ vynechaji
n&které z axiomil, jimiZ je definovan néjaky znamy a stary algebraicky utvar, a studuji se
vlastnosti takto vzniklého nového ttvaru bez ohledu, zda tento novy utvar mé pro mate-
matiku néjaky vyznam. Rozvoj n8kterych partii matematiky v poslednich t¥iceti letech
ukazoval velmi zietelnd na to, Ze pro mnohé vySetfovéni je pojem grupy, ktery hral
v matematice poslednich sta let tak zékladni a dileZitou dlohu, prili§ tzky. Toliko prosté
zobrazeni néjaké mnoZiny na sebe tvoif grupu. Jakmile jde o zobrazeni, kters 'nejsou
prosté, neb o zobrazeni mnoZiny na jeji pravou &ast, neexistuje k takovému zobrazeni
zobrazeni inversni. Proto v8echna zobrazeni dané mnoziny do sebe netvo¥i grupu, nybr#
jen pologrupu. Tato okolnost zptsobuje, %e se pologrupy objevuji naprosto pFirozens
a nutné v nejriznéjsich odvétvich matematiky. Tak na pt. v teorii funkei neb v geometrii,
jakmile jde o zobrazeni mnoZin, které obsahuji i singulédrni elementy, nevystatime s gru-
pami. Vyznam pologrup pro algebru je mimo jiné patrny z vySettovéni KRULLOVYCH
o teorii idedlt v okruzich, v nich% idedly nespliiuji #4dné podminky kone&nosti. P¥i téchto
vySetfovanich definoval Krull prvoideédl jako ideal okruhu, pro ng&j% komplementérni
mnoZina je multiplikativni pologrupou, a prav$ na vlastnostech t&chto pologrup vytvoie-
nych prvoidedly zaloZil celou teorii. Dnes je ji% ztejmo, %e teorie idedlt je ve velmi izkém
vztahu s teorii pologrup. Rovné# v tak diileZité matematické discipling, jako je funkciondl-
ni analysa, maji pologrupy velky vyznam, jak je patrno ji# z toho, ¥e E. HiLL nazval svou
velkou knihu o funkcionalni analyse velmi vyznamns: Functional analysis and semi-
groups. :
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Teorie grup je dnes velkou a po mnohych strankich velmi propracovanou budovou.
Naproti tomu je teorie pologrup, afkoli bylo v ni docileno jiZ fady vyznamnych vysledki,
teprve na zadétku svého rozvoje. Tim spiSe v dobé, kdy se prof. Schwarz zadal pologrupami
zabyvat, existoval o pologrupéch jen maly pocet praci. Zde je tieba uvésti nejdiive ngkolik
zékladnich praci sovétského matematika A. SUSKEVICE a pak pfedevSim prace A. S. MAL-
CEVA, O. BorUVKY, P. DUBREILE, A. H. CLIFFORDA a D. REESE. '

V posledni dob¥ se objevuji prace o teorii pologrup v matematickych Sasopisech
dastéji, je jich vSak stdle maélo, zvlas§té prihlédneme-li k velkému vyznamu pologrup,
o ndm# jsem mluvil vySe. Z matematikil, jichZ prace maji spoleéné body s pracemi prof.
Schwarze, jsou to sovétsti matematici JE. S. LsapIN a N. N. VoroBJEV, a dile A. H.
Clifford, J. A. Green a D. Rees. ' )

V prvnich pracich o teorii pologrup hledaly se teprve vhodné metody pro vySetiovani
pologrup a pro budovani jejich teorie. Nasnad¥ byl tento postup: snaZit se pfevésti me-
tody, které se osvédéily v teorii grup, do studia pologrup. Tak se v n&kterych pracich
TreSila otézka, jak prevésti do teorie pologrup pojem normalni podgrupy. VySetfovaly se za
tim tielem kongruence na pologrupé a homomorfismy pologrup. Cilem téchto vySetiovani
bylo dokézat pro pologrupy analogické véty k vétdm z okruhu véty Jordan-Holderovy,
(P. Dubreil, a v jistém smyslu'J. A. Green a Je. S. Ljapin.)

Nelze iici, Ze by tyto prace nebyly uspéiné. Ukazuje se vSak po mém minéni ¢im dale
tim vice, Ze t8mito metodami nelze proniknout hloubsji do pologrup a odhalit tak jejich
vnitini strukturu. Pologrupa je utvar daleko obecngjsi a jeho struktura daleko rozmani-
t8j8, neZ je tomu u grupy. Proto se ukézalo, Ze neni vhodné, pfenaSet prosté metody
a koncepce z teorie grup na pologrupy. Nutno proto vyzdvihnout tu okolnost, Ze prof.
Schwarz hned na zatatku svych vySetiovani pologrup dal se jinou cestou, ktera se ukazala
pro studium struktury pologrup mnohem plodngjsi, a to v dobs, kdy tyto véci nebyly jestd
daleko tak zfetelné, jako jsou dnes. Prof. Schwarz pouzil ke studiu pologrup prostedki,
které se tak osv8déily v teorii algeber: totiZz idealti a idempotenti. Témito prostfedky
pracovali a pracuji na ptiklad A. H. Clifford, D. Rees, N. N. Vorobjev a ¢asteénd téZ Je.
3. Ljapin. Touto cestou se dal prof. Schwarz jiZ v prvni své préci o pologrupéch. O vyzna-
mu této price svédéi to, e A. H. Clifford ji cituje na nékolika mistech ve své praci:
Semigroups without nilpotent ideals. Am. Journ. of Math. 71, 1949, 834 — 844 (str. 834, 841,
842, 843). Clifford pouZivé ve své préci n-potentnich idealt a radikéalu, kteréZto pojmy
definoval prof. Schwarz. RovngZ% J. A. Green v praci On the structure of semigroups,
Annals of Math. §4, 1951, 163—177 cituje uvedenou Schwarzovu préci.’

Co zde bylo fefeno o Schwarzovych metoddch, neznamend, Ze Schwarz pouZiva vy-
hradn¥ metod vytvorenych analogicky k teorii algeber. Prav$ naopak, kdykoli se to uké-
zalo vyhodnym, pouZil i jinych metod. Tak na pf. v jedné préci pouZivé jistych kongruenci
definovanych na pologrups.

Jest ptirozené, Ze za dnesniho stavu védéni o pologrupéch nelze dosdéhnout vyznamnych
vysledkt tim, Ze budeme studovat obecnd pologrupy. Proto témét viichni autofi vymezuji
si ndjakymi specidlnimi vlastnostmi tu neb onu kategorii pologrup, kterou pak studuji. To
¢ini i prof. Schwarz. Tak studoval na pf. pologrupy, které maji maximélni levy (pravy)
neb dvojstranny ideél. O pracich patiicich do této skupiny lze tthrnng fici toto: Autor
v nich studuje dileZitou skupinu pologrup a objastiuje v nich podrobns jejich strukturu.
Tyto prace maji piibuznou tematiku s pracemi A. H. Clifforda a N. N. Vorobjeva. Proti
témto autorim vSak podstatnd zjednodusuje diikazové metody a priniSi nové a uplnsjsi
vysledky. Zndmé vysledky pak zobectiuje a zpfesiiuje. V mnohych vétich podstatnd
zjednodusuje predpoklady.

Jinou dule%itou skupinou praci jsou prace o periodickych pologrupdch. Pologrupa S se
nazyvé periodickou, kdyZ pro ka¥dy prvek a ¢ S posloupnost
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a,a? a’, ...

neobsahuje samé od sebe riizné prvky. Pak tato posloupnost obsahuje jen koneény podet
prvka od sebe ruznych. Prof. Schwarz vySetfoval nejdiive obecnd periodické pologrupy
a objasnil jejich vnit¥ni strukturu. Déle se obratil ke studiu charakteri koneénytch (a tedy
penodlckych) komutativnich pologrup. Docilil po této strdnce znagn¥ tplnych vysledki.
Pokud vim, je to po prvé, co byly charaktery pologrup studovany. Prdce neobsahuje
vSak jen teorii charaktert, nybrZ je v ni uddna i konstruktivni metoda, kterou lze pro
konkretng danou pologrupu sestrojit vSechny jeji charaktery.

Ve studiu pologrup pokraduje prof. Schwarz déle. Dnes jsou uvetejnény jiZz dalsi ]eho
prace o pologrupach, které nebyly jestd vytiStény, kdyZ se jednalo o udSleni statnich
cen Klementa Gottwalda pro rok 1955. Proto prejeme prof. Schwarzovi v t&chto dal§ich
vySetfovanich mnoho zdaru. V1. Kofinek, Praha.

UDELENT RADU REPUBLIKY AKADEMIKU BOHUMILU BYDZOVSKEMU

Ji% po druhé v tomto roce se naskyté prileZitost, abychom na strankach tohoto éasopisu
vyslovili blahopiani akademiku B. BypZovsggMU. Po prvé bylo to v minulém &isle daso-
pisu, kde K. HavLIGEK vénoval vield slova osobnosti i dilu akademika BydZovského pii
prileZitosti jeho 75. narozenin. Dnes blahopiejeme akademiku BydZovskému k vysokému
vyznamendni, které znovu dokumentuje vyznam préce jim vykonané a které soudasng
ukazuje, jaké véznosti se t88i predstavitelé védeckého a kulturniho Zivota v naSf lidové
demokratické republice: k majovému svatku pracujicich byl akademiku BydZovskému
udélen Réd republiky.

Zdravili jsme radostng akademika BydZovského, kdyZ na tribung nositelt vyznamenéni
pfihliZel méjovému pravodu. Ale zdravili ho nejen matematikové, nybrz i predetni jini
manifestanti, nebot osobnost B. BydZovského je zndma a véZena v nejSirSich kruzich,
tak jak to odpovidé Sifi jeho z4jmu a jeho mnohostranné innosti. Cest jeho préci!

V. Jarntk, Praha.

AKADEMIK JUR HRONEC VYZNAMENANY RADOM PRACE

Pri tradiénom méajovom udelovani destnych vyznamenanf najzasliZilej§im pracovni-
kom zo vSetkych odborov I'udskej &innosti bol pocteny* tohto roku udelenim Radu préace
i prof. dr Jur HRONEC, riadny &len Slovenskej akadémie vied, profesor Komenského uni-
verzity v Bratislave.

Tohto vysokého pracovného vyznamenania sa mu dostalo za dlhorond tspe$nii orga-
nizaéni, pedagogicku a vedecku Sinnost na naSich vysokych Skoldch.

Prof. Jur Hronec sa narodil diia 17. maja 1881 v Go¥ove okr. Ro¥tava. Po skondenf
univerzity v KluZi stal sa v r. 1906 profesorom na gymnéziu v Ke¥marku, kde pdsobil
8 prerufieniami do r. 1922. Skolsky rok 1908 —1909 strévil v Gottingdch. Hodnosti dok-
torskej dosiahol v r. 1912 v Giessenu u prof. L. SCHLESINGERA. Odborom jeho dizertadnej
préce bolo Sttdium istého typu obydajnych linedrnych diferenciélnych rovnic. Studiu

diferencidlnych rovnic ostal prof. Hronec vernym a% do dne$nych &ias a tieto tvoria
taZisko jeho odbornej Sinnosti.

V r. 1923 sa habilitoval pre odbor matematiky na Karlovej univerzite. V r. 1924 sa stal
mimoriadnym & r. 1928 riadnym profesorom matematiky na Vysokej ¥kole technickej
v Brne. V rokoch 1935—38 zad8astnil sa prof. Hronec velmi aktivne boja za zriadenie
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slovenskej techniky. V roku 1938 stal sa jej prvym rektorom. Podobne stél pri samom
vzniku Prirodovedeckej fakulty Komenského univerzity v Bratislave. V rokoch 1939 a¥
1950 bol profesorom Slovenskej vysokej &koly technickej v Bratislave. Dnes je profesorom
a vedicim katedry matematiky Komenského univerzity v Bratislave.

Prof. Hronec bol viackrét vysokoikolskym funkciondrom, $lenom réznych vedeckych
& vedecko-osvetovych organizécii. Zapojil sa tie¥ do organizovania mnohych dalsich
vysokoskolskych a vedeckych inStiticii na Slovensku.

Venoval sa a venuje sa i dnes mnoho tie¥ ¢innosti pedagogickej v najsir§om slova zmysle.
Okrem radu vedeckych prac napisal i 8tyri vysokogkolské udebnice.

Za svoje zésluhy bol v roku 1953 menovany medzi prvymi riadnymi &lenmi Slovenske]
akadémie vied, kde je teraz podpredsedom sekcie vied matematickych a prirodnych.

Profesorovi Hroncovi je dnes 74 rokov. Je viak rozhodne mladym, ak mladost posudzu-
jeme podla zéujmu a chuti do préace. Zaujima ho vietko, &o sa okolo neho odohréva. Sle-
duje s velkou pozornostou vyvin nasho verejného a vedeckého #ivota. A nie je iba pasfv-
nym pozorovatelom. Stiéasny spolofensky prerod sleduje s hlbokym pochopenim. Hlasil sa
vidy, a tym skér dnes, k 'udu z ktorého vysiel. Podporuje zo v8etkych svojich sil tvorivé
schopnosti mladSej a mladej generécie. Pracuje sém velmi intenzivne, nevyneché jedinu
prednésku a jeho huZevnatost a obetavost mod¥e byt skutotne vzorom i prislusnikom
o mnoho mladsich genericii.

Ceskoslovenské matematicks obec sa uprimne tesi z vysokého vyznamenania, ktorého
sa profesorovi Hroncovi dostalo z rik zéstupcov nagho I'udu a praje mu mnoho dalsich
pracovnych uspechov. §t. Schwarz, Bratislava.

ZPRAVA O ZAJEZDU DO POLSKA V KVETNU A CERVNU 1955

V kvétnu t. r. vyslala mne CSAV v rdamei kulturni dohody mezi CSR a Polskem na
prednéskovy zéjezd do Polska. Zéjezd se uskuteénil v dobs od 23. kvétna do 13. Servna ve
Varsavs, Vratislavi a Krakovs.

Proslovil jsem celkem 8 pfednéfek v &asovém rozsahu asi 18 hod. na tato themata:
1. Theorie dispersf, 2. Transformace integralti diferenciélnich linedrnich rovnic 2. fadu,
3. Obecné kriterium jednozna¥nosti pro fefeni diferencialni rovnice y = f(z, y), 4. Apli-
kace theorie rozkladia mno¥in v oboru v&deckych klasifikaci, 5. MnoZinové zéklady theorie
grup. — PrednéSel jsem &esky. Prednasky se konaly v seminé¥ich prof. HARTMANA a prof.
MarczEWSKEHO (ve Vratislavi) déle v semindtich prof. LEsy, prof. WAZEWSKEHO a prof.
SzarskEtnO (v Krakovs) a ve schiizich PTM (ve Vratislavi, Krakovs a Varsavé). Udast na
prednéSkéch byla dobré, po predns¥kéch i bshem vykladu (v seminéiich) byly diskuse.

Za svého pobytu v Polsku jsem se setkal s v&t§inou profesori pusobicich na universi-
tach, jeZ jsem navstivil, a sezndmil jsem se s fadou mladsich matematiki, zejména v Kra-
kovs®, kde je vyznamné stfedisko v oboru diferenciélnich rovnic. Jednotliva mimovar-
Savské matematickd pracovi§td maji v ramei dinnosti Polské akademie vad (PAN) &iroké
moZnosti a vydatns jich vyuZivajf.

Moje ptijetf v Polsku, zejména té% v Matematickém ustavs PAN ve Varsave, ktery
v dob& mého pobytu (za neptitomnosti prof. KuraTowskEHO) vedl rektor varSavské uni-
versity prof. Turski, bylo velmi srde¢né. Béhem pobytu v jednotlivych mdstech ukézali
mn8§ polsti kolegové pamstihodnosti svych mést a umo#nili mng shlédnout i vzdalend&jsi
pozoruhodné mista (Kladsko, Zakopané, Nieborow, Lowicz). .

Pobyt v Polsku mn$ p¥ines] ¥adu cennych zkusenosti a prispél, jak se domnfivam, k utu-
%enf svazki mezi nafimi a polskymi matematiky. 0. Borvwka, Brno.
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PREDNASKY A DISKUSE V MATEMATICKE OBCI PRAZSKE

11. 5. 1955: Vdclav Fabidn, Nové methody matematické statistiky pfi hodnocenf ngkolika
ofetfeni (v zemddslském a jiném vyzkumu) a jejich srovnini s analysou
rozptylu.

16. 5. 1955: Ladislav Rieger, O zékladnich problémech matematické logiky, I.

23. 5. 1955: Ladislav Rieger, O zékladnich problémech matematické logiky, IL.

30. 5. 1955: V. Jarnitk, K. Havlitek, L. Truksa, Deset let matematiky na universit§ po
osvobozeni.

6. 6.1955: E. Cech, K. Rychlik, Vzpominka na Karla Petra.

29. 6. 1955: Otto Fischer, O mém pobytu na Humboldtov$ universit$ v Berling v letnim
semestru 1954-55.

Redakce.

CINNOST BRNENSKEHO ODBORU JCMF

Konaly se tyto prednddky:
2.6.1955: J. Cermdk, O asymptotickém Fefenf diferendnich rovnic.
13. 6. 1955. J. Kurzweil, Obraceni Ljapunovovych v&t o stabilité pohybu.
V rémeci ,,Diskusi o novych pracich brndnskych matematiki‘* byly piedneseny tyto
referdty:
28. 4. 1955: 0. Bordwka, Obecné kriterium pro jednoznadnost feSeni diferencidlni rovnice
y = f(=,y).
5. 5.1955: Fr. Sik, O svazovs uspotddanych grupéch.
12. 5. 1955: M. Laitoch, O charakteru fundamentélnfho systému integrdli dif. rovnice
¥ = Q(x)y.
19. 5. 1955: M. Rdb, Osciladni vlastnosti integréla dif. linedrnf rovnice 3. fadu.
M. Zldmal, Brno.

PREDNASKOVA CINNOST BRATISLAVSKEHO ODBORU JCMF

7. 3. 1955: Tibor Sdldt, O prvodislach.
21. 3. 1955: Milan Kolibiar, O rieitel’nosti rovnic pomocou radikélov.
24. 3. 1955: Stefan Schwarz, O matematickom Zivote v SSSR.
30. 3. 1955: Marko Svec, O jednej vlastnej tilohe dif. rovnice
y™ + Q(x, A)y = 0.
6. 4. 1955: Michal Gregu$, O niektorych vlastnostiach dif. rovnice tretieho rddu.
19. 4. 1955: Eduard Cech, Pojem styku ako zdkladny pojem dif. geometrie.
20. 4. 1955: Eduard Cech, Projektivna deformécia ploch a pribuzné transformécie.
21. 4. 1955: Eduard Cech, Transformécie priamkovych kongruenci.
27. 4. 1955: Michal Gregu$, O oscilanych vlastnostiach dif. rovnice tretieho rddu.
3. 5. 1955: Jaroslav Janko, Moderné pohl’ady na niektoré zédkladné problémy matema-

tickej Statistiky.
4. 5. 1955: Jaroslav Janko, Problémy testovania Statistickych hypotéz.
. 1955: Jaroalqg Janko, Problém Statistického odhadu.
6. 5. 1955: Jarosld® Janko, Problémy z kontroly akosti vyroby.

=
o
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11. 5. 1955: Alojz Swec, Projektivna diferencidlna geometria koreSpondencii medzi priam-
kovymi plochami.
Okrem toho na zadiatku letného semestra uskutosnila SAV prednasky:

22. 2. 1955: Clen-kore§pondent Mad. akademie véd Prof. dr Ldszlo Rédei, O funkeii
dzeta v algebre.

23. 2. 1955: Clen-koreSpondent Mad. akademie véd Prof. dr Otto Varga, Invarianty
v neeuklidovskej geometrii a Kleinova metrika.

Ladislav Mi$ik, Bratislava,.

OBHAJOBY DISERTACNICH PRACT KANDIDATU MATEMATICKYCH VED

PtiMatematickém tistavu CSAV obhajovali dne 23. zati 1955 disertadni préce tito
kandidéti matematickych vad:

dr Miroslav Fiedler préci: Geometrie simplexu v E,,,

dr Viastimil Ptdk préci: O vplnych topologickych line4rnich prostorech,

ing. dr Ivo Babuska préci: Refeni biharmonického problému s okrajovymi podminkami,
dr Jaroslav Kurzweil préaci: On approximation in real Banach spaces;

dne 4. listopadu 1955 dr Jan Marik préci: VyjédFeni funkeionély integrélem.

Na ptirodovédecksé fakultd MU v Brnd obhajovali:

27. dubna dr Milo§ Zldmal préci: Studium oscilaénich a asymptotickych vlastnosti fefeni
lineérnich diferencidlnich rovnic,

21. z6¥ 1955 dr Frantisek Sik préci: Uit polarity v theorii grup.
Redakce.

‘DVA ROKY PRACE LIBERECKE KATEDRY MATEMATIKY A FYSIKY

Kdy#% pred dv&ma lety v z&¥ 1953 byla oteviena nova Vysoké 8kola strojni v Liberci,
jediné naSe vysoks Skola v pohranid, zahéjila jejf katedra matematiky a fysiky &innost
ge &tyfmi leny internimi (z nich fysiku obstardval pouze jeden) a dvéma &leny doji¥dsjici-
mi z Prahy. Citelny nedostatek odbornych sil byl v t8chto potétcich prekondn predeviim
velkou ob&tavosti viech &lend katedry a ochotou KNV v Liberci, ktery umo#nil nejnut-
n&ji provoz katedry tfm, ¥e souhlasil s externim pisobenim odbornych pedagogickych sil
z jinych libereckych kol pfi vedeni cvideni z deskriptivni geometrie na V8S v Liberci.
Tuto podporu poskytuje liberecky KNV zdejii technice dodnes, tiebaze katedra matemati-
ky a fysiky mé u¥ dvanéct 8lent internich a dva doji¥dsjici z Prahy (t¥i védedti pomocnici
Vv tom nejsou zapo&iténi); nesmime zapomenout, Ze oproti jednomu roéniku lofiskému
méme Vv roce 1954-55 v Liberci dva, ro¥niky studentti, cof pii jejich velkém podtu (pres
400 studentt) ptedstavuje znaény: pedagogicky tivazek pro vechny ¢leny katedry.

Proto¥e pfi zahdjeni $innosti pfed dvéma lety bylo nutno vechno tsili soustfedit na
vybaveni katedry (invent4¥, knihovna, studijni pomiicky a pod.), nebylo prvni pal roku
pomysleni na samostatnou védeckou préci &lent katedry. Odborns préace byla tu omezena
jen na studium literatury, o n¥m¥ sv¥d¥i recense n¥kolika novinek, jeZ &lenové katedry
uvetejnili v odborném tisku. Jisty das si vyZadalo také vyskoleni jednotlivych pracovnika
k v&decké préci, protoze ¥lo vétfinou o usitele matematiky a fysiky ze &kol III. stupns,
pro né&% pfechod na vysokou ¥kolu znamenal uplnou zménu jejich pracovniho programu.
Kdy% postupem doby pribyvali novi &lenové katedry matematiky a fysiky, vznikal po-
malu kolektiv, slofeny z pracovnikd riznd specialisovanych. Proto védecks, prace byla
organisovéna hlavng na individudlnich planech. Na schuzich katedry, které se konaji
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témé&f v pravidelnych lIhutéach, byvaji vedle b&Zného programu a vedle &ilych didakticko-
methodickych diskusi zafazeny i odborné referaty o vysledecich védecké price vlastni
i cizi. Za dva roky bylo tak poddno celkem 14 delSich referitii z nejrizngjSich oboru
(theorie funkei, variadni poéet, metrické prostory, diferencidlni geometrie, algebraické
geometrie, ndhradni schema kmith piezoelektrickych tyéinek a rizné aplikace matema-
tiky). Dne 14. dubna 1955 prednasel na schiizi katedry jako host Avrois Svec, aspirant
CSAV z Prahy, na thema ,,Prace laureita st. ceny akademika E. CEcHA v diferencidlnf
geometrii‘‘. Vedle toho v rdamci oslav desétého vyroéi osvobozeni CSR konali &lenové
katedry n&kolik odbornych piednések o svych vysledeich pro irsi technickou a pedago-
gickou vetejnost v Liberci.

Prozatim v oboru matematické analysy uisp&$né pracuji na katedfe J. BECVA®R a M. NE-
KVINDA (jejich spole&né publikace jsou pravé v tisku). J. SEDY doséhl n8kterych novych
vysledka v aplikacich variaéniho podtu na afinni diferencidlni geometrii ve spolupréci
s Fr. NoZi6kou. Dile je tu zastoupena algebraickd geometrie pracemi V. METELKY
o rovinnych konfiguracich (12,, 16;) & VL. BRUTHANSE o analagmatickych kvintikdch.
Rovné% ostatni élenové drobndjsimi pracemi prispivaji k zvySeni odborné tirovnd celé
katedry.

Pozoruhodnych vysledkt dosahuje v piezoelekt#ing vedouct oddsleni fysiky J. TicHY,
pod jeho# vedenim se dobfe zapracovali i ostatni fysikové na katedfe, zvlasits F. SoSkA.

Po dvou letech prace mohla tedy libereckd katedra matematiky a fysiky vyslat na sjezd
matematiki v z4¥ 1955 EtyTi své Eleny (oba dojiZdsjici z Prahy nejsou v tom zapoéiténi).
Vsichni se sjezdu tdastni aktivng.

Vedle této dinnosti rozviji katedra spolupraci s Krajskym pedagogickym sborem v Li-
berci a s Cs. spoleénosti pro &ifeni politickych a védeckych znalost. Popularisace matema-
tiky tu vazne hlavnd pro nezijem §irsi vefejnosti; piesto se podatilo J. SEDEMU uskutesnit
ndkolik populérnich pfednéSek o matematice v libereckém kraji za spoluprice s K. Hav-
LidxEM. Popularisaci je vSak pietiZeno odd8leni fysiky, kde J. Tichy a F. Soska vykonali
pro liberecky kraj znadny kus préce.

Pedagogické dinnosti je oviem v8novina hlavni pozornost; nedostatek usebnic a udeb.
nich texti snaZf se katedra nahradit vlastnf svépomoci. Z deskriptivni geometrie sestavil
J. NovAx sbirku piikladi, jeZ byla rozmnoZena pro potteby posluchatii. Z matematiky se
rovnéZ pripravuje podobné sbirka.

Karel Havlidek,
vedouci katedry matematiky a fysiky
na VS8 v Liberci.

ZPRAVA O CINNOSTI SKUPINY PRO DEJINY MATEMATICKO-
FYSIKALNICH VED

Potétkem r. 1955 zahdjila svou &innost jako soudést Komise pro d&jiny ptirodnich v&d
a techniky Historického tstavu CSAV pracovni skupina pro d&jiny matematicko-fysi-
kélnich v&d. Ukolem skupiny v prvém obdobi &innosti je soustiedit zdjemce o d&jiny
matematiky a fysiky z fad pracovniki t¥chto obort; na schiizkach pak mimo jiné pro-
diskutovévat jejich pripravované préce a jiz vyslé publikace a vyhledov$ prikrodit ke
koordinaci thematiky praci.

Za schizek pracovni skupiny v 1. pololeti 1955 byla jedna v&novéna problematice
chemické, dvé fysikalnf a jedna matematické:

8. Novy referoval o dosavadnich vysledcich své préce: Matematika v Cechdch v II. pol.
18. stolett. Po ivodu, v n¥m# probral struénd hospodéiské a politické predpoklady vyvoje
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matematiky u nés, rozebral referent jednotlivé tseky matematické tvorby v nasich ze-
mich v daném obdobf a dogel k témto zédv&rim:

V padesétyich letech 18. stoleti zaind unés po delsi prestdvce samostatni matematicka
tvorba, kter4 havazuje velmi brzy na nejnovsjsi zahraniéni vysledky. Matematické préce
STEPLINGOVY, TESANKOVY & SCHAFGOTSCHOVY 8e sice nemohou vyrovnat uspéchim
EuLEROVYM & LAGRANGEOVYM, ale podileji se na hromad&ni jednotlivych drobnych mate-
matickych objevii své doby. Ke konci stoleti theoreticks matematické prace ochabuje,
nebof se pfed tizkym kruhem éeskych matematiki objevuji s velkou naléhavosti konkretni
fysikélni a in¥enyrské problémy, které viak nejsou takového charakteru, aby bezprostfed-
né§ vyvolavaly potiebu theoretické priace v matematice.

Hlavnim nedostatkem prace pracovni skupiny bylo, %e jeji kontakt s jednotlivymi mate-
matickymi a fysikéInimi pracovisti byl nepatrny a tim i Géast na schtizkdch slaba. Provésti
zlepieni v tomto sméru bude hlavnim tkolem budouci prace.

Irena Seidlerovd, Praha.

Redakce: Matematicky ustav Cqskoslovenské akademie véd Praha II, Zitna 25, tel. 241193, —

Administrace: Nakladatelstvi Ceskoslovenské akademie véd, Praha II, Vodidkova, 40. telefon

246241-8 — Vychézi &tvrtletns. — Roéni predplatné Kés 48,—, cena jednotlivého sesitu

Kés 12,—. Novinové vyplatné povoleno Okrskovym postovnim ufadem Praha 022: j. zn.

309-38-Re-52. — Dohlédaci podtovni ufad Praha 022. — Tisknou a expeduji Prazské tiskdrny

n. p., provozovna 05 (Prometheus), Praha VIII, Tf. Rudé armédy 171.—Vyslo dne 24. XI.1955.
A-19808.
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