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Casopis pro péstovini matematiky, ro¥. 80 (1955)

REFE RAT‘Y

O STABILITE POHYBU

(Referat o prednéSce JarosLaAvAa KURzZWEILA, pfednesené v matematické obei dne
14. II1. 1955.)

Dr Kurzweil zaméfil pfednésku k obraceni hlavnich v&t o stabilitd. Nejprve podal
Ljapunovovu definici stability nulového fefeni z; = x, ...z, = 0 soustavy diferencidl-
nich rovnic c

dz; ..
\\ i X;(txy, ), 1 =1, ...,m, (1)
kde o funkefch X; (¢, 2y, ..., ,) pfedpokladddme, ¥e jsou definované a spojité v oblasti G
bodu [¢, 4, ..., #,] vzniklé kartézskym soudinem oblasti bodd [z, ..., #,] obsahujici po-
¢atek a polopfimky ¢ > 0. Pritom je#td predpokladdme jednoznadnost Fe¥eni v oblasti
GaX;(t0,..,0) = 0.

Definice stability. Refent z, = , = ... = x, = 0 systému diferencidinich rovnic nazyvdme

stabilni, jestlite k libovotnému e > 0 exisluje ¢ > 0, %e pro kakdé fedent x; (t), pro kieré je

n n
Z |2 (0) < o®, platt X |z,(t)|2 < & pro vechna t > 0.
i-1 i=1

PrednésSejfci je&té pouZil pojmt asymptotické, stejnomdrné a silné stability.
Definice asymptotické stability. Redent z;, = ... = x, = 0 systému diferencidlnich rovnic
nazyvdme asymptoticky stabilnd, je-li stabilni a jestlize existuje n > 0, %e pro Fedent x,(t), pro
»
které je X |x,(0)2 < 2, platt lim zy(t) = 0,4 = 1, ..., n.
i=1 t—0

Definice stejnomé&rné stability. Reseni 2, = ... = x, = 0 nazyvdme stejnomérné stabilni,
jestlize k libovolnému & > 0 muteme nalézti 5 > 0 (pouze v zdvislosti na €), Ze k libovolnému

n n
to 2 0 a fedent z,(t), pro néZ platt T |z,(t,)2 < 6% je X |2,(¢)I* < & pro vdechna t > t,.
i=1 i=1

Definice silné stability. Redentz, = ... = z,, = 0 nazyvdme ilné stabilni, jestlize je stejno-
mérné stabilnt a existuje-li spojitd, monotonnt funkce p(t) > 0, lim y(t) = 0 takovd, %e mai-
t—

n
Zeme nalézt 5 > 0, aby pro libovolné t, > 0 a Fedent z,(t), pro které platt X |x(t,)[* < (2, bylo
i=1

spinéno X|z,(2)|2 < y*(t — £,) pro véechna t > t,.
V Ljapunovych vdtéch se pou¥fvaji funkee V(¢, 2, ..., #,), o kterych budeme pfedpo-
v ov
klédat, Ze jsou definovény, spojité & maji spojité parcidlni derivace L bk oblasti Q.
i
Funkei V(t, 2, ..., z,) nazveme positivné definitni, jestlife existuje funkce W(z,...,
z,), Ze plati V(¢, 2y, ..., ;) = W(z,, ... x,) pro viechna t > t;a V(t, 0, ..., 0) = W(0, ...,
0), pfi dem¥ W@y, ..., z,) je definitni v obvyklém smyslu.
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Funkei V(¢, 2y, ..., 2,) nazveme stejnomérné malou v oblasti G, existuje-li positivn® defi-
nitnf funkee Z(z,, ..., z,) tak, %e plat

V(s 2y ooy )| £ Z(2yy ooy ®;) Pro [y, ..., 2p] e G

Ljapunovova véta I: Jestlife pro dif'erencidlni rovnice (1) lze nalézti positivné definitni
funkei V¢, 2,y ..., ), jejt& derivace podle pole vzhledem k systému diferencidlnich rovnic (1),
t. . vyraz

v ev noav

je nekladny, pak fedent x, = ... = x, = 0 je stabilni.
V tomto p¥pad® ukézal PERZIDSK1J, %e za piedpokladu existence a spojitosti parciadlnich

X : -
derivacig‘ (¢, 2y, ..., ,) lze v piipadd stability sestrojit zobecnénou funkei V(t, 2, ..
]
x,). Pti vySetfovéni stability &asto nastévé piipad, fe pravé strany diferencidlnich rovnic
X, nezavisi explicitnd na . Systém diferencidlnich rovnic mé pak tvar:
« dz‘ )

T =X; (@ eemy ), ¢2=1,...,n.

Takovy systém nazveme autonomni a Ljapunovova véta zni:
. Ljapunovova vé&ta 1’: JestliZe pro autonomnd systém- (2) existuje posilivné definitni funkce
V(g «. o 2,), jejtt derivace vzhledem k diferencidinim rovnictm (2), t. j. vyraz:

g - :V_; ﬂ x’
s de =l aa:f
je nekladny, pak fedent x, = ... = x, = 0 je stabilnd.

Problém obraceni této véty jest odliny od ptredeslého problému, pondvadZ nyni-hle-
déme funkei V(z,, ..., %,) nezdvislou na ¢, kdeZto dfive jsme msli k disposici Sirsi t¥idu
funkef V(¢, zy, ..., %,). V tomto pfipad® ukdzal MALKIN, %e v&tu I’ nelze obrétit.

" Asymptotickou stabilitu ndm zaruduje II. véta Ljapunovova.

' Ljapunovova véta II. Jestlife pro systém diferencidlnich rovnic (I) existuje funkce

V(t, 2y, o0y 2,), kterd je positivné definitni, stejnomérné mald a jejt¥ derivace vzhledem
av v noov

k soustavé (1) ity + _El &—‘ X, je negativné definitni, potom Fedent x,(t) ='x,(t) =
i=

(2)

oy

= ... =2,(t) = 0 jest asympioticky stabilni.

Tuto vdtu za pfedpokladu, e X,(¢, y, ..., #,) jsou periodické a maji spojité parciélni de-
rivace, obratil MAssErA. Funkce V (¢, z,, ..., %,), kterou sestrojil, byla periodickou funkef
t a v pipad$ autonomnim nezévisela na ¢. Pozddji Malkin dokézal, ¥ tvrzenf II. Ljapu-
novovy vty lze zesilit, a to, ¥e ¥efeni z, ='... = z,, = 0 jest siln¥ stabilni. K obracenf této
véty Malkin rozvinul Masserovu methodu a dokézal, Ze jsou-li parcidlni derivace
X, ' '
= x,, = 0 je siln& stabilni, existuje funkee V (¢, z;, ..., z,) spliujici poZadavky II. v&ty.

Nyni prednésejici uvedl vlastnf vysledek, ktery uréuje podminky stejnom&rné stability:

Vi&ta. Nulové fedent z, = ... = x,, = 0 soustavy diferencidlnich rovnic (1) je stejnomérné
stabilni tehdy a jen tehdy, jestlize existuje funkce V (t, 2y, ..., T,), kterd je positivné definitni
o ‘ v av

a stejnomérné mald, md spojité ﬁaicidlnt derivace 5 7 a platt
t

(t, y, ..., z,) 8pojité a omezené v oblasti G, pak za pfedpokladu, Ze fefeniz;, = ... =
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v eV 1 ov
— = — X, 20
de 3t ‘21 oy .‘ S
pro [t, 2y, ooy ] € G
V theorii stability jsou potfebné také v&ty o nestabilité a to v&ta Ljapunovova a véta
Cetajevova.

Ljapunovova véta I11: Necht’ pro systém diferencidlnich rovnic (1) exisiuje omezend funkce
V(t, 25 ..., z,) v oblasl Q takovd, Ze jejt derivace vzhledem k systému diferencidlnich rovnic
(1) aplﬁuje vztah

dav

kde 1 je kladnd konstanta a funkce W (t, xl, seu T) je nezdpornd. Jestlize k Uibovolné malému
n > 0 existuje bod (t, zy, ..., 2,), £ = 0 Z lz4® < 78, %e platt V(¢, zy, ..., x,) > 0, potom
fedent ¢, = ... =z, = 0 jest nestabzln'i

véta Cetajevova. Necht pro systém diferencidlnich rovnic (1) existuje spojitd, omezend a
nezdpornd funkece V(t, z, ,,, x,) v oblastt G o téchto vlastnostech:

1. Budi% P oblast bodii [t, xy, ..., x,] proné V(t, z,, ..., z,) > 0. Potom V(t, x;, ..., 2,)

Ty
2. K Ubovolnému « > 0 existuje f > 0, e pro vdechny body [t, z,, ... x,], pro né plati
av. v » oV

Vit, 2 eer z,) = > 0, platt — ——+ z —X‘>ﬁ>0
ds t-lai

3. K lLibovolnému 1 > 0 existuje bod [z,, ..., z,] spliujict Z I%I’ < 2, pfi CemEV (0, xy, ...
i=

cens y) > 0.

Potom trividint Fefent soustavy (1) jest nestabilnd.

Obé& v&ty v piipad$ autonomnim obratil Krasovskiy a v pfipad$ neautonomnim VRkod.
TIvo Vrkod, Praha.

- - 0. POUZITI HAUSDORFFOVY MIRY V ARITMETICE

(Referat o predné¥ce akademika VoJTECHA JARNIEA, pfednesensé v ma.tematxcké obei
pra.ieké dnbe 28. III. 1955.)

Prednésejici se za,byval pouZitim Hausdorffovy miry na mnoimy éieel kterd splfiuJi
jisté aproximadni pod.minky Nejprve defmoval vnéjﬁi Hausdorffovu miru v prostoru
E(8=1,23,...)

Budi¥ M podmnoZina v E, a necht f(d) je funkce monotonnd klesajfcf k nule pro d - 0.
Zvolme &fslo ¢ > 0 a pokry]me mnoZ¥inu M posloupnosti g-rozm¥rnych krychli Jl, J,,
J3, ..., jejich¥ hrany |J,|, IJ,!, |/5] neptesahuji g. :

Polo¥me
L, = inf‘zlf('lJ‘l) »
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kde infimum bereme pro viechna moZ%n4 pokryti splifujici uvedené predpoklady. Klesa-li
¢ k nule, potom L, neroste & definujeme

p(M, f) =lim L, .
-0

u(M, f) nazyvéme vyéjét Hausdorffovou mérou — pro struénost Hausdorffovou mérou —
mnoZiny M a snadno lze ukazat, Ze u(M, f) je vn&jsf mira ve smyslu Carathéodoryovs.
Z!:ejmé plati: '
@
fs(d)
Jestlite u(M, f,) > 0, pak u(M,f,) = oo,
jestlize u(M, fy) < o, pak u(M,f,)=0.
Odtud specidlnd plyne, Ze u(M, f) = 0, jestlife mnoZina M mé koneénou Lebesgueovu

Necht -0 pro d— 0.

d
miru a jestliZe ffi—a) — 0 prod — 0, nebot u(M, d?) je Lebesgueova mira mnoZiny M.

Hausdorffovou dimenst dané mnoZiny M — ozna¥me ji dimM — nazveme infimum ta-
kovych &isel (A > 0), %o u(M, d1) = 0.

Piistupme nynf k pouZiti Hausdorffovy miry. Necht w(g) je kladna funkce definovan4
pro ¢ > 0 a necht (z;, ...,z,) je dand soustava reilnych &sel. Rikdme, %e soustava
(24, ..., ;) pFipousti aproximaci w(q), jestlize ke kazdému @ > 0 existuje feSeni soustavy
nerovnosti

.................

kde p,, ..., p,, q jeou celd &isla, ¢ > Q. Jak zndmo, kaZd4 soustava &isel z,, ..., z, pfipousti
1

aproximaci
14+ —
q 8
Ozna¥me 4 (w) (B(w)) mnoZinu t8ch soustav (x, ..., Z,), které pfipoustsji (neptipousts;ji)
aproximaci o(g) a pro nd% plati 0 <z, < 1, ..., 0 £ z, < 1. Zdkladni vyznam mé tento
vysledek CHINCINGV (1926):

Necht w*(g) . ¢**1 — 0 monotonnd (g — ).

-}
Jestlize [ ¢*w*(g) dg < oo, potom Lebesqueova mira mnoZiny 4(w) je 0;
1
. [+ <] .
jestlite [ q’w*(q) dg = oo, potom Lebesqueova mira mnoZiny 4 (w) je rovna 1.
i

(-]
JestliZe tedy je f ¢*w*(q) dg. < o, potom je udelné vydetfovat mnoZinu A(w) pomoci
1

Hausdorffovy miry. Tomuto tematu vénoval akademik Jarnik fadu praci.
Nejobecnéjitho vysledku doséhl akademik Jarnik touto vétou (1931): .

Necht funkce f(2w(q)) je monotonni, f ¢wt(g) dg < oo.
1
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Jestlize 1ff(zw(q)) ¢° dg < o, pak p(d(w), f) = 0;

Jestlize 1f f(2w(g)) ¢° dg = oo, pak u(4d(w), f) = .

1 3 | 1 X
Odtud snadno plyne, %e dim A (—1) = s pro o« > 1 + — a e mnofina A(w,) -
q o 8
4(q) 5 s . u
— B(w,), o) — 0, je za jistych predpokladi neprézdné.
119 '

2]
JestliZe [ ¢*w*(g) dg = oo, potom podle Chinéinovy véty je Lebesqueova mira mnoZiny
i

B(w) rovna nule a tak je mo¥né studovat pomoci Hausdorffovy miry mnoZinu B(w).
Prozatim byl vySettovéan pouze ptpad ¢ = 1, nebot pti dikazech se nelze obejit bez Fe-
t&zovych zlomki. Touto tlohou se zabyval akademik Jarnik okolo r. 1930.

Pak uvedl vysledek KurRzwEILOV z r. 1951:

a pfedpoklddejme g(q) > © a 9(29(9)) -

1
a9 (9) 9(q)

o]
Necht [ w(q) - ¢ dg = c0. Polome w(q) =
i

— 1 prog— oo.

Definujme funkci f(d):
Va

2 de
f(d) = d exp {?ft g(z)}'

1

Potom platt:

- (ol o
g (B (39’;@))’;) -

Dokézat obdobnou vétu pro 8 > 1 je stéle otevieny problém a rozieseni tohoto problé-

mu je jedna z mo¥nych cest, jak dokézat, %e existuji soustavy &fsel, které pFipoustdji
[
aproximaci w,(g) & nepfipoustdji aproxirmaei w,(q), jestliZe &(q; — 00, if g*wi(q) dg = oo.
Wa(q

Konetnd akademik Jarnik hovofil o ndkterych zajimavych vysledcich EGGLESTONEO-
VYCH:

Budi¥ déna posloupnost pfirozenych &isel ¢, < gy < g5 < ... . Je-li u ptirozené &islo,
1
necht n(u) je poSet ¥isel g;, kter4d spliiuji nerovnost ¢; < u. BudiZ o« > 1 + e Necht Z

znamend mno¥inu takovych soustav (2, ..., 2,), Ze pro kaZdé @ > 0 soustava nerovnosti

Dy 1

z — — —
q q*

1

Wt <L
q '
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mé feent, pti demZ p, jsou celd &fsla, ¢ je nSkters &islo z dané posloupnosti {¢;}7., a ¢ > Q.
Nyni plati: '

1 1
Je-li infn—:z > 0, pak dim Z = - 4; (= dimA(—l)) , je-di 41 S 14> 1, konst.),
q

z>1

n

8
potom dimZ=;.’

Necht ¢; < g3 < ¢35 < ... je stéle pevnd dané posloupnost piirozenych &isel. Necht {v}
je t. zv. lomens &4st &¢isla v. HARDY a LirrLEWOoOD dokézali, e pro skoro viechna &fsla «

mnofina &sel {g;x}, ¢ = 1, 2, 3, ..., je hustd v intervalu (0,1).
Pro 0 < o < 1 necht M, je mnoZina takovych &fsel z, pro n&% je lim {g;x} = a.

) i—o

Plati:

Jeli B < K, pak mno%ina M, je nejvyde spoletnd, jestlite Lht (Y pro i - oo,
9 qs

pak dim M, = 1.
- Jaroslav Kurzweil, Praha.
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