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SITI

I. BABUSKA, Praha a L. MEJZLIK, Brno.

(Do&lo dne 10. inora 1955.) DT:517.944

Metoda siti se dnes stavé jednou z nejuZivandjsich metod numeric-
kého feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic. Velkd &dst nejdileZi-
t&jsfch technickych problémi vedoucich na parciélnf dif. rovnice je dnes
feSena bouto metodou. UZiti velkych matematickych stroji stavi me-
todu siti jests vice do popfedi. V tomto ¢lanku bychom chtéli shrnout
nejzéva¥ndjif prace tohoto oboru a upozornit praktiky na rozséhlou
theoretickou matematickou problematiku souvisicif s touto metodou.
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1. Uvod

1. Hlavni my3lenka metody siti. Hlavni myslenka metody siti je ve své
podstaté velmi prostd. Pii fefeni diferencidlni rovnice nahradime derivace
diferencemi a fedime potom soustavu takto vzniklych algebraickych linearnich
diferenénich rovnic. Reéime je metodami pro Feseni soustavy linedrnich rovnic.
(Theorie diferenénich rovnic zde viak nenachazi aplikace.)

Hledané fe¥eni diferencidlni rovnice mé rozmanity fysikdlni vyznam. Mize
popisovat na p¥. rozdéleni tepla nebo napéti v télese, difeni vin v prostoru atd.
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Na zéklad$ dosaZenych vysledkid usuzuje technik déle o chovéni konstrukee a
provadi dimensovani atp. Veskeré tyto zévéry jsou ovlivnény ¥adou technic-
kych okolnosti, které nejsou pfesné zachyceny ve vypoétu. Jsou ovlivnény
tim, %e n&které zdvislosti a vztahy zjednoduSujeme t¥eba i na tikor spravnosti,
aby bylo viibec moZno pfijit k néjakym numerickym zavérim. Neni proto vy-
jimkou, %e i pfesné theoretické fefeni se od skutetnosti pomérné dost st
(0 10—20—30 %). Pak ov¥em je zbytetné provadst vypodet s pfehnanymi né-
roky na ptesnost, ale je velmi uZite¢né znat odhad chyby, které se dopustime
pti vypodtu provédéném uréitym zplsobem, aby vypodet nebyl zbytetn&
pracny. (Jde na pt. o to, abychom nevolili zbytetné hustou sif, neprovadéli
ptilis mnoho itera¢nich kroki a pod.)

Hlavni my&lenku metody siti 1ze v jednotlivych piipadech interpretovat i fy-
sikéln® (my&lenka ptevedeni na roéty a pod.). Srv. na pf. Marcus [1]. Intuitiv-
né mé pdknd rozvinutou myslenku pfevodu diferencidlnich rovnic na diferen¢-
ni také SouTHWELL [6], [9].

2. Rozsah poutitelnosti, vjhody a nevjhody metody siti. a) Z hlavni
myslenky metody siti jest patrno, Ze metoda je pouzitelnéd u celkem libovol-
nych typh parcidlnich diferencidlnich rovnic. Zatim se ji viak vétsinou pouziva
jen u linedrnich diferencidlnich rovnic, nebot po nahrazeni derivaci dostaneme
soustavu linedrnich rovnic, na jejich# feSeni méme vypracovinu fadu metod.
U nelineérnich rovnic naproti tomu naréZime na potiZe jak technického razu,
tak na ndkteré nevyjasn¥né otézky rézu theoretického (konvergentni otézky
a pod.). Pro Feeni nelinearnich diferenénich rovnic uZil metody sitf Fox [4].

b) Déle je celkem patrno, Ze metoda siti je tim vhodngj&i, éim hladsi jsou
funkce a derivace, které vyjadfujeme diferen¢nim zptsobem. Rada otézek
souvisfef s problémy réznych nespojitosti neni dnes ani prakticky ani theore-
ticky uspokojivé feena. Na 5t&sti se v technické praxi podobné problémy vysky-
tuji ztidka. Viz Motz [2].

¢) Diiletitou a prakticky vyznamnou otédzkou je problém nekoneénych defi-
ni¢nich oblasti, které se v praxi pomérné ¢asto vyskytuji. Takovou oblasti mize
byt na pt. polorovina nebo rovina s vyfezem a pod. Sit, kterd by koneénymi
oky pokryla celou oblast, by méla nekoneéns (spodetn) mnoho ok a tim bychom
dostali soustavu o nekone®ng mnoha neznémych. Naopak, abychom zachovali
konedny potet rovnic, museli bychom se uchylit k okiim o nekoneéné velikosti,
&m se véak z celkem pochopitelnych diivodil znadn® sni#i pfesnost. Zda se ndm,
¥e nenf ani praktického ani theoretického diivodu k tomu, abychom uzivali
nekonednych ok. Doporutujeme proto uzivat v podstatnd systému nekoneénd
mnoha rovnic, které se fedi metodou redukované soustavy (srv. KANTOROVIS
a Kryrov [1], kde je také uvedena p¥islusné literatura), kterd spodiva v tom,
te poloZime rovny nule vechny nezndmé s vyjimkou vybraného koneéného
podtu. (Viz jekt& déle technickou intepretaci.)
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Nékdy se viak postupuje tak, Ze néjakou jinou metodou nez metodou siti
uréime chovani hledané funkce v okoli nekoneéna, éehoz potom uZijeme v kom-
binaci s metodou siti. Jinymi slovy to lze vyjad¥it také tak, Ze misto nekoneéné
oblasti uvazujeme defini¢ni oblast koneénou a okrajové podminky pfedepifeme
ptiblizng. Uvedeme technicky pifpad lamindrniho permanentniho proudéni
podzemni vody pod vodni stavbou. Problém vede na parcidlni diferenciélni
rovnici druhého ¥ddu v poloroving. Z theoretickych tivah i praktickych zkuse-
nosti plyne, %e voda je v dostatetné hloubce v klidu. Proto miZeme zavést
jakousi ,,fiktivni‘ hranici, na niZ bude okrajové podminka vyjadtovat tu sku-
te¢nost, Ze voda je v klidu. V daném piikladé miZeme postupovat také jinak:
V dostateéné vzdélenosti budou proudnice prakticky kruZnicemi, jak plyne
z analysy vyjddfeni funkce v okoli nekoneéna, a tak mzZeme , fiktivni‘‘ hranici
vytvotit ve tvaru kruZnice s pfedepsanym rovnomérnym spadem potencidlu.

d) PouZitelnost metody siti je dnes omezena také mo#nosti fesit velké sousta-
vy linedrnich (diferenénich) rovnic.2) V literatufe se uddvé maximdlni zvlddnu-
telny pocet uzlovych bodi sité (ktery je totoZny s poétem linedrnich rovnic)
pro feSeni Dirichletova problému relaxaéni metodou kolem 4000. Pro feSeni
biharmonického problému se udavé tento podet asi na 400. Je tfeba, aby
tesitel téchto velkych siti mél znadnou praxi a zkusenost, aby vabec mohl
tento problém zvlddnout; je§t& vhodn&ji je, aby se préce zidastnila celd sku-
pina poétaii.

Autofi tohoto ¢ldnku maji v&t&i zkusenosti pouze s pfimymi metodami feseni.
P#imé feteni rovnic o 150 neznamych pro problém Laplaceovy rovnice se poda-
filo provést jednomu z autort bez zvlastnich potiZi asi béhem 100 pracovnich
hodin p#i naprosto dostateéné piesnosti.

Byl feSen rovnéZz biharmonicky problém pfevedeny na 65 diferenénich rov-
nic.2)

Domnivame se, Ze by bylo moZno Fedit pfimymi metodami v pfijatelném
Case systém asi o 300 aZz 400 nezndmych pro Laplaceovou rovnici a do 150
nezndmych pfi biharmonickém problému. P¥i tak velkych systémech rovnic je
dulezity Géinny systém kontroly. (Viz dale kapitolu o feseni diferenénich rovnic.)
S hlediska omezenych moZnosti fesit rozsahlé systémy rovnic je dnes metoda
siti prakticky, p¥i nejmensim u nds, omezena na problémy rovinné.

e) Velkou piednosti oproti druhym metoddm je nezévislost zpasobu uzitf
metody siti vzhledem k tvaru definiéni oblasti a okrajovym podminkém.

f) Dalsf vyhodou je velkd jednoduchost metody siti, kterd je velmi mélo né-
rotnd na odbornou kvalifikaci feitele. Vy#si kvalifikace v podstaté vyzaduje
jediné ndvrh sit8, ptevod diferencidlni rovnice na diferenéni a odhad chyby

1) Zatim nemaji auto¥i zkuSenosti s pouZitim samodinnych poéitatt. Proto veskeré tvahy se
tykaji moznosti danych oby&ejnymi kalkuladnimi stroji.

?) Vypotet byl proveden na stroji Rheinmetall-SASL.
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(pokud je proveditelny). Zbytek je praci vice méné mechanickou a pouze pii
relaxacich rozsahlejiich systémi je tfeba v&tsi zkudenosti —ne vSak vyssi kva-
lifikace.

Névrh sitd a gestaveni rovnic je také praci nepiilis slozitou a zvladne ji
ka?dy vysokoikolsky vzdélany technik. Pouze pii analyse pfesnosti je tfeba
vétiich matematickych znalosti. '

Uvedené prednost je pro praxi velmi znaénd a metoda siti pomérng zatlatuje
jiné metody pro numerické fefeni parcidlnich diferenciélnich rovnic, ato itehdy,
kdy# by snad jiné analytické metody byly numericky vyhodn&jsi.

g) Nevyhody metody siti jsou viak dodnes také velké. Je to piedevsim
mno#stvi podtétskych praci. Jako ptiklad uvedme, Ze pro vyYeseni parcidlni di-
ferericialnf rovnice druhého ¥4du dvou proménnych pomoci siti o 100 uzlech
pHmymi metodami je tieba asi 10 000 podetnich vykoni.

Theoreticky je metoda siti mélo propracovéna. Rada zésadnich otézek je
dodnes bud viibec nefedena, nebo fe¥ena naprosto neuspokojive.

Presto jsme vdak presvéddeni, Ze pokrok ve stavbé samoéinnych potitadi
zvétsl jesté vyznam metody siti.

Il. Zpasob pFevodu na diferenéni rovnice

Prevedeni derivaci na diference mtze byt provedeno nékolika zpisoby.
Nejobvyklejii metodou je interpolaéni vyjadteni derivaci. Tato metoda zalezi
v tom, Ze n&kolika body sit& se proloZi inter-

Az, polaéni polynom a potité se derivace tohoto
B polynomu.
< Derivaci dané funkce lze takto vyjadfit
| | pomoci diferenci a néjakého zbytku, ktery
lu, u, 1_”2 z4visi na derivacich uvazované funkce. Tak

na pt. pro Laplacetiv operator plati (obr. 1):

SCA ' 1.
T Au(x:y)=7&_g [u, + wy + ug + ug — 4uo] + R,y
Obr. 1 _
a‘ -
2h? (0w | O% 2ht [0%u  COu
R°=Iz‘(5x7 + zy—) t+ m‘(ﬁ‘* @e‘)+

Uvedeny zbytek pak zanedbame a dostdvame diferentni vyj adieni Laplaceova
operétoru. (Podrobngjii vyklad viz na pi. Kantorovié - Krylov [1].) Lapla-
cetiv operstor jsme zde vyjadfili diferenénim zpisobem pomoci péti bodu, pii
gem¥ chyba je ¥4du h?. Utijeme-li vice bod%, méZeme zvysit ¥ad chyby, coz
zpravidla znamen4 jeji zmenseni. (Srv. prace S. E. MigeLADzEHO [1], [2], [10],
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[12].) Jak zvySiti pfesnost timto zpisobem, ukazuje také Southwell [11].
Odhady zbytka viz také CorraTz [2].

0 zavedeni zbytki do vypoétu se pokusil Fox [4]. Podobnym zpiisobem odvo-
zuji vzorce také PaNov [5], BICKLEY [2], [3], VARVAK [14]a jini .

Druhy zpiisob odvozeni diferen¢nich vzorci muZe byt takovy, Ze hleddme
jednotlivé koeficienty v diferen¢nich vyrazech tak, aby vyraz byl pfesny pro
nejsirsi t¥idu funkei.

Z dalsich zptsobi se ngkdy vyskytuje i odvozeni fysikalni a pod.

ALBRECHT [1] uZivé pro nahrazeni operitoru Au a AAw Taylorova rozvoje
ve zv1a8t pfehledném tvaru a poddvé vzorce ruzné ptesnosti pro réizné typy
siti.

Ve vétsing knih a udebnic jsou uddvany diferenéni vzorce pro pravidelné
sité. Vzorec pro nepravidelné sité viz na pf. MEjzLix [1] a Varvak [14].

I1l. O typech siti

A) Dvojdimensionalini sit&. Metoda siti zde na&la nejv&téi uplatnéni a proto
pojedndme o tomto p¥ipadu podrobnéji. Tvar sité je ovlivnén né&kolika okol-
nostmi. Je to tvar integra¢ni oblasti, druh diferencidlni rovnice a okolnosti,
nutici nds ke zméné hustoty uzlovych bodd.

1. Pravotuhlé sité. Pravohlé sité patii k nejdéle uzivanym druhtim sité
a dnes se pouzivaji nejéastéji. Mizeme je délit na

«) nepravidelné (obr. 2a, 2b),

B) obdélnikové,

y) ¢&tvercové.

«) Nepravidelné sité. Tento druh sité je pouzivin velmi z¥idka. Maze
mit viak velké prednosti ve dvou ptipadech:

(1) Nepravidelnou siti dosdhneme toho, Ze uzly sité lezi na hranici a okrajové
podminky jsou v souhlase s volbou této sit® (viz obr. 2a),

(2) mZeme touto siti provadét zhustovéani (viz obr. 2b).

Nepravidelné sité najdeme v literatufe pomérné z¥idka. (Srv. na pf. REK-
TORYS [1].) Za jediny piipad miZeme povaZovat nepravidelnou sif vznik-
lou nepravidelnymi oky pii hranici (viz obr. 2¢), kde body oznadené &isly 1 a6
miZeme povaZovat za nepravidelné. Ve snaze zjednodusit relaxace ome-
zuje se nékdy jistd pfesnost v t&chto okrajovych bodech a uvaiuji se pro tyto
body diferentni rovnice jako pro body pravidelné. (Srv. Brirra [1], South-
well [9], ALLEN [2]). Riizné zptsoby jinych tprav pti okrajich uvadi ve svych
pracich Panov [6], GiLrEs [1], Fox [1], [7], Fox - Goopwin [1], Fox, HUSKEY,
Wikinson [1], Fox, Southwell [1], [2]. Poznamenejme, Ze nejvétsi komplikace
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nastivaji pti téch okrajovych podminkéch, v nich% se vyskytuji parcidlni
derivace (na pf. Neumannév a biharmonicky problém).

B) Obdélnikové sitd. Tyto sité nenasly velkého uplatnéni. UZiva se jich
vak ve specidlnich pHpadech. Uvedme na pf. rovnici

o*f o%f
kla‘;ﬁ +kﬁﬁi=0’

hranice
integracniho
oboru

Obr. 2a.
hranice
integracniho oborv
I N4
vlakna site
Obr. 2b.

kde k, a k, jsou kladné konstanty. Zde zvolime obdélnikovou sit tak, abychom
zajistili jednak nejvétsi moznou piesnost a mimo to, abychom dostali jednodu-
chy tvar (stejné koeficienty) diferenéniho vzorce.

- y) Ctvercové sitd. Tyto sité nalezly velmi Siroké uplatnéni. Odhadujeme, '
e 90 9, viech Fefenych problémi je fefeno pomoci &tvercové sité. Vyhoda
dtvercové sité spotivd v jednoduchych tvarech diferen¢nich vzorcé pro nej-
dast&ji utfvané diferencidlni rovnice. *
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Upozornéme zde zv145té na prace: Bickley [3], Albrecht [1], Varvak [14],
Panov [5].

V ptipadd &tvercovych siti se snaZili nékteti autoti (Southwell [9], Bickley
[2] a jini) zvy&it pfesnost v nékterych specislnich p¥ipadech (rovnice AAu = f
a Au = f) riznymi jednoduchymi zptsoby.

2. Rovnobéinikové sité. Tyto sitd 2

jsou zobecn&nim pravoihlych siti. V obec- \ b
ném pojeti se zabyvé témito sitémi na p¥. \ c
LiusTERNIK [4]. Zvla&tni vyznam zde & g \ d
maji sité trojihelnikové a to pravidelné Ne . r
(viz obr. 3a) a nepravidelné (viz obr. 3b). A 8 2 (”22‘-;?" acnt
Nepravidelné sit& se pouzivaji zfidka. Cas-
t&j81 jsou sité pravidelné. (Srv. na pt. / ¢ 3 f
Southwell [10], Albrecht [1], Juskov [1].)
V difere¢nich vyrazech se vyskytuje vice [ D4 ¢
bodt a proto se ziskdvé vétsi presnost. "
3..Sestithelnikové sits. Zde opét o £ 5
prichazeji v tvahu sité pravidelné a ne- ;
_pravidelné. Pokud je ndm zndmo, nepra- v i
videlné sité nebyly prakticky pouzity. Obr. 2c.
V4 AV
o [
A VAl
: 1 1y . 1 Iy
pravidelna sit nepravidelna sit
Obr, 3a. Obr. 3b.

Pravidelné Sestitihelnikové sité mohou vzniknout z pravidelné trojihelni-
kové sit8, coZ je jistou vyhodou, nebot mazeme postupovat tak, Ze najdeme
nejprve pfi relaxaénich metoddch ptiblizny priib&h hledané funkce uitim
Sestitihelnfkové sité, ktery potom déle zptesnime pomoct trojihelnikové sité&.

Daldf vyhodou je, %e se v diferendnich vyrazech vyskytuje mélo &lent. Na
druhé strand je to nevyhoda, nebof se tim snifuje presnost.
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4. Polérni sit&. V polérnich sitich bylo vyfegeno jen velmi malo problémi.
Mohou byt v¥ak vhodné pro nekteré specidlni oblasti, jako je vyset, mezi-
kruzi a pod. Diferenéni vzorce zékladnich diferencidlnich operatord jsou po-
mérné slozité. (Srv. na pt. Varvak [14], Mejzlik [1].)

A Afa/‘

A A

4 7

roja

|
T 1

Obr. 4.

5. Nepravidelné sité. Mac NEAL [1] na zéklad¥ analogie s elektrickym ob-
vodem odvodil vztahy, podle kterych se daji fesit analogicky n&které typy di-
ferencidlnich rovnic.* .

Nepravidelné sit® se uZivaji prakticky na stycich integra¢nich oboru, kde se
méni tvar diferencidlnf rovnice. Jinym piipadem jsou sité o problémech s pfe-
depsanymi derivacemi na hranici. Docilime-li, Ze je sif kolmé na hranici, mii-
teme nékdy zjednodusit numericky vypotet. V takovém ptipadé oviem navazu-
je tato nepravidelné sif uvnitt na sit pravidelnou, vét&inou dtvercovou. '
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6. Dvojité sit&. Gilles [1] navrhoval pro nékteré specialni problémy meto-
du dvojité sité, kterd spotiva v tom, %e se problém vedouci na rovnici jistého
fadu s jednou neznémou funkef ptevadi na problém popsany soustavou rovnic
niz8ich ¥4dd s nékolika nezndmymi funkcemi a pro kazdou hledanou funkei se
uzivé zvlastni sité.

7. Zhustovani siti. Jiz diive jsme se zminili o tom, %e hustota uzli sité
mé vliv na presnost fefenf, a také o tom, jak roste mno#stvi potfebné nume-
rické prace v zdvislosti na mnozstvi bod sit&. Proto je vyhodné zhustovat sité
pouze v mistech, kde ndm na ptesnosti vice zlezi. Zhudténi provedeme nej-
sndze vloZenim pruhu nepravidelné sit&. To mé oviem své nevyhody, nebof se
v obecném piipadé komplikuji diferenéni rovnice.

Nejsnadnéji se zméni hustota pfi étvercové siti. Zhusténi mazeme provést
na pf. uZitim diagondlni sité, jak navrhuje Allen a DExis [3]. Piiklad je na
obr. 4.

B) Problémy trojdimension4ini a vicedimensioninf. Aplikace metody
siti na problémy trojdimensiondlni je po strance theoretické stejnd jako v pii-
padé dvojdimensiondlnim. V pifpadé eliptické rovnice naristé viak pocet
uzlovych bodii do nezvlddnutelného po&tu. Proto zde nenalezla metoda siti
zatim vétsiho uplatnéni. :

Neékteré zminky o trojdimensiondlnich problémech jsou v pracich Varvaka
[16], Allena a Dennise [2]. Piipad parabolickych rovnic (dva argumenty polo-~
hy a jeden ¢asu) je viak naopak dobte fefitelny. V tomto piipadé hraji totiz
jednotlivé ¢asové intervaly podobnou tlohu jako jednotlivé iteratni kroky
dvojdimensiondlniho problému.

Technicky Ize tyto parabolické rovnice interpretovat na pf. jako popis ne-
permanentniho laminarniho rovinného pohybu tekutin nebo proudéni tepla
v rovinnych télesech a pod. Ctenite zde odkazujeme na prace autorti: DussiN-

BERE [1], [2], EMMoNS [1], MiLNE [1], Allen, SEVERN [1], Rektorys [1], Milne-
THOMSON [1] atd.

IV. Zavidéni okrajovych podminek '

Okrajové podminky se zavaddji riznym zptsobem v zdvislosti na druhu
okrajového problému. Omezime se zde pouze na podrobnéjii popis postupu
pro pfipad Dirichletova problému. ,

CouranT, FRIEDRICHS a LEWY [2] navrhuji formulovat okrajové podminky
tak, Ze se uZije pouze pravidelnych bodi sit&. V t&ch se predepife hodnota,
kterou by v nich nabyvala pevna, celkem viak libovolns spojité funkce defi-
novand v celém oboru a nabyvajici na hranici piedepsanych hodnot. Podob-
nym zplisobem postupuje i Ljusternik [4]. ,

Tento zpisob je prakticky nevyhodny a oby&ejné se uzivs nepravidelné sité
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v okolf hranice, jak jsme se o tom zminili v odstavei o nepravidelnych pravo-
thlych sitich, s piipadnym dalsim zjednodusenim, o ném? jsme se jiz také zmi-
nili. .

Podobnym celkem jednoduchym zpisobem se zavadsji okrajové podminky
ve viech piipadech diferencidlnich rovnic.

V. Konvergeni¢ni otizky metody siti

Konvergenéni otdzky metody siti nejsou dosud prostudovény tak, jak by si
zaslouzily. Studium se omezilo zejména na speciélni typy rovnic. Jediné pii-
pad Dirichletova problému je pomérné dobie prostudovén.

Konvergenénimi otdzkami se zabyvaji na pt. Courant, Friedrichs, a Lewy
ve své praci [2]. Vychazeji v podstaté z varia¢nich princip, a proto na
pt. pro piipad Dirichletova problému piedpokléddaji kone¢ny Dirichletav

2o\ 2 a\2\
integral f f ((;—:) + (2—;—) )dQ. Pont¢kud jinym zptisobem providi dikaz
2

v piipad® Dirichletova problému PHILIPS & WieNER [1]. Ljusternik [7] ve
své praci dokazuje existenci FeSeni Dirichletova problému pravé tim, Ze doka-
¥e konvergenci pfibliznych feseni nalezenych metodou siti pfi postupném
zhudtovéni sité k presnému Fedeni.

PEeTROVSKIS [3] predloZil velmi obecny dikaz konvergence. Dokézal, Ze
z posloupnosti sitovych funkei, t. j. hodnot ptibliznych feSeni, mozno vybrat
posloupnost, kterd konverguje stejnom¥rné k harmonické funkei, jez vyhovuje
okrajové podmince v kazdém regulérnim bod® ve smyslu existence superhar-
monického barieru. JestliZe se hranice sklddd jediné z reguldrnich bodl v uve-
deném smyslu, potom celé posloupnost konverguje k feeni Dirichletova problé-
mu.

Uvedené prace se zabyvaji problémem Dirichletovym pro celkem obecné
oblasti. Pripad &tverce, resp. obdélniku byl studovan znaén¥ podrobnéji vzhle-
dem k tomu, %e lze napsat explicite jak YeSeni presné, tak i diferenéni pomoci
Fourierovych fad (srv. LE Roux [1].3) V posledni dob& bylo zde dosazeno jistych
vysledkd. Tak WaLsH a YouNa [3] studovali rychlost konvergence v zévislosti
na okrajovych podminkéch. PFisli k zévéru, %e pro jisté (spojité) okrajové pod-
‘minky je konvergence pomalejii nez he (x > 0 libovoln& pevné).

Naopak, mé-li okrajovéd podminka dvd spojité derivace, konvergence ma
Tychlost A2, Pro n&které smilené okrajové problémy eliptickych rovnic dokazu-
je konvergenci BarscHELET [1]. Predpokladé viak omezenost &tvrtych deri-
vaci hledané funkce. Konvergenénimi otézkami pro parabolické rovnice se

* 3) Tyto vzorce forméind ponékud v jiném tvaru udévé HYMAN [1].
|
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zabyva KamyNIN [1], [2]. Jistou konvergenéni otdzku souvisici s rovnici ve-
deni tepla fesil také Rektorys [1]. Viz také Petrovskij [2].

VI. Problém odhadu chyby

Problém odhadu chyby je jednou z velmi dilezitych matematickych otdzek.
Uspokojivy odhad neni dodnes zném. V praxi ¢asto uzivany odhad Rungeho —
odhad metodou dvojnasobného kroku — je naprosto nedostatedns matematicky
fundovén a jeho platnost je problematické. (Odvozeni tohoto vzorce viz na pi:
Panov [6].)

Pravdépodobné theoreticky jedin® fundovany vzorec pro obecné oblasti je
odhad GERSGORINGV [1], (srv. také Kantorovié - Krylov [1]). Nejvétsi va-
dou tohoto vzorce je vak to, Ze je nutno znat horni odhad parcislnich derivact
az do 4. ¥ddu. Collatz doporuéil odhadnouti tyto derivace prakticky pomoci di-
ferenci sifového fedeni. Problematitnost tohoto postupu vynikne z toho, ze
1 v naprosto ,,rozumnych* a technicky dalezitych problémech je &tvrta deri-
vace neomezena.

Podobnym zptisobem jako Gerigorin postupuje i Batschelet [1] v ptipadé
eliptické diferencialni rovnice.

Pro speciélni oblast &tverce, diky vzorcim Le Rouxe, Ize provést odhad
chyby dikladn&ji. T¢mito problémy se zabyvali Walsch a Young[1]a Wasson
[1]. Odhadem chyby v tomto ptipadé se zabyv4 RosSENBLOOM [1].

VIL. Refeni diferenénich rovnic

© Zpisob feseni velké soustavy linedrnich rovnic ovliviiuje do velké miry prak-
tickou pouzitelnost metody siti.

V zésadé mizeme dglit zpiisoby fefeni systémi linedrnich rovnic na metody
piimé a nepiimé. P¥mymi metodami rozumime metody charakteru eliminadé-
niho, nepfimymi metodami metody charakteru iteraéniho. P¥imych metod se
uzivé tam, kde systém rovnic positdme pro vice pravych stran, nebo v t&ch pii-
padech, pfi nichz iteraéni feseni pomalu konverguje. Podrobné&jsi rozbor, kdy
jsou vyhodn&jii metody ptimé (ve smyslu pracnosti) nez metody nepiimé a
naopak, nenf autorim znidm. Ve vétsing praci je rozhodujici subjektivni stano-
visko.

O feSeni linearnich rovnic viz prace FORSY THE [1] s rozséhlym seznamem lite-
ratury (srv, také FApEsEVA [1]). '

- 1. PFimé metody. Tyto metody maji elimina&ni charakter a je mozno je
provadét prakticky riznymi zpisoby, na pf. ptevodem na trojihelnfkovou
matici, orthonormalisaci, skupinovymi eliminacemi, Milneho metodou (srv.
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Milne [2]) a pod. Podstatnou tilohu zde hraje soustava kontrol. Vyhodou je,
%e numerické prace daji se velmi zmechanisovat, takie je mohou provadét
méné kvalifikované sily.

Do ptimych metod miZeme zahrnout i metody, které jsou blizké eliminaénim
metod4dm a které jsou specidlng vypracoviny pro rovnice odpovidajici metodsd
siti. Viz na p¥. Hyman [1] neb RuNGE [1]. Pro specidlni rovnici Dirichletovu a
specidlni oblasti (obdélnik) byly vypracovany nékteré rychlé metody, pfi nichz
se uZivé jistych hodnot pfedem vypoéitanych (srv. MosgowrTz [1]).

2. Nep¥imé metody. Nepiimé metody miiZzeme rozdélit na dvé skupiny:
metody iteraéni, které jsou charakterisoviny pevnym iteraénim postupem
(iterace Ritzova a Gauss - Seidlova a p.), a metody relaxaéni, charakterisované
tak, Ze pfi iteraénim postupu bereme v dvahu jiz nalezené vysledky (na pf.
metoda nejvétsiho spaddu a pod.).

a) Metody iteraéni. Iteraéni metody byly kdysi velmi oblibeny (srv. na
pt. Panov [6], Worr [1], LiIEBMANN [1], RIcHARDSON [1]). MiZeme je délit na
iterace prosté a skupinové. U iteraci prostych ménime pii jednom kroku hod-
notu jediné nezndmé, u iteraci skupinovych ménime hodnoty celé skupiny
neznamych.

V konvergenénich otdzkéch u vétsiny metod hraje podstatnou tlohu positivni
definitnost matice soustavy. Konvergenéni otdzky specidlné pro Dirichletiv
problém tesi Diaz a RoBErTs [1]. Liebmannova iteradni metoda je v theorii
linedrnich rovnic zndma pod nézvem Seidlova metoda, Richardsonova metoda
pak je metoda, kterd v theorii numerického feSeni linedrnich rovnic je znima
pod nédzvem metody Ritzovy.

Ze skupinovych metod zde uvedeme zpilsob, ktery navrhuje SHORTLY &
WeLLER [1]. U této price je tfeba oviem podotknout, Ze se zde ¥esi v podstaté
skupinové cely Dirichlettiv problém, coz se odrazi p¥i sestaveni diferen¢nich
rovnic, které nejsou potom identické s normalnim systémem rovnic pro Di-
richletéiv problém. U iteranich metod, diky jejich pravidelnosti, mife byt
alespoti ¢4stedn& studovana rychlost konvergence. Pro obdélnik tak ¢ini FRANKEL
[1] & pro skupinové iterace studuji rychlost konvergence Shortly a Weller [1].

Né&ktet{ autofi navrhuji riizné dipravy, aby byla zvysena rychlost konvergen-
ce. Uvedeme zde préaci Ljusternika [8].

b) Relaxace. Pojem relaxace zavedl Southwell v dile [8] a [12], kde 8lo o fe-
eni rémovych a prutovych konstrukei uvolilovinim styéniki a vyrovnadvéanim
prebytkd momentti. Velmi piibuznou metodou pti fefeni rdmi je metoda
Crossova.

Podstata relaxaéni metody matematicky spo¢ivé v minimalisaci kvadratické
formy piislusné k soustavé diferenénich rovnic. Iteruje se vidy na soufadnice,
kterym odpovidé nejvéti residuum, a pisf se pouze zmény v nezndmych are-
gsiduich zptsobenych témito iteracemi. (Residuum se nazyva zbytek na pravé
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stran& soustav; pfi pfesném fefeni je zde nulovy ¢len.) Relaxaéni metoda je
dost pfibuznd metodé& ,nejvétiiho spadu, nebof geometricky receno, iteraci
provédime ve sméru jedné ze soufadnicovych os, kterd svird nejmensf iihel s gra-
dientem piisludné kvadratické formy. S geometrického hlediska se relaxaéni
metodou zabyval na pi. SYNGE [1]. Postupem éasu pieslo se od jednobodovych
relaxaci k relaxacim sloZitéj§im, t. zv. relaxacim blokovym, deskovym a pod.,
které urychluji konvergenci. Struény prehled o téchto metodéch viz STIEFEL
[1], ktery také navrhuje jistou metodu, ktera je zlepSenim metody nejvétiiho
spadu. Na ponékud jiném principu je zaloZena t. zv. skupinova relaxace (viz
o tom na p¥. prace Woopsk [1]). Udelem tohoto zptisobu je odstranit jedno
residuum, aniZz by se residua bezprostfedné sousedni zménila. Stiefel ve své
praci [2] fesi otdzku riznych moznosti relaxaci. Dnes je relaxa¢ni technika
vypracovana znaéné podrobné, zejména po strance praktické, a to jak si uspo-
fadat vysledky, jak je psét a pod. Soubornéji o relaxacnich metodich viz na
pt. Fox [1], Allen [2], Southwell [9] a j. V téchto a podobnych pracich se ¢asto
sluduji otdzky vlastni relaxace (feSeni systému rovnic) a otédzky souvisici s fe-
Senim parcialnich rovnic pomoci siti. Srovnej také prici N1koLAJEVY [1].

VIIl. O pF¥esnosti Feseni linedrnich rovnic

Otézka chyby fefeni soustavy linedrnich rovnic prakticky tizce souvisi s chy-
bou zplusobenou metodou siti. Jde o to, aby pfesnost feSeni soustavy rovnic
nebyla zbyteéné velkd vzhledem k presnosti, s niZz diferenéni rovnice aproxi-
muji diferencidlni rovnici, nebot numerické prace roste rychle s pozadovanou
piesnosti. Je viak jeden podstatny rozdil mezi obéma druhy chyb. Chyba p¥i
feSeni linedrnich rovnic mé do jisté miry charakter nahodilosti, zptsobené
v podstaté zaokrouhlovéanim, na rozdil od chyby, zpisobené metodou sité, kde
charakter nahodilosti se viibec nevyskytuje. Odhad chyby p¥i feSeni linedr-
nich rovnic je duleZity, nebof pomérné malé residua mohou zpisobit velkou
chybu. Touto otdzkou se theoreticky pro Dirichletiv problém zabyvé AJzEN-
$TaT [1].

Vzhledem k jisté nahodilosti je vak theoreticky horni odhad p#ili§ nadhod-
nocen, a proto po strdnce praktické lépe vyhovuje statisticky odhad chyby,
kde zaokrouhlovaci chyby se povaZuji za ndhodné veli¢iny. Tfebaze pfedpoklad
o nahodilosti zaokrouhlovacich chyb neni theoreticky dobfe fundovéin a miZe
se 8 nim dospét k absurdnim vysledkiim, pfece statisticky odhad davé pro praxi
cenné vysledky. Metoda statistického odhadu chyb neni jesté dostateén& pro-
pracovéna a presnéjif vysledky jsou znémy pouze pro piipad Dirichletova
problému pro &étverec. Uvedeme z této problematiky price ABRAMOVA [2] &
Ljusternika [5] a Sury - Bury [1]. Jisty statisticky odhad uddvé na pf. také
Stiefel [1].
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IX. Re¥enf problému vlastnich &isel pomoci metody siti

. Pomoci diferenénich rovnic mozno uréovat také vlastni éislo problému. Po-
dobné jako v minulych problémech vznikaji i zde dva druhy otdzek. Prvy
druh souvisi s problémy konvergence vlastnich hodnot soustavy diferen¢nich
rovnic k vlastnimu ¢&islu parcidlni rovnice. :

Druhy druh otézek souvisi s vypoétem vlastnich hodnot diferenénich rovnic.
Z tady praci zabyvajicich se problematikou vlastnich ¢isel uvedme na pf.
CranDALA [1], Nikolajevu [1] a Ljusternika [4].

SAULEV [1] ve své préci studuje asymptotickou rychlost konvergence dife-
re¢nich vlastnich hodnot k vlastni hodnoté parcialni rovnice. Pro piipad
Dirichletova problému viz také praci Ljusternika [4].

X, Problémy souvisici s otdzkami zvySeni pFesnosti

Presnost metody siti zavisi na Fadé faktort. Jsou to zejména

a) druh diferencidlni rovnice,

b) druh diferenéni aproximace diferecidlni rovnice a druh sité,

c) hustota sité, '

~d) okrajové podminky a tvar integra¢niho oboru,
" e) presnost FeSeni soustavy diferenénich rovnic.

Témito jednotlivymi otdzkami se jiz zabyvala fada autorti, jak jiz bylo
poznamendno na patfiéném misté. Neni ndm v8ak zatim znama Zadné prace,
kterd by posuzovala alespoii ¢ésteénd uvedené faktory ve vzéjemné souvislosti
s cilem pochopit pfesnost FeSeni parcialni rovnice jako celku.

Vseobecné je moZno Fici asi toto:

_ a) Rovnice niz&iho fadu lze Fe&it (se stejnou siti) vétsinou presnéji neZ rovnice
fada vyssich,

. b) Nemusi byt vidy pravidlem, Ze aproximadéni diferenéni vzorce vys8ich fadi
dévaji presndjsi vysledky neZ vzorce jednodussi nizsich ¥ada. V praktickych
ptipadech viak ddvaji pfevazné vzorce vyssich fadi lepsi vysledky. Pravidelnymi
sitémi dojdeme obvykle k piesndjsim vysledk@im ne# sitémi nepravidelnymi;
- ¢) Se vzristajici hustotou sit& se zvysuje presnost. Nemusi to vSak byti v pii-
padech velmi ,,rozumnych‘‘ s rychlosti imérnou ¥ddu diferenéniho vzorce,

* d) Okrajové podminky v souvislosti s integraénim oborem jsou rozhodujicim
Sinitelem. V zésad® p¥ipady, kdy mé feSeni dostatetny pocet omezenych parci-
élnich derivaci, mozno pocitat metodou siti pfesnéji neZ v ptipadé, kdy jsou
derivace neomezené. ~

@) Ptesnost fefeni rovnic muie byt dilezitym cmltelem & je nutno posuzo-
vat ji v souvislosti s pfesnosti metody siti.
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