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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 80 (1955)

SEXTIKY INVARIANTNf VZHLEDEM KE KVADRATICKYM
INVERSIM § TREMI BODY HLAVNIMI

VLADIMIR MAHEL, Praha.
(Doklo dne 14. ledna 1955.) DT:513.617.2

Vénovdno akademiku Bohumilu Bydfovskému
k jeho 75. narozenindm.

V této préci je provedeno vysetfovani kiivek Sestého stupné, inva-
riantnich vii¥i kvadratické inversi s tfemi body hlavnimi a jsou ukézé-
ny nékteré vlastnosti sextik, reprodukovanych vice inversemi se spo-
leénymi body & pfimkami hlavnimi.

1. Pod pojmem inverse budeme v této préaci rozumst vZdy jen inversi s tfemi
body hlavnimi. Pti volb& soufadnicového systému tak, e stfed inverse je
v bodé O, a druhé dva hlavni body v bodech O, a O,, je tato inverse déna rovni-
cemi :

T, 1 %y Xy = Zyxy : Txy 0T xy (0 =+ 0). (1)
Lezi-li jedté jednotkovy bod na zékladni kuZeloseéce inverse, maji rovnice (1)
tvar
’r ! L ’r 7
Ty i Xp Xy = XXy @ Ty 1 XX, . (2)
Zakladni kuZelosedka t&chto inversi ma tvar
x3 — o%yxy =0, Tesp. xl —az@,=0. (3a, 3b)

Leti-li stfed inverse v souf. bod¥ O, (resp. O,), druhé dva hlavni body v bo-
dech O, a O, (resp. O, a Oy) a jednotkovy bod na zékladni kuZelose&ce, maji
rovnice inverse tvar

By Wyt By = Ty | B2 LT, (4)
resp.
L3 r r 7
Xy 1Tyl Wy = T, X5 1 T, Xy Ty . (5)
Rovnice sextiky budeme v dal¥im uZivat ve tvaru: '

a'?gam + xg(awxl“i‘ ays) + x;(asox: + @y2,25 + agex3) +
+ 3(asyr} + as:.x:zs + agryw; + @3e%3) +
+ :c:(a“x} oF an_zixa + apriz; + A5, Ty + Byyy) + (6)
C+ ag(@genl + aux:xn + agaiz; + a53x§x§ + a5 @23 + ag3) +
+ ag} + Q1 21%¢ + Ageix; + BesT1T; + Ao TiTs + Q53 %3 + Qg = 0.
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Pri vySetfovani sextik, reprodukovanych inversi, budeme vychézet z téchto
vét:

Véta 1. NerozloZitelné kfivce f stupné n-tého, kterd md v hlavnim bodé O, bod
hi-ndsobngj (v = 1, 2, 3), odpovidd inverst (1) kfivka, kierd obsahuje nerozloZitelnou
soucdst F stupné 2n —h — hy—- hg. Pro F je bod O, bodem (n — h, — hy)-
nasobnym, O, bodem (n —- hy — hy)-ndsobngm a bod O, bodem (n — ht — hy)-
ndsobnym. '

Véta 2. T'elny inversnt kfivky ve stfedu inverse (1) jsou pFimky, jimiZ se z tohoto
bodu promitaji priseéiky k¥ivky dané s protilehlou hlavnt pFimkou; teény inversni
kfivky v hlavnim bodé O, (1 = 1, 2) jsou pFimky, kieré odpovidaji pFimkdm,
jimiz se z bodu O, (j = 1, 2, & & j) promitaji priseétky kfivky dané s protilehlou
hlavnt pFimkou.

Vé&ta 3. LeZi-li singuldrnt bod kfivky mimo hlavnt trojstran, odpovidd mu v in-
verst bod singuldrnt o stejné ndsobnosti.

Dikazy viech téchto tii vét dostaneme ihned specialisaci obdobnych v&t
pro obecnou kvadratickou transformaci. (Viz na p¥. BynZovsky: Uvod do al-
gebraické geometrie, str. 618, véty a) a% e).)

Véta 4. Nuind podminka pro to, aby nerozloitelnd kfivka stupné n-tého byla
invariantni vadi inversi, jest: pro n sudé je stied inverse pro kfivku bodem o sudé
ndsobnosti, pro n liché bodem o liché ndsobnosti a druhé dva hlavni body jsou pro
kFivku body o stejné ndsobnosti.

Ditkaz. M&jme nerozloZitelnou invariantni kiivku n-tého stupnd a necht
stied inverse (1) je pro kfivku bodem z4-nésobnym. KaZdy paprsek inverse pro-
tind danou kfivku ve stiedu inverse (v ndsobnosti %;), v parech odpovidajicich
si bodi a pfipadné v bodech samodruZnych, leZicich na zékladni kuZelose&ce.
Kdyby vyraz (n — hs) byl &islo liché znamenalo by to, %e na ka%dém paprsku
inverse lezi jeden samodruZny bod inverse, ktery je zdroveii bodem kfivky.
To by ale znamenalo, %e zakl. kuZelosetka by méla s k¥ivkou vic ne# 2n bodit
spoleénych, a tedy by proti pfedpokladu byla soudasti kfivky. Je tedy (n — hy)
¢islo sudsé.

Druhé tvrzeni plyne z véty 1: Je-li bod O; ( = 1, 2) na dané kiivce A,-né-
sobny, je na kfivce inversni (n — h; — h;)-nésobny, &ili pro invariantni k¥ivku
plati:

:=%(n_h3)’ (t=12). (7)

Uz na zéklad® vét 1—4 miZeme Fici, Ze se inversi mohou reprodukovat pouze
sextiky

A) s bodem &tyfndsobnym ve stfedu inverse a s obyéejnymi body v druhych
dvou bodech hlavnich (budeme je nazyvat sextiky skupiny A),

B) majici ve viech tfech bodech hlavnich body dvojnisobné (sextiky sku-
piny B) a
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C) sextiky, na nich# stfed inverse neleZi a v druhych dvou hlavnich bodech
jsou body trojnésobné (sextiky skupiny C).

2. V tomto odstavci si najdeme podminky pro koeficienty rovnic invariant-
nich kfivek ve viech t&chto tfech piipadech.

~ Vé&ta 5. Nerozlofitelnd seatika skupiny A se reprodukuje inversi (2) tehdy a jen
tehdy, kdy# platt:

8) Qoo =g = Gy = Ugg = Ay = Ay = Ugg = Ug; = Bgy = Ugg = g = Bgg = 0 (8a)
{pfi demz alespoii jedno z &isel a,; (i = 1, 2, ..., 4) je rtzné od nuly) ,

b) @ =40, Gea =0y, g =04, Gg=0a;, ;= Ay . (8b)

Dikaz. Podminky (8a) vyjadfuji polohu sextiky vzhledem k souf. systému.
Rovnice sextiky pfi této volbé soui'. systému tedy zni:

.2 4 3 22,2 3 4
= m5(a02] + agizs + agrir; + Ay3y Ty + Ag75) +
5 4 3.2 2 3 4 5
+ Z3(@502] + @5, 2125 + a7, + agexial + Q50 Ty + A5s7) +
4 2.2 3 L4
+ 2,2a(@6,2 + agy23y + ageria; + Aes®1 %5 + Ag53) = 0.

Provedeme-li na tuto rovnici transformaci (2), dostaneme po vynechini
faktoru zyz,x; (a po vynechéni &arek) rovnici

— 4 3 2 2 3 4
F = z,24(wy077 + 0232, + Aoy Ty + Aga®i T + Ay %3) +
5 4 3.2 2.3 4 5
+ 23(@50%1 + @51 21%5 + e + agzxiT + 5,5 + ag557,) +
2 4 3 2 2 3 4
+ 23 (@611 + Qo1 + AgsTi7; + Ay, x; + @gy%3) = 0

porovninim koeficient obou rovnic f = kF dostdvdme podminky reprodukce
ve tvaru:

Ao = kay, , g = kay ,
Qg = kag , a5 = kas; , Qga = kay, ,
Qe =kag, (=1,2,..,5), ag=ka,,
Qg3 = kag, , © Qg = kays ,
@y = kags, Qs = kit

a z nich urdime éiselny faktor k:

Kdyby viechna a;; = 0, pak by existovalo fefeni ¥ = + 1; v tom piipads
viak by sextika byla rozloZitelns (faktor x3 + 2,2,). Je tedy aspoii jedno
- 2 téchto &isel rizné od nuly a z této rovnice pak plyne k = 1 a tim je dokézéna
nutnost podminek (8b).

Postagitelnost podminek se ukaZe ptimym obrdcenim tohoto postupu.
Sextika skupiny A, reprodukovan inversi (2) m4 tedy rovnici:

’ (z: + zy2e)(a,02; + anxle + auxix: + a4ax1xg + aq23) + 9)
+ z5(a. 07} + agxizs + aazxixg =t aapzix: i au‘”lz: + ag23) = 0.
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Vé&ta 6. NerozloZitelnd sextika skupiny B se reprodukuje inverst (2) tehdy a-jen
tehdy, kdy% plati:
8) Gog = Gyp = G); = G5 = Ggy = Bgg = Bg; = Qg5 = Bgg = 0
(pfi éemZ vidy aspoii jedno &islo v kaZdé z trojic (10a)
Qg Bg1s Agg; Byos 51> Tz 5 Bygs Uy Ay j€ TUZNE 0d nuly) ,
b) a5 = a3, G553 = A3, gy = ay, Ggy = Ggp - } (10b)

sz = A3y, Qg = Ggg, Qg3 = Ay,

V&ta 6a. NerozloZitelnd sextika skupiny B se reprodukuje inverst (4) tehdy a jen
tehdy, kdyZ plati podminky (10a) a podminky:

aaoiazla Ay iaaz, aszi%a:. Qg = @ (11)
g0 = Qgg 5, Q5 = A3z, QAgp = Gy ,
Véta 6b. NerozloZitelnd sextika skupiny B se reprodukuje inverst (5) tehdy a jen
tehdy, kdyZ plati podminky (10a) a podminky:

Q33 = gy 5 Agq = g9, Ay = Ay, .
QAzy = @y - 12
Qg = A3, 33 =gy , Qgg =5, 10 } (12)
Véta 7. NerozloZitelnd sextika skupiny C se reprodukuje inverst (2) tehdy a jen
tehdy, kdyZ plati:

a) ag *+ 0, Ayo = Qyq = Q50 = Qg = Agq = Q5 = Qgg = Ag; = Bgg =

=gy = Qg5 = Agg = 0, (13a)
b) @y =ay, a3 =ay, ag=a,, (13b)
Ay = Qgy 5 Qe = A9, Qg3 = Wgq .

Dukazy v&t 6, 6a, 6b a 7 jsou analogické ditkazu vty 5.
Rovnice sextiky skupiny B, reprodukované inversi (2), mé tedy tvar:
(23 + %3173)(@a0] + Aoy + Agg3) + .
+ 23(x5 + 2,2,) (@502} + a5, 737, + A3, 5 + Age23) + (14)
+ 23(@02] + 0, 27%s + asTiT; + a2 ) + aga) = 0.
Rovnice sextiky skupiny C, invariantni viidi téZe inversi, vypads takto:
(25 + 2323) @oo + 2575 + #i23)(ay02, + an%,) +
+ z5(2; + 2,7, (@ge} + A%y + Gge%3) + (15)
+ 23(@s0%] + 0 21%y + A3p%,25 + Agey) = 0.
3. Zajimejme se nynf o moZnost reprodukce sextiky vice inversemi se spo-
le¢nymi hlavnimi body. Musime uvafovat dvé mo#nosti:

L. inverse maji spoletny st¥ed inverse a hlavni trojstran, ale maji rtizné z4-
kladni kuZelosedky;

2. inverse maji sice spoledny hlavni trojstran, ale stfedy inversi nejsou to-
toiné (stfed jedné inverse leZi v n&kterém z druhych dvou hlavnich bod# druhé
inverse).
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V&ta 8. Nerozlofitelnd sextika skupiny A se nereprodukuje vic inversems
8 tymZ stfedem inverse a 8 tymif klavnimi body.

Dikaz. Predpoklddejme, e existuje nerozloZiteln sextika skupiny A,
invariantni sou¢asnd vidi inversi (2) a viadi inversi (1), kde predpokladdme
e * 0,9 = 1;"provedeme-li na sextiku (9) tuto druhou transformaci, dostaneme
porovnénim koeficientii (po vynechdni ¢4rek a faktoru x,2,23) podminky:

Qg = kay; as; = koay; , ay; = ko*ay, ,
(=0,1,..,4), (j=0,1,...,5), (i=0,1,...,4).
Nemé-li se kfivka rozpadnout, jsou tyto podminky splnitelné pouze tak, Ze
k=1, ¢ =1, coz je ale spor s pfedpokladem.

-V&ta 9. Nuind a postadujict podminka pro to, aby nerozloZitelnd sextika sku-

piny B byla reprodukovdna vice inversemi se spolengm stFedem a spoleéniymi
body hlavnimi, jest:

a) tyto inverse jsou dvé a je-li jedna z nich tvaru:
Ty Tyl Ty = Ty D Ty D Ty, (2)
je druhd tvaru:
Tyt Tyl Wy = LTy : Tyl 1 — XLy ; (16)
b) splnént podminek (10) a podminek:
(30 = A3 = Agg = A3 = 0. (17)

D1ikaz. Sextika skupiny B invariantni vii¢i (2) mé rovnici (14); provedeme-li
na tuto rovnici transformaci (1) s pfedpokladem o %0 a o =+ 1, dostaneme
(po vynechéni ¢4rek a faktoru 3z3x?) porovninim koeficientii:

Ay = katy, ag; = koas; , ay = ko®ay, ,

@y = ko'ay, a5 = koday;,

(6=0,1,2), (j=0,1,...,3), (k=0,1,...,4).
Tyto podminky jsou splnitelné — ani% se k¥ivka rozpadne — pouze tak, Ze
k = 1, a budto je aspoti jedno z &isel a,; riizné od nuly a pak nutné o = 1, nebo
jsou viechna ay; rovna nule a pak také existuje feeni p = — 1.

Postatitelnost téchto podminek se ukaze obracenim tohoto postupu.

N8které vlastnosti sextik, reprodukovanych t&mito dvéma inversemi budou
ukizény v nésledujicim odstavei.

V daléim budeme jetd potfebovat podminky, analogické podminkém véty 9,
pro jinou volbu souf. systému:

- V&ta 9a. Nuind a postalujict podminka pro to, aby nerozlofitelnd sextika sku-
piny B byla reprodukovina vice inversemi se spoleénym stfedem a spolenyms
body hlavnims, jest:
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a) tyto inverse jsou dvé a je-li jedna z nich tvaru:

Py Wy Wy == g, L%yl T Xy (4)
je druhd tvaru:
By 3y iy = — Ty s Byt By (18)
b) splnéni podminek (10a), (11) a podminek:
Qg = Q39 = Gg3 = Ay = 0. (19)

Vé&ta 9b. Nuind a postacujici podminka pro to, aby nerozlofitelnd sextika sku-
piny B byla reprodukovina vice inversemi se spol. stfedem inverse a spoleénymi
body hlavnimi, jest:

a) tyto inverse jsou dvé a je-li jedna z nich inverse (5), je druhd tvaru:

By %yt By == Tyly § — Byl s Boa (20)
b) splnéni podminek (10a), (12) a podminek:
Ay = Qg = Oy = A5 = 0. (21)

Dikazy vét 9a a 9b jsou naprosto stejné jako dikaz vdty 9.

Véta 10. Nuind a postacujict podminka pro to, aby nerozloZitelnd sextika sku-
piny C byla invariantni vidi vice inversim se spoleénym stiedem a spoleénymi body
hlavnimzi, jest:

a) tyto inverse jsou prdvé t¥i a je-li jedna z nich inverse (2), jsou druhé dvé tvaru:
By @yt By = BTy o Ty ¢ ETTy (22
By 2 Lyt By = Xy : Ty © 8517,
(kde & je komplexnt hodnota tieti odmocniny z 1);
b) splnéni podminek (13) a podminek:
Qo= Q13 = Qgg = gy = Ggy = 0. (23)
Diikaz této véty je podobny dikazu véty 9 s tim rozdilem, %e vede u neroz-
loZitelné kiivky na rovnici ¢ — 1 = 0 pro .

Vlastnosti sextik, reprodukovanych touto trojici inversi, si ukézeme v od-
stavei 5.

Chceme-li se nyni zajimat o sextiky, invariantni vi¢i dvéma inversim se spo-
letnym hlavnim trojstranem, ale s réznymi stfedy, musime se jiZ omezit pouze
na sextiky skupiny B, t. j. majici ve viech tfech hlavnich bodech body dvoj-
ndsobné.

V&ta 11. NerozloZitelnd sextika je invariantni soudasné vidi inversim (2) a (4)
tehdy a jen tehdy, jsou-li splnény podminky (10) a podminky:

@39 = Qg3 == Gy 5 Q33 = Qyy , Gy3 = Ay, } (24)
App = Qqo 5, Agq = Ggg - | -

Dikaz. Provedme na sextiku (14) transformaci (4); porovnénim koeficient

dostévéme nutné podminky pro reprodukei:
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Qoo = Klyg, Gy = klyg, Gy = kags, a3 = kay,,

Qg1 = kg, Ggg = kg, @y = kasy, gy = kay,

Qg =Kty , Qg =kayy, @y = kas, ay = kay,

Qgp = Kagy, Qg =Ky , @y = kag,, @y = kag,.

Aoy = kg, gy = Kagy, @30 = kag,,
Kdyby viechny koeficienty v prvém sloupci byly rovny nule, pak kiivka je roz-
loZitelnd (faktor #, 4 ,x,); je tedy aspoii jeden z nich riizny od nuly a pak
k = 1 a tim dostdvdme podminky (24).

Postaditelnost se zase ukéZe tak, Ze kiivka, jejiz koeficienty spliuji pod-
minky (10) a (24) se provedenim transformaci (2) a (4) nemé&ni (a% na faktor).

Vé&ta 12, Sextika, reprodukovand inversemi (2) a (4) je soufasné invarianint
vii tfeti inversi, kterd md st¥ed ve zbyvajicim vrcholu spoleéného hlavniho troj-
stranw a druhé dva hlavni body ve stfedech prvych dvou inverss.

Dikaz je jednoduchy. Podminky pro reprodukei sextiky z vty 11 jsou
identické s podminkami véty 6b pro reprodukei sextiky inversi (5).

Sextika, reprodukovans inversemi (2), (4) a (5) m4 rovnici:

(x3 + x373)(@g021 + au‘”z.xn -+ anxz) +
+ @(@5 + 2,7,) (a2} + 01T + a507, 25 + a5,73) + (25)
+ 23(@9s%1 + Bag®1%, + Ayg1T; + 05,2,2F + age7h) = 0.

Vlastnosti této kiivky jsou vySetfoviny v odstavei 6. '

Hleddme-li maximdlni podet inversi se spoleénymi hlavnimi body reprodu-
kujici sextiky, jsou nyni myslitelné kombinace inversi z vét 9 a 12, t. j. ke kazdé
z inversi (2), (4) a (6) miZe existovat pravé jedna inverse dal¥i podle véty 9
(resp. 9a, resp. 9b). Extrémni piipad reprodukce sextiky Zesti inversemi je
vysetfovén v poslednim odstavei.

4. Ve vétd 9 byly odvozeny nutné a postadujici podminky pro reprodukei
sextiky dvéma inversemi. V&imnéme si nyni bliZe tohoto piipadu.

Vé&ta 13. Inverse

T, =%, :%: %5 = xl:cs x,xa A
’r 7
To=gz,: a:, By = T Xy 1 XXy | — X%y
spolu 8 kolineact :
K=2:2:2, =2 :7,: —, (26)

a spolu 8 identitou tvoft komutationd grupu.
Dikaz se provede sklidénim téchto transformaci a prezkouSenim tabulky
této grupy:

| J W[ T|K
J | J || T|K
T, | .| J | K|T, (27)
T, | T | K| J | T
K| K |T,|T/|]J
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Rovnice sextiky, reprodukované touto grupou transformaci, zni:

(x5 + xﬂ’z)(azoxl + “21‘”19’: + anxz) + }
=+ x:(aaoxl + ayziz, + auxlxz + @457, 23 + a4,23) = 0.

Véta 14. Libovolnému bodu M, kiery nele¥t na hlavnich pfimkdch a 2dkl. kuselo-
selkdch obou inverst, pfifazuji transformace grupy dalst tF body (réizné navzdjem.
i riizné od bodu M). Tato &tyFbodovd skupina md tu viastnost, fe kterémukoliv bodu
této skupiny odpovidd v kterékoliv transformaci grupy zase bod této skupiny.

Dikaz. M&jme bod M(a,; a,; as), pro jehoz soutadnice necht plati a,a.a, =+
+ 0, @] + + a,a,. V T, bodu M odpovidé bod M 1(a4a3; axa5; aia,), v T, bod

My(a,as; axas; —a,a,) a v K bod My(a,; a,; —as). Z tabulky grupy je nyni vidét,
Ze podrobime-li kterykoliv bod této &tvefice kterékoliv transformaci grupy,
dostaneme zase bod skupiny. Tyto &tyfi body le#i oviem v jedné p¥imce,
prochézejici spoleénym stfedem obou inversi i kolineace.

Véta 15. Necht bod M’ let na zdkl. kuZelosebce jedné inverse (nikoliv v bod¢
hlavnim). Pak transformace grupy (27) (s vyjimkou identity a té inverse, v ni% je M’
samodruiny) pFitazuji bodu M’ jako bod odpovidajici My druhy prasetik paprsku
inverse bodu M’ s toutéZ zdkladni kuZeloseSkou. Volba obyéejnyjch dvojndsobnajch.
bodi, sextiky v dvojici bodé M’ a M je ekvivalentnt dvéma lin. homog podminkdm.
pro uréent kfivky.

(28)

Dikaz. Necht pro soufadnice bodu M’ plati a,a.a; + 0, a2 — a a, = 0,
pak soufadnice bodu M’ miZeme psét ve tvaru M’ (a}; a?; a,a5); podle oznateni
z predchozi véty plati M’ = M a M, = M;, co je prévé prisedik paprsku
inverse bodu M’ s kuZelosetkou 3 — z,&, = 0. Tento par bod& mohl by sply-
nout pouze v bodé hlavnim a to je pfedpokladem vyloudeno. Obdobné by se
ditkaz provedl pro bod na druhé zékl. kuZeloseéce. Tvrzeni o poétu podminek
pro uréeni kfivky se dokéZe tak, Ze dosadime soufadnice bodu M’ do rovnice
kiivky a do jejich prvych parc. derivaci. D4 se pak ukézat, %e tato soustava
4 homog. lin. rovnic pro koeficienty kiivky mé hodnost pravé 2. Bod M, musf
pak byt pro kfivku rovnéZz bodem dvojnédsobnym podle véty 3.

Na zéklad¢ téchto dvou pomocnych vét mizeme vyslovit vétu o singulérnich
bodech reprodukovanych sextik:

V&ta 16, NerozloZitelné sextiky reprodukované grupou (27) maji pouze body
dvojndsobné. Maji-li pouze obybejné body dvojndsobné, mohou byt pouze rodu
7,5,8 a 1. U téchto sextik lezt vdechny body dvojndsobné na zdkl. kuteloselkdch
obou inverst.

Dikaz. Sextika invariantni vi¢i grup® (27) mé v hlavnich bodech body
dvojnésobné (a je tedy rodu nejvyse 7). Kdyby tato sextika mé&la jestd dalf
bod singuldrn{ aspoii trojndsobny, musela by mit podle vt 14 a 15 jest$ jeden
(nebo tii) body sing. o stejné ndsobnosti, a pak paprsek inverse, na ném# tyto
body le#i, by mél s kiivkou nejméng 8 prisetikii spoleénych a tedy by kfivka
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byla rozlozitelnd. Kdyby méla sextika bod dvojnasobny ve é&tvefici bodd
z véty 14, mél by zase paprsek inverse 10 priseéiki s kiivkou. Mohou tedy
u nerozloZitelné sextiky dalsi body dvojnisobné tvofit pouze dvojice boda
z véty 15 nebo miiZe leZet jeden bod dvojndsobny na ose kolineace K. V tomto
piipad$ by viak podle véty 2 nebyl ve stfedu inverse obydejny bod dvoj-
nésobny. ‘

Pfitom u sextiky rodu 1 lezi dva pary dvojnasobnych bodt (kromé& bodi
hlavnich) na jedné zakl. kuzelosetce, kde#to t¥eti par lezi na zékl. kuZelosetce
druhé inverse. Presto viak téchto 6 bodt ma zvlastni polohu:

Véta 17. U sextiky rodu 1 z pfedchozt véty leZi 6 bodi dvojndsobnych (kromé
bod, hlavnich) na jisté kuzeloselce.

Dikaz. Necht dva pary dvojnasobnych bodi lezi na zakl. kuZelosecce
2} — 2,2, = 0, t. j. jejich soufadnice maji tvar:

M(al; ag; a,a) , M'(a; ag; —a.85) , (3,05 = 0)

| N (b b5; bids) , N'(b3; bg; —bibs), (bibs + 0);
tfeti par bodd necht leZi na druhé zékl. kuZelosetce x; + #,x, = 0, takie jejich
soufadnice jsou

P(c}; —<5 ¢x¢s) ,  P'(al; —c3; —013) ,  (ey05 7+ 0),
pii dem? predpokladéme, Ze P nelezi na spojnicich MM’, NN'. Pak determi-
nant
at af alal —ala;, —aal  alal
at ab alal ala, @} ale]
by bY bb: —bib, —b,b3 b3b;
b by bibg bibs b,b: bib:
¢ & cic cde; —c 5 —cieh
¢t ¢ cleg —cicg e 68 —<cich

~

je nulovy, jak se snadno pfesvédéime odedtenim sudych fadki od lichych a roz-
vedenim podle prvych t# sloupci pomoci Laplaceovy véty.

Véta 18. Paprsek inverse protind reprodukovanou sextiku v bodech po dvow
harmonicky sdrufenijch (vzhledem ke stfedu imverse a prasefiku paprsku inverse
8 hlavni pFimkou, neprochdzejict stiedem inverse). Teény kFivky v pdrech odpovi-
dajicich si bodi se protinaji na hlavni pFimce, neprochdzejict stfedem inverse.

Dikaz této véty plyne ihned z toho, Ze kolineace (26) je involutorni per-
spektivni kolineace se stfedem ve stfedu obou inversi a s osou kolineace v hlavni
pfimce, neprochézejici stiedem. Viz na pf. J. Vosrica: Rovinné sextiky inva-
riantni p¥i periodickych kolineacich (V&stnik Kral. deské spole¢nosti nauk,
1913).

5. V tomto odstavci si uvedeme véty, obdobné vétdm predchoziho odstavce,
pro sextiky skupiny C, reprodukované trojici inversi (2) a (22). Dikazy nebu-
deme provadst, protoZe jsou rovndZz obdobné.
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Véta 19, Inverse

M ' — L 3 ’r !’ = r e
Tlsx,.x,.z,_xlza.x,x,. %, ,

2P r ror
Th=2 :2:2, = 7.2 DXy exyzy

T —_ A . . r 7 A LY 4 . 2 ’ !
83X LTy I Ty = Ty Xy 20T,

8
(kde ¢, ? jsou kompl. sdruzené hodnoty ]/1), spolu s kolineacemi

Ki=2 :2y:2y=a]:a;: %),
Ke==2 :2y: 2y = 2] :2}: ]
a spolu s identitou tvoii grupu.
Tabulka této grupy vypada takto:

l .r,

| J T . | K | K,

J | )| T | T | T [K[K

LT ]| K| K |T,|T,
. | T, | K,|J |K |T T, (29)

T, | s | K | K| J |T,|T,

Kl Kl TS Tl TZ Kﬂ ]

K | K | T |1 | T | |k

Rovnice sextiky, reprodukované touto grupou, zni:

%o + 23(@s] + A 2ims + Gor,d + agd) + aleda = 0. (30)

Vé&ta 20. Libovolnému bodu M, ktery nele#t na hlavnich primkdch a zdkl. kuZelo-
seckdch inverst, pFifazuji transformace grupy (29) dalsich Pét boda (rizngch na-
vzdjem ¢ od bodu M); tato Sestibodovd skupina md tu viastnost, fe kterémukoliv
bodu této skupiny odpovidd v kterékoliv transformaci grupy zase bod této skupiny.

V&ta 21. Necht bod M let na 2dkl. kubelosedce jedné inverse (nikoliv v bodé
klavnim). Pak transformace grupy (29) (s vgjimkou identity a inverse, v ni% je M
samodruiny) piifazuji bodu M jako body odpovidajics vidy jeden z priseliky
paprsku inverse bodu M s druhymi dvéma 24kl kuZeloseCkams. Volba obytejnyjch
dvojndsobnyjch bods sextiky (30) v této trojici body je ekvivalentnt dvéma lin.
homog. podminkdm pro wréent kfivky. ’

Vé&ta 22, Nerozlofitelné sextiky invarianing vadi grupé (29) majici dva obyéejné
body trojndsobné v bodech hlavnich (nikoliv ve stfedu inverst) mohou byt pouze
rodu 4 nebo 1. (V tomto p¥ipadé dalst t7i body dvojndsobné let v trojici bod 2 pfed-
chozt véty.) .

Dikazy vét 20—22 jsou anologické dikazu vét 14—16.

6. Ve vdts 12 bylo ukézéno, Ze existujf sextiky, reprodukované tfemi inver-
semi se spoleénym hlavnim trojstranem, ale s riznymi stfedy inversi. V&imng-
me si bliZe tohoto ptipadu:
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|
Véta 23, Inverse
T —_— " o — r ! - Pl . r
| =%, 1 T By = Tyy  TaTy i Tr¥a s ]
P . . — 7 " { W 4 . !
Te=12,: %, : Ty = T3 ! T1%3 : X1
’ ! r !
Te=2,:%,: Ty = T, : T %3 Lo
spolu & kolineacemi -

’

(31)

’ ’ ’

Ki=2 :1%: 23 =123:%,: %,
— . . — '- ’- !
K'=x1.xﬂ.xa—-x2.xa-x1

a spolu 8 identitou tvoft grupu.

Diakaz této véty je stejny jako ditkaz analogickych vét 13 a 19. Také ta-
bulka této grupy je naprosto stejné jako tabulka grupy z véty 19.

Vita 24. Libovolnému bodu M, kiery neleft na %ddné z hlavnich pFimek a na
Sddné ze zdkladnich udelosebek inverst, pFifazuji vdechny transformace grupy
(31) dal&ich pét bodd (rtznyjch mavadjem i od bodu M). Volba dvojndsobnych bodi
invarianint sextiky v této Sestibodové skupiné je ekvivalentni tFem linedrnim ho-
mog. podminkdm pro uréent kfivky.

Vita 25. Lei-li bod M na jediné zdkladni kuZelosebce, pak v¥echny transformace
grupy (31) mu pFifazujt jako body odpovidajict dalst dva body (rtizné navadjem
i od bodu M). Volba dvojndsobnyjch bodi sextiky v této trojici bodi je ekvivalentni
dvéma lin. homog. podminkdm pro urent kfivky.

Ditkazy téchto dvou vét jsou naprosto stejné jako dikaz véty 14 a 15.

V&ta 26. Lei-li bod M v prasebiku dvou zdkladnich kutelosedek, je také samo-
drutngm bodem v tietl inversi. Volba dvojndsobného, resp. trojndsobného, resp.
&yFndsobného bodu v tomio prisebiku vlech tFi zdkl. kuselosebek je ekvivalentni
jedné, resp. dvéma, resp. StyFem lin. homog. podminkdm pro uréent kfivky.

Dukaz. Zékladni kuZelosetky maji rovnice:
Coal—mmy=0; Z— 22 =0; 2 — @y =03
prvé dvd kufelosetky se protinaji v bodech:
0405 LLD; el (e,

z nich? prvni je bod hlavni a zbyvajici t¥i lei také na zakl. kuZelosetce tfeti
inverse. Vyjédieni pottu podminek, které potiebuje volba singulérniho bodu
kfivky v prisediku zakl. kufelosedek, provedeme opét tak, Ze dosadime sou-
tadnice tohoto prisesiku do rovnice kfivky (26) a do jejich prvych, resp. prvych
a druhych, resp. prvych, druhych a tfetich pare. derivaci této rovnice a uréime
hodnost soustavy lin. rovnic, které takto obdrzime. )

Na zéklad® pomocnych vét 24—26 muzeme ¥ici, %e grupou (31) se reprodu-
kuji i sextiky s vyssimi singularitami. Tak se milze reprodukovat sextika s jed-
nim bodem &tyfnésobnym (v prisediku vBech t# zakl. kuZelosetek) a s tfemi
body dvojnisobnymi (v bodech hlavnich), sextika s dvdma body trojnésob-
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nymi (v prisedicich zakl. kuzelosetek) a s t¥emi body dvojndsobnymi (v hlav-
nich bodech), atd. ‘ ' . :

Nebudeme se zabyvat vemi t&mito pripady a obratime se k otdzce, nadho-
zené v zdvéru odstavce 3, toti¥ k moznosti reprodukee sextiky grupou (31)
a daldimi t¥emi inversemi z v&t 9, 9a a 9b.

1. Véta 27. Sextika reprodukovand grupou (31) je soulasné invariantni vads
grupé (27) tehdy a jen tehdy, kdy?:

Qoo = Gy = Gy; = Ayy = Ay = Ay = Agp = g4, = Oy = Q3 = @y = @) =
= Ggp = Qg = Qg = Uy = Qg = By = Agy = Qg5 = Agg = 0, (31)
(a0 = Gop 5 Oy = Gy, Gy = Ggg; Gy = Ayy.
Jsou-li tyto podminky splnény, je sextika také invariantni vidi tnverstm (18)
a (20).

Dikaz. Nutné a postadujici podminky pro reprodukei sextiky grupou (27)
jsou podminky (10) a (17) z véty 9 a pro reprodukei sextiky grupou (31) pod-
minky (10) a (24). Spojime-li oboje tyto podminky, dostaneme podminky nasf
véty. Druhd &ast véty plyne z toho, 7e splnénim podminek (32) jsou také spl-
nény nutné a postadujici podminky vé&t 9a a 9b. .

Sextika, reprodukovans témito Sesti inversemi m4 rovnici:

5(agey + Qge3) + Z3(age] + Q5375 + @g0%3) +
I xixg(azox: + age73) = 0. _
V&ta 28. Seatiky sité (32) maji v bodech hlavnich obyéejné uzly aZ na dva svazky
sextik, které tam maji dvojndsobné body s jedinou teénou s dotykem Styrbodovym.
Diikaz. Dvojice teten ve viech hlavnich bodech jsou vyjadieny ryze kvad-
ratickou rovnici, na pf. dvojice teten v bods 03 mé tvar: a,e} + agea? = 0.
Splynout tyto dvs primky mohou jeding tehdy, je-li jeden z koeficient Gggs Bgg
roven nule (kdyby byly oba soudasné rovny nule pak se kfivka rozpadne na
dvojnésob poditané hlavni piimky). Pak touto jedinou tednou je jedna z hlav-
nich pfimek, majici v bods dotyku styk &ty¥bodovy (druhé dva prisediky
s ki'ivkou jsou v druhém bods hlaynim). Vzhledem k tomu, %e tyto dvojice teden
maji ve vSech hlavnich bodech stejny diskriminant, nastane tento zjev sou-
¢asné ve viech tfech hlavnich bodech. :

V&ta 29. T#i svazky sextik sité (32) s obylejnygmi body dvojndsobnami v hlavnich
bodech majt tu viastnost, %e dvojice teden v téchto dvojndsobnsjch bodech se dotykajt
jediné kuZeloseély.

' Dikaz. Determinant, vyjadiujici podminku, aby Sest pfimek
le‘_l-oo ¥ ixal/‘;zz =0, ac2:1/‘;00 + i-'”svazo =0, xll/‘;n -+ i3‘31/2‘—00 =0,
alV;oo — ile/azz =0, xz]/;oo - i-'”aV‘;so =0, leEsa = ist‘;oo =0
se dotykalo kuZelosedky, m4 hodnotu 8i(a3, — al,) . |ad,a3,. Je tedy roven nule
tehdy a jen tehdy, je-li a3, = a3, ‘ -

(32)
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