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éasopls pro péstovini matematiky, ro¥. 80 (1955)

O JEDNE ZAKLADN{ VETE MATEMATICKE LOGIKY

LADISLAV RIEGER, Praha.
(Doslo dne 26. dervence 1954.) DT: 517.11

V préci je pfedeviim novym, pom&rn$ jednoduchym zptsobem do-
kézéna hlavni véta o t. zv. zobecnénych Booleovych o-algebrach. Tato
v&ta je algebraickym jédrem znémé Lindenbaumovy véty z oblasti
matematické logiky. Déle je ukdzéno, %e vdty Gédelova (o tiplnosti
niZ§fho predikétového podtu) a Léwenheim-Skolemova, jsou dusledkem
hlavni véty. Autor se té% zmitiuje o mo¥né souvislosti mezi Linden-
baumovou algebrou, Cantorovym diskontinuem a jistym problémem
theorie pravd&podobnosti. V zdvéru jsou srovnény riizné dosud zndmé
methody diikazu Gédelovy véty a ostatnich zmin&nych vét.

1. Uvodni pozndmka

Za, jednu ze zékladnich v&t (klasické) matematické logiky je tieba povazovat
tuto t. zv. LINDENBAUMOVU vé&tu:l)

KaZdd bezespornd teorie?) vyjadfitelnd v symbolech nitdtho predikdtového
poltu, dd se rozdifit v t. zv. dplnou bezespornou teorii, t. j. takovou, %e kadd jejt
véta majici smysl je budto dokazatelnou poudkou teorie, nebo je dokazatelnou
pouckou teorie jejt opak.

Z této véty totiZz snadno plyne na pf. GODELOVA véta o tplnosti niZstho
predikdtového podétu a SKOLEMOVA-LOWENHEIMOVA véta o existenci spodet-
ného modelu kaZdé elementérni (t. j. v symbolech niz&iho predikatového podtu
vyjadritelné) bezesporné teorie — a to v nejobecn&jiim zngni.

Za matematické jadro Lindenbaumovy véty je tteba povaZovat jistou jedno-
duSe zné&jici poutku z teorie Booleovych algeber, kterou v daliim sformulu-
jeme a dokaZeme. Obecné matematicks dileZitost takto formulované Linden-
baumovy poutky je zdiiraznéna m. j. i tim, e z ni lze pom&rné snadno odvodit
obé zékladni véty z teorie spodetnd aditivnich Booleovych algeber (s-algeber),
totiz: :

!) Viz na pi. préce A: Tarski [1] a [2]. — ALFRED LinpENBAUM byl mlady nadany pol-
sky matematik a logik, zavra¥d¥ny necisty za okupace Polska.
%) Pojem ,,teorie** bude definovan niZe.
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1. t. zv. Loomisovu vétu o tom, %e ka%d4 o-algebra je homomorfnim obra-
zem mnoZinového o-télesa, a

2. vétu o volnosti o-télesa borelovskych mnoZin CaNTorROVA diskontinua.?)

[Booleova o-algebra se nazyva volnou, lze-li ji vytvofit z takové mnozZiny
jejfch prvki, %é plati: Kazdé zobrazeni mnoZiny téchto prvka (t. zv. volnych
generatori) do libovolné o-algebry se dé roziifit v homomorfni zobrazeni
(celé této t. zv. volné g-algebry do dané o-algebry.)]

Tim spife, Ze v monografiich a udebnicich matematické logiky byva Linden-
baumova véta jakoZ i Gidelova véta o tplnosti nizdtho predikatového podtu
dokazovéna s nepodstatnymi (nealgebraickymi) komplikacemi, danymi
symbolikou predikédtového poétu?) a zbytetnou komplikovanosti n&kolika-
nésobné indukce, nebude snad na 8kodu podat v této préci pom&rng struény
algebraicky dikaz. Je tfeba oviem Fjci, Ze zdkladni mySlenka induktivni kon-
strukce v ditkazu uZité neni zcela nova. Jeji kofeny sahaji do metody diikazt
t. zv. e-teoremit HILBERTOVY teorie diikazii;®) mnohem pozdgji se tato myslen-
ka objevuje v ditkazu Gédelovy véty od L. HENKINA [6].

Budu v dal$im uZivat oznadeni a pojmi, b&Znych v teorii svazi, resp. Boo-
leovych algeber. K tomu viz na pf. kap. X monografie G. BIRkHOFF, Lattice
Theory (2. vyd.), po pf. v ruském piekladu (T'éorija struktur, zkr. [St]).

Definice 1. Rikame, ¥e Booleova algebra A je ®-algebra (to jest zobecn&ns
o-algebra vzhledem k roding @ posloupnosti prvki, pro né% jsou definovana
suprema a infima), jestlie je déna rodina ® posloupnosti prvki z 4 o téchto
¢tyfech vlastnostech:

(i) (Pravidlo doplika):

KdyZ {a;};>,€®, pak i {a,}> €.

(ii) (Pravidlo sjednocent):

Kdyz {a;}; €@, pak i {a U a;};>., €D pro ka?dy prvek ae A.

(iii) (Pravidlo trividlnich posloupnostt):

Ka%da posloupnost, jejiz ¢lenové od jistého potinajic jsou stéle stejni, patii
do ®.

(iv) (Pravidlo suprema): Je-li {a;}2.,e®, pak existuje prvek g=sup a,e
k=1.2,...

€ A ve smyslu polouspo¥édén{ algebry 4. Piseme a = U a;.
E=1

" Dusledky definice-1: Je-li {a;}2.,e®, pak existuje ve ®-algebfe A4

-]
prvek ¢ = inf a,. — Pffeme a = N a
k=12,.., k=1
3) Tuto v¥tu dokézal autor v préci [3]. Jiny dikaz podal nedévno Loowmis.

4) Tak na pf. v neddvné monografii [4] zaujimé dikaz Lindenbaumovy vity a Gode-
lovy véty o tplnosti pinych 15 stranek.

t) Srov. HiLBERT-BERNAYS [5], II. dil.
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Dikaz plyne z (i) a (iv) a z t. zv. Morganovych identit

(sup a;)’ = inf a;, (infa,)’ = sup a,,
E=1,2,... E=12,... E=1,2,.. E=12,..

které plati vidy, jakmile jedna strana mé smysl (viz [St]).

Je-li {a,}2 € ®, pak {a n a,};>, € D pro kaZdé.pevné a € 4. — Ditkaz plyne
z predchoziho a z (i) a (ii).

Obecné distributivnt identity: Plati vidy

o

N@va)=av (Na) —
k=1 k=1

a dudlné, jakmile jen aspoii jedna strana mé smysl. — Dikaz viz [St], X, § 10.

Pravé uvedenych vét budeme v dalsim uZivat bez citace.

Ztejmé kazda o-algebra je i @-algebrou vzhledem k rodiné ® vSech posloup-
nosti prvka algebry vibec. Méné trividlnim pfikladem ®-algebry je téleso viech
borelovskych mnozin, patticich do t¥id koneénych indexii libovolného topologic-
kého prostoru; zde @ je rodina vSech posloupnosti mnoZin s ohranienymi
indexy tfid (v jedné posloupnosti). V matematické logice je zdkladni dilleZitosti
t. zv. Lindenbaumova @-algebra nizsiho predikatového podtu, kters bude deflno-
véna niZe:

Definice 2. Rikdme, fe neprdzdnd mnofina I proki ®-algebry A je ®-idedlem,
jestlize platt:

(0) I 5 A.

(1) Jakmile {a;}> e Paa;el pro kazdéi =1, 2, ..., potom () a;¢ L.

i=1
(2) Jakmile a Cb,acl, pakbel.
Rikdme, %e ®-idedl P je ®-prvoidedlem, jestlite jesté platt:

(3) Jakmile {a;}2, €D a U a, €I, potom je a; € I pro vhodné i = j.
: i=1

Jasné je, Ze kazdy ®-idedl je (obycejny) ideél a ze ®-prvoidedl je (obytejny)
prvoidedl. (Srov. [St], X, § 6.) To zaruduje pravidlo (iii) v definici 1.

Snadno dokdZeme tuto vétu: ®-idedl P je ®-prvoidedlem tehdy a jen tehdy,
kdy? z kaZdgjch dvou proki a a a’ algebry jeden (a oviem vzhledem k (0), (1), (2)
v definici 2 a k (iii) v definici 1 jen jeden) prvek let v P.

Nutnost podminky je vzhledem k @ U @’ = 1 ¢ P a k (iii) v definici 1 podle
(3) v definici 2 zfejmad.

Postaditelnost:

Necht {a;}>,e® a U ase P, Nechﬁ nade podminka nepostatuje, t. j. jest

a;none Ppros = l,,2 pi'esto Ze je. splnéna Protoze z ka%dé dvopce prvku
a, a a; jeden-patii do P vzhledem ka,ua/ =1eP,jea;e P pros =1,2,.
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coZ dava spor s (0), ponéva,dz n a; = (U a,) e P (podle (1) v definici 2 a (iii)
v definici 1). . =1

I této véty v da]éim pouzijeme bez citace.

2. Lindenbaumova vé&ta

Pomocnd v&ta. Je-li I néjaky ®-idedl ®-algebry A, b e A pevny prvek takovy,
e ment a 0 b = 0 ani pro jedno ae I, pak mnofina I viech y e A, spliiujicich
a n bCyopfivhodnéma-e I j je @-idedl v A, obsahujict jak dany idedl I tak i proekbd.

Dikaz. ProtoZe (0) a (2) z definice 2 jsou zfejmé splnény, dokazme (1).

Necht tedy {y,}>,€®, y,ei pro 8 = 1,2,... Pak ke kazdému é&lenu y,
existuje a, € I tak, %e je a, n b C y,. Spojenim s prvkem &’ ¢ 4 na obou stranich
dostdvdme podle distributivniho zékona a, u ' C y, U b’. Protoze a, u b’ eI,

jeiy,ubel. Tedyjei N (y, ud) =b" u N y,e I — opét podle distributiv-

c=1 s=1

ni identity. Podle definice I bude viak
bn (' vy ny,)=bn Ny.el.
=1 8=1
Tim spite tedy ﬂy,eI c. b. d.

Hlavni v&ta. Budif A ®-algebra se spofetnou rodinou ®. Budif I dany ®-idedl
v A. — Pak existuje ®-prvoidedl P v A obsahujict I.

Poznédmka. Podle (iii). v definici 1 je sama algebra 4 spotetna.

Predpoklad spodetnosti ®-algebry mize byt (za vhodné modifikace defini-
ce 1) snadno odstranén (my to viak nepotfebujeme). Naproti tomu pfedpoklad
spocetnosti rodiny @ odstranén byt nemiiZe, nebot neni t&zké udat priklady
dokonce spodetnych o-algeber, v nich véta neplati.

Dikaz. Oznadme jako {a}} , posloupnost, sestavenou ze viech posloup-
nost{ rodiny ® (i =1, 2, . . je tedy index posloupnosti, £ = 1, 2, ... index
jejiho ¢&lenu). Pro forméalni ZJednoduéenl muzeme (vzhledem k (iii) v def1mc1 1)
predpoklidat, Ze posloupnost samych nul je prvni.

" Sestrojme induktivnd stoupajici fetézec P-idedlt
Lcnc..c1,c..

vesm¢s obsahujfeich dany ®- 1dea,1 I tak, Ze (D 1deal I3 splnu]e tuto podminku
(p, m):. '

Je-h U a,, € I a i S n, potom jejizi a, e I, pro vhodné pi'lrozené gislo 5.
R T S
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Polozme I, = I; pak podminka (p, 1) pro I, je splnéna trividln®, protoze
ay=0prok=1,2,.

Necht je jiz udén r- ty 8len Yetézce {1,}, splitujici (p, r).

Pak existenci I, ,, zaruéime takto:

V piipadé A), %e ku I, neexistuje ®-nadidesl, ktery by obsahoval prvek

U a;“ € 4, polozme I, = I, ,; pak oviem I, ,, spliiuje (p, r 4+ 1). V opatném

piipadé A’), Ze totiZ existuje ®-idedl obsahujici jak prvek U L+l tak i idedl

I,, dokaZme, Ze pak jiZ existuje i ®-ideal I, , ,, ktery obsa,hu]e I a vhodny prvek
aj*! (tlen posloupnosti {aj*'}2_ | € D).

Dejme tomu, Ze by naopak takovy ®-ideél I, , ; neexistoval. To dle nasi shora
uvedené pomocné véty znamend, Ze ke kazdému prvku ait! (k= 1,2,...)
musi existovat prvek by € I, takovy, Ze je ai*! n b, = 0. Ale pak je b, C (a;+')’
prokaidék =1,2,..., t.]. (a,"‘l) eI, prokazdé k = 1, 2, ... Tedy — protoze

I, je ®-idedl —je n (aftl) = (U a'“) e I,. To viak je ve sporu s pfedpoklé-
k=1

danou rozSifitelnosti ®-idedlu I, ve ®-nadidedl, obsahujici prvek U al*t

k=1
(ptipad A’)). Tim je pokradovani na¥eho Fetézce ®-idedlt zarudeno. Neni totiz
t8zké si ovéfit splnéni vlastnosti (p, r + 1) pro kterykoli ®-idedl I,,, praveé
vyznaceny pripadem A’).

Nebot je-li Ualel,,; pro n&jaké i < r, potom to znamené Ze v i-tém
k=1
kroku konstrukce nafeho Fetézce nastal piipad A’), takZe je ajel; CI,,, pii

vhodném j; pro ¢ = r + 1 jsme viak potfebné pravé zatidili.
@
Utvofme nyni mnozinové sjednoceni P =3 I,.

r=1

Dokézeme, Ze P je hledanym ®-prvoidedlem nad I.

Ivr

Snadno nejprve nahlizime, Ze P je (obydejny) idedl, zvla$té pak %e neobsa-
huje nulu (pozadavek (0) definice 2, a pozadavek (2) definice 2).

Z konstrukce viak bezprosti'edné plyne, Ze je splnén i pozadavek (3) definice
2, nebot je-li U ak € P, pak j ]e U @, € I,, pti vhodném n. Pongvads tedy v j-tém

kroku konstrukce nastal pi"lpa,d A’),%) bude a} € I, pti vhodném s, tedy ale P.
Dokazme koneéng, Ze P mé i vlastnost (1) z definice 2.
Kdyby tomu tak nebylo, m&li bychom posloupnost {a}};>., ¢ @ pI‘l vhodném ¢

takovou, Ze by sice bylo a} ¢ P pro kazdé k — 1, 2,..., ale prvek n ai by ne-
lezel v P. ‘ k=1

8) I, je P-ideal!
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ProtoZe viak j ]e — jak vlastné jiz vime — P obycejnym prvoidealem, patfil
by nésledkem (n a,,) u (n aj)) =1leP prvek (n aj) = U (aj)’ do P.

k=1
Tedy prvek U (af)’ pat¥i i do jistého I,. Avéak pondvadz I, je ®-ideél a pro-

toZe (dle vla.stnostl (i) v definici 1) je {ak},h=1 = {(a})'}>., € ® p¥i vhodném j,
je jiz také nésledkem nadi konstrukce (af)’ € I, pro toto j a pro vhodné k. Tedy
je i (aj)’ € P. To vSak je ve sporu s predpoklddanym a} ¢ P.

Tim je naSe hlavni véta uplng dokézana.

Pozndmky k ditkazu. Existence nadprvoidedlu k danému ideslu se v ab-
straktni algebfe — pokud jde o oby®ejné koneéné operace — dokazuje zpra-
vidla takto: Postupné se roziifuje-dany ide4l pfidavénim prvki a sjednocova-
nim pfes stoupajici fetézec nadidedl se obdrzi maximélni ide4l, ktery je hle-
danym nadprvoidedlem. (Odvoldme-li se na t. zv. ZorNOVO lemma, nemusime
ani tuto bé&Znou konstrukei provédét.) Takovym zpiisobem se postupuje na pf.
v teorii okruhi, v teorii svazii a v teorii pologrup.

Tato prostd metoda zde selhava, nebot sjednoceni pres nekoneény Fetézec
stoupajicich ®-idedld jiz nemusi byt ®-ideal a pfi pfipadném dopliiovéni ve
®-ideél narazime na nulu.

Dé se viak ukézat, %e obydejné prvoidedly ve ®-algebie, které by nebyly
®-prvoidedly, jsou ,,pomérng vzicné“ v tomto smyslu: Povaiujeme-li prvo-
idedly dané ®-algebry za body STONEOVA®) representujiciho prostoru, pak nase
algebra je (ve smyslu konednych operaci) isomorfni s mnofinovym t&lesem
obojetnych (t. j. soutasn® otevienych i uzavienych) mnozin tohoto prostoru.
Ukazuje se, Ze mnoZina v8ech prvoide4li, obsahujicich dany ideal, ptedstavuje
ve Stoneové representujicim prostoru otevienou bodovou mnozinu. Naproti
tomu mnoZina viech prvoidedld, které nejsou ®-prvoidesly, tvoii v tomto
prostoru mnoZinu prvni kategorie. ProtoZe ve Stoneové prostoru jakoZto v bi-
kompaktnim nuladimensiondlnim prostoru plati BAIREOVA véta o kategorii,
nemohou viechny nadprvoideély k danému ®-ideélu nebyt ®-prvoidesly.

Na tom lze zaloilt jak ,,topologicky‘‘ ditkaz Lindenbaumovy véty (a Gode-
lovy véty o tiplnosti jako# i v&ty Skolemovy-Lowenheimovy) tak i dikaz
Loomisovy véty; to udinili Sikorski v préci [7] a RAstowa a SIKORSKI v préci[8].

3. Lindenbaumova algebra.-

Pristupme nynf k aplikacim na¥i hlavni v&ty na matematickou logiku;
méjme pfitom pro urditost na mysli systém predikétového poétu HILBERTA-
ACKERMANNA (viz [9]). — PopiSme poviechnd tento systém.

%) Viz [St] XI, § 3.
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T. zv. zdkladnimi vjrazy predikitového podtu jsou vyrazy P(z), Q(y), ...,
R(z, y), ..., 8(x, y, 2), ... (ve spotetném po&tu). Zde pismena z, ¥, z, ... po piipa-
dé& s indexy jsou t. zv. individuové proménné a mohou nabyt vyznamu libovol-
nych prvki libovolnd piedepsané mnoZiny (t. zv. oboru individui). P(.),
Q(.), ..., B(r) ... jsou t. zv. predikdtové proménné, které pak jiz nabyvaji vy-
znamu libovolnych (pfipadng oviem i pevnych) vlastnosti individui a dvoj-
¢lennych a obecng n-¢lennych relaci mezi nimi.?)

Pojem (vétného) vyrazu vibec je pak definovén induktivné za pomoci logic-
kych Edstic V (nebo, vel), ~ (nikoli), 3 (existuje, maly kvantor), () (kazdy,
velky kvantor) takto: '

- a) zdkladni vyrazy jsou vyrazy; .

b) jsou-li U, B vyrazy, pak vyrazy tvaru AV S, ~U, 32U, 39V, ...
(=) U, () B, ... (t. j. pfesndji naznadend trojice, dvojice a trojice vyrazi) jsou
také vyrazy. — Ve vyrazech poslednfho druhu je — jak se ¥ik4 — individuovs
proménné x,y, ... vdzéna; jinak je voln4.?)

Je jasné, Ze jestlize kazdy ze zdkladnich vyrazi tvaru T (z;, Z, ..., 2;)
obdrZel vyznam jednoduché véty, pravici, e mezi individui z,, z,, ..., z; je
piisludny, k-tou n-¢lennou predikdtovou proménnou oznadeny n-Clenny vztah,
potom i sloZené vyrazy obdrii jednoznadné vyznam odpovidajicich sloZenych
vét. (Symbolika predikédtového podtu byla toti% pravé tak zvolena, aby pfesny
a ,normovanym‘ zplsobem vystihovala logické kombinovani jednodus¥ich
vét a vystavbu sloZenych vét.?))

Vlastnim smyslem predikdtového podtu je — jak zndmo — rekurentn& se-
strojit zvléstni tfidu vyrazi, totiz t. zv.: formuli predikétového poctu; to musi
byt toliko vyrazy, které v kazdém myslitelném vyznamu budou pravdivymi
vétami, to jest vétami pravdivymi z ,,ryze logickych divoda‘1%) (mé-li totiz

7). Striktn& vzato lze vyrazy P(z), ..., S(z, y, 2), ... samotné (bez ohledu na jejich u¥itf
&ili interpretaci) prost¥ povaZovat za n -+ 1-tice pfirozenych &isel, kde na prvnich n
mistech jsou &isla ptedem jednou pro vZdy oSislovanych individuovych promé&nnych tak,
jak v zékladnim vyrazu jdou za sebou, na poslednfm n -+ 1-tém mist® je ¢islo n-8lenné
ve vyrazu figurujici predikdtové prom&nné — op¥t vzhledem k pevnému pfedem danému
olfslovéni viech n-8lennych predikitovych proménnych. MiZeme viak zavést: (spoSetns
mnoho) t. zv. individuovyjch konstant (na pt. &islovek) za prislusné modifikace odvozo-
vacich pravidel. — Pak nitifeme (ale nemusime) v predpokladech i tvrzeni Linden-
baumovy véty nahradit bezespornost silndj& t.zv. @ — bezespornostt (viz [5]) — beze
zmény matematického substrétu.

®) Nevyskytuje-li se individuové proménné, na pt. z, v % vibec nebo je-li tam ji% va-
zéna, jde ve vyraze 3 z Y i (x) U o t. zv. fiktivni vazbu.

%) Ze tomu tak skute¥n® je, to se oviem nedé dokézat, nybr¥ jen ov&tit.

%) Je tieba zduraznit, ¥e tkolem matematické logiky nenf samo zkouméni pojmu
pravdivosti matematickych poudek, co% pat# do filosofie matematiky. (Filosofie matema-
tiky musi oviem respektovat vysledky matematicksé logiky.) V matematické logice miui%e
Jit toliko o znémé pravidla, die nich¥ je urfena pravdivost, resp. nepravdivost slofené
vity, jestliZe je zndma pravdivost a nepravdivost v8t jednodussich. Pouze v tomto smyslu
se hovoti o ,,ryze logicky pravdivych‘* vyrazech jako o slo¥enych vyrazech, které se sté.-
vajf ,,identicky praydivymi‘ bez ohledu na pravdivost jejich sou$ésti.
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predikédtovy podet dat to co chceme). Jestlize pak tfida formuli je totoznd
s tfidou vZdy pravdivych vyrazi, fikdme, Ze predikatovy polet je uplny.
Sestrojeni tiidy formuli se déje v zdsad® takto:11)
Jisté konkretni vyrazy, po pfipad$ celd t¥ida vyrazi presnd popsaného
tvaru se prohldsi za t. zv. axiemy, &ili vychozt formule. (Na pt. ~ AV Iz U.)
Déle se udaji (pouhym popisem tvaru ztéastndnych vyrazi) jistd pravidla,
dle nichZ z toho, Ze jisté vyrazy byly jiZ zafazeny mezi formule, jiz plyne, Ze
jiné tfeba rovnéz zatadit mezi formule. (Typickym a skoro ve viech systémech
vystupujicim pravidlem tohoto druhu t. zv. modus ponens, t. j. pravidlo
pravici, Ze kdyz Y i ~ A V B jsou formule, potom i B musi byt formule.)
Majice takto induktivné definovanou tiidu formuli zavedme nyni takovyto
vztah mezi v8echny vyrazy:

A <= B (Y je ekvivalentnt s B) ,

jestliZe vyrazy ~ UV B jakoZz i ~ B V U jsou formule.

Neni tézké dokazat (viz Hilbert-Ackermann [9], nebo Hilbert-BERNAYS [5])
predeviim, Ze relace <= mezi vyrazy je rovnost.

Daéle ze znamych zakladnich poudek teorie predikdtového poétu snadno ply-
ne, Ze tiidy [U], [B], [€], ... vzdjemnd rovnych vyrazi tvofi Booleovu algebru
ve smyslu téchto definic:

(U] vV [B] =[AVB],
(U0 [B] = ~[(~AV~D)],
(M) =[~],
I=[~AVY], 0=[~(~UVU].

Plati pak, Ze vyraz ~ AV B je formuli tehdy a jen tehdy, kdyz je [U] C [B]
v této algebte — a Ze [§] = 1 tehdy a jen tehdy, kdyZz vyraz § je formule

Tato t. zv. Lindenbaumova algebra nizsiho predikdtového poétu je viak
i @-algebrou v nasledujicim smyslu:

Rodina posloupnosti @ je — vedle trividlnich posloupnosti (viz (iii) v defini-
ci 1) — tvofena posloupnostmi tvaru

(@), = (@I |
kde vyraz U(x;) vzniké z vyrazu Y = U(z,) (v ném# vystupuje volns individuo-
v4 proménnd, oznatend jako_z,) ndhradou volné z, libovolnou volnou indivi-
duovou proménnou, oznafenou jako x; pro k = 1,2, ... (V ¥ mohou oviem
vystupovat i dalsi volné, nebo vézané individuové proménné.) ' ’

Hvézdi¢ka pak naznaduje, Ze je po piipadé potiebi pred popsanou ndhradou
(bez Gjmy rovnosti) provést vhodné ,,pfejmenovéni‘‘ vizanych proménnych
v U tak, aby se takto z; nestala vdzanou proménnou.

11) Nebudeme zde vypisovat pgidrobnosti, k tomu viz HILBERT-ACKERMANN [9]. Popi-

éexlge radgji obecné zésady, spoleéné pro viechny systémy predikatového poétu, jichZ je
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Potom je (jak se snadno dokéze, srov. [9])

Ua.=[32 %
k=1

A a, = [(z)) U]
k=1

(Neni-Ii individuovd proménné z, ve vyrazu ¥ pfitomna, anebo je tam jen
vézéna, pak klademe formalné a, = [¥] pro kazdé k= 1,2,...a [z, U] =
= [U], [(x,) Y] = [Y] (fiktivni kvantifikace).)

Z induktivni definice pojmu vyraz a z axiomu e), f) a z odvozovacich pra-
videl y,) a y,) systému Hilberta-Ackermanna snadno plyne, Ze jsou splnény
viechny pozadavky definice 1.

svvr

Je tedy Lindenbaumova algebra niZ3iho predikitového pottul?) ®-algebra se
zfejmé spocetnow rodinou posloupnosti ®. Nyni mizeme teprve podat presnou
definici pojmu (symbolisované) elementdrni matematické teorie.

Definice 3. Elementdrni (t. j. v symbolech nizgiho predikitového podtu
vyjadfitelnd) bezespornd teorie je ®-idedl Lindenbaumovy algebry; pfi tom vy-
razy, jejichZ t¥idy tvofi takovy ®-idedl, jsou (v symbolech predikdtového podtu
vyjadiené) poulky teorie.

Uplnd bezespornd elementarni teorie je pak ®-prvoidedl Lindenbaumovy
algebry.

Touto definici (ktera v podstaté pochézi od TarskEHO, viz pozn. 1)) je vy-
jadfeno predné, Ze teorii jakoZto deduktivng uzavieny systém je tieba pova-
Zovat za takovy systém matematickych v&t, ktery spliiuje toto:

a) Je-li U(y) (kde y je libovolné individuum) poudkou teorie, pak je poutkou
teorie i véta tvaru (z) U(x) (pro viechna z plati Y(z)). — To odpovida pozadav-
ku (1) v definici 2.

b) Je-li % poutkou teorie a Y — B (coz je zkratka za ~ AV B) je logicky
zaruteno (vzniklo interpretaci formule), potom %B je poudkou teorie. — To
odpovida pozadavku (2) definice 2.

¢) Pokud je teorie bezespornd (a jiné oviem neuvazujeme), nejsou viechny
vyrazy jejimi poutkami. — To odpovid4 pozadavku (0) definice 2.

Za druhé — pokud jde o tiplné teorie — definice 3 vyjadiuje vzhledem k tvr-
zeni, dokdzanému za definici 2 pravé toto:

Protoze [AV ~A] = [U] u [Y]' = 1 pat¥i do ka¥dého ideslu, musi byt
jeden (a jen jeden) z obou vyrazi U, ~ % poudkou Gplné teorie — a obricens.

1) MiZeme hovotit o Lindenbaumové algebfe niZdtho predikétového potu viibec, pro-
toZe viechny analogicky sestrojené ®-algebry pro rizné tiplné systémy ni¥3tho predikéto-
vého podtu jsou si isomorfni. Prav¥ jejich typ isomorfismu, ktery 1ze charakterisovat jako
jistou volnou @-algebru, je vlastni matematickou strukturou niZ8i predikétové logiky.
(To provedl autor v préci [10].)
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Nyni je matematické jidro na poditku uvedené Lindenbaumovy véty
jasné.

Nez pfejdeme ke Godelove vété o Gplnosti niz&iho predikatového podtu jako
snadnému disledky véty Lindenbaumovy, upozorn&me jesté na jednu zaji-
mavou souwislost s teorit pravdépodobnosts.

Je znédmo (viz préci autora [3]), e Lindenbaumova algebra miiZe byt iso-
morfné (ve smyslu vech v ni definovanych suprem a infim) representovina
borelovskymi mnoZinami Cantorova diskontinua. S druhé strany je z teorie
miry*®) zndmo, %Ze libovolné nezédpornd mnozinové funkce, neptekradujici co do
hodnot jednitku, definovanéd na mnoZindch redlnych &isel, které v trojkovém
rozvinut{ maji na pevném misté nulu (v Cantorové diskontinuu), d4 se jedno-
zna¢né roziifit v o-aditivni funkei na borelovskych mnozinich Cantorova
diskontinua. Takovéto zakladni obojetné mnoZiny Cantorova diskontinua vSak
ve zmin&né representaci miZeme nechat odpovidat prvkém Lindenbaumovy
algebry tvaru [T:(z;, Zp, ..., 2;)]. To znamen4, 7e fefend mnozinové funkce
miZe byt povaZovéina za jakési , pravdépodobnostni* ohodnoceni predikato-
vych (oviem i kvantifikovanych) vyrazi, uréené udanymi pravdépodobnost-
mi, Ze individua z,;, Z,,, ..., #; jsou ve vztahu T(z;, T, ..., 2;).

To by pro teorii pravdépodobnosti — alespoti v piipadé spoéetnych pravdé-
podobnostnich poli (t. j. obord individui) — mohlo m. j. znamenat beze-
sporny zpusob, jakym lze bez obav ,logicky voln& (t. j. bez dalsich pravds-
podobnostnich ptedpokladii) kombinovat vyroky, tykajici se riznych pravds-
podobnostnich, spolu nesouvisicich poli. (Jak zndmo, pfi neopatrném takovém
kombinovéni snadno obdrzime logické spory.)

4. Dusledky Lindenbaumovy véty.

Obratme se koneénd k dikazu Gédelovy vty o tplnosti jakozto disledku
véty Lindenbaumovy.

Vyslovime tuto Gédelovu vétu v silngj§im znéni, nez je obvyklé, takto:
Neni-li vyraz U nizsiho predikdtového poltw formull, pak lze kaZdé predikdtové
proménmé ddt vijznam wréité (obecnd n-&lenné) relace mezi pFirozenyma &isly a libo-
volnét) oznadit vdechna piirozend &isla pomoct individuovych proménnyjch tak, Ze
vyjraz U po pFipadném dosazeni vhodnych &isel za jeho volné individuové proménné
(pokud v U né&jaké jsou) obdr#t vyjznam chybného tvrzent o pirozengjch éislech.

Dukaz. Méjme v Lindenbaumové algebte systém viech jejich prvka [B],
které spliiuji vztah [Y] C [B].

Protoze U neni formule, t. j. je [U] == 1, je téZ [UA]' = [~ U] = 0.

13) Srov. n. pf. HaLmos, M casire Theory, po pt. v ruském piekladu (T'éorija mery, kap.
II a ITI). ‘ .

1) V tom je prévé zesflenf oproti obvyklému zn¥ni.

226



To znamend, %e fedené tiidy [B] tvoi t. zv. hlavni ®-idedl I vytvoieny
prvkem [~ U]. (Hlavni idedl Lindenbaumovy algebry je pravé tim, Semu se ¥iké
konedné axiomatisovatelnd teorie.) Budiz nyni II podle Lindenbaumovy véty
existujici ®-nadprvoidedl k I. Definujme (ke kafdému k a n pfirozenému)
n-¢lennou relaci pf mezi pfirozenymi &isly takto:

Cisla I, m, ..., ¢ (v udaném pofadi a v poétu ) jsou v relaci of tehdy a jen
tehdy, kdyz je '

[Tw(2:, Zmy - -, z)]ell,

kde T( , ,...) oznactuje k-tou n-&lennou predikdtovou proménnou. (Nékters,
po piipadé i v8echny tyto relace mohou byt prazdné; to neskodi — prazdné
relace nevyludujeme.)

Nechme nyni k-tou n-¢lennou predikdtovou proménnou, oznadenou jako
T« , ,...), pravé znamenat tuto relaci of. (To tedy znamend na pt. toto: mezi
¢isly, oznadenymi tfebas znaky ,, x,, 2,, ; mame relaci T,( , , ) = 0 — &ili
je pravda, Ze T'y(x3, #,, ¥,, ;) — tehdy a jen tehdy, je-li [Tz, 24,5 2,,, 2,)] € IT;
je-li tedy na pf. z; = 8, z; = 2, x, = 8, ; = 3, pak &isla 8, 2, 8, 3 jsou v relaci
0; jestliZe je [T'y(xg, &y, 25, x5)] € I1. Zde je tieba si uvédomit, Ze definice relace
of a tedy i stanoveni vyznamu k-té n-8lenné predikatové proménné nezévisi na
libovolném soudasném konkretnim vyznamu jednotlivych individuovych pro-
ménnych jako znaki pro &sla, nybrz z4visi jen na predem jednou providy pro-
vedeném ocislovani jednotlivych individuovyeh proménnych. Pfi tom mame
oviem stdle na mysli, Ze v daném soudasném vyznamu individuovych pro-
ménnych bylo kazdé éislo alespoii jednou oznadeno.) v

Tim jsme v8ak ve smyslu induktivniho vybudovani vyrazt predikétového
poctu postupné dali kazdému vyrazu vyznam véty o piirozenych sislech, jak-
mile jsme jen fixovali éiselny vyznam individuovych proménnych.

Dokazme kone¢ng, Ze libovolny vyraz € obdri takto vyznam pravdivé véty
tehdy a jen tehdy, kdyZ plati [*€] ¢ II, kde vyraz *CE vzniknul z vyrazu G
timto (pravé shora na zvlastnim piipadé naznadenym) zpisobem:

Kazda v € volna individuov4 promé&nns se nahradi tou individuovou pro-
ménnou, jejiz &islo (t. j. hodnotu indexu) ona sama pravé oznaduje; pied tim se
po piipad® —aby se z volné takto nestala vézani proménnd — vhodné pte-
jmenuji védzané individuové proménné v €, co# jisté vzhledem k jejich koned-
nému podtu lze.

Ditkaz tohoto tvrzenf vedme indukei podle slozitosti vyrazu.

a) Pro zédkladni vyrazy jsme potfebné pravé zaiidili.

b) ProtoZe nésledkem prvoidedlové vlastnosti idedlu IT je [* ~ €] e II tehdy
a jen tehdy, kdyZ nenf [*€] € II, pfenéii se nade tvrzeni ziejmé z vyrazi tvaru €
na vyrazy tvaru ~ €, nebot je odividng * ~ € = ~ *G.

ProtoZe I1 je ®-idedl, plati [*€ (x,)]  IT pro ka%dé r = 1, 2, ... tehdy a jen
tehdy, je-li [*(z,) €] € IT pro jisté vhodné ¢ (na pf. pro prvni i v&tdi, ne% jsou

227



indexy individuovych proménnych v € a v *€). (K tomu si stadi jen uvédomit,
%e kaZdé pfirozené ¢éislo bylo oznadeno a pfipomenout si definici infima v Lin-
denbaumové algebfe.)

To viak vzhledem k zfejmému vztahu *(z,) € = (x;) *€ znamené, Ze se nale
tvrzeni piendsi z vyrazl tvaru € = €(z,) na vyrazy tvaru (z;) €. Koneénd pro-
toZe Il je ®@-prvoidedl, je [*3 x; €] eIl tehdy a jen tehdy, kdyZz alespoii pro
jedno r =1, 2, ... je [*€(z,)] e II.

To vSak vzhledem k tomu, Ze kazdé pfirozené &islo bylo oznadeno, vzhledem
k definici suprema v Lindenbaumové algebfe a vzhledem k zfejmé rovnosti
*32,8 = 3 2, *€ znamend, Ze se na¥e tvrzeni pfenadi z vyrazi tvaru € =
= €(,) na vyrazy tvaru 3 z; €. — Tim je naSe tvrzeni — a tedy i Godelova
véta dokazana; nebot jsou-li z,, z,, ..., z, po fadé v U pfipadné vystupujict
volné individuové proménné, coz pisme jako Y = UY(z,, z,, ..., z,), pak nisled-
kem [~ U(x,, ,, ..., z,)] € I pfechdzi ~ U v pravdivou vétu, jestlize z,, z,, ...,
z, byla po fadé nahrazena individuovymi proménnymi, na pf. z,, z,, ..., @,
znadicimi po fad& ¢éisla 7, s, ..., u. To jest, A prechdzi takto v nepravdivou
védu, c. b. d.

Uvedme jesté vétu Skolemovu-Lowenheimovu v tomto nejsilnéj$im znéni:

KaZdd bezespo}na', teorie, symbolisovatelnd vyjrazy nitsiho predikdtového poltu,
-maiZe byt povaZovdna za teoris jistych relaci mezi pFirozenyma isly.

Dikaz se ve smyslu definice 3 provede doslova stejng, jako odvozeni Gode-
lovy véty o tplnosti, pravé podané; jen na misto hlavniho ®-idedlu 7, daného
prvkem [~ U], nastoupi libovolny ®-idedl — t. j. dana teorie.

K vété Skolemové-Lowenheimové (kterou lze jednoduseji odvodit i pfimo)
neskodi poznamenat toto: Tato véta byla svého éasu povazovina za jedno ze
,,8ensaénich* tvrzeni matematické logiky. Ukazuje se totiZ, Ze axiomaticky
‘pojaté teorie mnoZin miZe byt formulovéna v symbolech niziiho predikdtového
poétu; to viak dle Skolemovy-Lowenheimovy véty znamend, Ze adkoli se
v axiomatické teorii mnoZin hovoii o nespodetnych mohutnostech ,,libovoln&
velikych‘“ a o ,,libovolnych ordindlnich &islech,* pfece moZno tuto teorii po-
vazovat i za teorii jisté (ovSem velmi sloZité) dvojdlenné relace mezi pfirozeny-
mi éisly, representujici relaci nélezeni ,,e (mezi mnoZinami).

Z této okolnosti netieba ovSem nijak &init ten zavér, ktery ¢ini pod vlivem
idealistickych filosofickych nazort néktefi orthodoxni zastinci t. zv. matema-
tického intuicionismu, Ze totiZ nespoetné mohutnosti a nespodetnd ordindlni
¢fsla jsou ,,matematické iluse‘. SpiSe je tieba praveé naopak seudit, Ze vyrazové
a ditkazové prostfedky niZsiho predikétového podtu jsou prilis chudé, nez aby
mohly plné vyjad¥it tak sloZity pojem, jako je vztah nélefeni.

Nehled® k této okolnosti je viak tfeba zdiraznit i to, Ze spodetny &iselny
model celé axiomatické teorie mnoZin, ktery dle véty Skolemovy-Lowenhei-
movy existuje, nebyl explicitné jesté udan. Jsou dokonce presvédéivé divody
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pro to, Ze to ani nenf mo#né provést ,efektivnimi,* , konstruktivnimi pro-
stfedky — alespoii pokud pod nimi rozumime rekursivni prosttedky aritme-
tiky, nebot by to v podstaté znamenalo podat diikaz bezespornosti nejen celé
teorie mnozin, ale (tim spiSe) v ni obsazené aritmetiky prirozenych &isel; a to
je dle zndmych Godelovych vét o nerozhodnutelnosti formalisované arit-
metiky nemozné. .

Na z4vér nékolik pozndmek k Lindenbaumové vété, a k ni — jak se dé uké-
zat — ekvivalentni Godelové v&té o uplnosti:

V posledni dob& bylo publikovano n&kolik novych diikazi téchto vét. Bylo
by zajimavé hloub&ji porovnat rizné dikazové metody a formulovat jejich
spole¢né jadro. Uddme n&které z téchto metod.

a) Puvodni dikaz Godeliv. — Tento pvodni diikaz se opird o dvé véci:
pfedné o t. zv. Skolemovu normélni formu vyrazu. Podle Skolema (viz Hilbert-
Ackermann [9]), ke kazdému vyrazu predikdtového podtu mozno efektivnd
udat jiny vyraz, ktery je formuli tehdy a jen tehdy, je-li formuli dany vyraz,
a ktery md pfi tom ten jednoduchy tvar, Ze viechny malé kvantifikace jsou
provedeny pied vSemi velkymi kvantifikacemi, oboji na poéitku vyrazu.
Neni-li formuli pfislusnd Skolemova forma, sestrojuje se pak systém &selnych
relaci, spliujicich opak této Skolemovy normélni formy. Tento postup mé
viak, tak jak je poddn v udebnici Hilberta-Ackermanna [9], mezeru. ProtoZe
totiZ Skolemova normélni forma neni nijak ekvivalentni (ve smyslu ndmi shora
uvedené rovnosti <= mezi vyrazy) s pivodnd danym vyrazem, je t¥eba jestd
dokézat, Ze ze splnéni negace Skolemovy normélni formy se d4 odvodit i &iselné
splnéni negace piivodniho vyrazu. To je sice mozné, avsak znaéné to prodlouzi
pavodni dikaz.

Jinak po matematické strénce splnéni opaku Skolemovy normalni formy
vyrazu, ktery neni formuli, je v podstat$ zaloZeno na kompaktnosti Cantorova
diskontinua, t. j. na okolnosti, Ze prinik pres klesajici fetézce uzavienych ne-
prazdnych mnoZin je neprézdny. Podobnym zpiisobem, ale bez okliky pies
Skolemovu normélni formu je proveden dikaz Gédelovy véty v udebnici
A. MostowskEHO [11].

b) Na podobné, ponékud roziifené myslence je zaloZena metoda dikazu
Godelovy (a Lindenbaumovy) véty, implicite obsaZen jiz v praci sovétského
algebraika MALcEVA {12], ktery ji uZil k dokazovani t. zv. globalnich teoremi
abstraktni algebry (piedeviim teorie grup) z lokélnich predpokladi; tato me-
toda byla propracovédna pozd¢ji jednak s hlediska matematické logiky ab-
straktni algebry v monografii [4], jednak v samotné teorii grup (bez uziti
terminti matematické logiky) v uéebnici KuroSovi [13]. (Je pozoruhodné, Ze
autor [4] se o Malcevovi viibec nezmitiuje.)

Tato strdnka Lindenbaumovy a Gédelovy véty pat¥i k matematicky nej-
plodn&jsim obratim, které se zrodily na pidd matematické logiky. Jejich
abstraktni jidro bylo znovu objasnéno v praci [14], ukazujici, Ze podstatou
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