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éasopis pro péstovini matematiky, ro<. 80 (1955)

RELACIE KONGRUENTNOSTI A SLABA PROJEKTIVNOST
- : VO SVAZOCH

JAN JAKUBIK, Kosice.
(DoBlo dne 31. kv&tna 1954.) DT : 510.4

V préci je definovany pojem slabej projektivnosti intervalov vo
sviize. VySetruje sa, ako navzédjom stvisia reldcie kongruentnosti na
diskrétnom sviize a relécie slabej projektivnosti intervalov tohoto
svézu.

Medzi najdoleZitejsie pojmy, pouZivané v teorii svizov, patri pojem projek-
tivnych intervalov. UmoZiiuje prehladne formulovat dblezité vysledky, platné
pre niektoré druhy svéizov (napr. pre moduldrne svizy).

Pojem projektivnosti intervalov mézeme zovieobecnit takto: nech 1, Ugy ey
t, 80 intervaly svézu 8, nech interval i, je obsazeny ako (vlastné alebo ne-
vlastnd) podmnoZina v istom intervale i, transponovanom k intervalu ey
(k= 2,...,n). V takomto pripade budeme hovorit, %e interval i, je slabo pro-
jektivny s intervalom 4,. Cielom nasledujiicich poznamok je vygetrit, ako si-
visia reldcie kongruentnosti na svize S s reldciami slabej projektivnosti inter-
valov svizu 8. )

L’ahko sa zist{ sprdvnost tvrdenia: ak interval {z,y) je slabo projektivny
8 intervalom (u, v), potom pre kazd reldciu kongruentnosti R na S plati

x=y(R) =>u=v(R).
Otézka je, do akej miery plati obratené tvrdenie. Podrobnejsie: &i dostaneme
reléciu kongruentnosti na 8, ak anulujeme vietky intervaly, ktoré st slabo
projektivne ku zvolenému intervalu (z, y).

V odseku 1 budeme vysetrovat obecné svizy. Dokizeme, Ze odpoved na po-
loZent otézku (pri istom spresneni formulacie) je kladné. V odsekoch 2 a 3 sa
vySetruju diskrétne svizy. V odseku 2 je pre ne dokézané zovieobecnenie
vety, ktort odvodil M. Funayama v praci [2] pre svézy koneénej dlzky (vid 1,
problém 67).

Oznaéme znakom § sviz vietkych vytvorujacich rozkladov na . V odseku 3
8l vyjadrené niektoré vlastnosti svizu S pomocou reldcie slabej projektivnosti
intervalov svizu 8. Jeden z vysledkov znie takto:
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Nech 8 je diskrétny sviiz. Sviz S je Booleovou algebrou vtedy a len vtedy, ked
reldcia slabej projektivnosti prvointervalov svizu S je symetrickd (vid [1], pro-
blém 72).

Pre tplnost pripomeiime nasledujtice znadme definicie (znak S oznaduje uva-
Zovany svéz, @, b, z,y, u, v, ... st prvky svézu S):

Definicia 1. a) Nech a < b. Mno#inu vdetkyjch prokov x e S, vyhovujicich ne-
rovnosti a < x < b, budeme nazyvat intervalom a oznadovat {a, b). Ak interval
<a, b) obsahuje len proky a, b, a + b nazjvame ho prvointervalom.

b) Intervaly (x, y», (u, v) st transponované, ak plati alebo Yynu=2x,you =
=, alebo xnv=u,zvv=y.

¢) Intervaly 1,1’ si projektivne, ak existuji intervaly ig = i, iy, ig, ..., 1, = &’
také, Ze intervaly i,_,, i, si transponované (k = 1, ..., n). o _

d) Bindrna reflexivna, symetrickd a tranzitivna reldcia R na S je reldciou
kongruentnosti na S, ak

ceS, r=y(R)=>znc=1ync(R), .’IJUCEyUC(.R).

Kazdd reldcia kongruentnosti na S uréuje isty rozklad mno%iny S; tento rozklad
budeme nazyvat vytvorujicim rozkladom a oznaovat rovmakym pismenom ako
prislusni reldciu kongruentnosti. Budeme hovorit, %e interval (a, b> sa anuluye vo
vytvorujicom rozklade R, ak platt a = b(R).

e) PodmnoZinu svizu 8 wvaZujeme vidy s rovnakym &iastoéngm usporiadanim
akov 8. Ak r c S a ak r je usporiadand mno¥ina, naqymme r retazcom. Ak refazec
r je koneény, nazjvame ditkou retazca r podet jeho prvkov zmendeny o 1. Difku
refazca r budeme oznadovat d(r). Hovorime, Ze sviz 8 je konetnej deky, ‘ak existuje
také cislon (n=0,1,2,...), Ze plati: vo svize S existuje aspor 7eden retazec ditky n
a neexistuje Ziaden retazec dlfky n + 1. :

f) Hovorime, Ze sviz S je diskrétny, ak kaZdy ret’azec majict naymené’i a naj-
vést prook, je koneény.

Pozndmka. Zrejme kazdy koneény sviz je koneénej dlzky; sviz konednej
dl?ky nemust byt koneény. Sviz koneénej dlzky m4 najmensi a na]va.cél prvok
a je diskrétny. KaZdy interval diskrétneho svizu je koneénej dIzky,

1.
Definicia 2. Budeme hovorit Ze interval i je slabo projektivny s intervalom i', ak
existuji intervaly iy, 4y, ... t,, 1o =1, 1, =1 také, Ze interval i, je obsaZeny

v istom intervale i,, transponovanom k intervalu i, (k= 1,...,n). Uvedeny
vztah budeme oznadovat i & i'.

Zrejme plati
Lemmat. i &4/, ¢ & " =14 & ",
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Lemma 2. Nech i & (z,y), ceS. Potom plati tief i &= (zuc,yuc), i &
&Elxne, ynod.

Dékaz. Oznatme {zuc,yuc) =1i", yn(zuc) = 2. Zrejme plati = <
<2<y, teda i & (2, y). KedZe interval i" je transponovany s intervalom
<z, 9, plati (z, y) & 4", tedy i & i”. Tvrdenie pre <znc, ync) sa dokéze
duélne.

Definicia 3. Nech U je nejakd neprdzdna mno¥ina intervalov svizu S. Nech
To, Xy ooy Tn €S, Ty = 2, &, =y, nech si proky Zy_y, Xy, 2rovnatel’né; prislusny
interval oznalme i, (k= 1,..., n). Predpokladajme, e ku katdému i, existuje
interval i, € A taky, %e plati i, & i,. Usporiadani mnofinu intervalov {s,, i, ...,
i} budeme volat iarou typu U, spojujiicou proky =, y. Budeme pisat x = y(R(%)),
ak existuje Siara typu U, spojujica proky z, y.

Lemma 3. Nech existuje Siara typu U, spojujiica x, y. Potom existuje tie% &iara
typu U, spojujiica proky xnc, yne, resp. xuc, yuec.

Dékaz. Nech C = {iy, ..., i,} je &iara typu U, spojujtica prvky z, y, nech
interval ¢, je ohranideny prvkami z;_,, #; (z, = 2, , = y), nech i€ U je pri-
sludny interval, pre ktory plati i, & i,. Zostrojme intervaly iy, ohranitené
prvkamiy,_, =, u¢c, ¥ = fuc. Podla lemmy 2 a 1 plati i) & i}. Zrejme
je yo==zvc, ¥y, =yuc, teda {i], ..., 4.} je &ara typu ¥, spojujica prvky
zuUc, yuc. Tvrdenie pre prenik sa dokéZe dudlne.

Poznédmka. Nech C je &iara typu ¥, spojujica prvky z, y. Ciaru typu U,
spojujicu prvky zuc, y ue, zostrojents z &iary C ako v predoslom dokaze,
budeme oznadovat C u c, analogicky vyznam bude mat C nc.

Veta 1. Reldcia R(Y) je reldciou kongruentnosti na S.

Dokaz. Nech (z,, z,> € U. L’ahko sa zisti, e interval (x, x> je projektivny
8 intervalom (z,, 2,), teda = = z(R(¥)). Dalej, ak {i,, ..., t,} je diara typu ¥,
spojujica prvky 2, y je zrejme {i,, ..., ,} &iara typu U, spojujtca prvky y, .
Z toho plynie symetri¢nost relacie R(%). Jej tranzitivnost je zrejmé. DalSia Gast
dokazu plynie z lemmy 3.

Pozndmky. 1. Nech C je &iara typu ¥, spojujtica z, y. Bez ujmy vSeobec-
nosti méZeme predpokladat, ¥e vietky intervaly diary C lezia v intervale
(®ny,zuy). (Ak by nelezali, zostrojili by sme &iary ¢’ = C'u (xny),C" =
= C’'n (zuy). Ciara C” zrejme vyhovuje vyslovenym podmienkam).

2. Lahko sa zisti, %8 vytvorujtici rozklad R(¥) je najmensf zo vietkych vytvo-
rujucich rozkladov, v ktorych sa anulujt vietky intervaly mnoziny .

3. Nech (a, b) je prvointerval vo svize S. Zrejme plati a = b(R(Y)) vtedy
a len vtedy, ked existuje interval i ¢ %I, ktory je slabo projektivny s prvointer-
valom {a, b). ’ :

4. Nech R je vytvorujici rozklad na 8, nech % je mnoZina vietkych inter-
valov svizu 8, ktoré sa anuluji v rozklade R. Zrejme plati R(Y) = R.
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2.

V tomto odseku budeme predpokladat, Ze uvazovany sviz S je diskrétny.
Definicia 4. Nech S je mno#ina vdetkijch vytvorujicich rozkladov svizu S. Ak
Ry, R, e 8, polofme R, < R, viedy a len vtedy, ked

r=y(R,)) =>z=y(R,).

Definicia 5. Nech & je mnoZina vdetkych proointervalov svdzu S, kvaziusporia-
dand pomocou reldcie & (vid def. 2). Ak p e &, oznaéme znakom p mnoinu vdet-
kjch prokov p’ e &, pre ktoré plati sidasne p & p’, p’ & p. MnoZina & sa tym
rozpadne na dizjunkiné triedy; mnofinu tyjchto tried oznabme X. Pre p,qe X
polofme p > q vtedy a len viedy, ked p & q. (Zrejme je potom pre kadé p’ € p,
¢ eq,p & q.Vid[1], hlava I, § 4.)

Definicia 6. Nech Y je mnoZina vdetkych funkcit, definovanych na mno¥ine X,
nadobudajicich len hodnoty 1 alebo 2, pre ktoré platt

P <q=(p) <fg).
Ak fy, fa€ Y, poloZime f, < f,, ak pre kadé p e X platt f,(p) < f4(p).

Pozndmky. 1. V terminoldgii, pouzivanej v [1], je ¥ = 2%,

2. Ak Re S, pe® a ak sa prvointerval p anuluje v rozklade R, potom sa
zrejme kazdy prvointerval p’e p anuluje v rozklade R. Budeme hovorit, Ze
prvok p e X sa anuluje v rozklade R.

Veta 2. Ciiastolne usporiadané systémy S, Y st dudlne 1zomorfné.

Doékaz. Nech Re S, nech U je mnoZina tych prvkov z mnoZiny X,ktoré sa
anuluji v rozklade E. Definujme na X funkeiu f takto: ak p € U, nech f(p) = 1;
ak pe¥, nech f(p) = 2. Ak p > g, zrejme plati f(p) = 1=>f(g) = 1, teda
P = q=f(p) > {(g), t. j. fe Y. Prvku R ¢ S priradme prvok fe ¥ (symbolicky
R — f). Dostdvame zobrazenie mnoZiny 8 do mnoziny Y.

UvaZované zobrazenie je prosté. Nech je totiz R, R,e S, R, + R,, R, — f,,
R, — f,. Potom existuje prvointerval p, ktory sa anuluje v jednom z rozkladov
R,, R, a neanuluje sa v druhom z tychto rozkladov. Plati teda f,(p) + f.(p).

Nech f e Y. Nech ¥ je mnoZina tych prvkov p e X, pre ktoré plati f(p) = 1.
Nech % = U p. Utvorme vytvorujici rozklad R = R(¥). (Vid def. 3 a vetu 1.)

L’abko sa ’;ﬁti, Zze plati B — f. Teda uvaZované zobrazenie je zobrazenim mno-
Ziny S na mnozinu Y.

Nech R, < R,, R, — f,, Ry — f,, pe X, f,(p) = 1. Teda sa p anuluje v roz-
klade R,. Zo vztahu R, < R, dostdvame, Ze sa p anuluje tiez v rozklade R,,
takZe f,(p) = 1. Z toho vyplyva, Ze pre kazdé p ¢ X plati f,(p) = fa(p). Tym je
tvrdenie vety dokazané.

Pozndmky. 1. Predosld veta zovieobeciiuje vysledok, ktory dokizal M.
Funayama pre svizy koneénej dlzky v praci [2]. (Této praca, vysld podas vojny,
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je pre mila nedostupnd a pozndm ju len z referdtu v Mathematical Reviews
a z pozndmky v préci [1], str. 205). To, Ze sa v spominanej praci vyslovuje
(pre sviizy koneénej dlzky) izomorfismus a nie dudlny izomorfizmus svizov
8, Y, je odovodnend tym, e autor préace [2] uvaZuje pre vytvorujice rozklady na
§ tiastotné usperiadanie duslne k tomu, ktoré je zavedené v definicii 4.

2. Ak by sme na mnoZine vietkych prvointervalov svizu S koneénej dlzky
definovali reldciu > poloZiac (pre prvointervaly (g, p), <s, r) (g, p)> >
= (s, r) vtedy a len vtedy, ked plati u >r > s > v pre niektory interval
v, up, projektivny k intervalu (g, p), potom by re-
lacia = vo vieobecnosti nebola kvaziusporiadanim.

Priklad: pri takejto definicii vztahu > plati vo
sviize § na obr. 1 (g, B} > {gy, P1)» <a1, P1> > (8,7,
neplati viak (g, p) > (s,7). Vztah > je teda nie
tranzitivny, takZe je nie kvaziusporiadanim. Z toho
vyplyva, Ze tlohu 3, str. 205, [1] by bolo vhodné for-
mulovat presnejsie.

3. Veta 2 vSeobecne neplati pre svizy, spliiujice
podmienku Kklesajucich retazcov. Priklad. Nech
§={1,2383,...,0},s obvyklym usporiadanim. Pod-
mienka klesajtcich retazcov je zrejme splnens. Nech
&S je mnozina prvointer valov svizu S, nech znaky
&, X majt rovnaky vyznam ako v definicii 5.
Zrejme v naSom pripade plati p & g vtedy a len vtedy,

Obr. 1. ked p = ¢. KaZd4 trieda p e X obsahuje teda jediny

prvok. Z toho plynie, %e ka%dé4 funkcia, definovans

na X, nadobudajaca len hodnoty 1 alebo 2, patri do mno¥iny ¥. L’ahko sa zisti,
¥e Y je v tomto pripade komplementarny sviiz.

Uvazujme rozklad B = {{1, 2, 3, ...}, {»}} mnoziny §. Rozklad R je zrejme
vytvorujici na S. L’ahko sa zisti, %e tento rozklad nems komplement v 3.1)
Teda sviizy S, ¥ st nie dudlne izomorfné.

Duélnou avahou sa zisti, Ze veta 2 neplati vieobecne pre svizy, spliiujice
podmienku rasticich refazcov.

3.

G. BIRKHOFF polozil problém ([1], problém 72):

Ndjst nutné a postalujice podmienky pre sviz S, aby jeho vytvorujiice rozklady
tvorily Booleovu algebru.

1) Ak by toti% R’ bol komplemént rozkladu R v S, nemohol by v rozklade R’ prvok w
tvorif osobitni triedu. Existoval by teda prvok n + w, n = w(R’). Potom by platilo
n =n+ 1(R’), n =n 4 1(R), %o je spor 8 predpokladom.
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V $pecidlnom pripade, ked sviz 8 je diskrétny, mézeme hladané podmienky
vyjadrit jednoduchym spésobom pomocou pojmu slabej projektivnosti prvo-
intervalov. -

Veta 3. Vytvorujice rozklady diskrétneho svizu S tvoria Booleovu algebru vtedy
a len vtedy, ked vztah slabej projektivnosti prvointervalov svizu S je symetricky.

Dokaz. Nech 8 je diskrétny sviiz, nech S je sviz vytvorujacich rozkladov
na S (vid def. 4). Sviz 8 je zrejme distributivny a mé najmensi a najva&si
prvok. Z toho plynie, Ze nutnd a postadujica podmienka, aby S bol Booleovou
algebrou je, aby svéz S bol komplementarny.

1. Nech sviz S je komplementdrny. Potom vztah slabej projektivnosti
prvointervalov svizu S je symetricky.

Doékaz: Nech p, q st prvointervaly v S, nech p je slabo projektivny s inter-
valom ¢q. Ozna¢me U = {q} a utvorme vytvorujuci rozklad R = R(Y) (vid
def. 3). Nech R’ je komplement rozkladu R v S. Prvointerval p sa anuluje v roz-
klade R u R’, teda sa anuluje asponl v jednom z rozkladov R, R’. Ak by sa anu-
loval v rozklade R’, anuloval by sa v tomto rozklade tiez interval ¢, ¢o je spor
s predpokladom. Teda sa p anuluje v rozklade R, z ¢oho plynie podla pozndmky
3 za vetou 1, Ze prvointerval ¢ je slabo projektivny s prvointervalom p.

2. Nech vztah slabej projektivnosti prvointervalov svizu S je symetricky.
Potom 8 je Booleova algebra. _

Doékaz: Nech R, ¢ S. Nech ¥, (2,) je mnoZina tych prvointervalov svizu S,
ktoré sa (nie st) anulované v rozklade R,. Zrejme plati R, = R(%,). Utvorme
rozklad R, = R(Y,). KedZe kazdy prvointerval svizu S patri do jednej z mno-
zin U,, Y,, rozklad R, u R, je najvac¢sim rozkladom na S.

Predpokladajme, Ze by sa prvointerval p anuloval v rozklade R, R,.
Z toho by vyplyvalo 1. p e U,, 2. existuje q € U, taky, Ze q je slabo projektivny
s prvointervalom p. Podla predpokladu o symetriénosti vztahu slabej projek-
tivnosti je potom tieZ p slabo projektivny s prvointervalom g. Z toho plynie, Ze
sa ¢ anuluje v rozklade R,, teda q € U,. To v8ak nie je mozné, kedze U, n U, =
= 0. Teda R, n R, je najmensi rozklad na S. Z toho vyplyva, Ze rozklad R, je
komplementarny k rozkladu R,. Tym je tvrdenie vety dokdzané.

Pozndmky: 1. Pri dékaze nasledujiicej vety pouZijeme toto tvrdenie: Nech
S je svdz, nech R, R’ st komplementérne vytvorujace rozklady na 8, nech §,
je podsviz v 8. Pre prvky z, y € S, polozme x = y(R[S,]) vtedy a len vtedy, ked
x = y(R), a analogicky pre R'[S,]. Potom R[S,], R'[S,] s komplementirne
vytvorujace rozklady na 8,. Dokaz tohoto tvrdenia je zrejmy.

2. L’ahko sa zisti, e symetri¢nost vztahu slabej projektivnosti prvointer-
valov je vZdy splnend v moduldrnych svizoch. Pre distributivne svizy je pod-
mienka, aby 8 bola Booleova algebra, obzvlait jednoduché:

Veta 4. Vytvorujice rozklady distributivneho svizu 8 tvoria Booleovu algebru
viedy a len vtedy, ked sviz S je diskrétny.
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Dékaz. a) Nech 8 je diskrétny distributivny sviz. Podla predogle; poznédmky
vztah slabej projektivnosti prvointervalov svizu S je symetricky, teda podla
vety 1 S je Booleova algebra.

B) Predpok}a.dajme, %e distributivny sviz S je nie diskrétny. Teda v fom
existuje nekoneény refazec r, ktory m4 najmensi a najvadsi prvok. Ozna¢me
tieto prvky a resp. b. Zrejme sa potom z retazca r d4 vybrat postupnost prvkov
@y, Gy, ag, ... tak, Ze plati alebo a; < a;_, prei =1, 2, ..., alebo a;, > a,_, pre
¢ =1, 2, ... Vyletrujme prvi moznost (v druhom pripade je postup dékazu
duélny). Oznaéme

@i, @i11) = pis {p:i} = U, B(AU;) =R, UR,=R.
{=1
Nech z > a; (1 =1, 2,...). Podla [3] (pozndmka 2 za lemmou 1) v ka¥dom
z rozkladov R, (a teda tieZ v rozklade R) prvok « tvori osobitna triedu.

Oznaéme 8, = {a,, a,, ..., b}. Podla predoslého je a; == a,,,(R), a; == b(R)
(t=1,2,...).

Ak by existoval komplement R’ k rozkladu R, potom by R'[S,] bol komple-
mentérny vytvorujici rozklad k rozkladu R[S,]. Rozklad E[S,] vSak nemé
komplement (vid priklad v pozndmke 3 za vetou 2), teda ani rozklad R nem4
komplement. Tym je tvrdenie vety dokazané.

Definicia 7. Idedl I svizu S nazveme neutrdlnym, ak existuje taky vytvorujici
rozklad R na 8, Ze mnofina I je jednow z tried tohoto rozkladu. (Vid [1], str. 122,
174, 180.)

Pozndmky. 1. Predpokladajme, Ze sviiz S mé najmensi prvok O. Ak R je
vytvorujaci rozklad na 8§, potom mnoZina prvkov, kongruentnych s prvkom O
v rozklade R, je zrejme neutralny idedl; oznadme ho N(R). MoZe sa oviem stat,
Ze pre R, + R, je N(R,) = N(R,). Otazka je: akd je nutnéd a postadujtca
podmienka pre sviz §, aby réznym vytvorujicim rozkladom R,, R, patrili
rézne neutralne idedly N(R,), N(R,)? (Vid [1], problém 73.)

2. PredoSla otdzku moéZeme v inej formulécii vyslovit takto: akéd je nutna
a postadujica podmienka pre sviz S s najmensim prvkom O, aby bolo splnené
nasledujtce tvrdenie:

(Ao) KaZdy vytvorujici rozklad R na S je jednoznadne uréeny, ak je udand
trieda tohoto rozkladu, obsahujica prvok O.

3. Obecnejsie, pre svizy bez O méZeme analogickt otdzkw vyjadrif takto:
aké je nutné a postadujica podmienka pre sviz S, aby platilo:

(A) Kazdy netrividlny vytvorujaci rozklad R na S obsahuje ako triedu
isty idedl I(R); idealom I(R) je rozklad R jednoznadne urdeny.?)

*) Podrobnejsie: %iadame, aby ka¥dy vytvorujici rozklad na S, ktory obsashuje I(R)
ako triedu, bol rovny rozkladu R. ‘
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Pre diskrétne sviizy je snadné vyjadrit hladant podmienku pomocou vztahu
slabej projektivnosti prvointervalov. '

Veta 5. Pre distributivny sviz S plati tvrdenie A vtedy a len viedy, ked ku
kaZdému prvointervalu p svizu S existuje idedl I (p) taky, Ze 1. proointerval p je
slabo projektivny s kaZdym prvointervalom idedlu I (p), 2. videdle I(p) existuje prvo-
tnterval p,, slabo projektivny s prvointervalom P.

Dékaz. a) Predpokladajme, %e pre sviiz S plati tvrdenie A. Nech p je prvo-
interval v 8. Oznaéme {p} = U, R(Y) = R. Nech U; je mnoZina vSetkych
prvointervalov idedlu I(R). Zrejme je p slabo projektivny s kazdym prvointer-
valom mnoziny %, (vid poznimku 3 za vetou 1). Z podmienky A plynie R =
= R(Y,). Prvointerval p sa anuluje v rozklade R, tedy existuje prvointerval
Po € Uy, slabo projektivny s intervalom p.

b) Predpokladajme, Ze pre svéz S je splnens podmienka, vyslovend v doka-
zovanej vete. Nech R je vytvorujtci rozklad na S, nech (pevne zvoleny) prvo-
interval p sa anuluje v rozklade R, nech z je prvok mnoziny I(p), nech I(R) je
mnoZina vietkych prvkov e .S, pre ktoré plati z = z(R). L’ahko sa zisti, %e
mnozina I(R) je idedl.?) (Zrejme je I(R) triedou rozkladu R, teda I (R) je ne-
utrélny idedl.) Nech % je mnoZina vietkych prvointervaloy idealu I (R). Doké -
Zeme, Ze plati R(Y) = R (teda mnozina I(R) jednoznaéne urduje rozklad R).

KedZe I(R) je trieda rozkladu R a kedze R(%) je najmensf z vytvorujucich
rozkladov na 8, ktoré anuluji vietky prvky mnoziny U, plati R(Y) < R.
Nech ¢ je Iubovolny prvointerval, ktory sa anuluje v rozklade R. Sostrojme
idedl I(g). Zrejme sa vSetky prvky idedlu I(g) anuluji v rozklade R. Kedze
prenik idedlov I(p), I(g) je neprézdny, plati I(q) C I(R). Podla predpokladu
v ideéle I(g) existuje prvointerval ¢, slabo projektivny s intervalom gq. Podla
predodlého je g, € U, teda interval ¢ sa anuluje v rozklade R(). Z toho plynie
R < R(Y), a Ghrnne R = R(Y). Tym je tvrdenie vety dokézané.

Skombinujme nakoniec poziadavky, vyslovené v spominanych problémoch
72 a 73 z prace [1] takto:

(B) Budeme hovorit, Ze sviz S mé vlastnost B, ak 1. svidz S je Booleovou
algebrou, a stdasne 2. pre sviz S plati tvrdenie A.

Pre struénejsie vyjadrovanie zavedme este nasledujucu definfciu:

Definicia 8. a) Prvointervaly p, p’ diskrétneho svizu S nazyjvame ekvivalent-
nymi, ak plati p & p', p' & p.

b) Nech diskrétny sviz S md najmenst prvok 0. Prvointervaly <0, ) budeme
nazyvat minimdlnymi proointervalmi a oznadovat p,, g, ..

Pozndmka. Vztah ekvivalentnosti prvointervalov je zrejme reflexivny,
symetricky a tranzitivny.

®) Na zéklade vlastnosti 1. 2, vyslovenych v dokazovanej vete, vietky prvointervaly
idedlu I(p) sa anuluju v rozklade R. Nech z,, z, € I(R), y ¢ S. Plati z, =2(R), z, n y =
=2z N y(R). Ked%e z N y e I(p), je z n y = 2(R), teda w&£n y = 2(R). Zo vztahov z; =
= 2%(R) (¢ = 1, 2) plynie z; U z, = z(R). Tym dokézané, %e I(R) je ideal.
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Veta 6. Diskrétny sviz S s najmen$im prvkom 0 md vlastnost B viedy a len
vtedy, ked pre Tubovolny prvointerval p svdzu S plati 1. p je slabo projektivny
aspoti 8 jednym minimdlnym prvointervalom, 2. ak p je slabo projektivny s niekio-
rym mini'rmilny‘m intervalom p,, potom p, p, 8i ekvivalentné.

Doékaz. a) Predpokladajme, Ze diskrétny svéz S s najmensim prvkom O m4
vlastnost B. Nech p je prvointerval v 8. UvaZujme prislusny ideal I(p) podla
vety 5. Podla tejto vety I(p) obsahuje viac ako jeden prvok, teda existuje
minimélny prvointerval p,, pre ktory plati p & p,. Podla vety 4 st prvointer-
valy p, p, ekvivalentné.

- b) Nech st splnené podmienky 1., 2. dokazovanej vety.

1. Nech p, ¢ st prvointervaly v S, p & gq. Podla predpokladu existuje mini-
mélny prvointerval g,, ekvivalentny s g. Potom je p & ¢,, teda podla podmien-
ky 2. dokazovanej vety je zéroven p ekvivalentny s g,. Z toho plynie, Ze inter-
* valy p, g st ekvivalentné. Podla vety 4 sviiz S je Booleova algebra.

2. Nech p je prvointerval v §. Ozna¢me {p} = U, R(A) = R. Podla pre-
do3lého odseku mnoZina prvkov, kongruentnych s O v rozklade R, obsahuje
viac ako jeden prvok. Oznaéme tato mnozinu I(p). I(p) je zrejme ideal. Podla
definicie mnoZiny I(p) prvomterval p je slabo projektivny s kaZdym prvo-
intervalom tejto mnoZiny. Nech p, je minimélny prvointerval ideidlu I(p).
Podla podmienky 2 dokazovanej vety intervaly p, p, st ekvivalentné. Podla
vety 5 je potom pre svéz S splnena podmienka A. Tym je tvrdenie vety doka-
zané. :

Definicia 9. Sviz S budeme nazyvat jednoduchym, ak nemd Ziadny netrividlny
vytvorujuct rozklad.

Veta 7. Diskréiny sviz S bez najmendieho prvku splituje podmienku B vtedy
a len viedy, ked je jednoduchy.

Dokaz. a) Nech sviz S je jednoduchy. Potom podmienka B je zrejme
splnena.

b) Predpokladajme, Ze diskrétny sviz S nemé najmensi prvok a Ze spliuje
podmienku B. Nech p, ¢ st lubovoIné prvointervaly v S. Utvorme podla vety 5
idealy I(p), I1(q). Ked%e sviiz § nemé najmensi prvok, mnozina I = I(p) n I(g)
obsahuje viac ako jeden prvok. I je zrejme idedl v S. Nech s je prvointerval
idedlu I. Podla vety 5 plati p & s, ¢ & s. Podla vety 4 p, s resp. ¢, 8 st ekvi-
valentné, takie tieZz prvointervaly p, ¢ sa ekvivalentné. Z toho vyplyva, Ze
sviz S je jednoduchy.

Poznémka. Nazvime sviiz S polojednoduchym, ak pre kaZdy interval
{a, b), @ < bsvizu S existuji prvky a, < a; < @, < ... < @y, @ = a,a, = b,
také, e intervaly <{a;_;, a;> (¢ = 1, 2, ..., n) st jednoduchymi svézmi (,,jedno-

214



	
	Other


