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A Casopis pro p&stovéni matematiky, roé. 80 (1955)

O PROJEKTIVNIM ZOBECNENI CHORDALY

JAN SCHUSTER, Praha.
(DOﬁlO dne 26. i‘ijna, 1953.) DT : 513.611

V &lénku je ukézéno projektivni zobecndni metrického pojmu chor-
dély a n&které jeho dusledky.

1. Systém redlnych kuZelosedek, které maji dva rizné (reidlné nebo imagi-
nérni) body spole¢né anebo které se v jednom spoleéném bod& navzéjem doty-
kaji, oznaéme Z. Zvolme dale soufadnicovou soustavu pro homogenni sou-
fadnice z, ¥, z tak, aby spoleéné body resp. spoleény bod kuzelosedek systému X
byly na pfimce z = 0 dany anulovanou kvadratickou formou (s nenulovym
diskriminantem)

Ax?* + 2Bzxy + Cy2 = 0, (1)
resp. aby spoletnd tetna a spoletny bod kuZelosedek systému X byla piimka
z = 0 8 tim svym bodem, ktery je na ni dén rovnici (1), v niz forma na levé
strané mé nulovy diskriminant. 4, B, C jsou konstanty nikoli viecky nulové.

Libovolna kuZelosetka systému X, ktera se nerozpadé tak, aby jako soudast
obsahovala piimku z = 0, pak je:

24x* + 2Bxy + Cy® + 2ayz + 2bxz + p2 = 0 ;
a, b, p jsou parametry této kuZelosetky v systému X.
Budeme vysetfovat, jak je tieba volit bod S(z,, ¥, 2,), aby jeho polary g;
(k = 1, 2) vzhledem ke dvéma riznym pravym kuZelosetkam /, o rovnicich
Ax® + 2Bxy + Cy? + 2a,yz + 2b,xz + pie® = 0, (2)
k=12,
protinaly tyto kuZelosetky v bodech, jeZ lezi op&t na kuZelosetce ze systému ZX.
KuZelosetka l(k = 1, 2) a degenerovand kuZelosetka sloZend z piimky z = 0
a poléry g, urduji svazek, ktery oznaéme ;. Vyle zminény pozadavek je pak

splndn tehdy a jen tehdy, kdy% svazky o, a o, maji spoletnou kuzelosetku.
Svazek o (K = 1, 2) m4 rovnici '

oe(42® 4 2Bry + Cy? + 2a,y7 + 2bxz + pi2?) +
+ wi{(Axo + By, + Lzo)  + (Bxy + Cyo + azze) y +
+ (bi%o + ayo + Pr20) 22 =0, k=1,2.
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Svazky o, a 0, majf tedy spoletnou kuZelosetku tehdy a jen tehdy, kdyz:
@1 = @, (v dal§im klademe ¢, = @, = ¢) a jedtd

2(ay, — ap) ¢ + (Bzy + Cyy + a420) y;, — (Bxy + Cyo + agze) =10,
2(by — by) ¢ + (Az, + By, + lzo) y1 — (Azy + By, + lyzo) Yo = 0, (4)
Py — P + (Lo + ayo + Pizo) 1 — (Lo + @Yo + Pe2o) Y2 = 0.

Eliminaci ¢, 9, a y, z téchto rovnic dostaneme po jednoduchych tpravéch
{2(bg — by) 7o + 2(ay — ‘?1) Yo + (D2 — P1) 2} .

-{(@ay — a;4 — b, — b,B) zy + (a, — a,B — b, — 6,C) y, +
+ (@ghy — a;0,) 20} = 0.

Geometrické misto bodu § je tedy déno takto (indexy 0 vynechime):
20 — b)) @ + 2(ay — @)y + (pr —P)2 =0 (5)

a
(@, — a4 — b, —b,B)x + (a3 — a;B — b, — b,0) y + (ash; — ab,)z=0 .

Ptimka (5) spolu s piimkou z = 0 ddvé zfejmé degenerovanou kuzelosesku
ve svazku kuZeloseéek, uréenou kuzelosetkami !, a l,. P¥{imka (5) splyvé s pi{m-
kou z = 0 tehdy a jen tehdy, kdy%

a, =a,, b, =b,.

Geometricky vyznam téchto relaci je zfejmy z rovnic (2).

Piimku (5), ktera je ¢asti geometrického mista bodu S, nazveme proyektwni
chorddlow kuZeloseéek 1, a l,.

BudiZ S(zy, Yo, 7o) libovolny jeji bod. Rovnice (4). maji pak pravé jen tato
feSeni ve ¢, v,, v,:

PiyLiYPe= —2:2:2. (6)

Dosazenim do (3) za ¢, a , anebo za @, a y,, pfi ¢em# ¢, = @, = ¢, dostaneme

pak rovnici kuZelosetky ze systému X, kterd jde prisetiky kuzelosedek I, a I,
8 poldrami ¢, a ¢; bodu § vzhledem k témto kuZelosetkdm. Tedy na pt.:

zo(Aa® + 2Bxy + Cy?) — 2x4(Ax + By) z — 2y4(Bx + Cy) 2 — } )
— (25420 + 20,0 + P120) 22 = 0.

2. Pripojme ke kuZeloseckam (2) jeSté pravou kuZelosetku I; ze systému X
0 rovnici
Az? 4 2Bxy + Cy? + 2a5yz + 2bxz + p22 = 0.

Necht kuZelosedka I3 nesplyva s Zddnou z kuZelosetek I,, l,. Kuzelosetky I, a I,
resp. I, a I, resp. I3 a I, maji pak projektivni chordély o rovnicich

206 —b)x+ 2(ay —a)y+ (e —p1)2=0,
. 2(63‘ba)x+2(as—aa)y+(%—?s)2=0,
206, —bg)x + 2(a; —as)y + (P, —Pg) 2 =10

(8)
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a tedy nesplyvaji-li, prochézeji jednim bodem, jeho# soufadnice jsou:

1a p 1 p b, 15, a
Zo Yo 2= |1 ag Pg|:|1 Py by|:2|1 b, a,].
- 1 a; p4 1 p, by 1 b; a,

Poléry tohoto bodu vzhledem ke kuZelosedkém I, Iy, I, je protina.]i v bodech,
které lezi na této kuZeloseéce systému X"

Ax? 4 2Bxy + Oy, —(Ax—l—By)z, — (Bx+ Cy) z, 22

y 21 b, a, 1 —0.
Py ‘ b, Qg 1
Y2 by as 1|

K této jeji rovnici dospéjeme nejsnéze tak, Ze z rovnice (7), (8,), (8;) a z identity
Pizo + 25170 + 20,y — (25170 + 2a,Yo + Pi2e) = 0

eliminujeme z,, ¥, 2o
3. Vydetfujme ted projektivni chordély takovych pravych kufelosedek

nadeho systému X, které se dotykaji danych dvou riznych piimek r a ¢. Zvolme
za tyto piimky pfimky

z=0 a y=0.

KuZelosetka svazku X se dotyks téchto piimek tehdy a jen tehdy, kdyZ je
soudasné

—COp=0, B2 —Ap=0,
&ili ;
a= 311/@, b= £2VA_p,

kde & = + 1, &, = + 1. Konstanty 4, C musi tedy nutnd byt téhoz znamén-
ka. Geometricky vyznam toho je jasny. ,

Libovolné dvé rtizné pravé kuZelosetky I, a I, systému X, které se dotyka.]i
zvolenych piimek r a ¢, maji tedy rovnice:

Az* + 2By + Oyt + 26,)/Cpyyz + 26,) Apaz + p22 =0,
Az* 4+ 2Bzxy + Cy* + 2811/6;,” + 2821/2?,-:& + p2t=0;
pro parametry p, a p, plati:

sgnpl—Sgnp.=SgnA—sgnB } 9)
P F Py .

Pro;ektlvni chorda.la téchto kuieloseéek je tedy
2z + 26Oy -+ oVI5] + Vi z =0,
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kde ¢ = sgn p,. Pro libovolné hodnoty parametri p,, p, omezené podminkami
(9), jde tato chordéla vidy bodem

(&}10], — &l4], 0),
ktery lezi na pfimce z = 0.
Tato vlastnost je projektivnim zobecn&nim zndmé vity, %e chordély kruznic,
dotykajicich se dvou pfimek, tvof{ osnovy ptimek.
Analogické tivahy by bylo mo#no provést i v prostorech o vys&im poétu di-
mensi. Tak na pf. v trojrozmérném prostoru bychom za jejich zaklad vzali
systém kvadrik, které prochizeji pevnou kuZelosetkou, a pod. P¥isluiné defi-

nice a vypoéty by pak byly zcela analogické t&m, které jsme udélali v tomto
¢lanku.
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