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Casopis pro p&stovini matematiky, ro. 80 (1955)

0 JEDNOM DRUHU GRUP INVOLUTORNICH CREMONOVYCH
TRANSFORMACI V ROVINE

LADA VANATOVA, Praha.
(Doslo dne 11. éervna 1954.) DT:513.17

Vénovdno akademiku Bohumilu Bydfovskému
k jeho 75. narozenindm.

V préci ,,Sur une espéce particuliére de groupes d’involutions planes
de Cremona‘* ptedloZil prof. B. ByDZ0oVSKY problém, zda existuje v rovi-
nd Sest bodt, které by tvorily soudasné skupinu hlavnich bodd vice neZ
jedné symetrické involuce patého stupnd prvniho, resp. druhého dru-
hu.*) V této své praci dokdzal, Ze skupina Sesti bodl se miZe vysky-
tovat v druhé charakteristické poloze dvojim nebo trojim zptsobem
soudasnd, co¥ davé vznik grup® transformaci 4. nebo 6. Fddu. Na tuto
préci navézal J. METELKA svou praci ,,0 jistych konegnych grupdch
slo¥enych z Cremonovych transformaci prvniho a patého stupns®,
v nf% dokézal, %e skupina Sesti bodt v roving miize byt v prvni charak-
teristické poloze dvéma, tiemi, &tyfmi, Sesti nebo koneéné desiti
rtznymi zptsoby. Ukézal také, Ze jiné moZnosti jiz neexistujf.

NerozreSena zustala je$t§ otdzka, zda je moZné, aby skupina Sesti
bodu byla v prvni i v druhé charakteristické poloze, jaké jsou tu moZ-
nosti a které grupy transformaci tak vznikaji. Upozornéna prof. Byd-
¥ovskym na tento problém, dogla jsem k nésledujicim vysledktm: Je-li
skupina Sesti bodii v roving soudasnd v prvni i v druhé charakteristické
poloze, potom je v ka#dé z téchto poloh bud dvéma, nebo Sesti riznymi
zpisoby (v8ty 2 a 15). Jiné moZnosti neexistuji (poznémky 4 a 5).
Prvni moZnost vede ke grupd @, faddu 8 (v&ta 3) a druhé ke grupé &,
fadu 72 (véta 16), které se skladaji z involuci a cyklickych transfor-
maci prvniho a patého stupnd. Vaéi vlem transformacim obou grup
existuji jednoduché invariantni sextiky (véty 8, 10, 14, 17).

Ne ptikrodim k vlastnimu vykladu, uvedu jesté nékteré zékladni poznatky
z theorie symetrickych involuci patého stupné.
*) Polohu hlavnich bodi symétrické involuce prvniho druhu nazval prof. BydZovsky

prvni charakteristickou polohou, skupinu hlavnich bodi symetrické involuce druhého
druhu druhou charakteristickou polohou.
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V involuci patého stupné odpovidé siti pfimek v roviné sif raciondlnich
kvintik (homaloidnich ktivek), jejichZ basi tvoii 8est pevnych dvojnédsobnych
bodii (z nichz zadné t¥i nelezi v pfimce), které jsou hlavnimi body symetrické
involuce. Téchto Sest bod®, oznadime je ¢&islicemi 1,2, 3, 4, §, 6, neurduje
jedinou kuZelosecku, miZeme proto jimi prolozit celkem Sest kuZelosedek k;
(¢ =1, 2, ..., 6), kde k, znadi kuZelosetku neprochézejici bodem ¢. KuZelosetky
k; jsou hlavni kuZelosetky symetrické involuce.

Hlavni body symetrické involuce patého stupné jsou dvojiho druhu:

1. Hlavni bod prvniho druhu ¢ leZina hlavnikuZeloseéce k; (¢ == j = 1, ..., 6),
kterd. mu v symetrické involuci odpovidé. Rikdme, Ze hlavni body ¢, j tvori
dvojict hlavnich bod@ prvntho druhu.

2. Hlavni bod druhého druhu % nelezi na hlavni kuZeloseéce k;, kterd mu
odpovida v symetrické involuci.

Podle druhu a polohy hlavnich bodii rozeznavame dva druhy symetrickych
involuei:

a) Involuce prvniho druhu mé tfi pary hlavnich bod& prvniho druhu.
Nutné a postacujici podminka, aby Sest bodd v roviné tvofilo skupinu hlavnich
bodi této involuce je, aby leZely po dvou na tiech pfimkéch prochazejicich
tymz bodem M.

b) Involuce druhého druhu mé ¢tyti hlavni body druhého druhu a par hlav-
nich bod@ prvniho druhu. Nutnd a postatujici podminka, aby Zest boda
v roviné tvofilo skupinu hlavnich bodi involuce druhého druhu je, aby hlavni
body prvniho druhu byly polirné sdruZeny vzhledem ke svazku kuZelosedek
uréenému ¢tvefici hlavnich bodi druhého druhu. Involuce prvniho druhu ozna-
¢ime J', involuce druhého druhu J'.

Samodruzné body involuce prvniho druhu J! vypliuji kubickou kfivku c3,
kterd prochdzi vSemi hlavnimi body a v kazdém z nich se dotyka té hlavni
kuZelosecky k;, kterd mu odpovida involuci. Vedle toho existuje jest& isolovany
samodruzny bod M.

Involuce druhého druhu J™ mé tyto samodruzné body: viecky body spojnice
hlavnich bodi prvniho druhu a diagonalni vrcholy étyrrohu uréeného hlavnimi
body druhého druhu.

Predpoklddejme, Ze body 1, 2, ..., 6 jsou v prvni charakteristické poloze,
t. j. Ze dvojice bodl 1, 2; 3, 4;5, 6 tvori pary hlavnich bodd involuce JI.
Primky 12, 34, 56 se protinaji v jediném bod& M, .

Pozndmka 1. Maji-li byt hlavni body involuce JI soudasné v druhé charak-
teristické poloze, nemuzeme zvolit Zddny z part hlavnich bodi této involuce za.
hlavni body prvniho druhu involuce JX. Kdybychom tak uéinili, byl by bod M,
jednim samodruznym bodem Desarguesovy involuce vytaté svazkem kuzelo-
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sedek s basi ve zbyvajicich &étyfech hlavnich bodech JI na spojnici zvoleného
péru a nemohly by jimi byt tyto body.

Za hlavni body prvniho druhu involuce J™ zvolme body 3, 6. SloZens kuZelo-
setka 45, 12 svazku uréeného body 1, 2, 4, 5 musi protnout p¥imku 36 v dvojici
bodil, které harmonicky oddéluji body 3, 6. Z této podminky a z vlastnosti
tplného &tyrrohu uréeného body 3, 6, 4, 5 plyne, e body 1, 2 lezi na diagonalni
stran® Gplného étyrrohu, protilehlé k diagondlnimu vreholu S, = 36 N 45.

Vé&ta 1: Nutnd podminka, aby est bods v roviné bylo soufasné v pront i v dru-
hé charakteristické poloze je, aby dva z téchto Sesti boda leZely na nékteré strané
diagondlniho trojihelntka vplného Etyrrohu zbyvajicich &y bods.

Tato podminka neni postadujici, nebof zvolime-li body 1, 2 libovoln& na
zmindné diagonalni strand, nemusi jeit® sloZend kuzeloseka 14,25 protinat
piimku 36 v bodech, jez by harmonicky odd&lovaly body 3, 6. Je vSak nutn4 a
postadujici pro to, aby Sest bodl tvofilo dvojim zpiisobem prvni charakteris-
tickou polohu a to tak, Ze par leZici na diagonélni stran& je pro obd polohy
spoleény.

Abychom vysetiili, jaké dalsi podmince musi vyhovovat body 1, 2, zvolené
dle véty 1, aby body 1, ..., 6 byly v druhé charakteristické poloze, pritadime
bodim 3, 4, 5, 6 soufadnice 3(1,1,1), 4(—1,1,1), 51, —1,1), 6(1,1, —1).
Body 1, 2 lezi na jedné ze soutadnych os. Tuto osu zvolme za o, take soutad-
nice bodi 1, 2 jsou I(y;, ¥s, 0), 2(21, 24, 0).

Aby body 3, 6 byly hlavnimi body involuce J” prvniho druhu, musi slozena
kuZelosecka 14, 25 protinat 36 v bodech, které oddéluji body 3, 6 harmonicky.
I =yw, —y2 + (Y1 + y2) 23 =0,

25 =zgx) — 2%, — (2, + 25) 23 = 0.
Vezmeme-li na piimce 36 body 3, 6 za zdkladni, jsou parametry prisediki
14 n 36 vzhledem k témto bodém x = y,, 4 =y, a parametry prisediku
250360 =2, A= 2. Aby tyto dva priseéiky oddélovaly body 3, 6 harmo-
nicky, musi platit

22=Y1» Z1=—"Ya- (1)

JestliZe soufadnice bodd 1, 2 vyhovuji podmince (1), d4 se snadno ukazat, Ze
soudasnd body 4, 5 jsou samodruznymi body Desarguesovy involuce, vytaté na
jejich spojnici svazkem kuZelosedek s basf v bodech 1, 2, 3, 6. Body 1, ..., 6
tvofi proto skupinu hlavnich bodd dvou réznych involuci druhého druhu
L, Ji% Jif mé body 3, 6 a JI' body 4, 5 za hlavni body prvniho druhu.

Vé&ta 2: Nutnd a postadujict podminka, aby body 1, ..., 6 byly souéasné v proni
§ v druhé charakteristické poloze je, aby soufadnice bodd 1(y,, Ys, ¥s), 2(2;, Zss 23)
Pri uvedené volbé systému souradnic spliovaly rovnice

2y=—Y;,2,=Y; 2,=9% =0 (¢ & j & ! probihaji &isla 1,2,3). (2)

164



Je-li tato podminka splnéna, jsou body 1, ..., 6 v pront © v druhé charakteristické
poloze dvéma riznymr zpisoby.

Poznédmka 2. Rovnice (2) fikaji, Ze bod 1, resp. 2 miZeme na diagondlni
strand uplného étyrrohu 3, 4, 5, 6 protéjdi k diagondlnimu vrcholu 8, volit
zcela libovolng. D4 se proto otekavat, omezime-li volbu bodu 1, resp. 2 dalsi
podminkou, Ze body 1, ..., 6 budou v prvni i v druhé charakteristické poloze
vice nez dvéma riiznymi zplsoby. VySetieni této moZnosti provedeme v dalsim.

11l. Grupa ®,

Maji-li body 1, ..., 6 polohu uvedenou ve v&té 2, tvofi skupinu hlavnich bod&
téchto symetrickych involuei

JL 12,34,56, J' 36,1245,
JL12,35,46, I 45,1236 .

Skladanim involuci po dvou obdrZime kolineace, nebof takto sloZené transfor-
mace prifazuji pfimkam opét pfimky.

a) SloZzenim dvou involuci téhoZ druhu dostaneme stfedovou involutorni
kolineaci H,. Nebot pfimky 36 a 45 si odpovidaji v obou involucich JI i JI na-
vzdjem, jsou proto ob® samodruzné pro H, a jejich prisedik 8, je samodruzny
pro vSechny tii transformace. Piimky 34, 56 jsou samodruzné pro J; a odpovi-
daji si navzajem v JI, a tedy i v H,. Jejich prasedik M,, ktery lezi na 12 je samo-
druzny pro Ji, Ji, i H,. TotéZ plati pro bod M,, prisetik piimek 12, 35, 46.
Bodu I odpovidé v J| kuZelosetka k, a té v JI bod 1. Je to tedy dalii samo-
druzny bod pro H,. Kolineace H, mé tii samodruzné body na pfimce 12, jsou
proto vSechny body této pfimky pro ni samodruiné a H, je stfedovou ko-
lineaci s osou 12 a stfedem §,. Tutéz stiedovou kolineaci H, obdrzime sloZenim
obou involuei druhého druhu, jak se snadno dokaze. Pongvadz involuce JI, JI
jsou zdménné, stejnd jako involuce Ji', Ji! plati (podle prace [1], [2]):

J=H. =Lk, 'L =H ="

b) SloZenim jedné involuce prvniho druhu a jedné druhého druhu obdr#ime
dvé cyklické kolineace U,, V; s periodou &tyfi. V sloZené transformaci U, =
= JJi! si totiz hlavni body odpovidaji nésledujicim zptisobem. Bodu I odpo-
vidd v J} kuZelosetka k, a té v JI bod 2; odpovidd proto v U, bodu I bod 2.
Stejné zjistime, Ze U, ptitazuje bodu 2 bod 1, 4 ~ 5, § ~ 3, 6 ~ 5. ZapiSeme-li
odpovidani v cyklech, plati (3465)(12). M4 tedy U, jeden nepfimolary &tyr-
bodovy cyklus a tudiZz podle zndmych vét o eyklickych kolineacich, je U, cyk-
lické s periodou &tyii. Jeden samodruzny bod U, je S,, nebot v U, odpovids
pfimce 36 piimka 45 a obricens, piimce 45 pfimka 36. P¥imka 12 je samo-
druZné jak v Ji, tak i v JII; je proto samodruzné i v U, & U, na ni indukuje in-
voluci, jejiz dva pary jsou I,2a I, I',kde I = 45 N 12a I' = 12 N 36. Samo-
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dru#né body této involuce S, a S;; jsou dalsi dva samodruiné body kolineace
U,. Kolineace V¥, = (U,)® mé tytéZ samodruzné body jako kolineace U,.

Jaké vztahy plati mezi jednotlivymi transformacemi, ukazuje nejlépe tato
tabulka:

-

E|Ji|L || E|H| UV,

S| E|H UV

B |Ho| E Vi | U B | B R

}I vl. ul E Hl ;I .l% ]}

Fluvw]e 5] 4

Ho| B | BB E |y

U | B R K E |V H

Vo |K' B B K| U E | H,

Véta 3: Involuce pdtého stupné Ji, I3, J\', Jit a kolineace H,, U,, V, s identickou
transformact E tvort grupu rovinngjch transformact osmého fddu G,.

Grupa B, neni Abelova, mé viak ti¥i Abelovy podgrupy fadu &tyfi:

©4(1{’ 1%7 Hl’ E) > ©;( {I: ;Iy Hl) E) ’ ©:(H1s Ul, vp E) .
Kleinovy étyigrupy cyklicka grupa
V dal8im pod pojmem ,,samodrufngj element pro grupu @ rozumime element,
ktery je samodruZny pro viechny transformace této grupy. Pod pojmem ,,in-

' variantni kfivka pro & rozumime kiivku, kterd je invariantni vzhledem ke
viem transformacim grupy &.

IV. Samodruiné elementy pro grupu §,.

Podgrupa &, mé podle price [2] jen tfi samodruzné body S,, M, a M, =
= 12 N 35 a jedinou samodruZnou p¥imku 72.

Podgrupa G, mé podle prace [1] tii samodruné body I, I', 8, a t¥i samodruz-
né piimky 12, 36, 45. '

Z vlastnosti kolineaci H,, U,, ¥, plyne, Ze podgrupa ®; m4 samodruzny bod
8, a dva samodruzné body S; a S;; kolineaci U,, V,. Tfi samodruZné pfimky
jsou spojnice zmin&nych samodruznych bodu.

V&ta 4: Grupa &, md jeding samodruing bod S, a jedinou samodrufnou
pFmku 12. v
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V. Invariantni kFivky pro grupu ®,.

Podgrupa &, ma podle préce [2] cely svazek invariantnich kuzelosetek a to
svazek s basf v bodech 3, 4, 5, 6. Abychom ukézali, které kuZelosecky tohoto
svazku se reprodukuji ®,, stati urdit ty kuZelosetky ze zmin&ného svazku,
které jsou invariantni pro jednu z involucf JII, t¥eba Ji%, pondvadi G, je v G,
indexu dvé. Aby se kuZelosetka svazku 3, 4, 5, 6 reprodukovala involuci J,
musi protinat p¥imku 12 v bodech, které harmonicky oddé&luji samodru#né
body I a I" involuce Ji' na této ptimce. Body I, I" jsou proto polérng sdruzené
pro hledanou invariantni kuzelosedku, a pongvads piimka 12 je polérou bodu 8,
pro viechny kuZelosetky svazku 3, 4, 5, 6, je ptimka I 8, poldrou bodu I’ nasi
invariantni kuZelosetky.

Véta 5: Existuje jedind kuZelosetka invariantni vadi grupé G,. Je to kulelo-
secka k, jdouct body 3,4, 5, 6 s teénami 31, 41", 5I', 61 v téchto bodech,

Studium nerozlozitelnych kubik invariantnich pro &, nevede ke kladnému
vysledku. Vysetfovéni neprovedeme, nenf na ném nic zajimavého.

Diive neZ pfikro¢ime ke studiu invariantnich sextik pro G, definujme si nej-
prve pojem bodové osmice a uvedme n&kolik pomocnych vét.

Definice: Osm bodii, které obdr¥ime, kdys na libovolny bod roviny Q, apliku-
jeme vdechny transformace ®,, tvo¥s bodovou osmici (@).

Necht bodu @, odpovidaji transformacemi JL, JL, 1% 5% Hy, U, V, postupn
body @,, @;, Q,, Qs, @¢, @7, Q. Z grupovych zakoni &, se snadno odvodi
véta:

Vé&ta 6: Zvolime-li za bod Q, samodru#nyj bod 8, grupy &, redukuje se osmice
bodw. (Q) na jediny bod, na dva body, je-li @, samodruzny bod jen jedné z podgrup
6., &, @ (nebo bod 1, & 2), na &y body, je-li Q, samodrutny bod pouze jedné
z transformact grupy G, rizné od E.

Plati i véta obricena.

Neredukovana osmice (@) nemtize lezet v pfimce, nebotf jenom piimka 12
je samodruznd v G, a pro jeji body se osmice redukuje na &tvefici nebo na
dvojici (podle véty 6). Lezi na regularni kuzelosece tehdy a jen tehdy, zvo-
lime-li za bod osmice () bod kuzelosetky ky, ktera je invariantni pro ®,. Pons-
vadZ viechny kuZelosetky svazku s basi v hlavnich bodech 3, 4, 5, 6 jsou in-
variantni pro ®,, znamena to, 7e kuzelosetka ky; tohoto svazku, obsahujici bod
@, obsahuje jesté dalsf tii body Q,, Q,, Q; osmice (Q). Této kuzelosesce odpo-
vidd v8ak v ostatnich transformacich ®, kuzelosetka tého# svazku kyp, kterd
prochézi body Q,, @;, @,, Q. MiZeme proto vyslovit vétu: -

Véta 7: KaZdd neredukovand osmice (Q) lezt ma dvojici kuZelosedek svazku,
ktery md basi v bodech 3, 4, 5, 6. Tato dvojice kuZeloselek splyne v jedinou, zvo-
lime-li za bod osmice bod kuseloseSky ky, kterd je invariantni pro ®,.

Pro lepsi prehled dikazi uviddime tabulku, jak sob& odpovidaji spojnice
hlavnich bodi v jednotlivych transformacich (UN
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} .’; ]}I ’ %I H, U, \A
13 24 25 16 13 16 24 25
14 23 26 14 15 15 26 23
15 26 23 15 14 14 23 26
16~ 25 24 13 16 13 25 24
23 14 15 26 23 26 14 15
24 13 16 24 25 25 16 13
25 16 13 25 24 24 13 16
26 15 14 23 26 23 15 14 (3)
34 34 56 46 35 56 46 35
35 46 35 56 34 46 34 56
36 45 45 36 36 36 45 45
45 36 36 45 45 45 36 36
46 35 46 34 56 35 56 34
56 56 34 35 46 34 35 46

V dalsich pomocnych vétéch nebereme v Gvahu hlavni body 1,...,6.

Pomocni v&ta I: Spojnice hlavnich bodd jdouct bodem My, resp. M, rizné od
12, obsahujt kaZdd jediny bod, pro néj% se (Q) redukuje na étvefici.

Kubika samodru¥nych bodi ¢ involuce JI, resp. ¢} involuce J; prochézi
hlavnimi body 1, ..., 6 a bodem M,, resp. M, [3]. Protiné proto spojnice hlav-
nich bod# jdouci bodem M, resp. M, v jediném bodé, kdezto spojnice hlav-
nich bod# jdouci M,, resp. M, jiz vitbec neprotind. Samodruzné body ostatnich
transformaci ®, na téchto pfimkéch jiz nelezi.

Pomocn4 vé&ta Il: Spojnice hlavnich bodd meprochdzejici ani bodem M, ani
bodem M, a rizné od pFimek samodrufngjch bodd involuct Ji* a J;' obsahuji kaZdd
t#i body, pro né% se (Q) redukuje na Stvefici. Dva z téchto boddw ndleZt téfe Ctvefici.

Kubiky ¢? a ¢} se protinaji v bodech 1, ..., 6, S; a v bodech 1, 2 se dotykaji
[2]. Protiné je proto uvaZované spojnice hlavnich bodi ve dvou ruznych bo-
dech, které nalei téze tvetici (podle [3]). Kazd4 z t&chto piimek je stranou
gtyrrohu 1, 2, 4, 5, resp. &tyrrohu 1, 2, 3, 6, obsahuje proto isolovany samodruz-
ny bod II = 14N 25, nebo IIl = 24N 15, resp. 11" = 13N 26, nebo II1" =
— 16 N 23 involuce J, resp. involuce Ji. Body II, II', I1I, III’ néalezi téze
Stveftici, jak plyne z (3).

Pomocn4 v&ta I: Kufeloselka k; obsahuje tFi redukované osmice, a to jednu
dvojici Sy, 8y; a dvé Stvefice 11, 111, 11", IIT" a C, C,, C}, Cy, kde C,, Cy, resp.
C,, C, jsou prisediky k; s kubikou ¢}, resp. c3. _

Kuelosedka k;, pondvad je pro & invariantni, protind pfimku 12 v redu-
kované dvojici. Na piimce 12 le#i t¥i dvojice, totiz I, I'; My, My S, S
Nemiize to byt dvojice I, I, ani M,, My, zbyvé proto jen dvojice Sy, Sy Bod 8,
a pimka 12 jsou pél a poléra pro ky, proto tedny k; v bodech 8}, 8y, jsou pfimky
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8,81, 8,8y, Spojnice hlavnich bodi z pomocné véty II protinaji k; v jednom
hlavnim bod®¥ a je$t& v dal’im bods, takovém, Ze body mu odpovidajici v trans-
formacich @, nelezi na téze primce. Tuto podminku splituji pouze isolované
samodruzné body involuei JII, JI* totiz 11, I11, IT’, I1I", které tedy viechny lezi
na invariantnf k. Kubika c?, resp. ¢} protiné k; vedle hlavnich bodii jest& v bo-
dech C, Oy, resp. C}, C;. Vzhledem k invariantnosti k; nalezi body C,, C,,
0}, C; téze Stvetici.

UvaZujme nejprve podgrupu &, grupy G,. Tato podgrupa je téhoZ typu
jako grupa prostudovans v praci [1] prof. Bydzovskym. V této préaci je uvedena
véta: Kazda sextika s dvojndsobnymi body 1, ..., 6 prochézejici dvéma libovol-
nymi dvojicemi jedné involuce JII a stejnd tak dvéma dvojicemi (riznymi od
prvnich dvou), které jim odpovidaji v Ji', je invariantni pro ®,. (Pfipominsme
étendli, Ze sextika prochézejici Sesti hlavnimi body prechazi involucemi
JL I% 15 J3T opét v sextiku.)

Necht sextika s® majici dvojnasobné body 1, ..., 6 prochizi neredukovanou
osmici (@). PondvadZ body (Q) tvori Styfi dvojice (@, Q,), (e 1), (@3, @),
(Qs, @) pro Ji' a soutasns styti dvojice (Qy, Qs), (@ Qs)» (@ @), (Qu @y) PLO

5 (dle (3)), lze mezi nimi vybrat vidy dvé dvojice jedné involuce tak, aby jim
odpovidajici dvojice druhé involuce grupy ®; byly rizné od prvnich dvou.
Sextika s spliuje pfedpoklady citované véty, a proto je invariantni pro vie-
chny transformace ®,. Invariantnost ¢ vidi &, bude dokézéna, ukéZeme-li, ze
8° je invariantni alespoxt pro jednu involuci JI. Kubika samodruznych bodd ¢
involuce J{ m4d s s° spoleénych #est hlavnich bodi I y -+ 6 & jesté dalSich Sest
bodd, kterymi musf prochézet s odpovidajici s¢ v JI. Tyto body jsou riizné od
bodi neredukované (Q), nebot pro né se osmice redukuje na &tvefici. Ktivky
8% a s® se protinaji v hlavnich bodech 7 » - -+ 6, které jsou pro obd dvojnasobné,
v bodech osmice (@) a v %esti bodech ¢, co# davé dohromady 38 prasediki
t. j. 8% = &8,

Véta 8: Viechny sextiky uréené dvojndsobnymi body 1, ..., 6 a prochdzejict ne-
redukovanou osmict (Q), jsou invariantni pro &g.

Invariantni sextiky s% uréené dvojnésobnymi body 1,..., 6 a jednoduchymi
body @, ..., @, urdité neredukované (@) tvoii svazek s basi v t&chto bodech,
které davaji dohromady 6.4 + 8 — 32 prisediki. Zbyva urdit jestd dalsi
&tyfi body base. VSechny kiivky s protinaji k; v bodech 3, 4, 5, 6, které davaji
osm prise¢ikit a v dalsich &tyfech bodech, které tvoii redukovanou osmici,
pondvadZ 8% jsou invariantni. Takovych bodil je na k; pouze koneény podet
(dle pomocné véty III), musime proto mezi nimi hledat body base svazku
invariantnich sextik s¢. Soutasnd viak maji kiivky % vSecky se samodruznou
ptimkou 72 spoleénou, kromé hlavnich bodd 7 » 2, tutéz redukovanou dvojici
‘bodii, kters také patii basi svazku. Pongvads svazek sextik mée mit pouze
36 bodi base, dotykaji se v¥ecky s kuZelosedky k; v bodech 8, 8y, v nichZ
maji spole¢né tetny 8,8y, 8,8;;, které si odpovidaji v &,.
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Vi&ta 9: Invarianint sextiky uréené dvojndsobnymi body 1, ..., 6 a jednoduchymr
body uréité neredukované (Q), tvoft svazek sextik, ktere ma,;nf v bodech 8, 84, spo-
leéné teény 8,8}, S, Sir-

Aby tyto sextiky byly rozloZitelné, musely by se rozpadat na invariantni
kiivky, nebo na kfivky, které se transformacemi &, vymé&iuji, stupné nizsiho
ne# Sestého. Jsou mozné tyto pripady:

a) Pfimka 12 a kvintika s dvojnasobnymi body 3, 4, 5, 6 a ]ednoduchyml
' 1,2,Q, ..., @, Neredukovani osmice nemiZze leZet na pfimce 12, a proto ji
uvaZovand kvintika protind kromé bodd 1, 2 jesté ve tiech bodech (nikoli
nutnd vesm&s riznych od bodd 1, 2), které se reprodukuji &,. Z téchto tiibodi
by dva v kazdém piipads tvofily dvojici a zbyvajici bod by byl samodruzny
pro &,. Takovy bod v8ak na piimce 12 neexistuje, a proto tento ptipad nemize
nastat.

b) Kvartika g, z invariantniho svazku kvartik s basi v bodech 1, 2 dvoj-
nésobnych, 3, 4, 5, 6, 11, II11, II', I1I' jednoduchych a kuZelosecka k. Kvar-
tika ¢; ma s kuZelose¢kou k; spoleéné body 3, 4, 5, 6, 11, I11, I1I', I1I'. Pod-
minku, aby kvartika ¢, prochdzela danou neredukovanou osmici, splituje jedina
kvartika svazku. (O osmici bodl tu piedpoklddame, Ze nelezi na k;, kdyby
tomu tak bylo, obsahovala by kvartika g; kuzelosetku k; jako soucast.)

¢) Kvartika g¢; a dvé pfimky. Aby tato rozlozitelna sextika patfila do svazku
invariantnich sextik, musely by dvé piimky, které by byly jejimi soucastmi,
obsahovat body 3, 4, 4, 6, 8}, 8y;, coZz neni moZné.

d) Dv& kubiky. Pondvad? neexistuje dle kapitoly V kubika invariantni
pro g, musely by to byt kubiky, které se transformacemi &, vymsiiuji. Aby
kubika pFechdzela opét v kubiku symetrickymi involucemi patého stupné,
musf obsahovat 1. jeden hlavni bod jako dvojndsobny a étyti hlavni body jako
jednoduché, 2. vechny hlavni body jako jednoduché. P¥ipad 1. nepfichézi pro
nade vydetfovéani v Gvahu, nebot byl-li by jeden z hlavnich bodd 3, 4,5, 6
dvojnésobnym bodem, musely by jimi byt i viechny ostatni z téchto bodi
(U,(3465) V,(3564) H,(36) (45)). Ale ani body 1, 2, které si navzajem odpovidaji,
nevyhovuji. Na pf. v Ji! odpovid4 kubice, majici bod 7 za dvojndsobny a bod S,
resp. S;; za jednoduchy, kubika, pro ni# je bod 1 op&t dvojnisobny, ale kterd
prochézi bodem Sy, resp. S;. Musela by proto tato kubika obsahovat jak bod S,
tak bod S,;, coZ neni mo#né. Zbyva proto vygetiit pouze piipad 2. V tomto pii-
padd by jedna sextika obsahovala body 1, ..., 6 a v bod& S§; by se dotykala
ptimky S,8; a druh4 by prochizela body 1, ..., 6 a v bodé Sy by se dotykala
piimek 8,S;;. Takto uréené kubiky by se viak protinaly jesté ve tfech bodech,
které by se musely grupou @, reprodukovat. To je mozné jen tehdy, kdyby
jeden z t&chto bodd byl bod 8, a druhé dva body body redukované dvojice. Re-
dukované dvojice lezi vSak pouze na piimce 12, a proto piimka 12 by byla
souddsti obou kubik.
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e) Tti kuZelosetky, a to kuZelosedka k; a dvé kuzZelosedky svazku s basi
v bodech 3, 4, 5, 6, které se jediné vyméiuji grupou ®,. Tato sextika vsak
nemé body 1, 2 za dvojnésobné.

f) Dvé kuzelosetky a dvé piimky. Tento ptipad splituji pouze dvé kuZelo-
setky svazku s basi v bodech 3, 4, 5, 6, které obsahuji, dle véty 7, neredukova-
nou osmici, a piimka 12 dvakrat poditans.

8) KuZelosecka k; a &tyti pfimky. Pro &tvefici piimek existuji dle (3) tyto
moZnosti: bud pfimky 13, 24, 25, 16, nebo 23, 14, 26, 15, resp. 36, 45 a pfimka
12 dvakrat potitand. Oviem, tyto piipady nastanou pouze tehdy, lezi-li body
neredukované osmice na pfimkéch spojujicich hlavni body.

h) Sest primek. Tomuto pripadu vyhovuje pouze p¥imka 12 dvakrat po¢i-
tand a nékterd ze Gtvefic piimek dle (3) reprodukujicich se grupou ®,.

Z t&chto tvah plyne: Ve svazku invariantnich sextik uvafovaném ve vété 9,
kdyz body meredukované osmice (Q) nele¥t ani na ky, ani na spojnicich hlavnich
bodi, existuji dvé rozlofitelné sextiky. Sextika slofend z kvartiky q; obsahujict
neredukovanou osmici a kuZeloselky ky a sextika obsahujici jako souédsti dvé
kuZeloseCky svazku s bast v bodech 3, 4, 5, 6, které prochdzejt body neredukované
osmice a primku 12 dvakrdt poéitanou.

Ma-li mit sextika invariantni pro &, vedle hlavnich bodi jesté dalsi dvoj-
ndsobné body, musi mit vSechny ostatni body prislu$né osmice (@) za dvoj-
nasobné. To je mozné jen pro ty body, pro né# se osmice redukuje, pozadu-
jeme-li, aby sextika byla nerozloZiteln4.

Sextiky se sedmi dvojnasobnymi body.

Za sedmy dvojndsobny bod invariantnf sextiky mazeme vzit pouze bod S|,
ktery je jedinym samodruznym bodem pro ®,. Takovs sextika, protind pfimku
12 v redukované dvojici bodii. Ponévad? na této pfimce (dle véty 6) lezi tii
takové dvojice Sy, Si; I, I'; M,, M,, existuji celkem tii moZnosti:

a) 8, 8;; —uvazovand sextika potom nilezi do systému sextik s dvojnasob-
nymi body 7, ..., 6, dotyki se proto v bodech S|, Sy ptimek 8,8, 8,8y;.
Invariantni sextiky s svazku uréeného dvojndsobnymi body 1,...,6 a ne-
redukovanou (@) protinaji piimku 36 samodruinych bodi involuce Ji%, resp.
piimku 45 samodruznych bodi involuce JI, kromé v hlavnich bodech jet&
ve dvou bodech 4, 4;,, resp. 4,5, Ay, které tvoii pary involuce H, na t&chto
pfimkéch. Ponévadz s je invariantni pro ®, a bodéam primky 36 odpovidaji
v @ jednak body téze piimky a jednak primky 45 (dle (3)), ndlezi body 4,,,
Ay A, A, téie Stvetici. Pozadujeme-li, aby s uvaovaného svazku proché-
zela bodem S, je tento bod pro obé pfimky 36 a 45 dvojnisobnym priiseéike
s 85, tudiz jejim dal§im singuldrnim bodem. '

V&ta 10: V kaZdém svazku sextik uréeném dvojndsobnymi body 1, ..., 6 a jedno-
duchymi body neredukované osmice (@) existuje jedind sextika se sedmym dvoj-
ndsobnym bodem S, totiZ sextika svazku, uréend timto bodem.
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b) I, I' — v tomto piipadsé se sextika s¢ rozpadé na piimky 36, 45 a kvartiku
¢* s dvojnésobnymi body 1, 2 a jednoduchymi 3, 4, §, 6. Aby tato kvartika byla
invariantni pro ®&,, musi protinat spojnice hlavnich bodu pomocné véty II
kromé hlavnich bodi, z nichZ jeden je dvojndsobny a druhy jednoduchy, jestdé
v dalsim bod& takovém, Ze body jemu odpovidajici v transformacich &, jiz
nelezi na této pfimce. Z (3) a pomocné véty II plyne, Ze tento bod je isolovanym
samodruznym bodem J. Invariantni kvartika g obsahuje proto body II, IT’,
II1,I1T'. Dvojnésobnymibody 1, 2 a jednoduchymi 3, 4, 4, 6, II, II", I11, I1I’,
je urden svazek kvartik ¢}, které jsou viechny invariantni pro &, nebot svazek
obsahuje tfi invariantni kvartiky

¢y = 14, 15, 23, 26 gy = 25,24, 16, 13 g5 = ky, 12, 12,

Véta 11: Invarianint sextiky grupy &g se sedmi dvojndsobnymi body S,
1, ..., 6 protinajict primku 12 v bodech I, I’ se sklddajt z pFimek 36, 45 ainvariant-
nt kvartiky q} svazku uréeného dvojndsobnymi body 1, 2 a jednoduchymi 3, 4, 5, 6,
II1,111,1I',11I".

c) M,, M, — mé-li byt sextika takto uréend invariantni pro &, musi pro-
tinat spojnice hlavnich bodt jdouci body M,, resp. M,, kromé v téchto a
v hlavnich bodech, je$té v dal§im bod8, pro néjz se osmice redukuje na &tvefici
(dle (3)). Takovy bod je viak na této pfimce podle pomocné véty I, pravé
jeden. Invariantnf sextika obsahuje proto body P, = ¢} N 34, P = ¢ N 56,
Py = ¢} N 46, P, = c3 N 35. Invariantni kuZelosetku k; protind v hlavnich
bodech 3, 4, 5, 6, které davaji osm prusedikl a jesté v dalsich étyrech bodech,
které nalezi téze redukované osmici. Nemohou to byt body 11, 111, II', I1I’,
nebof na p¥. hlavni p¥imka 15 by méla se sextikou spoletné dvojnasobné body
1, 5, jednoduchy III a je&t® jeden bod, jemuz odpovidajici v ostatnich trans-
formacich G by uZ nesmél lezet na téze piimce. Takovy bod vSak jiz dle ta-
bulky (3) a pomocné véty II neexistuje. M4 proto invariantni sextika s kuzelo-
sedkou k; spoletné body C, C}, Cy, C; (dle pomocné véty III). UvaZovand
sextika viak protind kazdou z kubik ¢ a ¢} v devatendcti bodech a tudiz se na né
rozpad4. '

Véta 12: Existuje jedind invarianint sextika se sedmi dvojndsobnymi body
1,...,6,8,, kterd protind primkw 12 v bodech M,, M,. Tato sextika se rozpadd
na kubiky ¢} a c3.

Tim jsou viechny sextiky se sedmi dvojndsobnymi body vycerpany. Stu-
dium hypereliptickych invariantnich sextik a invariantnich sextik rodu jedna
nepfind&i Zddnych zajimavosti. Snadno se d4 dokazat véta.

Viéta 13: V grupé ©, neexistujt nerozlofitelné invarianini sextiky rodu dvé
a rodu jedna. Hypereliptické sextiky se rozpadaji na dvojndsob potitanou pFimku
12 a dvé kuZelosebky ki, kyy svazku 3, 4, 5, 6, které si odpovidaji ve vdech trans-

162



formacich @y. Invarianini sextiky rodu jedna jsou slofeny z dvojndsob politané
primky 12, primek 36 a 45 a invariantni kuZelosetky k;.

Raciondlni sextiky.

Pozadujeme-li, aby racionélni sextika byla invariantni pro G, musi jeji
dvojndsobné body byt hlavni body 1,..., 6 a dalsi &tyti body T,, Ty, T's, T,
které nalezi téie &tvefici reprodukujici se grupou @;. Osmice se redukuje na
Ctvefici, zvolime-li za bod 7T, samodruzny bod (rdzny od bodi 8, M,, M,,
L I', 8, 8)) jedné z involuci ;. Snadno se ukéze, %e neexistuji jednoduché
invariantni raciondlni sextiky s dvojnésobnymi body v bodech 1,...,6 a
v bodech &tvefice samodruznych bodi involuci JII, JII H,,

Jinak je tomu pro involuce prvniho druhu.

Je-li bod 7', samodruznym bodem involuce J, t. j. bod kubické kiivky ¢
(ovSem riizny od M,, 8,), odpovidd mu v JL bod 7T, + T, lexici opét na c.
V Ji, J5* odpovida ¢} kiivka c3 a proto body T, 7, odpovidajici v t&chto invo-
lucich bodu T';, lezi na této kfivee a jsou samodruzné pro Ji- ¢3i ¢} jsou inva-
riantni pro H, a body T, ..., T, tvoii pro ni pary (T,, T,), (75, T,). P¥imky
T\Ty, T,T, prochazeji bodem S, a odpovidaji si navzajem kolineaci u,.

O poloze dvojnésobnych bodi raciondlni sextiky, jichZ jak zndmo je deset,
odvodil prof. BydZovsky v [4] vétu: Sestrojme kterékoliv dve kiivky kubicksé,
které obsahuji dohromady vsech téchto deset bodii: osm z nich maji spoleénych,
mimo to kazd4 obsahuje jeden dal§i bod jako devaty. Teéna v kazdém z t&chto
dvou bodi k ptisludné kubice, protne ji v tém¥e bods, ve kterém ji protne teéna
vedend v devatém prisediku obou kiivek.

Zkusime, zda skupina bodd I,...,6,T,, T, T, T, vyhovuje podmince
uvedené v této véts. Body 1, ..., 6, T,7,T;al,...6, T,, T,, T, prolozime
kubické kiivky cf a ¢. Obg tyto kubiky patii do svazku kubik, uréeného ku-
bikou ¢} samodruznych bodd involuce J! a kubikou slo¥enou z kuZelosecky k;;
uréené body 3, 4, 5, 6, T,, kters obsahuje také bod 7', a piimky 12. Tyto dvs
kubiky se protinaji jesté v bod® M, a stejn tak i kfivky c3 a c3, které jsou in-
variantni pro Jj dle préce [2], [3] tudiZ obecns eliptické. Oznadime-li eliptické
parametry bodd I, ..., 6, Ty, Ty, Ty, M, na kiivce ¢} postupnd pismeny
@y, ..., Qg by, by, B3, m a elipticky parametr teénového bodu k M 2 pismenem ¢,
plati:

2m +t=0, a;+a;+m=0, a,+a,+m=0. (4)

ProtoZe cj je invariantni a bod 7'; samodru#ny pro JI, existuje kuzelosetka,
svazku 3, 4, 5, 6 invariantni pro J;, kters se dotyks v bods T4 kubiky c3. Plati
proto

ay+a, +a; +ag+ 26,=0. (5)
Dosazenim do (5) z (4) dostdvime
i+ 2=0.
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Cili kubika c3 mé ty% teénovy bod pro M, jako pro bod T';. Stejnym zpiisobem \
se dokéaZe, Ze i kubika ¢} ma pro body M, a T, tyZ tetnovy bod.

Vita 14: Raciondlnt sextiky s dvojndsobnymi body 1, ...,6 T, Ty, T3, T, kde
body T,, T's jsou priseliky kubiky c} a libovolné pfimky (ktera neprochaz@ Zadngm
2 hlavnich boda) jdouct bodem S,, a body T's, T, prisebiky kubiky c} a pFimky,
kterd odpovidd pFimee T Ty v kolineaci U,, jsou invarianini pro Gg.

Podrobnym rozborem piipadi, kdy by se raciondlni sextika véty 14 mohla
rozpadnout, provddénym stejnym zpiisobem jako pfi zkoumaéni rozloZitelnosti
invariantnich sextik se Sesti dvojndsobnymi body, dojdeme k vysledku.

Nele#t-li body Etvetice Ty, Ty, Ty, Ty na kuZeloseéce k;, mebo na spojnicich
hlavnich bodi, jsou raciondlnt sextiky véty 14 nerozloZitelné.

Ponévad pro samodruzné body kolineace U, a V, se osmice redukuje na
mensi podet, nez na &tyfi body, jsou probranymi pripady vyterpany vsechny
invariantni raciondlni sextiky grupy ®,.

V1. Specialisace podminek kapitoly Il.

V dalsim predpokla’mdé,me e body 1, ..., 6 maji polohu uvedenou ve vété 2.

Vysetfime nyni (viz pozndémku 2), zda body 1, ..., 6 nemohou byt pfi spe-
¢i4lni volbé bodd 7 a 2 na dlagonalnl strané ctyrrohu 3 4,5,6 vprvniivdruhé
charakteristické poloze vice nez dv&ma riiznymi zpisoby soucasné.

Poznémka 3. Body I, ..., 6 nemohou byt v dalsi prvni charakteristické
poloze tim zpiasobem, aby 1nvoluce JX majici je za hlavni body, méla s involu-
cemi J! a J! spoleény par 1, 2. V tom piipadé by se diagonalni trojahelnik étyr-
rohu 3, 4, 5, 6 musel redukovat na pfimku, coZ nenastane, ponévadz zidné tii
z bodii 3, 4, 5, 6 nelezi podle predpokladu v pfimce.

Stejné tak nemtzeme za pér hlavnich bodi involuce Jj volit body 3, 6 nebo
4, 5 (viz poznamku 1). Zbyvaji proto pro seskupeni jejich hlavnich bodu do
part tyto moznosti:

13,24, 56 14, 35,26 15,23, 46 16,25, 34 (6)
13,25,46 14,23,46 15,26,34 16,24, 35

Vyberme jednu z nich, t. j. piedpoklidejme, Ze body I, . ., 6 jsou v dalsf
prvni charakteristické poloze tim zpisobem, aby 13, 24, 56 byly pary hlavnich
bodt involuce J;. Potom se musi pfimky

B=y@,— 4%y + (Y1 — Y2) T3 =0
24 =y x, + Yo + (Y —Y2) 23 =0
6=z, +23=0

‘protina.t v jednom bod® M,. Nutné a postadujici podminka pro to je, aby sou-
fadnice bodi 1, 2 splitovaly rovnici

Y+ yi—yy=0. (7
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Piimkdm 13, 24, 56 odpovidaji postupné (podle tabulky (3)) kolineaci H,
piimky 16, 25, 34, v cyklické kolineaci V, = JIJ11 piimky 25, 13, 46 a v cyklické
kolineaci U, = J Ji* ptimky 24, 16, 35. Ponévads 24, 13, 56 prochézeji jedinym
bodem M, protinaji se také primky 16, 25, 34, resp. 25, 13, 46, resp. 24, 16, 35
v jediném bodé M,, resp. My, resp. M,. To vak znamend, Ze body 1, ..., 6,
je-li splnéna podminka (7), jsou jeté tfemi daldimi riznymi zpisoby v prvni
charakteristické poloze, &ili, Ze existuji jesté tti involuce prvniho druhu

JL16,25,34, J1 13,2546, | 16, 24, 35 .

Pozndmka 4. Dalii involuce prvniho druhu s tymiz hlavnimi body ne-
existuje. Jeji hlavni body by musely tvofit skupinu jedné z dal§ich mozZnosti
(6). Potom by ale nutng tfi involuce prvniho druhu mély spoleény par, coz
neni podle pozndmky 3 mo#né.

SloZenim dvou involuei prvniho druhu se spoleénym parem obdrzime stie-
dovou kolineaci H (obdobng jako v 8s). Existuje celkem devét pripadi:

Uvahy v daldim provedené jsou v podstaté téhoz druhu jako uvahy v pied-
chozich kapitolach a proto uvadime vétiinou jen vysledky.

H, = JiJ; s osou o, = 12 a st¥edem S, =36n 45
H, = JiJ; s osou 0, = 56 a stiedem S, — 23 n 14
H; = JiJ; s osou 0, = 34 a stiedem S, = 26 n 15
H, = J}J} s osou o, = 46 a stiedem S, — 23 n 15
H; = J3J; s osou o; = 35 a stfedem S, — 26 n 14
Hy = J3J} s osou oy = 13 a stfedem S, — 26 n 54
H; = J;J; s osou 0, = 24 a stfedem S,=36n 15
Hg = J{J; s osou o, = 25 a stiedem Sg=36n 14
H, = JiJI s osou 0, = 16 a stfedem Sy =23n 45

Hlavni kuzelose¢ka k, je invariantni pro H,, Hg i Hy, ponévadz bod I je pro
tyto kolineace samodruzny a body 2, 3, 4, 5, 6 si odpovidaji navzijem. Bodu 4
odpovidé ve viech téchto kolineacich bod 5. To znamens, %e teény k, v bodech
4, 5 se protinaji v prasetiku os kolineaci o,, o, 0,, t. j- v bod8 1. Je tedy pfimka
Py = 45 polarou bodu I vzhledem ke k,. Obdobné se dokéze, Ze polary bodu
2,3,4, 5,6 vzhledem ke kuZelosedkam ks, ks, ky, ks, kg jsou piimky 36, 26, 15,
14, 23. Oznacéme je po Fads p,, Py, Py, D5, Pe. Piimka P, je tedy polarou hlavniho
bodu ¢ vzhledem ke kuzelosedce k;. Z toho plyne, ze body 2, 3, resp. 2, 6, resp.
1, 4, resp. 1, 5 jsou samodruznymi body Desarguesovy involuce vytaté na jejich
spojnici svazkem kuZelosetek s basi v bodech 1,4,5,6, resp. 1, 3, 4, 5, resp.
2,3,5,6,resp. 2,3,4,6,t. j. %e body 1, ..., 6 jsou, je-li spln&na podminka (7)
jesté Etyfmi rznymi zptisoby v druhé charakteristické poloze a tvofi skupinu
hlavnich bodit daliich &ty¥ involuci druhého druhu:

i 23, 1456, JI' 26, 1345, U 14, 2346, [ 15, 2346 .
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Poznamka 5. Dalsi involuce druhého druhu s tymiz hlavnimi body neexis-
tuje, nebot by musela mit za par hlavnich bodd prvniho druhu pér hlavnich
bodi n&které z involuci J1 (¢ = 1, ..., 6) a to neni (dle pozndmky 1) mozné.

Véta 15: Sest bodi v rovind 1, ..., 6 je soubasné Sesti riznyjmi zpisoby v proni
a Sesti riznymi zpiusoby v druhé chamkterwtzcke poloze tehdy a jen tehdy, kdyz
soufadnice bod# 1, 2 pfi dané volbé systému souradného spliiuji rovnice:

i+ —xxy, =0, 2,=0.

Pozadujeme-li tedy, aby body 1, ..., 6 byly v prvniiv druhé charakteristické
poloze soudasné vice nez dvéma riznymi zpusoby, plyne z piedchozich tvah,
ze jsou v kazdé z téchto poloh nutné pravé Sesti riznymi zpisoby. Pozndmky
4 a 5 pak fikaji, Ze jiné moZnosti uz neexistuji.

VIL. P¥islusni grupa G,,.

Nejprve vySetiime, jaké rovinné transformace obdrzime skladanim involuci
téhoz druhu mezi sebou. Jak jsme se jiz zminili, sloZzenim dvou involuci J* se
spoleénym parem hlavnich bodi, obdrzime devét stfedovych kolineaci H,.
Tytéz kolineace dostaneme sloZzenim dvou involuci J' a to téch, které nemaji
Zadny spole¢ny hlavni bod prvniho druhu.

Dvé involuce J* bez spoleéného paru davaji cyklickou kolineaci S, periody
t¥i. .
Ss=lLh=kli=k) =S, Ss=LLE=Jl=Ll, (S)=S5,.
Spojovanim J' po t¥ech obdrzime
a) nemaji-li Zddny spoleény par hlavnich bodi
JUiJE =i (kde 4 + k = I % ¢ probihaji bud é&isla 2, 3, 4, nebo 1, 5, 6);

b) maji-li spole¢né pary hlavnich bodi, dvandct pribuznosti patého stupné
P s periodou Sest. Kazdou z téchto pfibuznosti je mozno utvorit deviti riznymi
zpusoby (coz plyne z trojiho rizného urdeni S;). Na pr.
Po=JikJs, (PP=S,, (PP=J, (P)=S,, (P)P=Py, (P)=

Dalsi transformace rizné od piedchozich dostaneme, pfiddme-li k trojici b)
involuci prvniho druhu involuci J} tak, aby v této &tvefici neexistovaly tfi
involuce bez spole¢ného paru hlavnich bodu. Tyto transformace jsou kolineace
T s periodou tfi a kazdou z nich miZeme vytvoiit opét deviti riznymi zpi-
soby.

T,=85,=58,, T,=558;=58,, T,=5,5,=5,,, T, = 5,5, = 5,5, .

Tytéz kolineace obdrZime, jestlize slozime J* s jednim spoleénym hlavnim bo-
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dem prvniho druhu po dvou. Tim jsou vSechny prvky, které dostaneme spojo-
vanim [, vyderpéany.

SloZenim involuci Ji' po dvou obdrzime bud stfedové kolineace H,, nebo
cyklické kolineace T, s periodou t#i. T¥i involuce JI! davaji

a) maji-li kazdé dvé z nich spole¢ny hlavni bod prvniho druhu SR = X
(kde 7 + k + I + 1 probihaji bud &isla 1, 3, 4 nebo 2, 5, 6);

b) obsahuje-li trojice dvé involuce bez spoleénych hlavnich bodd prvniho
druhu, dvandct transformaci R patého stupné s periodou Sest. Na pt.:

Ro= U RP=T,, RP=J', R) =T, (RP=R,, (R)’—E.

Ptifadime-li dalsi Ji' k transformacim a), b) nedostaneme ji# #4dné nové pri-
buznosti.

Dalsi transformace dostaneme jiz jen slozenim jedné involuce J' a jedné in-
voluce J''. § t&mito transformacemi jsme se setkali us pri grupé G, a tak po-
dobng i zde obdrzime jekt8 osmnéct cyklickych kolineact Vo U, (i=1,...,9),
¢imz jsou vSechny transformace, které mizeme sklidénim J* a JU vytvotit,
urceny. N

Vé&ta 16: Jsou-li body 1, ..., 6 Sesti rizngmi zpisoby v pront a soudasné Sesti
riznymi zpisoby v druhé charakteristické poloze, venikd grupa rovinngch trans-
formact @, Fddu sedmdesdt dva. Tato grupa obsahwuje mimo identitu E a dvandct
involuci Ji, Ji' (i = 1, ..., 6), devét centrdlnich kolineaci H,, osm cyklickyjch ko-
lineact S;, T, (i =1,...,4) periody tFi, osmndct cyklickyjch kolineact V,, U,
(t=1,...,9) periody étyFi a dvacetétyti cyklickijch pribuznostt pdtéto stupné
P,R, (v =1,...,12) s periodou Sest.

Grupa @, obsahuje kroms jinych, devét podgrup $g: Fadu osm, které jsou
téhoz typu jako ©, prostudovand v IIL. Sest JI, resp. est J1T d4vs podgrupu
§355 TESP. Hy6, kters obsahuje viechny prvky, které 1ze dostati slozenim jenom
involuci J;, resp. pouze JI.

VIIL. Invariantni kFivky pro grupu §,,.

Grupa &, neobsahuje invariantnf k¥ivky stupné niz&iho ne# Sestého. Nebot
jediné invariantni kuZelosetka pro ,; (viz V) prochézi témi ¢tyr'mi hlavnimi
body, které nelezi na ose o, prisluiné stiedové kolineace H,. Tyto body jsou
viak pro kazdou podgrupu rizné, tudiz i invariantni ku¥elosedka. Totés plati
1 pro invariantni kvartiky podgrup §,,. V podgrupé §, existuje pedle prace [2]
pouze svazek invariantnich sextik s dvojndsobnymi body 7, ..., 6 a te¢nami s
v téchto bodech. Tento svazek sextik je invariantni té Pro nasi grupu &,,.
Ponévadz Hy, je v @, indexu dvé, stadi vyletiiti, zda je tento svazek sextik
invariantni pro jedinou transformaci ®,,, kteréd neni obsazena v 8se. VySetiime
to tieba pro cyklickou kolineaci U, periody &tyii. Svazek sextik obsahuje dle
préce [3] t¥i sloZené sextiky:
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