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EASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky ustav CSAV
SVAZEK 80 % PRAHA, 31. 1l. 1955 % CisLo 1

CLANKY

ROZKLADY PRVKU VE SVAZECH SPLNUJfcfCcH PODMINKU
PRO KLESAJICI RETEZCE

VACLAV HAVEL, Praha.

(Doslo dne 16. biezna 1954.) DT: 519.5

o-rozkladem je nazvéno spojeni a;\ Gy \/ ...\ Gp T > 2 prvka

daného svazu, kdy# plati a;0 \/ @; pro kaZdé ¢ a pro ka¥dou neprézd-
ajeq

nou mnozinu 4, obsaZenou v,mnoiiné (s vees By_1s Byp1r o O} (@ je
symetrické binérni relace mezi prvky svazu). V tomto élanku zkoumé
autor takovéto g-rozklady ve svazech s podminkou pro klesajici fe-
t8zce. Obecné vlastnosti jsou uZity na ndkteré specidlni typy zming-
nych rozkladi.

§1. Uvod. V tomto &linku jsou zkoumény vzédjemné vztahy mezi t. zv.
vlastnimi, direktnfmi a silnymi rozklady prvki ve svazech s minimalni pod-
minkou. V § 2 je zaveden pojem g-rozkladu, ktery viecky t¥i typy rozkladd
zahrnuje a skyt4 mo#nost vysloviti nékteré obecné véty, jez se daji specialiso-
vat pro jednotlivé piipady rozkladlu. V §3 jsou vysetfovany vlastnf roz-
klady. § 4 je vénovan direktnim rozkladim; je odvozena nutné a postadujici
podminka pro to, aby existoval prévé jeden o-rozklad za jistych omezujicich
podminek. Theorémy 3 a 4 ukazuji, jaky je rozdil mezi direktnimi rozklady
v modularnich a nemoduldrnich svazech. Kromé t. zv. silnych rozkladd, jez
jsou zkoumany v § 5, jsou studovany jesté v jistém smyslu k nim dudlnf '
o,-rozklady a ukdzéna vzajemnd souvislost mezi poslednimi dvéma typy roz-
kladd.

V dodatku jsou zkoumany nékteré podminky pro to, aby Zassenhausova
konstrukee, uzité na dané dva fetézce, neposkytovala vlastnizjemnéni a jsou
provedeny dvé jednoduché aplikace na g-rozklady.

§ 2. Zakladni definice. VSude v tomto Slanku (s vyjimkou prvni éasti
dodatku) predpokladéme svazy, splitujici podminku pro klesajici Fetézce
([1], str. 37). Proto existuje nulovy prvek O.



Relaci ¢ budeme rozumét symetrickou bindrni relaci, definovanou mezi
prvky svazu. Vyraz

(1) C=a,va N ...va, (n=2)
nazveme rozkladem prvku ¢ ve slozky a,, ..., @,. Oznaéme jesté 4 = {a,, ...,
a,}, 4; = {a,, ey @iegy iy o vy G}
Definice 1. Plati-li V a; ¢ a; pro katdéi=1,2,...,n>2, a pro katdou ne-
ajed,;

prézdnow mnofinu A c A;, pak nazveme (1) o-rozkladem.

Definice 1'. Plati-li \/ a; 0 \/ a; pro ka%dé dvéneprdzdné disjunktni mnoZiny
ajedy ajed s

A, A, c A, pak (1) nazveme vyznalnym o-rozkladem.
Dusledek. Kazdy vyznaény g-rozklad je g-rozkladem. Je-li (1) o-rozklad,
resp. vyznadény p-rozklad, pak také V a; (kde 4" c 4 je alespoil dvouprvkova)

a‘lA'
je g-rozklad, resp. vyznadény e-rozklad.
Definice 2. Relace o je typu I, kdy? plati implikace: a, ~ @y~ ...~ @; @ @iy
(proi =1,...,n — 1) = (1) je g-rozklad.
Lemma 1. Je-li o typu I, pak kafdy o-rozklad je vijznainy o-rozklad.

Diukaz. Necht (1) je o-rozklad. Budte 4,, 4,, dvé neprazdné disjunktni
podmnoziny v 4. ProtoZe nezalezi na odfslovani prvki a;, lze pfedpokladat,
Yo A, = {ay, ..., a;}, Ay = {si1s - @isah, ] + < n. Podle definice 1 je

[(al\/ ...a’) NV Qi e Va,.,.,-] O Qjyisq Pro 1= 0, 1, T k — 1.
‘Odtud dostaneme uZitim definice 2, Ze (@, v ...~ @;) Vv Qi1 v ..V Ttk je
o-rozklad (pro j, k = 2), takZe jest

Va,-gVa;.

ajedy ajed

Pro j = 1 nebo k = 1 platf pFedchozi relace rovnéz.

Definice 3. Relace o je typu I, kdy% plati implikace: ® ¢ y = pro katdé ne-
nulové &' < z plati ' ¢ y.

Uvazujme dale tuto implikaci:

(2) Jsou-li \ =, p-rozklady pro kazdé & =1,2,..., k a plati-li dale
i=1,....k _

iFa

E—1 E
V z; o @, pak V z; je g-rozklad.

j=1 i=1

Lemma 3. Necht o je iypu II a spliuje (2). Necht znon g 0 pro kaZdé x.
Pak plati implikace z definice 2.

Dukaz. Nechf plati a, ¢ gy Gy~ G @ gy «.ey By N <.V Gy_y @ @y Proto-
%e o je typu II a protoZe z non ¢ 0, plati také
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(3) V a; g a;,, pro kazdou neprazdnou mno%inu 4* c {a,, ..., a;}. Necht
aed*

viecky rozklady, utvofené z kazdych k prvki mno%iny A4 jsou g-rozklady.
Podle (3) plati pro kazdy takovy rozklad as, ~ ... ag, (kde k, By, - .., Br jsou
pFirozend &sla, prongz platf 1 < By < B < ... < B < m) nutné apg, v ... v
v ag,_, o ag,. Tedy podle (2) je g-rozkladem kazdy rozklad, utvofeny z k + 1
prvkid mnoziny 4. Podle (3) plyne a; ¢ a; pro kterékoliv prvky s riznymi
indexy. Tedy tplnou indukef podle k dostaneme, Ze (1) je o-rozklad, coZ bylo
dokézat. ‘

Predpoklad x non g 0 byl podstatny, jak plyne z nésledujicfho piikladu:
Nejprve definujme relaci ¢. Necht a,, a, jsou atomy. Nechf plati 0 ¢ a,,
a, 00, @, 0 @y, @y @ @;; Pro kteroukohv jinou dvojici necht relace o neplatf.
Relace g je symetrické, je typu II a spliiuje (2) (pfedpoklad v implikaci je zde
prazdny). Plati 0 ¢ a,, 0~ a, ¢ a,, pfesto viak 0 v a, - a;neni p-rozklad, nebot
0 non ¢ a,.

Lemma 3. Necht o je typu I. Jsou-lia) rozklady a; = '<;1 ayproi=12,...,n

fion

o-rozklady anebo je-li v, =1 a je-li b) rozklad (1) o-rozkladem, pak také ¢ =
= <./ \r/‘a,., je g-rozklad.
i=1j=1
Dokazeme nejprve pomocnou poucku:
r 8
Necht o je typu I. Necht rozklady ¢ = a~vb, a=Va; b= Vb jsou
' i=1 i=1
r 8
o-rozklady. Pak také c = \ a;~ V b; je o-rozklad.
=1

i=1

.

Dukaz. Ponévadzc =a~vb, b = \‘/ b; jsou g-rozklady, plyne z definice 1
i=1

By 0 by, by~ byoy @ begs +++s by~ by N ...~ by 0 by, b @ a. Tedy podle defini-
ce 2je také c =a~ by v by .. v b, o-rozklad.

r
Ponévadi a = V a; je o-rozklad, plati podle definice 1 vztahy a, o @,
-1

A~ Qg O By, evey By N ooo NV Cpg 0 Oy
Protote ¢ — a~ by~ ...V b, je g-rozklad, plati podle definice 1 a ¢ by,
a~byobya~b vbyoby .. avbi v Vb o b,. Tedy podle definice 2 .

r 8
také ¢ = \/ a;~ V b; g-rozklad, coZ bylo dokézat.
i=1 i=1
Z pomocné poutky plyne ihned tplnou indukef tvrzeni lemmatu 3.

§ 3. Relace g,. Definice 4. Prvek c je o-(ne)rozlofitelny, (ne)existuje-li
o-rozklad (1).

Definice 5. Symetrickd relace o, necht je déna takto:

>
% 0y <>z non=y



([1], str. 93; [3], kap. 1, oddil 4) O. Ore nazyva o,-rozklady vlastnimi roz-
klady.

Lemma 4. 1. Kady o,-rozklad je vjznalnym g,-rozkladem.

2. Existuje svaz, v ném# o, nent typu I (typu II).

rNvY >

. xvy>y .
4. Ka¥dy o,-rozlofitelny prvek je mofno o,-rozloZit v o0,-nerozloZitelné sloZky.

5. Plati-li a; 0, V @; proi =1,2,...,n = 2, pak (1) je o0,-rozklad.
Cajedy

3. Plati ekvivalence 01y <= {

Obr. 1. Obr. 2.

Diikaz. 1. Necht je dan g;-rozklad (1). Neni-li to vyznaény g,-rozklad, pak

existuji neprazdné disjunktni mnoziny 4,, 4,, c 4 tak, Ze plati vAaa < \{1 as.

axedy aped s
Pakaleplatf a, < V azprokazdé a, € 4,, coZ odporuje pfedpokladu, 22 (1)je
o0,-rozklad. speta

2. Uvafujme svaz, jehoZ diagram je na obr. 1. Plati a, ¢, a,, a, v a3 01 @5
Protofe a, < @, v @y, nenf ¢ = a, \/ @y \ a3 g,-rozkladem. Tedy v uvazova-
ném svazu nenf g, typu L. ]

Déle uvafujme svaz, jeho# diagram je na obr. 2. Plati a, o, a,. Pro prvek
a, ~ a, plati 0 < a, ~ a, < a,, neplati viak a; ~ a, ¢, a,. Tedy v uvaZova-
ném svazu nenf g, typu II.

3. Dikaz je zfejmy.

4. Dikaz bude proveden v ramci dikazu theorému 1.

5. Nechf platia; o, \V @; pro ¢ = 1,2, ...,n > 2. Kdyby (1) nebyl g,-roz-
ajedq.

klad, pak by existovala neprdzdnd mnoZina A’ c 4, tak, Ze by platilo bud

a; < V a, anebo a; = V a,.Prvninerovnost ihned odporuje pfedpokladu, ze
ayed’ ayed’

druhé pak plyne a; > a,, pro ka#dé a, € 4’, coZ je opét ve sporu s piedpokla-

dem.

-
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Theorém 1. Relace o mecht je typu I a necht x ¢y =2 0,Y. Pak kaZdy
o-rozloitelny prvek se dd o-rozloZit ve vesmés o-nerozlofitelné sloZky.

Dukaz. Necht je ddna relace o a necht plati x o y =2 0, ¢ Daéle budiz dan

. .

o-rozloZzitelny prvek e a jeho libovolny p-rozklad e = V e;. Podle tvrzenf 3
i=1

lemmatu 4 plati pro kazdé i = 1,2, ..., 7 nerovnost e; < e. Prvek e, je budto

T4 -

o-nerozlozitelny, pak jej vybereme, anebo existuje o-rozklad e; = V ey, kde
=1

e;; < e; pro viecka j =1,2,..., 74 Budto je prvek e;; o-nerozlozitelny, pak

. ) oy
jej vybereme, anebo existuje o-rozklad e;; = V €ijns kde e, < e;; Pro k =
k=1

—=1,2,...,0;5 V tomto procesu pokratujeme. Ponévadz dany svaz splituje
podminku pro klesajici Fetézce, mé tento proces nutné koneény pocet kroki.
Ze viech vybranych o-nerozlozitelnych prvki utvoifme rozklad. Necht za
prvéplatiz oy <>2 0, y. V uvazovaném rozkladu vyskrtneme viecky slozky,
obsazené ve spojeni ostatnich. Zbyly rozklad je nutné p,-rozklad. Tim je do-
kizano tvrzeni 4 z lemmatu 4. _

Nechf za druhé o je typu I. Pak dle lemmatu 3 je uvazovany rozklad
o-rozkladem. Theorém je dokézan.

§ 4. Relace g,. Véta o unicit&. Definice 6. Relace o, necht je charakterisovina
takto: % 0y Y <> ~ Y = 0 pro nenulové x, y; & NON 0, 0 pro kadé x.

Birkhoff ([1], str. 94) uziva pro g,-rozklady symboliky ¢ = a; X a; X
% ... X @,. oyrozklady byvaji nazyvany direktni. Srovnej také Ore ([3],
kap. 2, oddil 1)!

7 definice 6 plyne, %e 0 nemize byt slozkou #4dného p,-rozkladu a Ze
LY =>201Y

Lemma 5. Relace g, je ekvivalentni s relact o, typu II.

Dukaz. 1. Necht plati z g, y, takie »,y + 0,2~y =0. Tedy plati
x non% y. Necht 0 <2’ <z Pak &' ~y=0, tedy o' 0,9, a tudiz i
@' 01 Y.

2. Necht g, je typu IL a « o, y, takze z,y + 0, 2 Ay < &. Kdyby platilo

x ~y > 0, pak (protoze g, je typu II) by bylo z ~y ¢ 2, coz je spor. Pro-
tox ~y =0, &ili 0, Y¥.

Dasledek. Plati-li pro nenulové prvky ay, ..., @, (n = 2) rovnice 0 =
=a; ~(V a;) pro kazdé i = 1, ..., n, pak (1) je o,-rozklad.

a,cA.
Lemma 6. Existuje svaz a v ném o,-rozklad, jenZ neni oq-rozkladem.

Dukaz. Méjme opét svaz, jehoz diagram je na obr. 2. Plati a, g, a,.
Rozklad a, \ a, je tedy g,-rozklad, nenf to viak o,-rozklad, nebot a; ~a, > 0.

5.



N n T
Pro dalsf nazveme zjemnénim rozkladu (1) rozklad ¢ = \/ V ay, kde
¥ i=1j=1
a; = \? a;proi=1,...,n.
§=1
Theorém 2. Relace ¢ necht je typu I a spliiuje implikaci x ¢ y =z 0, y.

Tvrzeni 1. Existuje-li prdvé jeden (aZ na uspofdddni slofek) p-rozklad
prvku ¢ v g-nerozloZitelné sloky )

(4) c = e, v ey~ ... v e, pak pro kaZdé dva o-rozklady
(5a) c=a,va,v...va,

(6b) ¢ = b, ~ by v ... v b, plati rovnice

8
(6a) a; = V (a; ~b;) pro 1 =1,...,7r,
: j=1

(6b) b; = \;(a,-/\b,) pro j=1,...,s.
Ci=1

Tvrzeni 2. Je-li o typu II a plati-li pro kaZdé dva o-rozklady (5a), (5b) rov-
nice (6a), (6b), pak existuje p-rozklad, ktery je spoleénym zjemnénim rozklada

(5a), (5b). Specidlné existuje prdvé jeden g-rozklad prvku c v g-nerozloZitelné
sloZky.

Dikaz tvrzen{ 1. Nechf jsou splnény zminéné pfedpoklady.
Nejprve dokd%eme pomocnou poucéku:

1
Pro kaZdy g-rozklad ¢ = \/ g; plati g, = V e, (pro i =1,...,1) kde M, v
i=1

e eMy
U M,u...uM,jerozklad mnofiny E = {e,, ..., e,} na neprdzdné disjunktni
édst.
Prvek g, je totiz budto p-nerozloZitelny anebo existuje jeho g-rozklad
v g-nerozlozitelné slozky (podle theorému 2) g, = \; p,. V piipadsé, Ze g, je
r=1

o-nerozlozitelny, poloime 7; = 1. Podle lemmatu 3 musi byt p, € E pro kazdé
y = 1,....7;. Tedy ptfi vhodném oznadeni lze psat p, = e (¥ = 1, ..., 755
dvojice (i, 1), (¢, 2), ..., (4, 7;) jsou pFirozend &fsla, pro néz plati 1 < (3,1) <
<(,2)<..<(i 1) < n). Bez omezeni obecnosti necht plati e; < g; A gs..
Nechf 1 < (1, 1). Pak ¢, < \; ew,y- To ale odporuje pfedpokladu, Ze (4) je
y=1

g,-rozklad. Tedy 1 = (1, 1) a obdobné 1 = (2, 1).

Sestrojme rozkladc = e, v e,V ... Vear) V€1V €z V...V €ar) V GV

1 .
v ... v g. Toto zjemnéni g-rozkladu ¢ = ‘!lg,- je dlelemmatu 3 opét g-rozkla-

dem. Aviak tento rozklad nenf p,-rozkladem, nebof obsahuje dvakrat tutéz
slozku e,. Tedy neplatie, < g, ~ g,. Mame celkem vysledek, Ze e; non< g; ~ g
pro i =1,...,n a pro razna i,j, nabyvajicf hodnot 1,2,...,1 Pomocné
poulka je dokdzana. '

6



8
Necht (5a), (5b) jsou g-rozklady. Pfedné plati V (a@; ~b;) < a; pro ¢ =1,
"i=1
..., 7. Za druhé necht l_rj A, je ten rozklad mnoziny E v neprizdné disjunktn{
i=1

8
dasti, pronéz a; = V e, Budiz U B, ten rozklad mnoZiny v neprazdné dis-
i=1

eqedy i=
junktni éasti, pro néz plati b, = V ep prot=1,...,8 Je-li 4,0 B; + 0, pak
epeBy
platia, ~b; = (V &) ~( V eg) = V _eg Je-li A; n B; = 0, pak poloZzime
eqedg epeB; esed nBy

8 8
V 6-6 = 0. Déle pl&ti U (.A.. N B,) = Ai N ( U Bj) =5 A.‘ N E = A¢ Proi =
i=1 i=1

eyeAnBy

VUV e A(V ey =V Y o=

ji=1 j=1 exedy epeB; j=1 egednB;

—=1,...,r. Tedy dile \./ (@; ~bj) =

=V e = a;.
eged;

Méime vysledek \'/ (a; ~ b;) = a,. Tedy celkem \‘/ (a; ~ b;) = a,. Plati tedy
g1 i=1

rovnice (6a). Obdobné dokiZeme rovnice (6b).

Dikaz tvrzeni 2. Necht plati pfedpoklady pro tvrzeni 2. Pro jisté pofadi
Cigs Kipgs o oos g PTVER 1, 2, .., 7 & PTO jisty index 7; = 1,2, ..., 7 plati pak
a; ~byy, >0(proh=12,..., 1,) a déle a; ~ ba,, = 0 pro h=1,+1,...,7.
Je-li 7; = r, pak rovnice nepfichdz{ v ivahu. Méme nyn{ dva piipady:

Budto je 7; = 1, a pak a; = a; ~ bay,, 2 geho# plyne a; < b,,,, anebo je
7; + 1, a pak z toho, Ze (5b) je ¢-rozklad a Ze ¢ je typu II dostdvame, Ze také
r T,
c=Y \; (a; ~ bayy) je o-rozklad.
i=1h=1

Piedpoklddejme déle, Ze prvky a;, @, .., @r by, by, ..., by jsou g-nerozloi-

telné, co¥ lze udinit podle véty 2. Pak platf 7, = 1, a; < by, pro kazdé i =
: 8 r r 8 r

=1,...,r. Dale platic= V b; = V bay, > Va;=c Tedy Vb=V bay, -
i=1 i=1 i=1 . jit

ji=1
Kdyby platilo s > 7, pak by existoval index w (rtzny od oy, &gy -vvs &y

a rovny nékterému z &isel 1,2, ..., 8) tak, Ze by < \; ba,,. Rozklad (5b) by -
) =1

nebyl o,-rozkladem. Tedy plati s = r. P¥i vhodném oznadeni plati pak rov-

nost i = a;, pro ¢ = 1,2,..., r. Pfi tomto oznadeni tedy jest a;, < b, pro
1=1,2,...,7.

Provedeme-li predchozf uvahy pfi zaméné obou rozkladi (5a), (5b), dosta-
neme a; > b, pro ¢ = 1, ..., r. Tedy celkem a; = b,proi=1,...,r, &¢m% je
tvrzeni 2 dokézano. Je otézka, do jaké miry lze zeslabit predpoklad, Ze ¢ je
typu II.



Theorém 3. Existuje konelny mnemoduldrni svaz S s p,-rozkladem ¢ =
= a; v a, Vv a, v a, tak, Ze plati

(7) e = (a; v a;) A (ag~ a;) > 0 pro jakoukoliv permutaci <, j, k, 1 z proka
1,2, 3, 4.

Dukaz. Na obrazci 3 je diagram svazu 8. MnoZina prvki z > e tvoif v 8
podsvaz 8’, ktery je Booleovou algebrou, vytvoienou prvky b,, ..., b,.

Pak zfejmé plati vztahy (7). Z diagramu je patrné, ze a; ~ ( ¥ a;) = 0 pro

==
1=1,2,8,4. Tedy c =a, v a, v az
v a4 je py-rozklad.

Dokézand véta se dé vyslovit také
takto: v nemodularnim svazu nemusf
byt p,-rozklad vyznaénym p,-rozkla-
dem. V dals{ ¢asti ¢élanku omezime se
na moduldrni svazy a nebudeme to
zvla§té zdhraziovat.

Theorém 4. Kady o,-rozklad je vy-
znaénym o,-rozkladem.

Dikaz. Bud dan g,-rozklad (1).
Mame ukazat, Ze plati

(8) (Va))~(V ag)=10

axedy aged s
pro kazdé dvé neprazdné disjunktni
mnoziny 4,, 4,,, obsazené v A. Vyse-
tfujme nyni tyto dva vyroky:
(M) (8) plati, kdyz jedna z mnozZin
4,, 4,, méa pravé ¢ prvku.

Zde jest 1 =1,2,...,n — 1 a ziejmé
M, <M,_,.
(N;) Jsou-li 4’, A%, A neprazdné navzajem disjunktni mnoziny obsaZené
v 4, pti demz A* obsahuje pravé ¢ prvkid, pak
9) (V ag~ V a) ~(V ag~ V ay)
aped’ aceds ayed’ aged”

(M,) plati, protoZe (1) je g,-rozkladem. Dokazeme

V a, (pro t =1,...,n — 2).
"

a,e

(1071) (Ml) :>(N1) Pro i = l’ 2’ seey [%:I .
Dle (M;) plati \Vag ~ (Va,“ v Vay) = 0. Uzijeme modularity. Ze vztahu
Va, < Va, v Vagihned plyne (9) pro dané i. Déle dokédZeme implikaci

(10,2) (N) = (M,,,) pro i = 1,2, ..., [g] .



Necht plati (N;). V (9) volme A" = {a;}, takie a; = (ap~ V ag) ~(ax V ag).
7 modularity plyne a; = a; v [(Vag) ~ (@~ Vag)l, a tedy az; = (Vag) ~
~A(Vag v ag).

Vyberme nyni z A" libovolny prvek a, a nahradme jej prvkem a,. Ostatni
prvky z A" ponechme. Dostaneme tak mnozinu A”. Aplikujme (9), kde za )
mno#iny 4’, A", A¢ vezmeme mnoziny {a,}, 4", A*. Plati a; = (@~ Vag) ~
A~ (a;~ V a,);zmodularity opét plyne a; > (Vag) ~ (@, Va,), kde oviem

ayed"’
a;~ \/a,:z a,~ \ ag. Ponévadz plati a, ~a; = 0,jest (Vag) ~(ar~ Vag) = 0.
Oznadeni zfejmé neomezuje obecnost. Implikace (10,2) je dokazana.

Ponévadz (10,1), (10,2) implikuji (M;) = (M;4,) 2 ponévadiz plati (M),
je dle tiplné indukee véta dokézana. Z ni plyne tento disledek:

(1) je oy-rozklad, kdyZ a jen kdyZ proky a,, ..., @x vytvoruji Booleovu algebru
délky n.

Dikaz. Existuje-li uvazovana Booleova algebra, pak ziejmé (1) je g,-roz-
klad. Necht tedy naopak (1) je g,-rozklad. Povazujme prvky a,, ..., @, za
neprazdné disjunktnf mnoziny. Svazové spojeni lze povaZzovat za sjednocent
a také svazovy prisek lze povaZovat za prinik na zdklads (M,), (N,). Tim
je dukaz proveden.

Theorém 5. Plati-li pro nenulové prvky a,, ..., a, (n = 2)
(11,) (@~ ...~ @) Ay =0pro i =1,...,n —1, pak (1) je py-rozklad.
— Jingmi slovy, relace g, je typu I.

Diukaz. Podle lemmatu 5 je g, typu II. Lze tedy uzit lemmatu 2. Pfede

nutno viak dokézat implikaci (2), kterd v nafem p¥ipadé zni: Je-lia; = V a;
ajed;
0,-rozklad pro kazdé i, pak také (1) je g,-rozklad. Ditkaz hned provederrjle.

Nechf plati pfedpoklad a neplati zaveér. Pak plati bez omezeni obecnosti
a; ~ @y > 0. Vysettime dvojim zpiisobem prisek a; ~ . Dle modularity plati
@y~ Gy = (ly ~ ;) Ay~ ...~ G, ;. Nynfmusi byt (@ Ay v By ooV Byg) >
< @y~ ...~ @y, nebot v opaéném pifpadé plati misto nerovnosti rovnost
a z té plyne @, ~ a; < @y~ ...V @,_;. To ale nenf moiné, nebot a; ~ (a,
V...~ @,_;) = 0 podle ptedpokladu, ze rozklad @, ...~ @y je o.-rozklad
(viz obr. 4).

Podle modularity platf @, A @, = (@3~ ...V Gpy Vv (@n ~ Br)- Av¥ak podle
(11,) je @, ~ @, =0, tedy @; ~ @, = @3\ ... @,_y, COZ je SPOT S predchozim
vysledkem, podle ného# misto rovnosti platf nerovnost. Implikace je doka-
zéna, a tim i celd véta. '

Poznamka. Véty 4, 5 jsme dokézali nezdvisle na sobé. Jejich vzajemny
pomér popisuje lemma 1, aplikované na g,. Z ného a z theorému 5 vyplyva
theorém 4.

Podle theorému 1 je kazdy o,-rozlozitelny prvek g,-rozloZitelny na vesmés
gs-nerozloZitelné slozky.



§ 5. Relace g,. Zavedeme mezi prvky svazu symetrickou bindrnf relaci g
touto definici:

Definice 7. Pronenulovd 2, y jest & o3 y <= (x ~ p) A (y v p) = p pro kaZdé p;
2 non g, 0 pro ka%dé zx.

Srovnej ([3], kap. II, oddil 3).
Dusledek: Polozime-li p = 0 dostaneme x g3y =% 0, ¥.
Theorém 6. Relace o, je typu 11 i typu I.

a, vp, a,vp,

9.
q:

Pe

Obr. 4. Obr. 5.

Dﬁkaz; Nechf z o, y, 0 < 2’ < x. Pak pro kazdé p plati p < (@ v p) A~
Ay~ p) < (@vp)~(yvp) =P, tedy plati (@' v p) ~ (¥ v p) = p, a tedy
@' o3 y, takie relace g, je typu IT. Necht za druhé plati a, g3 a5, @, v @3 0305
ey Gy N e N @y 03 Gy Podlelemmatu? stadf dokézat implikaci: Je-li kazdy

rozklad @; = V a; pg-rozklad (i = 1, ..., n), pak také (1) je gs-rozklad.
ajedy

Necht plati premisa z implikace a neplati jeji zavér. Pak existuje jisty
prvek p, tak, Ze plati p, < (a; v o) ~ (@, v Do) (bez omezen{ obecnosti). Po-
loZme g = (@, ~ Do) A (@5 Do), €1 = (@1 Po) A (31 Do), €2 = Po ™ By -0
v @,_;. Z modularity plyne ¢ = ¢, v ay v ... v a,_,. Kdyby déle platilo ¢, »~
VAV By =y, PAR @ S 05, G < a; v po, a tedy g5 < (a1 v Po) N G
Na druhé strand je zfejma nerovnost g; = ¢, ~ (@, Vv po). Tedy celkem ¢, =
= ¢y ~ (@, v Po). Dle pfedpokladu viak p, < ¢;, tedy po < ¢z ~ (@y ~ po). To
ale nenf mo#né, nebot a, v ... v a,_; je ps-rozklad. Tedy plati ¢, v a; ~ ...~
~ @p_y > ¢, (viz obr. 5). Tedy koneéné g > g¢,.

Podle modularity platf dale ¢ = [(@, v Do) ~ (@n ~ Po)] v Gy~ o N Gy,
Podle @, o3 @, plyne z pfedchoziho ¢ = g,, coZ je spor s predeslym g > g,. Te-
dy o, je typu I.

Pozndmka. Podle lemmatu 1 je kazdy og-rozklad vyznaénym gs-rozkla-
dem. Podle theorému 1 dé se kazdy gs-rozloZitelny prvek gy-rozloZit v gs-
nerozloZitelné slozky.
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Nyni dokdzeme tuto ekvivalenci (viz [2], kap. I, odd. 4, véta 3):
(12) (@3 A @g) Vv @3 = (a1 ™ @) ~ (@g Vv Gg) <> (ay  @g) A By = (@ ~ ag) v
v (g ~ ag) - '

Dukaz. Z levé strany plyne ihned [(a, ~ a5) v ag] ~ay = (@)~ ag) ~ (ay
v a3) ~a;. Z modularity a z toho, #e a, ~ (a, v a3) = @,, dostaneme (a; ~ a,) v
v (@) ~ ag) = @y~ (@3 A a3). Zeela obdobn& dostaneme (a; ~ @;) v (@ ~ @3) =
— ay ~ (@, v ag). Z rovnice (a; ~ @) v (@ ~ ag) = ay ~ (ay v a3) plyne (a; ~
A @y) v (@) A~ ag) v ag = [(ay v ag) ~ a,] v a,. Na zékladé modularity a po-
dle toho, Ze (@, ~ a;) v @y = @y, dostaneme (@, A @g) v @y = (@3 ™ @;) ~
A~ (@3 v ag). Obdobn& dostaneme rovnost (@g ~ @) v @y = (a; Vv @p) ~ (@ v
v ag). Z kterékoliv z obou poslednich rovnic plyne koneéné (@ v ap) ~ ag =
= (@y ~ @3)~ (@3~ ag). Vzhledem ke svazové dualité je ekvivalence dokdzana.

Lemma 7. Plati-li (z ~ p) ~ (y v p) = p pro kaZdé p, pak plati pro kaZdé p
@~y ~p=(@~Pp)V (Y ~P).

Dikaz. Pro p = 0 dostaneme z pfedpokladu & ~y = 0. Tedy plati rovnost
@Ay ~p=(@~vp) (YD Dle (12) plyne hledany zavér.

Theorém 7. Kaidy os-rozlofitelny proek dd se og-rozlofit prévé jednim zpi-
sobem (a% na uspofaddni sloZek) v o0g-nerozloZitelné slozky.

Dikaz. Uvazujme g,-rozklady (5a), (5b). Pak plati rovnice (6a), (6b)-
Z (5b) totiz plyne dle lemmatu 7 (a; ~ b,) v (a; ~ by) = ag ~ (by ™ by),

fag A~ (by v by)] v (@ ~ by) —a;~(by~vbyvbg), . [ag A (b be_y)] v

v(agAby) =a;~c=a,
Podobné pro (6b). Ponevadz plati x g3y =z 0,y & ponévadz g, je typu I
i typu II, plyne z druhého tvrzenf theorému 2 hledany zavér o unicité.

§ 6. Relace g,. Definice8. 2o,y <201 Y, (T~ y) Ap=(TAP)VYADP)
pro kaZdé p.
Poznémka. Dle (12) plati spolu s rovnosti (x v y) Ap = (x ~ p)~ (y ~ p)
také rovnost (x AY) v p = (Vv P) A (Y VD).
Theorém 8. Plati-li a;p, \V a; = a; pro kaZdé i =1,...,n > 2, pak (1)
€A
je p4-rozklad. e
Dukaz. Necht tedy plati a; 0, @; pro i =1,...,n = 2. Necht plati (1). -
Tedy ¢ ~ p = (@; ~ P) (@ ~ p). Nechtd = V a,, kde a, ¢ Ay c A. Jest
aged,’
c~p~d=I[@ ~p) v (@ ~p)]~d. Pro pravou stranu této rovnice plati
podle modularity: [(@, ~ p) v (@, ~ D] ~d = (g, ~AP)V (@ AP A d).
Z modularity plyne dale, 2ed ~ @, = \ a, kde 4; vznikne z A; odebranim
agedy” ’
prvku a,. Pro levou stranu uvaZované rovnice platic ~ p ~ d = p ~d, nebot
¢ > d. Mdme vysledek:d Ap = (@; ~p) v ( V a ~p), kded =a,~ V a,.
azedy” azedy”
Protoze oznadeni indexy 1, 2 neomezuje obecnost, je tim véta dokézéna.
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Lemma 8. Existuje svaz, v némZ g, neni typu I (typu II).

Dikaz. Din svaz s diagramem na obr. 6. Pro libovolné tfi prvky tohoto
svazu plati distributivni zakony, tedy ¢ = b, ™ by, b, = a, v a, jsou g,-roz-
klady (vztahy b, o, b,, @, 0, @, jsou splnény). Aviak ¢ = a; v a, v b, nenf
o4-rozklad, nebot g, < b,. Prvni tvrzeni je tim dokézano.

Obr. 6. Obr. 7. Obr. 8.

UvaZujme nynf moduldrni svaz, jehoz diagram je na obr. 7. Odstranime-li
prvek p,, zbude distributivni podsvaz; plati v ném tedy (x ~ p) v (y A p) =
= x v y) ~ p, kde p je libovolny prvek tohoto podsvazu. Z diagramuse pre-
svéddime, Ze plati také (x A po) v (¥ ~ po) = (¥ v ¥) ~ po. Ponévadz je x o, ¥,
jest tedy z o, y.

Prvek 2’ spliiuje nerovnost 0 < 2’ < z. Z diagramu je patrné, Ze x’ ~ p, =
=0, y~po=0, (&' vy) ~py=mp a tedy (' v y) ~p,> (&'~ po)
v (y ~ po).Neplati tedy 2’ g, y. Druhé tvrzeni je dokdzéano.

Pozndmka. Existuji-li o,-rozklady (5a), (5b), pak plati rovnice (6a), (6b).
Dukaz provedeme na zakladé rovnic (12) obdobné jako dikaz theorému 7.
Je-li o, typu II, pak plati = o,y = g3 ¥. Dukaz je zfejmy, nebot je & ~
A~y = 0. .

Dokéazeme jesté jednu exxstencni vétu:

Theorém 9. Existuje relace o takovd, Ze alkoliv plati a; e a; pro kafdé v =
=1,...,m = 2, presto (1) neni g-rozkladem. ‘

Duka z. Dan koneény distributivni svaz, jeho# diagram je na obr. 8. Ozna-
4ime symbolem d(z) dimensi prvku 2. '

Relaci ¢ definujme takto: z o y <>z 0, ¥, |[d(x) — d(y)| = 1.

. Tato relace je symetrickd. Plati a; o @; pro ¢ = 1, 2, 3. Aviak d(a;) = d(a;),
a tedy a, non ¢ a;. Tedy a, \~ a, \~ a5 nenf g-rozklad. Véta je dokdzana.
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Dodatek

O nezjemné&nych Zassenhausovych Fet&zcich

Véta 1. Méjme v moduldrnim svazu S Fetézce

> a, = b,

(la) @ = ag > a; > ...
(1b) a = by >b, > ... > b, =0b.
Zassenhausova konstrukce, provedend na (1a), (1b) neddvd vlastni zjemnéni, kdyz

a jen kdy? existuje permutace v ¢isel 0, 1, ..., m — 1 tak, Ze plati

(2,1) ag ~ brr1 = Giry b(ay,

(2,2) @, ~ byiyer = Gi41~ by Pro 0 =0,1,...,m — 1.

Dikaz. Necht Zassenhausova konstrukce neposkytuje vlastniho zjemnéni.
Pak z [4], (véta 1.2, 1.6, 1.7) plyne existence permutace 7 takové, ze

@@ q s bil@;s1 ~bjsa ~ bi[bis1
@il@; 41 ~ @~ bilagy v b = bi[bjs1 s
kde j = 7(3), ¢ =0,1,...,n — L.
Odtud a z [5], (véta 2.8 a véta k ni dudlnf) plyne (2,1), (2,2).

Necht naopak plati (2,1), (2,2). Pak @, = @is1 (@ A b)) = a; ~
A (@41 Vv boy) = a; podle (2,2) & @i 741 = Tiv1 ™ (@; ~ br(iy1) = @y4q Podle
(2,1), takie Zassenhausova konstrukce nezjemni fetézec (1a), a tudiz ani (1b).

Véta 2. Ve vétd 1 jest z(i) =n —1 +1 (pro 1 =0,1,...,n — 1), pravé

kdy% misto rovnic (2,1), (2,2) plati rovnice

(3,1) @4y Abp_i1 = b,
=g pro 1 =0,1,.:,0— L

(3,2) @41V baoig
Dukaz. Jeli 7(i) =n — ¢ — 1, pak (3,1), (3,2) dokdZeme z (2,1), (2,2)

snadno tplnou indukei podle <.

Plati-li (3,1), (3,2), platii (2,1), (2,2) pro z(i) =n — i — 1.

V&ta 3. Necht S’ je podsvaz, vytvoreny v moduldrnim svazu S fetézci (la),
(1b). 8’ je koneénd Booleova algebra délky n, pravé kdyZ plati rovnice (3,1),

(3,2).
Dikaz. a) Z [1], (véta 5, str. 72) vyplyva, ze S’ je konetny distributivni

podsvaz v S.
Necht platf rovnice (3,1), (3,2). Z téchto rovnic a z modularity plyne

12
V (ai N bn—:i—l) = bn—i—ls
i=0
i
(j\=/0(“1 Abp_i ) A (@ip1 A baicg) = baiog A By A bu-i-s =

= @41 ANbpiy = b.
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Podle theorému 5 jest rozklad ,.'\/:(a{ ~b,_i_,) egrozklad. Z pfedchoziho a
P :
z rovnice (3,2) snadno plyne, Ze je to rozklad prvku a.

Z predchoztho plyne, Ze prvky a; ~ b,_;—; jsou generatory svazu S’. Tedy
podle-disledku z theorému 4 je 8’ Booleovou algebrou délky n.

b) Predpoklidejme, Ze S’ je Booleova algebra délky n a Ze (la), (1b) jsou
jeji vytvotujicf Fetézce. Snadno doka?eme toto tvrzeni: Lze uréit pofadi
€y,...,Cnatomiz 8 tak,Zea;, = ¢,V ey ...V Cais by = Cis1 ™ CesaV -o- V Cq
pro i = 1,...,n — 1. Z tohoto tvrzeni ihned plyne platnost rovnic (3,1),
(3,2).

Nakonec provedeme dvé jednoduché aplikace. V modularnim svazu s pod-
minkou pro klesajicf Fetézce budte dény o-rozklady

(4v) wu="v, vV V...V,

(dw) u = w; v Wy Vv ...V W,
kde viecky slozky jsou g-nerozlozitelné a kde plati bud ¢ = ¢ nebo ¢ = 0,.

Pak lze sestrojit fetézce

(BY) 4> VgV . VU > VgV VUS> > Vp = Wy NV Uy,

(BW) U > WV oV Wyl D> WV eV Wy > e > Wy > w v,

Protoze plati KuroSova-Oreova, resp. Oreova véta o nahradé (viz [1], str.
93—95), lze pfi vhodném odislovani sestrojit o-rozklady

(6]) W=, ~ ...V Wy~ Vi V... VO Pro i =1,...,7r — 1.

Plati-li p = g,, pak z theorému 4 plyne (w; v ...~ W) A (V41 V-0V v,) =0
pro kazdé ¢ =1,...,r — L. Podminky véty 2 jsou tedy splnény a miZeme
vyslovit tuto vétu:

Viéta 4. Jsou-li p,-rozklady (6i) odvozeny 2 0y-rozkladi (4v), (4w) s g,-nerozlo-
Fitelngmi slofkami, pak Zdssenhausova konstrukce, provedend na (5v), (5w), ne-
ddvd vlasini zjemnént. -

V dalgim budeme jests vysetfovat relaci p,.

Véta 5. Necht o,-rozklady (61i) jsou odvozeny z ¢,-rozkladi (4v), (4w) s o,-ne-
rozloZitelnymi slofkami a necht

a) plati pro katdé i = 1,...,r —1

(T3) (Wy~ oo VW) A (Vg Ve V 0y) = Wy A Yy
Pak Zassenhausova konstrukce, u¥itd ma (5v), (5w), neposkytuje vlasini zjem-
néni.

b) Zassenhausova konstrukce, provedend na (5v), (5w) neddvd vlastni zjem-
néni. Pak plati rovnice (103) pro kafdéi =1,...,r — 1.

Dikaz. PHpad a) je zfejmy. Obratme se tedy k piipadu b). Z rovnice
(6,1) plyne (1) =r — 1. Z rovnic (9, 2), ..., (9, r — 1) plyne z(s) <r—i.
Kdyby platilo () <r — i, pak Vv VO, S WV NV W () Vg Ve Y
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v, atedybud v, Swi v VW)V Vi Vv O (PrOE =1, —
— 1), co odporuje tomu, Ze (64) je g,-rozklad anebo v, < w; v ... v Wy_r(y),
co# odporuje tomu, Ze (9,7 — 1) je g,-rozklad. Tedyplati 7(i) = r — i pro
kazdéi = 1,..., 7.
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PesioMme.

PA3JIOMKEHUA DJIEMEHTOB CTPYKTVYPHI C YCJIOBUEM
MUHUMAJIbHOCTH

Banzas I'asex (Vaclav Havel), IIpara.
(Mocrynuio B pepaknumio 16. IIT. 1954 r.)

B pa6ore ompejeifercA cUMMeTpUYecKoe GMHApHOE OTHOIIEHME @ JUIA dle-
MEHTOB JAHHOH CTPYKTYPH ¢ ycioBueM MunuMaibHOCTH. CoepyuHennme
a~vag ...va, (n>1)
HasHIBAaeTCA E-pPa3JIoHeHUueM, eciu

a;0(a, ~ G,V oV )
cIpaBeuIMBO JIA Kamyoro ¢ = 1, 2, ..., n ¥ A Kamgoro Habopa B3aMMHO
PasJIMYHKIX MHIEKCOB ky, kg, ..., k;m8 {1,2, ...,¢ — 1,1+ 1, ..., n}.

Mu nmostyanm cobcmeertbie g-pasaoncenus, ecam Gyner BREIOTHATECA yCJI0BHe
xoY <> non%= Y,
npAamvie 0-pasfoMceHus, eciu oymer
xgy@:vnon%y, z~Ay=20,
U CUAbHbE O-PA3N0NHCEHUSR, eCIIH
zoy <>xnon=y, @V P A@~v P =p
AJIA BCAKOIO P U3 JaHHOW CTPYKTYPHL.

B pa6ore usyuatorcsa o6mue cBoiicTBa o-pasiodeHUll U CBASH MEMAY TPeMA
CBEPXY ONpeJeeHHHMNA CIeNUaJbHEMI TUTIAMU Q-PasJIOKeHnH .
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Summary.

THE DECOMPOSITIONS OF ELEMENTS OF THE LATTICE
WITH MINIMAL CONDITION
‘ VACLAV HAVEL, Praha.
(Received March 16, 1954.)
In the preceding paper a symmetrical binar relation ¢ between the elements
of a given lattice with minimal condition is introduced. The join a; v a, v
v ...~ a,(n> 1)is called p-decomposition, if a; ¢ (ax, ~ ax, > ...V ax;) holds

for every ¢ = 1,...,n and for every choice of the various ky, ..., k; from
{1,..,s—Li+1,..,n}

We obtain the proper decompositions for [z ¢ y <> non% y], the direct
decompositions for [z o y <>2 non% y, € ~ y = 0], the strong decompositions

for[z oy <= non% Yy, (x ~ p) ~ (y v p) = p for every p of a given lattice].

In the paper some general properties of the o-decompositions and some
connections between the special types of g-decompositions are investigated.

16



Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 80 (1955)

NEKTERA PORADOVA ROZDELENI A JEJICH POUZITI

“JAROSLAV HAJEK, Praha.
(Doslo dne 24. brezna 1954.) DT:519.5

S pouzitim vysledktt kombinatorickych uvah o mnoZing &isel
1,2,..., N jsou zde odvozeny dva pofadové testy, schopné nahradit
t — test s asymptotickou vydatnosti 0,955.

1. Uvod a shrnuti. Tato prace, az na malé zmény, je jednou ze t¥i ¢dsti diser-
tace, kterou jsem podal v roce 1949. Jsou z ni odvozeny t¥i zékony rozdéleni,
vyplyvajici z jednoduchych Gvah o souboru ¢isel 1, 2, ..., N, a dale je v ni na-
znadeno poufiti téchto rozdéleni na testovani nulovych hypothes. Cisla 1,2, ...,
N v téchto testech hraji roli pofadi, takZe béii o tak zvané poradové testy.
Rozdéleni a test, oznatené pismenem «, se zde patrné vyskytuji po prvé. AvSak
za pvodce myslenky, na které je tento test zaloZen, je nutno pokliddat R. A.
Fisugera, ktery v II1. kapitole svého ,,The Design of Experiments‘‘ uvadi test,
zaloZeny na stejném principu jen s tim rozdilem, Ze nebere za zaklad potadi
hodnot, ale hodnoty samy. Tim se ov8em test stava po poc¢tafské strance velmi
pracnym, nebot pro kazdy konkretni piipad si musime vypoéist zvlastni zdkon
rozdé&leni. P¥i x-testu naopak, jakmile je jednou rozdéleni x vypoéteno a tabelo-
vano, je provedeni testu dilem n&kolika minut. Rozséhla tabulka kritickych
hodnot « pro 5 stuptit vyznamnosti a pro 10 az 50 para pozorovani je uvedena
v této praci.

K rozdéleni a testu, oznadenému pismenem S, dospél jiz v roce 1945 WiL-
CoxoN v ¢lanku [1], u nds nepfistupném. Proto se jim budu zabyvat jen potud,
pokud se mé metoda jeho zpracovani jevi jako originalni. TFeti rozdéleni a test,
oznacené pismenem y, tvorici s pfedeslymi uceleny systém, je dobfe ve statis-
tice zndm z Gloh o pofadovém koeficientu korelace 7.

Pro osud test, uvedenych v této praici, rozhodujici jsou jejich piednosti
a nedostatky vzhledem k b&Znému Studentovu ¢-testu, kterého se pouzivé
k zjisténi vyznamnosti

(1) rozdilu mezi priméry dvou sparovanych vybérd, -

(ii) rozdilu mezi praméry dvou nespirovanych vybérd,

(iii) regresniho koeficientu.

17



V ptipadé (i) mie byt i-test nahrazen a-testem, v piipadé (ii) B-testem ‘
(t. j. Wilcoxonovym testem resp. testem pomoc{ Mann-Whitneyovy U-statis-
tiky), a v pipadé (iii) y-testem.!) Hlavni vyhodou uvedenych poradovych
testd je jejich jednoduchost a rychlost, a to, Ze vychazeji z obecnéjsich, a tim
re4lngjsich predpokladi. Také jejich vydatnost nenf $patna, nebof jak ukdzal

VAN DER VAERDEN V préci [3] asymptotickd vydatnost f-testu din{ % = 0,955.

Stejny vysledek plati i pro x-test, co% bych chtél ukézat ve zvlastnim élanku.
Nesmime viak p¥i vSech kladech potadovych testit zapominat na tu dileZitou
okolnost, %e piipady, kdy je nutno provést jen test vyznamnosti, jsou pomér-
né ¥dké. Vzdy, jakmile je vyznamnost prokazéana, je nutno zaroveii stanovit
interval spolehlivosti, a tu, zatim co {-test jej poskytuje bezprostfedns, pofa-
dové testy jej mohou poskytnout jen s netimérné velkymi podtafskymiobti-
Zemi.

2. x-rozdéleni. Vyjdéme od mnoZiny dsel 1,2, ..., N a uvazujme viechny
jeji podmnoziny, dévajice kazdé z nich jakozto elementarnimu jevu stejnou
pravdépodobnost 9~ Soudet &isel v jednotlivych podmnozinich — oznaéme
jej o« — bude potom nahodnou velidinou, nabyvajici celodiselnych hodnot
v mezich

0< a <IN + 1)

Vytvoiujici polynom pro rozdéleni pravdépodobnosti nédhodné veli¢iny «
snadno nalezneme, uvédomime-li si, Ze & je soudtem n nezdvislych nahodnych
veli¢in -
oc=oc1—l—ocz+...+ocﬂ,
kde
«, = k (kdy? &islo k je v dané podmnoziné),
— 0 (v opatném piipadé).
Pii tom ob® moznosti jsou stejné pravdépodobné, nebot potet podmnoZin,
které &islo k obsahuji, je pravé takovy jako téch, které je neobsahuji. Rozklad &
na soudet &; + xg + ... + &y mé realny protéjiek v tom, Ze vytvoreni obecné
podmnoZiny muZeme rozdélit na N nezavislych krokii: V prvém zahrneme ¢éi
nezahrneme do podmnoziny &islo 1, v druhém &islo 2 atd. pro viech N &isel.
Vytvotujici polynomy ndhodnych velidin «; jsou rovny

31+ )
a tedy vytvorujici polynom « je dan vztahem

Pyt) 2" = (L + 1)1+ 1+ 7).

1) Pro strudnost oznafuji jednim pismenem jednak formu zékona rozdgleni, jednak né-
hodnou velidinu, ovladanou timto zékonem rozdslent, a také i pisluny test.
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Koeficienty polynomi P¥(t) 2%, které po vydé&leni 2V ddvaji pravdépodobnosti
piisluinych hodnot «, lze poéitat pomoci oéividného rekurentniho vztahu

P,(t) 2" = P, _,() 2" (1 + ).

To jest, napifi-li pod posloupnost koeficientd P, _,(t) 2¥-1 tutéz posloupnost,
posunutou o N mist, a settu, dostanu koeficienty 2" P,(t). Jelikoz rozdéleni
nahodnych veliéin «; jsou symetricka, plati to i o rozdéleni «. Stfedni hodnotu,
rozptyl a plochost rozdéleni & vypoéteme snadno pomoci odpovidajicich cha-
rakteristik veli¢in o

E(xy) = 3k

Do) = 1k*

paloe) = Tek?

(o) = pa(o) — 3D%oy) = — §k*
a tedy
Ee) =  INN+1)
D)= AN + DEN + 1)
#y(0) = — zisN(N + 1)2N + 1)(3N? 4 3N — 1)
#,(x) 18

9’2(0‘)=WN—5N-

Konvergence a-rozdéleni k normélnimu rozdéleni bezprostiedné vyplyva
z Liapunovovy véty: Tfeti absolutni momenty veli¢in a; jsou rovny k32-2 a je-
jich soudet
N
D k32-% = 5 N¥(N 4 1)2.
E=1
Podil t¥eti odmocniny tohoto souétu a standardni odchylky D(x) pro N — o
konverguje k nule.

3. y-rozdé&leni. Vyjdéme opét od mnoZiny é&fsel 1,2,..., N a uvazujme
vSechny permutace, davajice kazdé z nich jakoZto elementdrnimu jevu
stejnou pravdépodobnost —517—' . Potom podet inversi — oznadme si jej y —

bude ndhodnou veli¢inou. Ndhodné veli¢ina y nabyva celoéiselnych hodnot
v mezich

0<y<INWN—1)
a opét ji lze rozlozit na soudet (N — 1) nezavislych slozek
y=%1+%+ .-+ ¥y,
kde y, je podet inversi, zptisobenych tim, %e &slo (k + 1) predchézi n&které
z ¢isel mengich, t. j- n8které z &isel 1, 2, ..., k. Tento rozklad ndhodné veliéiny y

mé redlny protéjsek v tom, %e vytvofeni obecné permutace lze rozloZit na
N—1 nezévislych krokii: V prvnim ddme ¢&islo 2 bud za nebo pied 1; v druhém
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déme 3 bud za obé predchézejici &isla nebo mezi né anebo pred né obé, atd. aZ
v (N — 1)-nim kroku dame &slo N bud za (N — 1) predchazejicich ¢isel nebo
do nekteré z (N — 2) mezer mezi nimi anebo pied né viechny.

Jeliko# néhodné velitiny y, nabyvaji hodnot 0,1,2, ..., k, a to se stejnymi
pravdépodobnostmd, nebot kazdé eventualits odpovida stejny podet permutaci
__ elementérnich jevii, jsou jejich vytvofujici polynomy rovny

1 1
. 2 By — (] — {k+1 __4)-1
e W ki & + o+ =g {e+1)(1 — t)
a vytvofujici polynom y je din vztahem
R, (t) NI(1 — 8y = (1 — )1 —8)... (1 —¢"). (1)

Konvergenci rozdéleni y k normalnimu rozdéleni, jeho symetrii, jakoz i hlavni
momenty, bychom odvodili do pismene stejnym zplisobem jako tomu bylo
u rozdéleni «. Uvedme si pouze

D¥(y) = 7sN(N — 1)(2N + 5).

4, p-rozdé&leni. I nyni vyjdéme od &sel 1,2,..., N a uvazujme vSechny
mo#nosti jak je rozd&lit na dvé skupiny, jednu o n a druhou komplementarni
o (N — n) prveich, ddvajice kazdé skupiné o n prveich jakozto elementarnimu

jevu stejnou pravdépodobnost —’17__ . Potom podet inversi mezi skupinami
L
(x)
a jejich komplementy — oznadme jej B — bude nadhodnou veli¢inou. Inversi
mezi skupinami budeme rozumét zjev, Ze ve skupiné o n prveich se vyskytuje
slo vétaf ne ndktersé éislo z komplementarni skupiny a celkovy podet inversi
zjistime, kdyz prozkoumame viech n(N — n) dvojic &isel, z nichz prvni je ze
skupiny o n prveich a druhé z komplementarn{ skupiny. Nahodné veli¢ina j
tedy nabyva celodfselnych hodnot v mezich

0< < n(N—n).

Vratme se nyni k nadhodné veli¢ing y, sledované v predeslém paragrafu.
Rozdélime-li kazdou permutaci na dvé ¢asti — na prvnich 7 a na poslednich
(N — n) prvki — pak vidime, Ze nahodnot velitinu y lze rozlozit na soudet tii
nezavislych veli¢in

y=yn+r:+8,

kde 7, je podet inversi uvnitf prvé 4sti, y, je podet inversi uvnitt druhé casti
a B je potet inversi mezi ob8ma Eastmi. Tento rozklad nahodné veli¢iny y mé
realny protéjiek v tom, Ze vytvoreni obecné permutace 1ze rozdélit na t¥i neza-
vislé kroky: v prvém uréime &isla, kterd budou na prvnich n mistech, a tim
i &isla pro poslednich (N — n) mist; v druhém kroku zpermutujeme mezi sebou
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¢isla urené pro prvnich n mist a ve tfetim kroku provedeme totéZ se zbyvaji-
cimi (N —n) ¢isly.

Vytvoiujici polynomy y, y1 &y, jsou ddny vztahem (1). Oznadime-li si vytvo-
fujici polynom § pismenem Qnx(t), pak ze vztahu

Rﬂ(t) = Rn(t) RN—n(t) Qﬂ,n(t)
N _ (11— —1)...(1 — 7"t
Qurnl?) (n) =T a—ni—n...0—m (2)
Piseme-li formalni obdobu faktoriali

(I—e)(1—8)...(1—t)=(1 — )],
mame .

5 N\ _ (1 —")!
Qurn0) (n) T (= (1 =l

ihned plyne

takze vytvorujici polynom f je jakousi obdobou kombinaénich &isel mezi poly-
nomy. Vidime, Ze se neméni, dosadime-li (N — n) misto »

QN,n(t) = QN,N—n(t) .

Aviak Qy »_,(t) je vytvoiujici polynom pro rozdéleni nahodné velidiny n(N —
— n) — B, z tehot je ihned vidét, Ze rozdéleni f§ je symetrické.

Koeficienty @y 4(f) (ZZ) a pomoci nich i pravdépodobnosti pFislusnych hodnot

B nalezneme snadno z rekurentniho vztahu

ral) (ZZ) . (N " 1) + Ry ) (N - 1) :

n—1

vV

ktery si étena¥, uzivaje (2), snadno ovéri. Realny smysl tohoto vztahu je v tom,
%e pFi rozddleni &isel 1, 2, ..., N do dvou skupin lze rozloZit dva piipady, podle
toho, zda &slo N piijde do komplementérni skupiny & do skupiny o n prveich.
V prvém pripads bude inversi pravé tolik, jako kdybychom pfislusnym zpiso-
bem rozddlili jen &isla 1,2, ..., N — 1, kde#to v druhém ptipadé jich bude
o (N —mn) vice.

Oznagime-li si soudet ¢isel ve skuping o n prveich S, snadno si lze ovéfit, Ze

g=8—inn+1).
8 je souétem n &isel vybranych bez vraceni a se stejnymi pravdépodobnostmi
ze zdkladniho souboru 1, 2, ..., N, v némz zékladni rozptyl je o = 7z(N* — 1).
Tudiz -
N —n
N —1

- D*(S) = no? = lizn(N —n)(N + 1)
a tedy i

DY) = (N —m)(N + 1)
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Stiedni hodnotu § nalezneme vzhledem ke symetrii jako primér krajnich hod-
not 0 a n(N —n):
E(B) = (N —n).

Zévérem se ptejme, k jakému rozddleni konverguje rozdéleni g pii N — co.
Zde je nutno rozliit dva pfipady:

a) n zistavad pevné. V tomto p¥{padé budeme sledovat rozdéleni veli¢iny

%. Charakteristickou funkei ¢(t) rozdélenf veliéiny% nalezneme, kdyz ve
vyhovujicim polynomu (2) nahradime ¢ vyrazem elt/y:

i N ltN_l “N—n+1

o(t) = 1—e®H(l—e ¥)..(l—e ¥ )l.2..m
- 1 2 = .
(1—e'F)1—e'F)...(1 —e H) N(N —1)...(N—n+1)

JelikoZ
N—k+1
lim(l—e ¥ )=1—ef k=12,..,n
N—>w
k
. it N —Fk 1 .
lim (l—etN) il ke O P —it,
) N—>w k
dostavame

: eit — 1|
im o0 = {57
To je charakteristickd funkce soudtu » nezévislych ndhodnych veli¢in, maji-
cich spojité rovnom&rné rozdéleni nad intervalem (0, 1).

b) n — o0 a (N —n) — oo. Jelikoz rozdéleni soudtu n nezavislych hodnot
vybranych z rovnomérného rozdéleni konverguje pfi n — o k normélnimu
rozddleni, mizeme z toho ihned vyvodit, Ze pii nékterém zpisobu spoleéné
konvergence n a (N — n) k nekone¢nu bude rozdéleni f konvergovat k norméal-
nimu rozd¥leni. Aviak bylo dokédzano, viz na pt. [2], Ze konvergence k normal-
nimu rozdélenf nastavé pki jakékoliv konvergencin — oo a (N — n) — .

5. a-test. Nyni si ukdZeme jak lze pouit vysledki odvozenych v minulych
paragrafech k testovéni nulovych hypothes. Mgjme N pard pozorovéani (%, %),
(Tgs Y3), -+ -» (Tn» Yn) vesmss nezévislych a takovych, Ze pozorovéni z; byla zi-
skéna za podminek 4, kde#to pozoravéni y; za podminek B. Kromsé toho necht
tu piisobily vedlejii podminky, které sice byly pro kazdy par pozorovéni stejné,
ale od péru k paru se ménily (viz déle uvedeny ptiklad). Nyni testujme nulovou
hypothesu, %e zména podminek 4 v podminky B neméla vliv na velikost pozoro-
vanych hodnot, a Ze viechny rozdily uvnitf parii lze povaZovat za nadhodné.
Jinymi slovy, testujme nulovou hypotesu, Ze kaZdy péar pozorovani piedstavuje
dv® hodnoty nezévisle vybrané z téhoZ spojitého rozdéleni, které se oviem
mize od paru k paru méniti.
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Vytvoime rozdily
di=2,—Yi, i=12,..,N

a sefadme je podle absolutni velikosti. Spojitost rozdéleni vyluduje piipady
|d;| = |d;| pro i +7 a také pripady d; = 0. Rozdily usporadané podle absolutni
velikosti si oznaéme d, d®, ..., d™, takze

4] < 4P| < ... < 4D

Potom lze kazdé fadé para pozorovani (2;, ¥) ptifadit podmnoZinu disel
1,2, ..., N tak, Ze &islo k bude do ni pojato tehdy a jen tehdy, je-li rozdil d®

Tabulka 1.
i,k x; Yi d; d)
1
1 188 139 49 6
2 96 163 —67 8
3 168 160 8 14
4 176 160 16 16
5 153 147 6 23
6 172 149 23 24
7 177 149 28 28
8 163 122 41 29
9 146 132 14 41
10 173 144 29 —48
11 186 130 56 49
12 168 144 24 56
13 177 102 -75 60
14 184 124 60 —67
15 96 144 —48 75

kladny. Z nulové hypothesy bezprosttednd vyplyva, Ze kazd4 takova podmnozi-
na bude mit stejnou pravdépodobnost a soucet pofadi kladnych rozdili v jejich
uspotadani podle absolutni velikosti bude mit rozdéleni «.

Test provedeme tedy takto: vypoéteme rozdily mezi pary pozorovani, sefa-
dime je podle absolutnich hodnot, setteme pofadové indexy kladnych rozdila
a potom srovname zjisténé « s tabulovanou kritickou hodnotou pro pfislusny
stupeli vyznamnosti. Samozfejmsé, otekévame-li poruseni nulové hypothesy jen
jednim smérem, redukuje se stupen vyznamnosti na jednu polovinu. Abychom
nemuseli tabelovat horni kritické hodnoty pro «, mizeme vyuzit toho, Ze je na
nadi vili, zda budeme stitat pofadové indexy kladnych &i zépornych rozdila.
Oznadime-li si « zaloZené na kladnych rozdilech &, a « zaloZené nazapornych
rozdilech «_, pak plati _

x, +a-=3N{HN +1),

tak¥e horni kritickou hodnotu piekroé « , pravé tehdy, prekrodi-li «_ kritickou
hodnotu dolni. To ndm umoziuje tabelovat jen kritické hodnoty dolni, se kte-
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rymi srovnavéme « zaloZené na rozdilech toho znaménka, které se vyskytuje
méné Casto.

Ptiklad. PouZijme x-test k rozboru klasického Darwinova experimentu,
uvedeného v ,, The Design of Experiments“ R. A. Fishera. Zde je zkoumano,
zda potomstvo rostliny, vzniklé k¥iZenim, se li§f vyznamné co do své vysky od
potomstva vzniklého samooplodnénim. Bylo vypéstovdno 15 pari exemplait
uréité rostliny, v nichz kazdy jedinec byl vystaven pokud mozno stejné péci
a stejnym pivodnim podminkam, takZe p¥islusnici kazdého paru se aZ na na-
hodné vlivy ligili pouze tim, Ze jeden vznikl kiizenim a druhy samooplodnénim.
V tabulce 1 jsou v druhém sloupci udiny vysledky dosaZené u exemplaia
vzniklych kiiZenim a v tfetim sloupci soub&zné vysledky u jedinct vzniklych
samooplodnénim, pfi éemZ jednotkou je § palce. Ve Etvrtém sloupci jsou dany
rozdily a v patém jsou tyto rozdily sefazeny podle absolutni velikosti. Cisla

v prvém sloupei uréuji potadi, a to jak d;, tak i d®. JelikoZ zéporné rozdily jsou
jen dva, zalo#ime x-test na nich. Jelikoz — 48 ma pofadi 10 a — 67 md pofadi 14,
dostavame , '

o =10+ 14 = 24.

V tabulce 2 nachazime, ze pro N = 15 je 5%,-ni kritickd hodnota 25,3, takze
spokojime-li se s 5%-nim stupném vyznamnosti, je nalezend hodnota « vy-
znamn® mal4 a soudime, %¢ zptsob vzniku rostliny na jeji vySku vliv ma. Po-
uzijeme-li #-test, dostdvame ¢ = 2,148, coZ je také hodnota nepatrné vétsi nez
5%-ni hodnota, takZe oba testy dévaji v podstaté stejny vysledek.

V tabulce 2 jsou vypodteny dolni kritické hodnoty pro 10%-ni, 5%, -ni, 2%,-ni,
1%-ni a 0,1%-ni stupnd vyznamnosti. Pro mald N bylo pouzito skuteéného
a-rozdéleni. Pro vétsf N bylo moZno pouzit aproximace pomoci normélniho
rozdéleni, opraveného v &len Edgeworthovy fady, berouci zietel na plochost.

Poznamka 1. Je-li v tabulce 2 na misté 5%-ni kritické hodnoty uvedeno
&islo @, g5, znamend to, ze

P(o, < agg5) + Plx- < ag05) = 0,05.

Je-li &islo @, o5 necelé, na pf. age; = 25,3, znamens to, Ze s pravdépodobnosti
-0,3 miZeme za vyznamnou povaZovat i hodnotu 26, aniz by pravdépodobnost
zamitnuti nulové hypothesy, je-li spravna, stoupla nad 0,05. -

Poznamka 2. Pi skutednych experimentech se bude stavat, Ze nékteré roz-
dily budou rovny nule, a jiné zase budou stejné co do své absolutni hodnoty.
Tento pifpad lze prevést na predesly tim, Ze dodatetnd jednak kazdy nulovy
rozdil prohldsime s pravdépodobnosti 0,5 za kladny a s pravdépodobnosti 0,5 za
zéporny, a jednak skupinky co do absolutni velikosti stejné velkych rozdili
nahodné sefadime podle ,,velikosti‘ tak, e kaZdé sefazeni bude mit stejnou
pravdépodobnost. Po tomte umélém ,,doplnénii experimentu, bude mozno
uZit «-test presnd tak, jako by se jednalo o vybér ze spojitého rozdéleni. Jeho
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Tabulka 2.
Dolni kritické hodnoty pro «-test.

Podet phri Stupeti vyznamnosti
N 10% 5% 2% 1% 0,1%
10 10,8 8,0 4,9 3,0
11 13,9 10,7 7,1 4,8
12 17,5 13,8 9,6 7,0 0,8
13 21,4 17,2 12,6 9,6 2,4
14 25,7 21,0 15,8 12,4 4,2
15 30,5 25,3 19,5 15,7 6,3
16 35,6 29,9 23,5 19,3 8,8
17 41,2 34,9 27,9 23,3 11,6
18 47,1 40,3 32,6 27,6 14,7
19 53,6 46,1 37,8 32,3 18,1
20 60,4 52,3 43,3 37,3 21,9
21 67,6 58,9 49,1 42,7 25,9
22 75,2 66,0 55,4 48,6 30,3
23 83,3 73,4 62,2 54,7 35,1
24 91,8 81,2 69,3 61,4 40,3
25 100,8 89,5 76,7 68,3 45,8
26 110,1 98,2 84,6 75,7 51,6
27 119,9 107,3 92,9 83,4 57,7
28 130,2 116,8 101,6 91,0 64,2
29 140,8 126,8 110,7 100,0 11,2
30 151,9 137,1 120,2 108,9 78,6
31 163,4 147,9 130,2 118,2 86,3
32 175,56 159,1 140,5 128,0 94,3
33 187,9 170,7 “151,2 138,2 102,
34 200,7 182,8 162,3 148,8 111,5
35 214,0 195,3 173,9 159,8 120,7
36 227.7 208,2 185,9 171,0 130,2
37 241,9 221,5 198,3 182,7 140,1
38 256,5 235,3 211,1 195,0 150,4
39 271,5 249,6 224,4 207,6 161,1
40 287,0 264,2 238,1 220,6 172,1
41 303,0 279,2 252,1 233,8 183,6.
42 319,3 294,7 266,5 247,5 195,4
43 336,2 310,6 281,5 261,8 207,7
44 353,4 327,0 296,9 276,56 220,4
45 371,2 343,8 312,7 291,6 233,5
46 389,3 361,1 328,9 . 307,1 . 247,0 .
47 408,0 378,7 345,5 322,8 260,8
48 427,0 396,8 - 362,56 339,0 275,0
49 446,5 415.,4 380,0 355,8 289,7
50 466,5 434,4 397,9 373,0 304,7

citlivost se tim oviem zmensi. Pro aplikaci viak bude stacit uzit misto ,,do-
pliiovani* experimentu nasledujiciho polovinového pravidla:

1° vyskytuje-li se mezi diferencemi & nul, pfipoéteme na vrub « $(1 + 2 +
+ ot k). o

2° vyskytuje-li se na mistech, r + 1,...,r — k + lb k co do absolutni
hodnoty stejnych diferenci, mezi nimi# je k. kladnych a k_ zépornych,

|
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k, -+ k_ =k, pak pfipoSteme na vrub « (r + ’f_;l) k., resp. (,. + k ; 1)k_

podle toho, zda pouzivéme . &,

V t&ch skupinkéch, kde jsou viechny rozdily stejného znaménka, nebude
samoziejmé tfeba-delat zadné opatfeni. Statistika «, ziskand z polovinového
_ pravidla nebude jiZ sice mit piesnd to rozdélent, které méame tabelovano, ale lze
otekévat, %e v pripad$, kdy nul a absolutné rovnych rozdili nebude mnoho,
budou tabulky i nadale pouZitelné.

Tabulka 3.
n
\ 3 4 5 6 7 8 9 10
m
4 — 0,7 Dolnf 8 %-ni kritické hodnoty pro f-test
5 0,4 1,6 2,8
6 1,0 2,4 3,9 5,4
7 1,5 3,3 5,1 s 8,8
8 2,0 4,1 6,2 8,4 10,7 13,0
9 2,5 5,0 7,4 10,0 12,6 15,3 18,0
10 3,0 5,7 8,5 11,5 14,5 17,6 20,6 23,7
Tabulka 4.
n
\ 2 3 4 5 6 7 8 9 10
m
3 — 0,0 Dolni 10 %-ni kritické hodnoty pro B-test
4 — 0,7 1,8
5 0,1 1,4 2,8 4,1
6 04 2,1 3,7 5,4 7,2
7 0,8 2,7 4,7 6,8 8,9 11,1
8 L2 33 57 8.2 10,7 13,2 15,8
9 1,6 4,0 6,8 9,6 12,5 15,4 18,3 21,3
10 1,9 4,6 7,8 11,0 14,2 17,5 21,0 24,3 27,6

Poznémka 3. Je-li nulovd hypothesa vyvricena, vyvstava tloha najit
interval spolehlivosti pro nezndmou st¥edni hodnotu u. Lze p¥i tom postupovat
nésledujicim zptsobem: Vezmeme libovolné u a na chvili budeme predpokla-
dat, %e stiedni hodnota je skute¢né rovna tomuto u. Pak oviem s prisluSnou
pravdépodobnosti, feknéme 0,95, nesmi « vypottené z hodnot (d;— w),
(d3 — 1), ---» (dy — p) Padnout do kritického oboru. Cili ta u, pro které se to
stane, budou tvofit interval spolehlivosti. Vypoéet krajnich bodd tohoto inter-
valu by se v¥ak muselo délat patrné zkusmo, co by bylo velmi obtizné.

Poznémka 4. Pou¥iti a-testu se neomezuje jen na sparované vybéry. Lze
jim testovat i pon&kud obecn&jii hypothesu, Ze stfedni hodnota n pozorovani
majicich symetrické rozdéleni, je rovna urdité konstants. (U sparovanych vy-
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bért testujeme hypothesu, Ze sttedni hodnota rozdili je rovna nule.) Jinym
zobecnénim by byl necentralni « test, pti kterém by vSak bylo nutno specifi-
kovat formu distribuéni funkce.

6. p-test. Mame-li dva nesparované nezavislé vybéry x,, s, ..., s & Y1,
Y3 -+ Ym, 1ze nulovou hypothesu, pravici, Ze viechn + m hodnot bylo vybrano
2 tého# rozdélent, otestovat pomoci B-testu. Staéi zjistit pocet inversi mezi obé-
ma vybéry, t. j. potet piipadi, Ze y; < y; Pro i=12,...maj=12...,n
Za predpokladu, Ze nulovd hypothesa plati, bude mit tento podet inversi
p-rozdéleni, kde N —n = m. Dolni 5%-ni a 10%-ni kritické hodnoty pro =,
m < 10 jsou pro p-test uvedeny v tabulkéch 3.a 4. S tabelovanymi kritickymi
hodnotami opét srovnédvdme f vypotétené na zéklad® téch inversi, kterych je
méné.

7. y-test. M¢jme N nezéavislych paria pozorovani (i, ¥1), (€2 Ya)s -+ +» (Tws Yn)
z dvojrozmérného rozdgleni. Nulovou hypotesu, %e x a y jsou nezavislé, lze
pak otestovat pomoci y-testu. Stati zjistit pocet inversi v posloupnosti 3@,
y®, ..., y™ vytvotené tak, ze odpovidajici hodnoty 2 tvo¥i rostouci posloup-
nost z® < 2® < ... < 2™, Za predpokladu, Ze nulové hypothesa plati, bude
mit tento potet inversi y-rozdéleni.
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Pesome

HEKOTOPBIE IIOPATKOBLIE PACIIPEJEJIEHUA
1 UX NPUJIOHEHUA

AIPOCJIAB XAEK (Jaroslav Héjek), IIpara.
(Tocrynuio B pepakumio 24/I1T 1954 r.)

\
B npennaraemoit pa6oTe BEBOAATCS TPH THUIIA paclpe/ieleHuil ¥ TPH COOTBET-
CTBYIOIMX TeCTa &, f§, M ; IPU BHBOJE UCHOIb3YIOTCH BIeMEHTAPHEIE PacCyH-
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nenns o mMuoectse {1, 2, ..., N} marypanpusx uncer 1, 2, ..., N. Acumnroru-
yeckan ddPexTuBHOCT *v-Tecta u f-recra pasHa 0,955.

x-pacupefgerenne. M Gynem cuuTaTh BCe IIOMHOMKECTBA MHOKECTBA
{1, 2, ..., N} saemenrapusm coGrrruamuu. Ilycrs BepoATHOCTE Kawmjloro die-
MeHTApHOYO coGrrTus pasHa 2. CyMma & BeeX 9HCell B KarK/IOM dJeMeHTapPHOM
COGHTYN eCTh CirydaiiHas BeJMYMHA, NPOMBBOMAIMY MOJMHOM KOTOPOH Py(t)

JIaH COOTHOUIEHUEM
N

N
P2¥ =TJ@ 4.
n=1
Cpennsas Besmuuna E(«), qucnepens D2(x) 1 ocTaJbHEE XapPaKTEePUCTHKN JaHBI
dopmynamu Ha crp. 19. a-pacupefieieHie CTPeMHUTCA K HOPMAaIbHOMY pac-
IpefielleHNI0, KaK HemoCpPe/ICTBEHHO BEITEKAET M3 TeOPeMEI JlanyHoBa.

y-pacupefierenne. PaccMoTpuM Bce IIepecTAHOBKU MHOKECTBA {L,2,..., N},
CUNMTAA KAasKAylo N8 HUX dIeMEeHTAPHHM COOLITHEM. Iycrs (N!)™! ecrs BepoAT-
HOCTh Kamaoro Taxoro coberrus. Yucmo y BCEeX MHBEpCHUit B Ka’k[oil mepecra-
HOBKe SBJIAETCA Caydaiiuoit Bemmaunoii. [iponssonsammit moaunoM Ry(f) MoxHO
cocTaBUTh 10 ypaBHeHuio (1).

p-pacupepenenne. Paccmorpum cuereMy BCeX TOJIMHOMECTB, COfepralmx n
paementoB (n < N) muosmecrsa {1, 2,..., N}, mpudeMm yCJI0OBAMCA CYUTATH
KasKI0e TO/IMHOMKECTBO BieMeHTapHEM coGbiruem. Yuerao B Beex mHBepcmit
MeMLy IIOfIMHOKECTBOM I JIONIOJHUTEJBHBIM K HEMY MHOKECTBOM B MHOKECTBE
(1,2, ..., N} aBasercs ciydaiiHoil BeqmunHOM. [Tox wHBepcueit Mexay ABYMA
MHOtecTBAMY MHI I0/Ipa3yMeBaeM Kask/Iyo napy uce (p, g), rae p > ¢ u p upn-
HAJIIE’KAT NIePBOMY, & ¢ — BTOPOMY MHOKECTBY.

DileMeHTH Kak/0ii IIepecTaHOBKY MOMKHO Pasfe/uTh Ha JIBe IPYIIIL; MepBast
rpyNma COMepHUT IepBble 7 BIEMEHTOB IIEPeCTAHOBKH, & BTOpas COACPHMT
ocraprEie N — n oiaementos. Mrak, y = y, + v + B, Ie depes y(y,) 06o-
3HAUEHO YMCJIO BCeX MHBepcuit B mepBoif (Bropoi) rpynme, a f 03HAYAET TMCIO
Beex MHBepcmit Mexpy obemmu rpymmamu. ITpomsBopaniue MOTMHOMEL Y, Yy
u p, nanel ypasennuem (1). Orcioja ciexyer, 4TO TPOMBBOJAIIME TOJMHOM
Qn a(t) B-pacupenenenus Y/IOBJIETBOPAET CJIE[YIONIeMy COOTHOILICHUIO:

RN(t) = R,(t) RN—n(t) QN,n(t) .

Homunom @y ,(f) MOKHO BEYUCIATD TIO dpopmyae (2). Ogesnpuo,

QN,n(t) = QN,N—n(t) ) .
sHauuT, f-pacupefeienne cumMerpuaHo. QOpMyIBl A cpenueit E(f) n puc-
nepcuu D) npuseniens Ha crp. 21 n 22.

Ilycrs reneps N — oco. [Ipepnosoxum, 970 7 IOCTOAHHO. Ecau B (2) samenurs
t Brpaskenuem €'Y, TO mOMyYMTCA XapaKTepUCTUYECKad ¢yurmua ¢(t) pac-
upenenenns BN, otryna ciefiyer, 9To f-pacipefielieHue CTPEMUTCA K pac-
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TIpefleIeH1i0 CYMMBI 7 He3aBUCHMBIX OPTOTOHAIBHEIX cay4afiHBIX BeJUYUH.
B ToM carydae, KOIJIa KaK #— 00, TaK U N — 00, moJIyYnM HOpMaJIbHOE pacrpe-
JleJIeHHe.

«-teet. [Tycrs nano N map HezaBUCHMBbIX HAGII0[eHUH (z,v),t=1,2,..., N,
Ip¥ KOTOPHIX ycioBusg A BIMAIN HA HaOJI0eHUA &;, a yeiaoBuA B Biaugamm Ha
naGmonenus y;. Ilyers, xpome Toro, manbueitume ycaosua €' Bansin Ha oGe
BeJIWYMHBL Z; M ¥; OMHAKOBHIM 006pasoM, HO MBMEHATUCH OT HAphl K Iape.
Hameii 3aiadeif Gyfer npoBepUTh HYJeBYIO IMIOTe3Y: Kampjas mapa Halio-
JeHLil IpeficTABIACT JiBe BEIMYMHEL, BHIGpaHHBIE HE3aBMCHMO ADYT OT Apyra
13 0JTHOTO I TOYO e HEeIPEePHIBHOTO PaCIpe/ieIeHNs, KOTOPoe, KOHEYHO, MOKeT
MeHATBCA OT Hmapsl K mape. Pacmosomum aGcosIOTHBIE BETMYMHEL PasHOCTE
d, = x;—y; B BUJle Bo3pacTawlleil 1ocae0BaTeIbHOCTH

[dV| < [d®| < ... < |dP)

I mocTaBUM B CcooTBeTcTBHe HebuomenuaMm (z; ¥y,) ¢ = 1,2,..., N, nogmHo-
secTBo MHOMecrBa {1, 2, ..., N}, comepmamee Bce umena k, s KOTOPHIX
d® = 0. U3 nyseBoil rUNOTe3H! CJAEAYeT, YT0 BEPOATHOCTU BCEX TAKUX IIO/MHO-
sxecTB oMHAaKOBE. Hpome TOro, cyMmMa MOpPAAKOBLIX NHIEKCOB HOJIOHUTEIbHEIX
pasHocTeil, PACIOJIOMEHHEIX 10 a0COIOTHON BeJUUITHE, NMEET x-pacupeese-
wire. CJlel0BATEIBHO, MOKHO CTABHATH BHYMCIEHHOE & ¢ TabyIipOoBaHHEIM KPH-
THYeCKMM 3HAYeHUEM JJIA COOTBETCTBYIOUIEH CTelleHN 3HAYUTEIBbHOCTH. X-TECT
HCIIONMB30BaH JUIA aHAIN3A KiIaccmyeckoro onsira JlapBuna, omyGauKoOBaHHOIO
B ,,The Design of Experiments’* u racawuerocs pacTeHuif, BOSHUKIINX CKpe-
IMBAHMEM I CAMOOIIONOTBOpeHMeM. B broM ciaydae MBI IOJIydMM & = 24,
B rabmune 2 st N = 15 u 59, mu1 naxopum sHavenue 25,3. t-recr GrblojieHra
maer ¢t = 2,148. lrak, o6a Tecra AaloT IMPaKTHYECKU OJMHAKOBBEIE Pe3yJIbTATHL.

X-TECTOM MOKHO II0JIbBOBATHCS [laske B TOM cJydae, KOr[a [aHHbIE paclpe-
JleJIeRNA He ABJIAIOTCH HelpephIBHEIMM.

B-reer. Ilycts 2y, Ty ..., &y U Yy, Yoy -+, Ym — JiBE HE3ABUCHMEIE HellapHBIE
BriGopku. Ilpeanosiosim, 4ro cupaBeIuBa HyJIeBasA IUIOTe3a, YTO BCe N —+ m
sHaveHuil GBI BHIOpAHEL U3 OJJHOYO M TOXO e pacnpefiesenus. B rakom ciydae
MOKHO BOCHOJIB30BaThCA fB-TecToM. J0CTATOYHO OIpeAeUTh YUCJIO MHBEpCU
Mey BHOOpKaMu. Do umcso obiajaer f-pacmpenenenueM, rae N —n = m.
Hummnue 5%-une u 109%,-Hble KpUTNIeCKIe BHAYeHUA 3aTa0yINPOBAHEL.

y-reer. Ilyers (zy, ), ..., (@y, yy) — N ApPYr oT ;Apyra HesaBUCHMAIX Iap
naGmoennit 3 AByxXmMepHoro pacnpeneienus. Ecau x n y nesasucumst (nyae-
Bas IMIIOTe3a), TO MOKHO IPUMEHUTH p-TecT. PacmoouM 3HaYeHUA Z; B BUJe
Boapacraiomieit mociegoBareasocrn 0 < 2 < ... < 2™ u npeanomomum,
49710 cooTBeTcTBYOIMe sHavenus y; 6ynyt ¥, y®, ..., y™. Ecan cnpasennnsa

HYJeBasl IUIOTe3a, TO TUCII0 MHBEpCHil B YIOMAHYTOM’ mocaejoBaTeabHOCTH 06-
JaJiaeT y-paclpejeseHneM.
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Summary.

SOME RANK DISTRIBUTIONS AND THEIR APPLICATIONS

JAROSLAV HAJEK, Praha.
(Received March 24, 1954.)

In this paper three laws of distribution and three corresponding tests «, f
and y are derived by means of elementary considerations of the set {1, 2, ..., N}
of natural numbers 1, 2, ..., N. The asymptotical efficiencies of x-test and
B-test are 0,955.

x-distribution. Let us consider all subsets of the set {1,2,...,N}as element-
ary events. Let 277 be the probability of every elementary event, The sum o
of all numbers in each elementary event is a random variable whose generating
polynomial P,(t) is give by the relation

N

P@).2"=T]Q+™).

n=1

The mean value E(x), the variance D*(x) and other characteristics of the
x-distribution are given by the formulae on page 19. The convergence to the
normal distribution follows immediately from Liapunov’s theorem.

y-distribution. Let us consider all permutations of the set {1,2,...,N},
regarding every permutation as an elementary event. Let (N!)-* be the pro-
bability of every such event. The number y of all inversions in any permutation
is a random variable. The generating polynomial R,(f) can be computed from
equation (1).

B-distribution. Let us consider the system of all consisting of n elements
(n < N) of the set {1, 2, ..., N}, every subset being an elementary event. Let

-1
(JZ) be the probability of every elementary event. The number f of all inver-

sions between the subset and its complementary set in the set {1, 2,....,N}is
a random variable. By the inversion between two subsets of natural numbers
we understand each pair of numbers (p, g), where p > ¢ and p belongs to the
first and ¢ to the second subset.

We can divide the elements of every permutation into two groups; one group
consists of the first n elements of the permutation and the second consists of the
remaining N — n elements. Therefore y = y1 + 73 + B where y, (y,) denotes
the number of all inversions in the first (second) group and B denotes the number
of all inversions between both groups. Generating polynomials y, ¥, and y, are
given by (1). From this it follows that the generating polynomial @, ,(f) of
the p-distribution satisfies the following relation

Ry(t) = R, () . Ry_a(t) . Qﬂ,n(t) .
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The polynomial @y ,(f) can be computed from (2). Evidently
Qy,n(t) =5 QN,N—»(’)

Now, let N — co. Suppose that n is constant. If we replace ¢ by e'** ¥ " in (2)
we get the characteristic function ¢(t) of the distribution g . N-* from which
it follows that the p-distribution converges to the distribution of the sum of n
independent rectangular random variables. In the case when both » — oo and
N — n — o0 we get normal distribution.

a-test. Let N pairs of independent observations (#;, %;), ¢ = 1,2, ..., N be
given whereby a condition 4 influence the values z; and a condition B influen-
ces the values y,. Moreover, let a third condition C influence both values z; and
y; equally but let C vary from pair to pair. Our task now is to test the null
hypothesis, viz. that each pair of observation represents two values indepen-
dently sampled from the same continuous distribution which, of course, can
vary from one pair to another. Let us arrange the absolute values of the dif-
ferences d; = x; — y, in the ascending sequence

[d®] < [d®] < ... < |d®)

and let us assign to the observations (x;, ¥;), ¢ = 1, 2, ..., N a subset of the set
{1, 2, ..., N} consisting of all numbers k for which d® > 0. From the null hypo-
thesis it follows that the probability of every such subset is the same. Mo-
reover the sum of ranks of positive differences in their arrangement is distri-
buted according to the «-distribution. Consequently we can compare the com-
puted x with the tabulated critical value for corresponding level of significance.
The «-test is used for the analysis of the classical Darwin’s experiment, pu-
blished in “The Design of Experiments“ concerning the off-spring of a plant
reproduced by crossing and by self-fertilisation. In this case we get o = 24.
In table 2 we find the value 25,3 for N = 15 and for 5%,. Student’s ¢-test gives
¢t = 2,148. In this case both tests give practically the same result.

The a-test can be used even in the case, where the given distributions fail to
be continuous.

p-test. Let x,, x,,..., 2, and ¥;, ¥,, ..., Y be two independent nonpaired
samples. Let us suppose that the zero hypothesis holds true, viz. that all
n + m values are sampled from the same distribution. In this case the p-test
can be used. It is sufficient to determine the number of inversions between
the two samples. The number of inversions will be p-distributed, where
N —n = m. Lower 5%, and 10%, critical values are tabulated.

y-test. Let (z,, ), ..., (zy, ¥5) be N independent pairs of observations of a
two-dimensional distribution. If « and y are independent (the zero-hypothesis)
then it is possible to use the y-test. Let us arrange the values z, in an ascending
sequence z® < a® < ... < a™ and let the corresponding values y; are y™®,
Y, ..., y™. If the zero hypothesis is true, the number of inversion in the last
sequence has y-distribution.
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Casopis pro p&stovini matematiky, roZ. 80 (1955)

LINEARNI ZAVISLOST FUNKCI JEDNE REALNE PROMENNE

VOJTECH JARNIK, Praha.
(Do¥lo dne 3. kvétna 1954.) DT:517.41

Hodnost Wronského matice n funkei udévé za jistych podminek
potet linearnd nezévislych funkei mezi t&mito n funkcemi. Zde je
dokéazéno ve vétd 2 kriterium obecnsjsi a soudasnd jednodussi neZ to,
které se oby¢ejnd uvadi.

Je znama dileZitéd tloha, kterou hraje t. zv. determinant Wronského pfi
vy3etfovéani linedrni zévislosti a nezévislosti funkei. Obydejné se udava krite-
rium, obsaZené v tomto &lanku jako 3. pomocnd véta. Vlastnim cilem tohoto
&lanku je obecnéjii a jednodussi kriterium, obsaZené ve vété 2. Tato véta je
jednoduchym disledkem véty 1, ktera se tyké jisté limitni vlastnosti Wron-
ského determinantu. Podnét k tomuto ¢lanku dal rozhovor jeho autora
s B. CEcHEM v r. 1943. Je dosti tézko zjistit, neni-li véta 2 jiz znama,; jeji dikaz
vyzaduje jen klasickych pomticek. Ale sotva je véta 2 znama nasi Sirsi matema-
tické obei.

V celém &lanku slovo ,,8islo” znamend komplexni &islo; slovo ,,funkce‘
znamend komplexni funkei jedné redlné proménné; ,,derivace’‘ znamené
konetnou (,,vlastni*) derivaci.!) Pfipometime: Existuje-li f¥(x) (k > 0), je
1i - & . g1 (k-1) & ) —_0-
Elf;& fo +§)—f(0‘)—'1—!f(“)“-~-“mf (“)"Hf (%)) =0;

: _ , (1)
pro realné f viz na pf. mij Uvod do poétu diferencidlntho, konec kap. XI; také
se dostane (1) ihned z véty 150. Je-li f komplexni, uZijeme pravé zminéného
vysledku na redlnou a imagindrni &ast. Utijeme-li rovnice (1) na funkei (),

obdrzime rovnici
k 1-v

3
[ + &) =2, [Ox) T—gy1 T 06575 (2)

l=»

—pFitom o(£?) znadi takovou funkei g(&), Ze je lim £-? g(§) = 0; specialné o(1)
. £-0

1) Jeli f=g+ih (g, h reélné funkee), definujeme oviem f(F) = g®) 4 in(®), Nekdy
pieme f(°) misto f. .
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znad{ takovou funkei g(&), Ze je lim g(&) = 0. Rovnice (2) plati tehdy, je-li
£-0
0 < v < k a existuje-li f®(«); je-li f®(x) spojitd v bodd «, plati (2) zfejmé
ipro0 < v =k
§ 1. Vé&ta 1 a jeji dikaz.

Je-li predlozena matice komplexnich &isel

Qg0 Xg,1 +++> Xp,y—1
@y @,y -ees Byyyy (n>0,v > 0),

....................

(3)
Ap-1,0 An-1,1+++ Tn-1,v1

budeme jeji I-ty Yadek a4, a4y, ..., a,,—; Oznacovati znakem {l}. Je-li ddn
néjaky systém radka
{lO}’ {ll}’ QD) {le—l} H] (4)

nazyvame &islo I, + 1, + ... + l,_; jeho vy8kou; hodnosti systému (4) nazve-
me hodnost matice
aln’o’ “eey alo’v-—l

all,o, LERE al,_,v—l (5)

@ry_y05 + o Bty pyv-1 -

Systém (4) je ,,nezavisly*, jsou-li fadky matice (5) linedrné nezavislé, t. j.
je-li jeji hodnost rovna p; jinak je systém (4) ,,zavisly*‘. Pro ¢ = 1 znamen4
zavislost systému {1} totéz jako rovnice @, , = a;, = ... = a;,,-; = 0.
Cisla
S (6)

nemusi byt rizné; jsou-li dvé z nich stejné, je oviem systém (4) zavisly.?) Dva
systémy povazujeme za stejné tehdy a jen tehdy, lidi-li se pfisludné soustavy
¢isel (6) pouze permutaci; tedy systémy {1}, {3}, {5} a {3}, {1}, {5} jsou stejné;
rovnéz {1}, {3}, {3}, {5} a {3}, {1}, {5}, {3}; ale systém {1}, {3}, {5} a systém
{1}, {3}, {3}, {5} jsou riizné.

1. pomocna véta. Budif ddna matice (3), majict hodnost v (tedy n > v). Mezi
vdems nezdvislymi systémy v ¥ddki existuje aspoti jeden, ktery md nejmendt vi&ku;
tuto nejmendi vydku oznabme H.

Oznaéme jeden z téchto nezdvishjch systéma visky H znakem

{Il},"',{ly}‘ (I]<I2<..,<I‘,), (7)

i'é.d’l)(ﬁMism »(4) je nezavisly systém* budeme také Fikati, %e (4) se skladé z nezavislych
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Tordim:
1. Existuje pouze jeden systém v nezdoistgch Fidki o vydce H.
11. Je-li

{h1}, {ha}s ooos {Ma} (8)
systém takovy, Ze '
O<i<o, byt hy+...ta<Li+ILi+..+1i, (9)
je systém (8) zdvisly.
II1. Je-li
{h1}, {he}, -5 {2} (10)
systém takovy, Ze
: By <hy<...<hy, 0<AZw (11)
a je-li
by L, (12)

aspots pro jedno u (1 < u < 4), je systém (10) zdvisly.

Dukaz. Ziejms IT plyne z III — stadi srovnat by, ..., la v 11 podle velikosti.
Ale také I plyne z III. Je-li totiz {A,}, ..., {h,} nezavisly systém, hy < hy <
< ven S B

hy4+ ...t hy=H=I+..+1,,
musi podle ITI byti A, > I, pro kazdé u, tedy h, = Ly
Dokasme tvrzeni ITI. Pro ka#dé 7 (1 < 7 < p) sestrojme systém

{Il}’ s {I/l-l}’ {h1}; {I[l+]}’ s ey {Iv} > (13)

ten mé vysku mensi nez H (nebot h, < b, < I,) a tedy plati mezi fadky (13)
netrivialni lineirni relace. Kdyby se z této relace dal vypodisti néktery Fadek

~

{I,} (e > p), daly by se fadky (7) vyjadiit jako linedrni kombinace » fadki
{Il}’ b {19—1}’ {h‘r}: {Iq+1}’ R ) {Iv} ;

tento. systém by tedy musil byti rovnéz nezévisly, co neni mozné, jeZto ma
vydku menii nez H. Relace (13) je tedy prostd relaci mezi {1,}, ..., {Ly1}, {h;}>
z ni? lze oviem {,} vypodisti. Tedy tadky {k,}, ..., {h,} jsou linedrnimi kombi-
nacemi p — 1 ¥adek {I,}, ..., {L,-1}°) a tedy tvoii zavisly systém. Tim spife je
zavisly cely systém (10).

V dalsim budeme pot¥ebovati pouze tvrzeni I, IL.

Véta 1. BudiZ 0 <v < n. Funkce fo(), .-, f,-1(x) necht maji derivaci Fadu
n— 1 v bodé & (a tedy derivaci fddu vy — 1 jistém okolt bodu ). Necht matice

- 3) Pro s = 1 to znamené, %e {h,} se sklédé ze samych nul.
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1), s [O4(x)

fi@, s foa(@) a0
B )
md hodnost v. PoloZme
fo(x)> iwiey fv—l(x)
A'(x) — fl;(x), coey f;—l(x) (15)

.................

870@), ..., f030(=)
I. Potom existuje 6 > 0 tak, Ze pro 0 < |x — &| < & je A,(z) + 0.

I1. Podrobnéji: PoloZme {(x) = ay,, takie matice (14) nabude tvaru (3). Defi-
nujme H, I,, ..., I, jako v pront pomocné vété a qud'me

A= ...t , takZe A + 0. (16)
@r,0: -+ 1,51
Potom jest
: Ay(x + &) A4 :
gl_rj)l Eht o+ L —p(-1) = I1! A yErdh <y (Ik ”_It) . (17)

Poznédmka. Tvrzen{ I plyne oviem z tvrzeni IT. Srovnéme-li (17) s (1),
vidime, Ze se funkce 4,(x) chovs v blizkosti bodu « tak, jakoby méla v bodé «
derivaci ¥adu I, + ... + I, — $»(» — 1) réiznou od nuly a vSechny derivace
nizsfch ¥ddd rovny nule; je viak zajimavo, %e (17)platii v mnohych piipadech,
kdy jmenovans derivace neexistuje. Budiz na pf. » = 2, » = 6 a v matici
(14) budte prvn{ &tyti fadky sloZeny ze samych nul, pfedposledni ¥4dek budiz
1, 0 a posledni 0, 1. Potom podle (17) jelimita lim A—ZWP“—'—E) koneéné a rizna

-0
od nuly; ale osmd derivace funkece A,(x) obsahuje devatou derivaci funkef
fo(®), f1(x), kdezto k platnosti rovnice (17) stadi v tomto pt¥ipads existence
derivac{ patého ¥adu. _

Dikaz v&ty 1. Pro zkriceni pitme I, — m, takse » — 1 <m<n—1.Na

funkee f,, ..., f,_, uZijme vzorce (2), a to pro k = m a prov=0,1,...,y—1.
Obdrzime pro 0 < ¢ <»— 14)

(m + 1)1 & (D + &) = f fO0) 8m 4 1) cm (L — v 4 1) + py o(£) . £m

=0

= Av,q,o + Av,q,l =+ + A"ﬂvf"”'l s . (18)

*) V' nésledujicim soudtu Flenové s I < v sami sebou vypadnou, je¥to pro ! < v je
(m+1).m..(1—v+ 1) =o0.
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kde

A, o= m+1).m...(l—v+ 1) pro 1<m,
Aggmer = Togl8) - €7, lim g, (6) = 0. } (19)
Tedy jest 3
Ao,o,loa #34y Ao,v—l,lo
((m + Dy DA (x + &) = MZH Avon o Are-iy (20)
v [ Au—1,o.z,,_1: ’Av—lv—l,l, i
Vysetfujme jednotlivé determinanty vpravo.
1. Vezméme onen determinant, kde vSechna ¢isla
T F— (21)

jsou rovna m + 1. Podle (19) je tento determinant roven o(&™) a tedy
o(glt D) = o(£H), nebot I, < I, = m.

II. Vezméme za druhé néjaky determinant, v némz pravé k (1 < k <»)
z &sel (21) je rovno m + 1, ostatnich » — k pak je menSich nez m + 1. Roz-
vifime tento determinant podle onéch k f4dki, k nimZ ptisludna I, jsou rovna

m 4 1. Tim se rozpadne determinant na soudet nékolika s¢itanct tvaru (K je
konstanta)

asl,w1 R asl.wy_k ntl,vl(‘f): o895 7]21,1),;(5)
b o i e P r Y s o EEI e e s e e

Sy —kWy—k ntk,vl(s)’ w8y ntk,vk(é)

o (22)

kde S, ..., 8, jsou prévé ona &sla z posloupnosti (21), jeZ jsou mensi nez
m + 1. Druhy determinant v (22) konverguje k nule pro & - 0. Je-li s; +
bt s>+ 1, e syt 8+ mE > +...+1,=
= H,a vyraz (22) jest roven o(&8). Jeliviaks; + ... + 8, < I+ ...+ L,
jsou Fadky sj, ..., 8, v matici (3) podle druhého tvrzeni 1. pomocné véty
z4vislé a prvni determinant v (22) se dokonce pfimo rovné nule.

III. Zbyva vySettiti ony determinanty z (20), v nichZ viechna [, jsou mensi
nez m + 1. Podle (19) mame tedy vySetfiti souéet vech vyrazi

alo,or LERE a’lo,v—l
y—1

ceny Ay LEl Tty 1—[ m+1).m...(L, —w+1), (23)
w=0

a0

al,_l.m LAY al,_l,v—l

kde &slaly, Iy, ..., I,_, probihaji hodnoty 0, 1, ..., m.Je-lily + 1, + ... + 1, >
> H, je vyraz (23) roven o(&H); jelily + 10+ ... + l,_; < H, je determinant
v (23) roven nule. Je-li {, + ¥ + ... + 1,_, = H, a nevzniké-li posloupnost
Iy, 1y ...y I,y 2 posloupnosti I, I,, ..., I, permutaci, je determinant v (23) rov-
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néz roven nule podle prvniho tvrzeni 1. pomocné véty. Podle vysledki dosa-
#enych v I, II, IIT a podle (20) je tedy

((m 4 Dy D A(x + &) =

al‘,.m ’ al,, v—1 y—1
=8 T iveuesensengrenne [Tm+1)m... (0, —w+ 1)+ o(6%), (24)
loyernslv—1 a’lv-1.0 - a'y_1,7—1 w=0

kde se s¢ita pfes onéch »! posloupnostily, ..., 1,_;, jeZ vznikaji permutaci z po-
sloupnosti I, ..., I,. Soucet v (24) vpravo je zfejmé roven (viz (16))

a4 3 (in(m+1)m...(19—%+1)), (25)
O] yeeey Oy e=1
kde se s¢ita pres vSechny systémy «;, ..., «,, vznikajici ze systému 0,1,...,v—1
permutaci; znameni je + nebo — podle toho, zda permutace je sudé ¢i
lich4. Podle definice determinantu je vyraz (25) roven
4 Am e | T D=, I, —1)...(,—»+2)
I'W—_f ........................................... (26)

T,
LI, I, —1), ..., I, —1)...(I, —» + 2)

a posledni determinant je roven Vandermondovu determinantu

1, I,, ..., It .
............. = [] d,—1), (27)
1 Iw , I:_l 1=i<k=y
takze prava strana v (24) je
4
E((m + VY (L — 1) + o(£7) (28)
: v 1Si<kZv

odkudz vzhledem k H = I, + ... + I, plyne (17).
Pozndmka. Z véty 1 plyne ihned tento disledek: Budiz 0 < » < n. Funkce

fol@), fi(x), ..., fm_1(x) necht maji v kazdém bodé otevieného intervalu (a, b)
derivaci ¥adu n — 1. Necht matice
fo(x)’ CENE ] fm—l(x)

@), o fna@) 3

...................

fgn—l) f(‘n 1)
mé v kazdém bod§ intervalu (a, b) hodnost aspoii ». Budiz M mnozina onéch
z € (a, b), pro néz matice

fo(x), ooy f'm—l(x)
fo@), ... frmoa(®)

1§70@), ..., fall(@)

mé hodnost mengi ne# ». Potom M nemé, hromadnych bodi v (a, b).

(M)
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Diikaz. Je-li ddn libovolny bod « intervalu (a, b), existuje v matici (M,)
pro z = « jistd » nezévislych sloupci. Podle véty 1 existuje pak 6 > 0 tak, Ze
v intervalu (x — 8, & + ) neleZi Zddny bod mnoziny M, rizny od «. Tedy neni
& — libovolny to bod intervalu (a, b)) — hromadnym bodem mnoZiny M.

§ 2. Véta 2 a jeji dikaz.

V celém tomto paragrafu budte splnény tyto pfedpoklady: Jest dén otevieny
interval (a,b) a mimo to n, funkei f(z) (01 < n—1, n> 0), jez maji
v (a, b) derivace a% do f4du n — 1. Pro kazdé z ¢ (a, b) existuje tedy matice

fo(z), veny fra(@)
@y o faal@) i)
L e
Existuje-li ¢ nezévislych f4dki komplexnich ¢&isel®)
Ay gs vovs Ayug
.............. (30)
Ay oovs Agna
tak, %e pro 1 < I < q a pro kazdé z € (a, b) jest
. Ao fo®) + oo + Ay pog faal®) =0, (31)
ale neexistuje-li ¢ 4 1 takovych nezavislych Fidkl, budeme fikati, Ze funkce
fO’ fl’ oreiey fﬂ—l (32)

maji v (a, b) stupeti zévislosti g. Jest oviem 0 < ¢ < n. Jest ¢ = 0 tehdy a jen
tehdy, jestlize plati: jsou-li 4, ..., 4,_, &isla takova, Ze pro viechna z ¢ (a, b)
jest ' )

‘ Ayfo@) + ... + Ausfnal@) =0, (33)
jest Ay = A, =...= A, = 0.V tomto pfipadé ¢ = 0 se proto také fiké, Ze
funkce (32) jsou linedrn¥ nezavislé v (a, b). Trividlni a velmi zndmé jsou tyto
dvé véty:

2. pomocn4 véta. Maji-li funkce (32) v (a, b) stupeii zdwvislosts aspolt q, md
matice (29) v katdém bodé intervalu (a, b) hodnost nejvyde n — q.

Dikaz. Z rovnice (33) plyne derivovénim soustava rovnic
A, /0@ + ...+ 4, ;2= =0 (6=0,1,...,n—1), (34)

méjici matici (29). Mé-li (34) ¢ nezdvislych feseni (30), mé (29) hodnost nejvyse
n—gq. .

5) To znadf, ¥e matice (30) mé hodnost g.
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3. pomocnd véta. Budif 0 <v < n. Necht matice (29) md v kaZdém bodé
intervalu (@, b) hodnost v. Necht pro kaZdé x € (a, b) jest :

fo(®), cee fv—l(x)
.................. +0. (35)
ﬂlv_l)(z)’ LR fﬁ'ﬁl)(x)

Potom maji funkcé (32) v (a, b) stuperi 2dvislosti n —v.

Diukaz. Pro ka?dé ze (a,b) najdu n —» nezévislych FeSeni rovnic (34)
takto: pro kazdé celél (v < I < n— 1) zvolim 4,, = 1, 4,,=0prov<h<
<mn—1,h +lauréim 4,,,..., 4;,, ze soustavy » rovnic ‘

Az,o fg')(x) + o0+ Al,v—l ﬁa_)1(-'”) + Az,- fia)(x) + e Al,n—l fﬁ’ll(x) =0 (36)

pro ¢ =0, 1, ...,» — 1; potom budou rovnice (36) oviem splnény i pro o =
=v,v 4+ 1,...,,n— 1, jeito levé strany viech rovnic (34) jsou linedrnimi kom-
binacemi prvnich » z nich. Z¥ejm& jsou A;, = A;,(x) pro 0 <hSv—1
funkce proménné z, je# jsou raciondlné slofeny z funkei f(z) (0 < @ <v—
—1<n—1,0< o< n—1)9) existuji tedy derivace 4, 4(x). Pro h = » jsou
A, , dokonce konstanty. Je-linyni 0 < ¢ < » — 1, plyne derivovénim piislusné
rovnice (36)

Arof*D o Ay S0+ AL + o+ A 2 =05 (3T)

uziji-li nasledujici rovnice (36) (s hodnotou o + 1; to lze, jeftoc + 1< n—1),
dostanu -

Apof§? + oo+ Ay, 1f21=0pro 6 =0,1,...,v—1. (38)

Vzhledem k (35) plyne odtud A'l’,, =0prokh=0,1,...,»— 1, takZe vSechny
funkce 4, , jsou konstantni. Rovnice (36) pro ¢ = 0 a pro l=v,v+1,..,
n — 1 nadm pak ukazujf, Ze stupen zévislosti funkei (32) v (a, ) je aspoil n —v;
%e pak nemuze byti vétai, plyne z 2. pomocné véty. '

Poznimka. V 3. pomocné vété by oviem misto determinantu (35) mohl
byti kterykoliv determinant, slofeny z prvnich » fadek a z kterychkoliv »
sloupct matice (29). 3. pomocné véta udavéa vzédjemns jednoznadny vztah mezi
hodnosti matice (29) a stupndm zavislosti funkei (32) v (@, b), oviem za téchto
predpokladi: :
A. Hodnost matice (29) mé ve viech bodech intervalu (a, b) touz hodno-
tu ». ‘ '

B. Determinant (35) je v (a, b) stale rizny od nuly.

Ukézeme nyni, Ze pfedpoklad B lze vynechati:

Vé&ta 2. Budif 0 < v < n. Pro kaZdé z  (a, b) necht md matice (29) hodnost ».
Potom maji funkce (32) v (a, b) stuper zdvislosti n —v.

¢) Jmenovatelem je determinant (35).
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Poznémka. Jestlize ma matice (29) ve viech bodech intervalu (a, b) hodnost
nejvyse », v nékterych bodech hodnost pravé » a v jinych bodech hodnost
men&i ne% », nemusi byti stupeii zdvislosti roven n — ». Piiklad pro n = 2:
budiz fo(x) = 0, f,(x) = 22 pro = < 0; fo(x) = @2, f,(x) = 0 pro x = 0. Hodnost
matice (29) je ziejmé.1 pro kazdé = = 0, ale 0 pro = 0. Funkee f,, f, jsou
linedrnd nezavislé, t. j. maji stupeii zavislosti 0 (a nikoliv 1) v kazdém otevie-
ném intervalu, obsahujicim podatek. Vskutku, plati-li rovnice A4, fo(z) -+
+ A, f,(x) = 0 pro n&jakou hodnotu 2, < 0 a sou¢asné pro néjakou hodnotu
,>0,je Ag.0 + A af =0, A+ A4,.0=0,t.j. 4, = 4,=0.

Dikaz véty 2. Piipad » = n je samoziejmy podle 2. pomocné véty: stupen
zévislosti nemiize byt kladny, tedy je roven nule. Také ptipad » = 0 je trividlni,

nebot potom pro vSechna ze (a,b) je fo(x) =0, ..., fo_s(¥) = 0, coZ je m ne-
zévislych linearnich relaci mezi funkcemi fo, ..., f,—;, takZe stupenl zavislosti
je n.

Predpoklddejme proto v dal§im 0 < » < n. Napfed dokéZeme toto:

Tvrzeni A. Ke kazdému bodu « e (a, b) existuje ¢islo 6 > 0 tak, ze a <
<a—08<ou+4 8 <ba e stupen zdvislosti funkei (32) v intervalu (« — 9,
« + d) je roven n — .

Budi# tedy dan bod « € (a, b). Jisté existuje » sloupch matice (29) tak, Ze
matice sestrojend z téchto » sloupcii mé v bodé & hodnost ». BudiZ to bez
ijmy obecnosti matice, sloZena z prvnich » sloupei, t. j. matice

fo(x); DG CEY fv—l(x)
.f(’)(x)’ 8 sy f:—l(x) (39)

§-0@), ... £230().

Podle véty 1 existuje § > 0 tak, %e v intervalu j, = (x — 4, x) a rovnéz v in-
tervalu j, = (x, « + 8) plati nerovnost (35). Podle 3. pomocné véty maji
funkce (32) v j, i v j, stupeti zdvislosti pravé n» —»; poloZme n—v» = g.
Existuje tedy ¢ nezavislych f4dki komplexnich é&isel

Argyeinydiny =01,...,9—1) (40)
a ¢ nezavislych fadkd komplexnich éisel

Big..0yBiny (1=0,1,..,9—1) » (41)
tak, Ze pro z €5, jest : ‘ .

Ao fol@)y + .o + A1 ny fna(x) =0 (42)
a pro € j, jest :

By fo(®) + ..o+ Bipg faa(®) = 0. : (43)

Jeito f,(x) jsou spojité v (a, ), plati (42), (43) i pro = w. Derivovanim
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rovnic (42) (v bodé & derivujeme zleva) a rovnic (43) (v bodé « derivujeme zpra-
va) obdrzime rovnice

A 9@ 4 oo+ Aya g [Qa(@) =0, (44)
platné prox — 6 < 2 < x. 0 < 0 < m— 1, a rovnice
Bio f$@) 4 ... + By a1 f21(2) =0, (45)

platné prox <z < & + 6, 0 < 0 < n — 1. Pro x = « plati tedy rovnice (44)
i (45); t. j. rovnice

Cof(x) + oo + Cosa fPa(x) =0 (0=0,1,...,n—1) (46)

maji feSeni (40) i (41). JeZto v8ak matice (29) ma v bodé « hodnost », méd sou-
stava (46) pouze ¢ = n — v Fefeni, takze kazdy Fadek (40) je linedrni kombinaci
#4dki (41); z rovnice (43) tedy plyne, Ze rovnice (42) plati i pro o < & <
< « + 6. Rovnice (42) plati tedy pro « — é < z < x + 4, takze funkce (32)
maji v (x — &, « + 0) stupeii zévislosti aspoii ¢ = n —» a tedy podle 2. po-
mocné véty pravé n —y. Tim je tvrzeni A dokdzéano.

Zvolme nyni pevné bod c e (a, b). Podle tvrzeni A existuje ¢ = n —» neza-
vislych radki komplexnich éisel :

Ciropovis Oty 0=0,1,...,9—1) (46)
tak, Ze v jistém intervalu (c — d, ¢ + d) plati rovnice
Ciofo@) + ... + Cony fral@) =0 (=0,1,...,9—1). (47)

Budiz M mnozina onéch bodid z € (a, b), pro néZ plati (47); budiz M, mnozina
vSech vnitinich bod& mnoziny M, takze ¢ e M,. Dokazeme-li, ze M, = (a, b),
bude tim zfejmé& véta 2. dokdzdana (podle rovnic (47), platnych pak v celém
intervalu (@, b), bude totiZ stupeti zavislosti funkei (32) v (@, b) nejméné roven
¢ = n—v a podle 2. pomocné véty je nejvyse roven n —»). Pfedpokladejme
tedy, Zze M, =+ (a, b). Potom existuje bod « € (@, b), patiici k hranici mnoziny
M,y. Podle tvrzeni A existuje 6 > 0 tak, %e a <ax—d < x4+ 0 <b a Ze
v intervalu (« — 6, « + d) maji funkce (32) stupeii zavislosti ¢q. Existuje tedy
q nezavislych fadka

; Al,(l"", Al,ﬂ—l (l= 0, 1,...,q'— 1) (48)
tak, Ze v intervalu (x — 6, & + 8) jest
Aipfo@) + oo +Appafoal@) =0 (=0,1,...,9—1). (49)

V intervalu (x — 4§, « + 6) existuje bod y, patiici k My; 1ze tedy zvoliti ¢ > 0
tak malé, Ze (y —e,y + &) c My, (y —e, ¥ +¢) c («
(y —e, ¥ + ¢) plati (47) i (49); jeZto podle 2. pomocné véty maji funkce (32)
V (y —e, 7 + &) stupeii zavislosti nejvyse n —» = ¢, je nutnd kaizdy Fidek
(46) linearni kombinaci ¥4dka (48), takZe podle (49) plati rovnice (47) v celém
intervalu (x — 8, & + 6). Tedy je (x — 6, x + &) c M, takZe bod x nemize
pattiti k hranici mnoginy M,, co# je hledany spor.
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Pesiome

JMHENHASA 3ABUCUMOCTL ®OYHKIUNA OT OJJHON
BEIECTBEHHOII IEPEMEHHON

BONTEX APHUK (Vojtsch Jarnik), IIpara.
(TMocrynuao B pexakuuio 3/V 1954 r.)

IMyers fi(x) (k= 0,1,...,» — 1;» > 0) — KoMIJIeKcHAA QyHKIUA OHOM
BeIL[eCTBEHHOH ITepeMeHHO, NMeloNlasa B TOYKe & IPOM3BOAHYI0 mopAAKa n — 1
(n > »). Ilpepmososxum, yro Marpuna (14) MMeeT paHr », TAKYTO CYIIECTBYIOT
weaste wncaa Iy, ..., [, (0T, < I, < ... < I, < m— 1), A7A KOTOPHIX ompe-
neaurens A [em. (16), rae ay; = f{9(x)] oramuen or myas. BuGepem Iy, ..., I,
rak, uroGm smavemwe I, + ... + I, GOm0 MEHMMYyMOM¥) (mpu coGiroenyn
yeaosust 4 + 0). Torga umeer mecro (17), rae 4,(x) onpepenen gopmyito# (15).
CymecTsyer, ciefjoBaTeabHo, Takoe § > 0,aro 4,(z) + 0 paa 0 < |t — | < 0.
Orciofa Jlerko BHBecTH clefylomuit pesyasrar: Ecam ¢ymwmum fo, ..., fa_y
rakue, 4ro Marpuira (29) mmeer BO BCEX TOYKAX MPOMEKyTHA (a, b) ToT xe
caMurit panr ¥, T0 B (@, b) MMeeT MecTO B TOYHOCTH 7% — ¥ HE3ABUCHMHIX COOTHO-
menu#t BUFA Cofo + Cifs + oo + Ca_afay = 0. (Her mapmoGmoctu TpeGoBarts,
4ToGH PAHI' MATPHIEL, COCTOAIIEH U3 ¥ MePBEX CTPOK MATPUILHI (29), 61 pa-
BeH » BO BCeX TOYKax npomexyTka (@, b).)

Résumé.

SUR LES FONCTIONSFLINEAIREMENT DEPENDANTES

VOJTECH JARNIK, Praha.
(Regu le 3 mai 1954.)

Pour k=0,1,...,—1 (v > 0) soit f,(z) une fonction complexe d’une
variable réelle qui possede, au point o, une dérivée finie d’ordre n — 1 (n > »).
Supposons' que la. matrice (1%) posséde le rang #; il existe donc des nombres
entiers I}, Iy, ..., I, (0< I, < I, < ... <I, < n—1) tels que la déterminante
A (voir (16), 01‘1 ax = f{?()) soit diffél_'ente de zéro. Nous supposons I, ..., I,
choisis de maniére de rendre la somme I, + ... + I, minimum*) (sous la con-
dition 4 = 0). Alors on a (17), ou 4,(x) est le Wronskien (15). Il existe donc
un 4 > 0 tel que I'on ait A,(x) #+ 0 pour 0 < |z — «| < 8. On en déduit comme
un corollaire facile le résultat suivant:

*) Dro ycnoBme onpejenAer YKCIA I v+ I, ORHO3HAYHO.
*) Cette condition détermine les nombres I, ..., I, d’'une maniére univoque.
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Si les fonctions f, ..., f,—, sont telles que la matrice (29) ait, dans tous les
points de l'intervalle (a, ), le méme rang », alors il existe précisément n —»
relations linéaires indépendantes (de la forme cof, + ¢if; + ... + €p_yfny = 0)
valables dans toute 1’étendue de lintervalle (a, d). (Il n’est pas nécessaire
d’exiger que la matrice, formée de » premiéres lignes de la matrice (29), pos-
séde le rang v dans chaque point de (a, b).)
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Casopis pro pé&stovini matematiky, ro¢. 80 (1955)

0O SVAZOVE USPORADANYCH GRUPOIDECH

VACLAV KUDLACEK, Brno.
(Doslo dne 13. kvétna 1954.) DT: 519.4

Ve své préaci pojednavam o svazové uspofddanych grupoidech, t. j-
o mno¥inach, které jsou souéasné grupoid a svaz. Mym cilem bylo pte-
dev&im zobecnénf nkterych vysledk, které byly ziskany pro svazoveé
usporédané grupy, jak jsou uvedeny jednak v (BL), jednak v (LG),
jednak v (KB),*) na které m& upozornil prof. dr O. BorUVEA. Ve
zobecndni danych vyslediti jsem postupoval tim zpiisobem, Ze jsem
vynechal n&které axiomy grupy a volil pak vztah mezi svazovym naso-
benim a nésobenim v grupoidu. V&ta prvni, druhéd a patd si viimé
vztahu monotonie uspofddéni pro nésobeni a zakonu distributivnich
pro nésobeni. Véta tfeti ukazuje, Ze komutativni svazové usporadany
grupoid s kracenim je distributivni svaz. Véta Sesta a sedmd uréuje
podminky, kdy svazov® uspoiddany grupoid je jednoduse uspoiadany.
V textu je uvedeno n&kolik piikladii svazové usporédanych grupoidu.

Definice 1. Cdsteéné usporddany grupoid je grupoid, jehoZ pole je Edstecné uspo-
Fadand mnofina v relaci < a kde pro libovolné proky a, x, y € G plati
U) z<y=>a.z<a.y,z.a<y.a.

Definice 2. Svazové usporddany grupoid je Sdstetné uspofddany grupoid, jehoZ
pole je svaz.

Poznamka: Ve svazové usporadanem grupoidu G jsou kazdé uspofddané
dvojici prvki (a, b) z grupoidu @ piitazeny prvky a.b, av b,anb opét z gru-
poidu G. Je tedy svazové uspofddany grupoid mnoZina s trojim nésobenim
nebo jinak svaz s tfetim nasobenim, které je vazano vztahem (U).

V&ta 1. Necht G je svaz s tretim ndsobenim, kieré je se svazovymi operacemi vd-
zdno vztahy, bud '

(D1) a.(xvy)=a.zxva.y,

(D2) (xvy).a==z.avy.a,
nebo

(D1) a.(xny)=a.x0na.y,

D2) (xny).a=xz.any.a,

*) Viz seznam literatury na konci této préce.
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kde a, z, y € G. Pak @ je svazové uspofddany grupoid. Je-li G $vazové uspoi"ddani]
grupoid, nemusi platit Zddny ze vztahi (D1), (D2), (D1), (D2').

Dikaz: Necht G je svaz s tietim nasobenim. Necht plati (D1) a (D2). Necht
jsou @, z, y e G takové, te x < y; pak y =xvy a dile a.y=a.(xuy) =
—a.xzva.y tedy a.2 < a.y. Podobné y.a = (zvy).a=x.avy.a,
tedy z . @ < y . a. Plati tedy (U) a G je svazové usporddany grupoid. Podobné
dokazeme platnost vztahu (U) z platnosti (D1’) a (D2').

Necht @ je svazové uspofddany grupoid, pak pro porovnatelné prvky z,
y e @ ziejm& plati distributivni zékony (D1)—(D2’'). Nebot at na pt. < y,
pak také a. 2 <a.y, x.a < y.a, pro z,y,aeG. Dile zuvy =y, a.2u
va.y=a.y=a.(xuy) a také x.avy.a=y.a= (xuy).a. Podobnsé
se ukdze platnost (D1') a (D2').

Piiklad 1. UkdZeme nyni na piikladé,

/ Ze pro neporovnatelné prvky svazové uspo-
fadaného grupoidu nemusi platit zadny
a ze vztaht (D1)—(D2’). Necht G je svazo-
vé& uspofadany grupoid. Svazové nasobeni
je dano diagramem (obr. 1), grupoidni na-
c sobeni je dano tabulkou:
|7 a b ¢ n
b jlj a a a b
ala a a ¢ n
n bla b b n n
Obr. 1. c|lb ¢c n n n
nlm n n N n

Ziejmé je splnén vztah (U). Distributivni zdkony (D1)—(D2’) neplati, na pt.
a=a.j =a.(buc)*+a.buva.c =auvc =7,
a=9.a=(0buc).a +b.avc.a=buc =7,
b=j.n =j.bnc)*j.bnj.c=ana =a.
n=n.J =0bne).j £b.jnc.j=anb=25b.

Tim je véta dokdzéna.

Véta 2. Necht G je komutativn svazové uspofddany grupoid, v mém# platt
(DY), (DY), pak plati
(K) (aub).(@anb)=a.b.

Naopak svazové uspofddany grupoid, v kterém plats (K), je komutations, ale ne-
musi v ném nutné platit (D1) a (D1').

Dikaz: Necht @ je komutativni svazové uspoiddany grupoid, v némz plati
(D1) a (D1'). Protoze @ je komutativni grupoid plati, také (D2)a (D2'). Necht
@, b e &. Nasobme nerovnosti aub >a > anb, resp.aub > b > anb prvky
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b resp. a. Pak mame (aub).bn(aubd).a>=a.b=(anb).bul@nd).a;
dile (@ubd).(@nbd)>a.b > (aubd).(anb). Musi tedy platit (K).
Druhou &4st tvrzeni dokazme na piiklads.

Piiklad 2. Necht @ je svazov® uspofddany grupoid. Svazové nésobeni je
déno obrazkem (obr. 1) a grupoidni ndsobeni je dano tabulkou.

|7 a b c n
/I I B B
al|j j 7 7 7
b|j 4 j 1 ¢
c|j 4 77 ¢
n|j j ¢c cn

Nésobeni je zfejmé komutativni. Vztah (K) je splnén pro porovnatelné
prvky. Pro neporovnatelné prvky obdrzime:
(@ave).(@anc)=j.n=a.c=7j, (buc).(bnc)=j.n=b.c=7j.
Neplati (D1), nebot
c=cuc=n.bun.c Fn.(buc)=n.j=7.
Neplati (D1’), nebot
c=cnc=n.bon.cEn.bnc)=n.n=mn.
Tim je nade véta dokazana.

Podobnou vétu dokazuje ponékud jinak F. KLEIN-BarMEN (KB, Satz 1,
s. 88), ale pfedpokladé platnost asociativniho zdkona pro grupoidni ndsobeni.
V dalsim klade otdzku, zda naopak z platnosti vztahu (K) vyplyvaji vztahy
(D1) a (D1’) u asociativnich svazové uspofddanych grupoidi. Odpovéd je
zéporné, jak dokazuje predchozi priklad 2, v ném¥ se jedna o asociativni gru-
poid.

Véta 3. Necht G je svaz s tretim ndsobenim. Necht plati (K) a pravidlo o krdcen,
t.j. :

G.2=0.Y=>=1y;
pak G je distributivni svaz. ’

Poznéamka: Podobnou vétu pro svazové uspofddané grupy, ale nekomu-
tativni dokazuje BIRKHOFF (BL, Chapt. XIV, Th. 5, p. 219). Pro svazové uspo-
¥4dané grupoidy podobnou vétu dokazuje Klein-Barmen (KB, Satz 6, s. 93).
VyuZivé opét asociativniho zédkona.

Dtkaz: PouZijme véty, kterd je v BL, Chapt. IX, Th. 2, Cor. 1, p. 134.
Svaz § je distributivni, plati-li pro libovolné prvky a, z, y € 8

auz=auvy
>r=y.
anzx=any
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Necht tedy a, z, y jsou libovolné prvky z @, pro které plati avz =auy,
anz=any. Vyndsobenim téchto rovnic dostaneme (au z).(anz) =
= (avy).(@ny),zéhoka.z=a.y. Po zkriceni mdme x = y. Je tedy G
distributivni svaz.

V&ta 4. Necht G je svazové uspofddany grupoid, v kterém plati pravidla o krd-
cent. Pak pole grupoidu G nemite byjti koneénd mnoZina.

Dikaz: Je-li pole koneénd mnoZina, je G quasigrupa. Necht j e G je jed-
ni¢ka svazu, necht z je libovolny prvek z G, pak existuje prvek y e G tak, Ze
z.y=7j. Plati j > y, z ¢ehoz x.j = x .y = j. Je tedy x.j = j pro viechna
x € G, coZ je spor.

Definice 3. Necht G je Edsteéné uspofddany grupoid, kiery je soulasné quasi-
grupa, pak grupoid G nmazveme Edsteéné uspofddanou quasigrupou. KdyZ G je
svaz, pak G nazveme svazové uspofdadanou quasigrupou.

Oznadéme 3

H) a.25a.y<>z<y, z.aly.a<>2<y.

Véta 5. Necht G je svazové usporddand quasigrupa. KdyZ a jen kdyZ pla,ti (H),
pak plati (D1), (D2).

Dukaz: la) Necht plati (D1), (D2). Necht z,y,ae @, < y. Potom a.
(zvy)=a.y=a.zva.y, tedya.x2< a.y.

b) Necht a .2 < a.y, pak a.zva.y=a.y=a.(xvy), z toho y =
=zuy, tedy z < y. Podobné proz.a < y . a.

2. Necht plati (H). Necht a, z, y € @, pak existuje c € G tak, Ze plati

a.z<a.zva.y=a.c,paka.z<a.c tedy z<c,
a.y<a.zxzva.y=a.c,paka.y<a.c tedy y<c.
Necht pro néjaké de @ plati 2 < d, y<d, paka.z<a.d,a.y<a.d a
a.c<a.d;ztohoc<dac=zuy. Mimetedya.(ruy) =a.zva.y.
Podobné postupujeme pro (zuy).a==z.auvy.a.
Poznidmka 1. Véta 5 platl zaménime-li v ni (D1) a (D2) pomoci (D1’) a
(D2).
Pozndmka 2. Podobnou vétu dokazuje Birkhoff v (BL) pro svazové uspo-
radané grupy.

Definice 4. Necht G- je svazové uspofddand lupa (t. j. svazové uspofddand quasi-
grupa s jednickou). Jednoznaéné stanoveny prveka-1e G s vlastnostia .a-1 = e
nazyjvdme (pravym) inversnim prokem.

Pozndmka: Birkhoff v (BL) v Chapt. XIV, § 4, cv. 7 definuje svazové
uspofadanou lupu jinak.

Definice 5. C'dsteéné uspoFddany grupoid @ je jednodude usporddany; kdyz pole
grupoidu je jednodude uspofdddno, t. j. kdy? pro kaZdé dva prvky a, be G platt
. Jeden ze vztahi, a < b, a > b.
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Vi&ta 6. Necht G je svazové uspotddand lupa, kde plati (H). K dy% a jen kdyZ pro
libovolné proky a,be @, a > e, b > eplatianb > e, pak @ je jednoduse uspo-
Fadand.

Dikaz: Kdyz G je jednodufe uspofddand, tvrzeni je ztejmé. Nechf nyni
plati podminky véty. UkaZme nejprve, Ze plati-liprongjaké dva prvkya,be G
néktery ze vztaht:

pak musi platit jeden ze vztahtia < b, b < a. Necht na pf. plati 1. Pak mame
b.b-l—e—a.b-lue—=a.b-1ub.b=1=(qub).b-1, odtud b=a v b,
tedy @ < b. Podobné pro vztahy 2—4.

Predpokladejme nyni, Ze pro nékteré dva prvky a, be @ neplati ani jeden ze
vztahit 1.—4. Musi tedy platit

a.b-tue>e, b.arlue>e,

a.b-1ne<e, b.alne<e.
Je tedy

(4) (a.b-lue)n(b.a"lue)>e.
Dale

e>(@.blne)u(d.atne) = (a. b-1nb.b"YHYu(b.a tna.at) =
=(anb).blu(and).a"t = (and).(b-'va"l) =a. (b-*vaYHnbdb.
.(b-1va ) = (a.btue)n(euvb.a™t),

co¥ je spor 8 (4). Musi tedy platit jeden ze vztahtt 1.—4. a tim je véta dokézana.

Definice 6. Necht G je Edsteéné uspofddany grupoid s jednotkou e, pak proek
k se nazjvd minimdint kladny proek, neni-lv vziah e < x < k splnsn pro Zddné
zeG. Mnokinu viech minimdlnich kladnych proki nazjvime kryci mnoZinow
jednotky e.

Véta 7. Necht G je svazové uspofddand lupa, kde plati (H). Necht kryct mno-
Yina obsahuje prdvé jeden prvek k. Necht pro kafdé x € G, pro néf x > e, plati
@ > k. Potom G je jednodue uspofddand.

Diukaz: Uvaiujme z,ye G takové, Ze > e, y > e. Dile mame z >k,
y >k, xny > k> e. Je tedy G podle véty 6 jednoduse uspotradana.

Poznimka: Véta 6 a 7 je dokdzéna pro svazové uspofddané grupy v (LG).
Viimnéme si, Ze jsme k dikazu vét uzili pouze téchto predpokladi: G je sva-
zové uspotddany grupoid s jednotkou; ke kazdému prvku existuje inversni
prvek; plati vztahy (D1)—(D2’) a kréceni.

Uvedme piiklad svazové uspofddaného grupoidu, ktery vyhovuje témto
zjednodusenym pfedpokladim a neni grupa.
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Piiklad 3. Necht @ je mnozina celych ¢&isel. Grupoidni nédsobeni je dano
nasledujicimi vztahy

1. Je-liz > 0, y > 0, pak \
9= 1N =[1Y).
2. Je-liz > 0, y <0, nebo z < 0, ¥y > 0, pak
r.y=x+y,
kde symbolem z + y je mysleno sediténi v obvyklém smyslu.

3. Je-lli z < 0, y <0, pak

xﬂz_W§MF“%M@W'

4. Je-li x = 0, pak pro viechna y ¢ M plati
0.y=y.
Svazové nasobeni definujeme takto:
x'uy =max (%,¥), Ny = min (z,y).
Tabulka pro grupoidni nésobeni:

,—8 —2 —1 0 1 2 3..

0..
—2..—-10—6 —3—2—1 0 1..
—-1...—4 —3 —2—-1 0 1 2..
0..—3 —2 —1 0 1 2 3..
1...—2 —1 o 1 2 3 4..
2 ... —1 1 2 3 610.

3 .. 0 1 2 3 4 1020

Z tabulky je zfejmsé, %e nasobeni je abelovské, neni asociativni a ke kazdému
prvku z ¢ @ existuje inversnf prvek z-1, ktery je dén vztahem z-! = — z. Déle
plati krie>n{. Je splnén vztah (U). Z definice svazového ndsobeni je zfejmé, Ze

jsou splnény vztahy (D1)—(D2’) a pro =,y e G plati, kdyz z > e, y > e, pak
TNy >e,
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Pesiome

CTPYKTYPHO VIIOPAI[OYEHHLIE I'PYIIIION]IBI

BAIIJIAB KYIJIAYEK (Véclav Kudlééek), Bpro.
(HMocrynmno B pepakumio 13/V 1954 r.)

PaGora coep<UT HEKOTOPHIE Pe3yJIbTATHl TEOPMH CTPYKTYPHO OMOPAAOTEH-
HBIX IPYIIOUNOB, T. €. CTPYKTYp C TPeTbUM yMHOKeHMeM; B Hell IOKa3aHkl
oIpe/ie/IeHHEIe COOTHOIICHMS MKy CTPYKTYPHBIMH ONepPAalUAMI I TPETHIM
YMHOKeHMeM. :

B craThe, IIOKa3aHH M HeKOTOpHIe 0600IIEHNA PesyIbTaTOB, KOTOPEIe IpH-
Befiensl B paborax Hieiin-Bapmena (KB), Jloncrpa (LG) 1 Buprroda (BL).

Summary.
LATTICE-ORDERED GROUPOIDS

VACLAV KUDLACEK, Brno.
(Received May 13, 1954.)

. This work contains some results eoncerning the theory of lattice-ordered
groupoids, i. e. lattices with third multiplication, in which certain relations
between lattice-operations and a third operation are defined. In my work I give
some generalizations of the results obtained by Birguaorr (BL), LooNSTRA
(LG) and KreIN-BarMEN (KB).
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Casopis pro p&stovani matematiky, ro¥. 80 (1955)

0 PLOCHACH KLINOVYCH, I

VACLAV HAVEL, Praha. .

(Doslo dne 11, Zervna 1954.) DT: 513.62

V &lanku definuje autor plochy, které obsahuji systém kfivek, z nichZ
ka¥dé dvé& 1ze na sebe zobrazit vhodnym posunutim a vhodnou afinitou.
Tyto plochy maji uZiti ve stavebné-inZenyrské praxi.

§ 1. Explicitni klinové plochy

Funkcemi budeme rozumét bez vyjimky realné funkce redlnych argumentd.
Mnozinu uspoiddanych dvojic z dané oblasti, spliiujicich rovnici f(z, y) = 0,
oznadime struénéji (f(z, y) = 0); v analogickém smyslu budeme uzivat ozna-
éeni (f(z, ¥, 2) = 0).

Zobrazeni bodovych mmnozin M, M’ z téie eukleidovské roviny nazveme
afinitou, kdyz lze volit soufadnicové osy a nenulové realné éislo k tak, Ze pro
kazdy vzor (z, y) e M a jeho obraz (z',y’) e M’ plati x = 2, y . k = ¥’; pfimku
(y = 0) nazveme osou afinity, pfimku (x = 0) smérem afinity a &islo k charak-
teristikou afinity.

Vsimnéme si, Ze tato afinita je symetrickd a v pripadé téZe osy také transi-
tivni. Elace neni v této afinité zahrnuta.

Umluva 1. Pfedpoklidejme, 7e funkee f(z) je definovéna nad jistou mno-
zinou I, a funkee g(y), h(y) nad jistou mnoinou I,. Zavedme oznadeni

(2= f(x) . 9(y) + h(y)) = =. .

V dal$im oznadme symbolem I, danou mnoZinu redlnych &isel. Pro kazdé
Yo € I, definujme jistym zpisobem mnozinu N(y,) c (y = y,). UvaZujme nyni
o této podmince:

(1) Jsou-li ¢isla y,, y, jakkoliv vybrina z I, a nele#i-li #4dnéd z mnozin
N(y,), N(y,) na rovnob&Zce s rovinou (2 = 0), pak mnozZinu N(y,) lze posunout
rovnob&Zné s rovinou (x = 0) na mnoZinu N(y,)’ c (y = y,) tak, ze N(y,)’ je
afinni s N(y,) pro osu (y = y,) 0 (z = 0) a smér (y = yp) 0 (x = 0).

Zaménime-li v pfedchozim symboly z, y a zavedeme-li misto N symbol M,
dostaneme analogickou podminku (2). ’
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Poutka 1. a) Necht plati dmluva 1. Budif ddle N(y,) = x0(y = y,). Pak
platt podminka (1).

b) Ptedpoklddejme, %e F(x,y) je funkce, definovand nad I, X I, (pro jisté
mno¥iny redlnych éisel I, 1,). PoloZme ddle

N(y) = (z=F(x,y) = 0)0(y = %) -
Plati-li podminka (1), pak rovnici z = F(z, y) lze pfepsat do tvaru z dmluvy 1.

Dikaz. a) Necht plati g(y;) + 0 + g(y,). Posunutim o vektor (0, y, — ¥,
h(y,) 9(1) 972(y2) — P(y,)) piejde N(y,) v N(y,)'. Sestrojime-li afinitu o ose
(y = yg) 0 (z = 0), sméru (y = y,) 0 (x = 0) a charakteristice g(y,) g7(y1), pak
N(y,)’ se zobrazi touto afinitou v N(y,).

b) Tvrzeni je zfejmé v ptipads, Ze pro kazdé y, € I, je F(x, y,) konstanta.
Predpokladejme tedy, Ze existuje neprazdné mnozina I, c I, tak, Ze pro zddné
Yo € I, neni F(z, y,) konstantni. Vyberme &islo y, ¢ Z,.

Polozime-li F(x, ;) = f(x), pak podle podminky (1) a podle definice afinity
pro kadé y, € I, a pro jisté jednoznadné urdené funkce g(y), h(y) je splnéna
rovnioce

N(yo) = (z = f() 9(y) + h(y)) 0 (¥ = %) -
Takovéto rovnice plati zfejms i pro y, € I,. Z rovnice f(z) g(y) + h(y) = f() .
.G(y) + H(y) plyne pro g(y) + G(y) rovnice f(z) = (H(y) —h(y))(g(y) —
— G(y))™, a tedy f(z) je konstantni proti pfedpokladu. Tedy jest g(y) = G(y)
a nésledkem toho také h(y) = H(y). Jednoznaénost je dokazéana.

Poutka 2. Predpokldidejme, %e funkce f,g,h v dmluvé 1 nejsou konstanini.
Budi ddle M(z,) = x 0 (x = %,). Pak platt (2), prdvé kdyZ existuji konstanini
éisla A, B tak, Ze _

g(y) = A4 .h(y) + B. (3)

Dikaz. Necht plati (3). Po dosazeni dostaneme rovnici

2=hy)4.f)+ 1)+ B.{@)),
a tedy plati podle poudky la podminka (2).
Necht plati podminka (2). Je-li funkoe f(zo) 9(y) + h(y) konstantni pro kazdé
x, € I, pak jsou také g, h konstantni, coZ odporuje predpokladu. Tedy existuje

z, € I, tak, %e f(x,) 9(y) + h(y) neni konstantni. Padle poutky 1b plati nyni pro
kazdé z € I, a pro jisté funkce m(z), n(x) rovnioce

1) 9(y) + h(y) = (f(=)) 9(y) + hly)) m(x) 4 a(z) . (4)

1. Plati-li m(z) = 1 pro jisté z € I,, pak z rovnice (4) plyne (f(z) — f(z,)) .

. 9(y) = n(z). Z nerovnosti f(z) % f(z,) vyplyvé Ze g je konstantni, coZz odpo-

ruje piedpekladu. Tedy jest f(zx) = f(x,). V tomio pfipadé plati tedy (4) pro

kaZdé redlné g(y). V&imndme si, Ze rovnice m(z) = 1 nemize platit pro kazdé
z € I,, nebot to by znamenalo, e f je konstantni.
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2. Plati-li m(x) + 1 pro jisté « e I, pak jest f(x) + f(x,) m(x). Z nerovnosti
m(z) + 1 a z rovnice

() = f(z,) m(x)
plyne totiz

hy)m(z) — 1) + n@) =0,

a tedy 4 je konstantni, coz je ve sporu s pfedpokladem.

Z rovnice (4) nyni odvodime rovnici

9(y) = h(y)(m(x) — 1)({(x) — f(x;) m(@))™ + n(x)(f(x) — f(2,) m(z)) .

Polozime-li . '

(m(x) — 1)(f(x) — f(z,) m(z))* = A(z), n(@)(f(x) — f(z,) m(z))* = B(x),
pak piedchozi rovnice mé tvar g(y) = A(x) h(y) + B(x).

Predpokliddejme, Ze x,, z; jsou jakékoliv prvky z I,, pro n&z plati m(x,) =
+ 1 # m(x;). Potom plati rovnice _

h(y) A(zs) + B(w,) = h(y) A(xs) + B(zs) .

Kdyby nebyla splnéna rovnice 4 (x,) = A(z;), pak & by byla konstanta proti
predpokladu. Tedy jest A(x,) = A(x;) a nisledkem toho také B(z,) = B(xs).

Tedy pro kazdé x € I, pro které plati m(x) + 1, jsou A(x), B(x) konstantni. Tedy
pro kazdé takové z plati rovnice (3). =

Aby byly splnény oba piipady, musi platit pro g(y) rovnice (3). Poudka je
dokazéana.

Dodatek. Ve vyloudenych piipadech, kdy n&kters funkce f, g, k je kon-
stantni, plati (2) bez dalsi podminky.

Poucka 4. Predpoklddejme, Ze v dmluvé 1 je I, interval, f neni konstanini a
funkce z md v kaZdém bodé z I, x I, spojitou parcidlni derivaci podle y. Pak také
g, h maji v kaZdém bodé spojitou derivacs.

Dikaz. Protoze f neni konstantni, existuji é&isla z,, z, € I, tak, e f, =
= f(®1) # fa = f(x,). VySetiujme soustavu rovnic pro g(y), h(y)

- m(y) = f,9(y) + hy),
--m(y) = f9(y) + h(y) - A
Determinant soustavy je roven nenulovému vyrazu f; — f,. Plati tedy
9(y) = (my) — @)t — 1)1, h(y) = (fn(y) — fam@)(fr — fo) 7 -
Z tohoto vypoétu ihned plyne tvrzeni poudky. -
Lze tedy nynf vyslovit tuto definici:

Definice 1. Jsou-li mnofiny I,, I, v vmluvé 1 jednorozmérné oblasti a maji-li

/?;nkce 1,9, b véude spojitouw derivaci, pak plochu x nazveme explicitni klinovou
plochou. :
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P#iklad 1. V timluv¥ 1 polozme

f@) =2 g(y) =ay*+d, a + 0 +c.
Plati rovnice

ay? +b=accy? +d) +b— ac™d ;
tedy podle poutky 3 jsou na pfislusné plose » v rovinich (x = x,) paraboly
anebo piimky, pro néz plati podminka (2).

§ 2. Implicitni klinové plochy

Piedpoklddejme, e funkce f(z, y) je definovana nad dvojrozmérnou oblasti
0. M4-li tato funkce na oblasti O spojité, nikde soudasnd nulové prvni parcialni
derivace a ma-li rovnice f(z,y) = 0 v O alespoii jedno feSeni, pak mnoZinu
(f(x, y) = 0) nazveme rovinnou k¥ivkou. Obdobn& definujme v trojrozmérném
ptipadé plochu (f(z, ¥, z) = 0).

Umluva 2. Budte G(y), H(y) funkce, majici v jednorozmérné oblasti J
spojité prvni derivace, pii temz neplati G(y) = 0 pro zidné y e J; bud F(x, z)
funkce, definovans nad dvojrozmérnou oblasti O, tak, ze (F(z,z) =0) je
kiivka v roving uspoiddanych dvojic (z, 2).

Pak funkce F(x, z Q(y) + H(y)) je definovana nad oblasti O = E ((x,2) €

(%,9,2)

€0,, yed, ze(— o, ©), z=20G(y) + H(y)). Zavedme je¥té oznadeni
(F(z,z G(y) + H(y)) = 0) = «.
Poutka 5. Bodovd mnofina x z dmluvy 2 je plocha v prostoru uspofddanych
trojic (x, y, 2).
Dikaz. Z rovnice
z = (z— H(yo)) G7'(%)
vyplyvé, Ze pro Zidné y, € J neni mno#ina x 0 (y = y,) prazdnd. Déle se lehko
ovaH, #e existuji spojité parcidlni derivace
oF oF _ g OF OF _OF 0
ox ’ 0z o0z’ oy 0z oy
Tyto derivace se nemohou soutasné rovnat nule pro #4dny bod z oblasti O.
V opaéném piipadé by totiz mnozina (F(z, ‘E) = 0) nemohla byt kfivkou.
Jsme tedy nyni opravnéni vyslovit tuto definioi:
Definice 2. Plochu x z imluvy 2 nazveme implicitni klinovou plochou.
Zavedeme si symbol N(y,) = 0 (y = ¥,); pritom u je dana plocha a y, je
libovolné re4lné &slo. Vy¥etiujme podminku:
(5) Jsou-li mnoziny N(y,), N(y;) neprézdné, pak lze N(yy) posunout rovno-
b&#nd & rovinou (z = 0) na k¥ivku N(y;)’ c (y = ¥s), kterd je s N(y,) afinni
pro osu (y =yy)n(z=0) a smér (y = y,) 0 (x = 0). :

54



Poutka &.

a) Klinovd plocha x z definice 2 splituje podminku (5).

b) Dand plocha p mecht neobsahuje rovnobéZky s pfimkou (z = 0)n(y = 0).
Plati-li pro tuto plochu podminka (5), pak u splivuje definici 2.

Dukaz. a) Zavedme oznadeni

k= (F(x,2) =0)n(y=0).
Posunutim o vektor (0, y,, H(y,)) pfejde kiivka k v kiivku
k' = (F(z,z + H(y,) = 0) 0 (¥ = %) -

Afinitoﬁ 0 ose (y = y,) N (z = 0), sméru (y = y,) 0 (z = 0) a charakteristice
G-(y,) zobrazi se kiivka &’ na kiivku N(y,). Vzhledem k transitivité afinity pfi
pevné ose plati tedy podminka (5).

b) Vysetfujme takové y,, pro néz plati N(y,) + 0. Pro kazdé takové y, exis-
tuje podle podminky (5) kiivka

k= (F(x,z) =0)n(y = 0)

(dané jistou funkef F), kterd posunutim rovnobézinym s rovinou (x = 0) prejde
v kiivku &' c (y = ¥,), jez je s N(y,) afinni vzhledem k ose (y = ¥,) 0 (2 = 0)
a sméru (y = ¥,) 0 (z = 0). To ale znamené (podle poudky 1b), Ze plati rovnice

2 = ZG(y,) + H(yo), kde G(y,) + 0, H(y,)
jsou jist4 redlnd &isla a z, Z jsou tieti soufadnice odpovidajicich si bodu kiivek
¥, N(y,).
Tedy plati
n= (F(z,2G(y) + H(y)) = 0) .
Poucka je tim dokazana.

Poutka 7. Bud G(y) polynom stupné se, H(y) polynom stupné sz a F(x,2z) =
k

= > ax"2" polynom, pro néj% usporddané dvojice exponent (v;, w;) jsou na-

i=1

vzdjem rizné a koeficienty a; jsou nenulové. Pak polynom F(x, zG(y) 4+ H(y))
md stupen

max (v; + w; max (sq + 1, 8g)) .
1
Dikaz je snadny.
Piiklad 2. V timluvé 2 necht plati
' @4yt =1)=x%;
oblast J je v tomto p¥ipadd interval (0, c0). K¥ivka N(y,) jsou elipsy, které

se daji na sebe zobrazit posunutim a afinitou (podle poudky 6a).
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Poznémka 1. V definici 1 odstranime z I, viecka ta y, kterd anuluji funkei
g(y); takto zmenSenou oblast I, oznadime I . Z pfisluiné explicitni plochy kli-
nové dostaneme plochu »* o rovnici

f(x) — 297 (y) — g7 (¥) h(y) = O

vzhledem k oblasti I; x I;. Tato plocha »* je specidlnim pfipadem implicitni
klinové plochy. Z toho je patrnd vzdjemna souvislost obou definici 1, 2.

Poznémka 2. P¥ipustime-li v tmluvé 2 ta y, pro néz plati G(y) = 0, pak
pro takovéto y miZe na (roziffené) plose x leZet soustava rovnobézek o rov-
nici F(z, H(y)) = 0. Na téchto pfimkach mohou se vyskytovat singularn{
body (pravé kdyz platf %% = Q(y) = H'(y) = 0). To je také hlavni divod,
proé jsme pipad G(y) = 0 vyloudili (p¥i definici plochy jsme se pfece vy-
slovné omezovali na regularni body).

§ 3. Specilni klinové plochy.

V tomto paragrafu budeme vySetfovat klinové plochy se systémem parabol.
Takové plochy maji totiZ vyznam v praxi. Budeme vyhradné uzivat pravo-
thlého soufadnicového systému.

Definice 3. V roviné (y = 0) definujme pjakoZto rovnob&Zku sosouz anebo ja-
ko#to parabolu o ose v ose z. Ddle definujme py jako#to rovnobéku s osou x anebo
jako#to parabolu v roviné rovnobéiné s osou x tak, %e jejt osa leZi v roviné (x = 0).
Necht ddle plati p; 0 (y = 0) = 9. Pro kaZdé redlné z, oznacéme symbolem p,,

1. pFimlu, uréenow body p o (x = x,), Py (T=2) v pfipadé, Ze treti sou-
Fadnice téchto bodd jsou stejné; '

2. parabolu, jeji% osa je pFimka (x = z,) n (y = 0) a na ntZ leZt body p N
n (@ = 2,), p; 0 (x = x,) v pFipadé, Ze teti soufadnice téchto bodi jsou rizné.
Plochu U  p,, nazveme Hacarovou plochowu.

Zoe(— 0, @) . .

Profesor KADERAVEK vyslovil domngnku, Ze Hacarova plocha obsahuje
v obecném pfipadé kroms parabol v rovindch (z = %) jesté dalsi systém para-
bol. Bude ukézéno, %e tato domnénka je spravna.

Nejprve viak odvodime rovnici Hacardvy plochy. Necht A4, B, m, n, k,q
jsou konstanty, kiivka p necht mé v roviné (y = 0) rovnici z = Ax? + B;
ptedpoklédejme déle, Ze plati inkluse p, C (z = ky + q) aZe rovnice pramétu p,
do roviny (z = 0) je y = ma? + n. Pro podminku p; n (y = 0) = @ je ekviva-
lentni podminka: '

(6) Konstanta n je nenulova a déle plati budto m = 0 anebom =+ 0,sgm =
= sgn. V rovind (z = x,) plati pro kiivku p,, rovnice
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_ k(ma} + n) + ¢ — (4§ + B) "
< (mad Ty v +An+ 5,
takze po tipravé dostaneme rovnici plochy ve tvaru
__(km —A)a* +kn +q—B
2= (ma? + n)?
V ptipads, Ze p; je parabola, jsme piedpoklddali, Ze rovina této paraboly neni
rovnob&snd s osou z. Tento vylouleny pfipad nyni projednime. Ktivku p
uréime jako v predchozim. Necht déle a, b, ¢ jsou konstanty, z nichZ posledni
je nenulovéa. K¥ivka p; necht mé v roving (y = ¢) rovnici z = az® + b. Pro
kiivku p, plati nyni v roviné (z = x,) rovnice
2 — 2
z:ax°+b (Ax°+B)y=+Ax3+B.

c?

y* + Az + B. (7,1)

Z ni dostaneme po upravé rovnici plochy ve tvaru

zz(a—A)x“-I—b—B

c?

y* + da* 4+ B. (7,2)

Z této rovnice je zfejmé, Ze v rovindch (y = y,) jsou na ploSe paraboly anebo
piimky. Tento pfipad je ostatné znamy.

Poutka 8. Hacarova plocha md nékterow z rovnic (7), kde A, B, m,n,&,b, ¢
jsou konstanty, z nichz ¢ je nenulovd a pro m, n plati podminka (6).

Umluva 3. Cisla 4, B necht jsou konstantni a necht f(x) je funkce, majici
pro kazdé x spojitou derivaci. Plochu, uréenou rovnici z = f(z) 2 + A2® + B
oznadtime x. Dale necht jsou m, n, k, ¢ konstanty, pfi éemz prvni dvé jsou ne-
nulové a plati pro né sg m = sg n.

V rovindch (z = z,) je na plofe » systém parabol nebo pfimek. VySetfime
pramét priniku (z = ky + ¢) n % do roviny (z = 0). Tento primét ma v ro-
vingé (2 = 0) rovnici f(x)y2— ky + Ax® + B—q = 0; obsahuje kfivku
(y = ma? + n) n (2 = 0), pravé kdyZz plati f(z)(ma? + n)? — k(mx® 4 n) +
+ Aa? + B — q = 0. S touto rovnici je ekvivalentni rovnice

, kmax? + kn — Aa* — B
flx) = + (ma? + n)? =y . (8)
Necht déle plati pro jisté konstanty &', ¢’, m’, n’ (z nichz posledni dvé jsou ne-
nulové a splituji rovnici sg m’ = sg n’)

kmx? — Ax* +kn — B +q __k'm'ax® — Ax®* 4 k'n’ — B 4 ¢’
(ma? + n)? B (m'z® + n')?

identicky vz .

Jsou-li &itatelé identicky rovni nule, dostdvame trividlni piipad valcové plochy
anebo roviny. Neni-li tomu tak, pak existuje nenulovy faktor w tak, %e plati

mw =m', nw=n', (km—A)w*=k'm' — A, (kn — B + q) w? =
=k'n —B+¢q'.
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Tedy jsou splnény rovnice
(km — A) w? — k'mw + A = 0, (kn — B + ¢) w* — k'nw + B—q =0.(9)

Tyto rovnice maji prévé jedno fefeni &', ¢’. Z toho jiz plyne tvrzeni poucky,
kterou nyni vyslovime.

Poutka 9. Plocha Hacarova, dand podle “mluvy 3 a podminky (8), obsahuje
pro ka#dé nemulové w parabolu (z = k'y + ¢') 0 (y = wma® + wn), pfi Eemf
k', q jsou urdeny z rovnic (9). Priméty téchto parabol do roviny (z = 0) jsou tedy
kolmo afinnt pro osu afinity v ose .

Tato poutka potvrzuje oprévnénost domnénky profesora Kadetavka.

Poznémka 3. Plochy klinové maji upotfebeni ve stavebnim inZenyrstvi
(zejména pii skofepinovych konstrukeich). O jejich zavedeni maji zasluhu
profesor Fr. KADERAVEK a profesor B. Hacar. Prvni z nich dal také podndt
k této praci.
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PRILOHA K CLANKU V. HAVLA, O PLOCHACH KLINOVYCH, I

Model &4sti Hacarovy plochy, zhotoveny Rudolfem Cechem, Eduardem Drozdem
a Miroslavem Sourkem.*) (Aplikace na mostni konstrukee.)

Model &asti Hacarovy plochy zhotoveny Ottou Pohlem.*) (Aplikace na mostni konstrukee,)

Model &asti jisté klinové plochy, zhotoveny Evou Rejthdrkovou, Ludmilou Vaiihovou
a Miloslavem Knoulichem.*) (Plocha mé tvar sedla.)

*) Posluchadi fakulty stavebniho inZenyrstvi (CVUT).
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Casopis pro p&stovani matematiky, ro¥. 80 (1955)

0 JEDNOM NUMERICKEM RESENI UPLNE REGULARNICH SYSTEMT
LINEARNICH ROVNIC A O JEHO APLIKACI NA STATICKE RESENT
PATROVYCH RAMU

IVO BABUSKA, Praha. DT:512.831

(Dolo dne 25. dubna 1954.) 024 072,383

Ve stavebni praxi se vyskytuji velmi ¢asto systémy linedrnich rovnic,
které maji jisté charakteristické vlastnosti. Je to systém linedrnich
deformaénich rovnic pfi statickém vypoétu patrovych rdma (viz na
pt. [3]).

C.V.KLOUCEK ukézal (srv.[1],[2]) jistou metodu FeSeni t&chto rov-
nic, kterou nazval podle fysikalniho vyznamu rozvodem deformaci.!)

", Tato metoda mé urdity iterativni charakter. C. V. Kloudek pak ve
svych pracich ukazuje na konkretnich vypoétech spravnost a u¢innost
této metody. V tomto élanku je tato metoda zobecnéna a ukdzéna
jeji spravnost pro systémy linearnich rovnic, které majf uréité presns
definované vlastnosti a které budeme nazyvat Gplné regulédrnimi.

1. Né&které vlastnosti symetrickych matic.

V tomto odstavei zavedeme jisté pojmy o maticich a dokédZeme nékteré véty,
které budeme v dal§im potfebovat.

Definice 1. Bud A = ||a;;||; a;; = 0 symetrickd matice koneé’né}w Fadu n
nebo nekoneénd. Budeme mazijvat bodovou mmofinu M, o m riznyjch (resp.
spodetnd mnoha) bodech { Py, P,, ..., P,} konjugovanou k A, jestlite ke katdému
P, jest pFifazena ;;ednoyednoznaé’né’ k td rovnice @ mimo to na M 4 jsou definoviny
tyto pojmy.

a) P; ~ P, 1 #7, jestlize a;,; + 0. 4 .

b) P,~P,,, jestliZe existuje posloupnost bodi P, ot =0,1,2,...,m takovd,
Ze P,=P; P, = PaP,~, P, ,i=012..m— I. Jestliie P, ~,

4 Pr, pak budeme Fikat, Ze body jsou ekvivalentnt, a jestlize P; ~ , P;, potom
budeme #ikat, Ze body P,, P; jsow sousednt vzhledem k A.

Poznédmka. Snadno se nahlédne vzhledem k piedpoklidanym vlastnostem
matice 4, Ze jsou splnény axiomy-ekvivalence.

1) KlouSkova kniha méla byt v posledni dob¥ prelofena také do Sindtiny.
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Definice 2. Matici A = |la;,||, koneénou nebo nekoneénou, nazveme dplné re-
guldrnt s konstantou «, jestliZe spliuje tyto viastnosti:
a) je symetrickd,
b) pro v¥echna i platt 0 < k < a;; < K < o0,
c) jest a; s = x; p|a;;|, kde se séttd pres viechna j =i a jest oa;> x> 1.
i

Umluva. Déle budeme predpoklidat vidy uplné reguldrni matici. Tento
predpoklad nebudeme proto jiz dile zvlast uvadst.

Definice 3. Oznalime m linedrni prostor wvdech Ciselngch omezemgjch po-
sloupnosti. Ddle m, oznalime n-dimensiondini euklidovsky prostor. Bude-
me-li mluwvit o p-té soufadnici vektoru g e m, budeme psdt x,(q) a budeme miti na
mysli &islo x,, posloupnosti vyjadFujici vektor q.

Umluva. Jestlie nebude mo#no dojiti k omylu, oznaéime symbolem m
i n-dimensionalni euklidovsky prostor.

V&ta 1. Bud A = |la;,|| dpiné reguldrni matice. Potom tato matice definuje
linedrni zobrazent na m.

Diukaz: Jestlize jde o nekoneénou matici, je tfeba dokézat, %e matice 4

transformuje omezenou posloupnost op&t v omezenou posloupnost. To jest
vSak vzhledem k vlastnostem b) a c) tiplné reguldrni matice ziejmé.

Umluva. Linedrni zobrazeni vytvorené matici A, B,... oznadime
A, B, .... Matici 4 nazveme souvislou, jestlize viechny prvky konjugované
mnoziny M, jsou navzijem ekvivalentni.

V&ta 2. JestliZe matice A ment souvisld, potom ji maeme vyjddfit jako pFimy
soucet souvislych matic.?)

Dikaz. Jak zndmo, matici 4 muZeme vyjadrit jako p¥imy soudet matic
4 = U 4,;, pravé kdy% prostor m miZeme vyjadiit jako piimy soudet pod-

i

prostori m® takovych, %e A zobrazuje podprostor m® do sebe.

Bud M, konjugované mnozina k 4. Tato mnoZina rozpadne se na tfidy
ekvivalence (alespoii dvé, vzhledem k tomu, Ze matice 4 nenf souvisld).
Oznacme tyto t¥idy 7',. (Téchto t¥id jest zfejmé& nejvyse spotetné mnoho.)

?) Rikém, %o matice jest pffmym soudtem dvou matic, jestli¥fe vhodnou permutaci
muZeme dosshnouti toho, aby matice mé&la tento tvar: 5

Biys Brgy vovnnn Gms 0,0, ool 0

Ag,15 Gg gy «vvnnn om0, 0, ool 0
Bn1,10 Bmy,es vois Bmymey 0, 0, oouL.. 0

05 O (o a5« 56 %0050 0 0 m oie o Bmyt1,mii1s + s Gmyty,ma
05,105 16 455 615 amsm oo corw v B i das = wie s [/ S

Obdobn¥ tomu jest, kdy# jde o pfimy soufet ndkolika matic. _
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Bud déle m® podprostor prostoru m takovy, Ze jest splnéna relace
podp P Y

P.noneT;, gem® =mz(q) = 0
pro kazdé k, <.

Podprostory m® z¥ejms tvoki prostor m jako piimy soudet. Zbyvé dokézati,
%e zobrazeni A zobrazuje prostory m® do sebe.

Skuteénd v8ak jest

z,(Ag) = Z‘ak,lxl(q) =— z ax 2(q) + 21: @ 7(q) -

Pl‘Ti Plnoan‘

Je-li ¢ e m®, plati
zi(Ag) = ; a1 T(q) -

PltTi
Jestlize nyni Py non e T;, potom ziejmé a,; = 0, nebot P, e T; a nafe tvrzeni
jest dokézano.

Definice 5. Jestlife matice A jest pFimym soutem souvisljch matic A, potom
tyto matice budeme nazgvat komponentami matice 4.

Definice 6. Matici budeme nazjvat uzavienou, jestlize existuje koneénd posloup-

nost navzdjem riznych Gisel 8y, 8y, ..., 8m tak, Ze plati
1. P, ~, Pskﬂ, k=01,....m—1, m > 2,
2. P, ~, P,

V opaéném pFipadé budeme matici nazyjvat otevienow.

Poznémka. Pro nazornou piedstavu mizeme kazdé matici pfifadit jeji
graf. Pfedpoklddejme, coZ nesporné miZeme, %e konjugovand mnoZina jest
slo¥ena z linedrn® nezévislych bodé v roving, t. j. z bodd, z nichz Zadné tii
nele#i na jedné piimce. Grafem G, matice budeme nazyvat mnozinu téchto
‘bodt a mnozinu tseéek P;P;, jestlize P; ~, P;.

Z grafu matice miZeme snadno prehlédnout, zda matice jest souvisld, ote-
viend atd.

Definice 7. Bud M, konjugovand mnofina k otevfené souwislé matici A. Bude-
me Fikat, fe bod P;e M, jest vnitinim bodem, jestlite hlavni minor A; neni sou-
visld matice.?)

3) Hlavnim minorem A,,,l_mn, s my matice A nazyvéme matici, kterd vznikne tim, Ze
vyskrtneme v A, my, My, ..., M,-ty fadek a sloupec. '
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Uvedeme piiklad: Mé&jme

P
matici h \
(4012000]
0600110
1041000
A=|2016000
0100200
0100081
(0000021 P
Potom jeji graf jest na obr. Obr. 1.

1. Vidime okamzité, Ze ma-
tice neni souvisla. Neni totiz P, ~, P;, nebot P, neni spojen fetézem s Pj.

Déle jest patrno, Ze matice mé dvé komponenty, z nichZ jedna jest oteviena,
druhé zavienA.

Poznamenejme jesté, Zze body P; muzeme volit zfejmé tak, Ze graf matice
bude miti pravé tolik komponent ve smyslu topologickém, jako mé matice, a Ze
graf jest jednoduse souvisly ve smyslu topologickém, pravé kdyZ matice jest
oteviena.

Zatim jsme konstruovali k dané matici jeji graf. Ve stavebni praxi pii sta-
tickém vypoctu ramovych konstrukei je tomu naopak.

Nejdiive mame dén graf, schema rdmu a k ndmu sestavujeme matici defor-
madnich rovnic. Casto se ani matice nevypisuji a jeji prvky se pisi do grafu.

Véta 3. Bud A oteviend matice; potom kazdy jejs hlavni minor jest oteviend
matice. Ziejmé.

Definice 8. Bud A souvisld oteviend matice a M, jejé konjugovand mnofina.
MnoZinu M5 ¢ M, budeme nazjvat mnoZinou boda ¥ddu n vzhledem k P,, jestlize
splivuje tyto vlastnosti:

Py e M) jestlie existuje posloupnost Py, Py,..., P, 0n -+ 1 precich navzd-
Jem riznyjch takovd, Ze

Plo=Pi,Pl,":Pkaa.PleAPl:H_l, j=0,1,...,n_1.

Nékdy také budeme fikat, Ze body ¥4du n vzhledem k P; maji vzdalenost od
bodu P, rovnou n.

Poznimka. Vzhledem k tomu, e v minulé definici se ptedpoklads matice 4
souvislé a oteviena, existuje, jak se snadno nahlédne, pravé jedinéd posloupnost

uvedenych vlastnosti, a tedy kazdy bod ma vzhledem k pevnemu bodu pravé
jediny rad.

‘ Definice 9. Budeme #ikat, e bod P; konjugované mnoziny M, md stupei p,
jestlize P; md prdvé p sousednich bodi.
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Poznémka. Graf souvislé oteviené matice mé tvar ,,stromu‘ podle obr. 2.

Na tomto obraze jsou body ¥adu p vzhledem k P° oznadeny P». Pojem fadu
bodu mé tak velmi ndzorny vyznam.

Vi&ta 4. Bud A otevfend souvisld matice. Potom kaZdy bod konjugované mnoZiny
Fddu p jest spojen prdavé s jednim bodem nitstho ¥ddu, a to fddu p — 1.

Dikaz. Pro uréitost vztahuje-
me ¥4d bodu k P, a mluvme o bo-
du P, ktery jest fadu n.

Podle definice existuje posloup-
nost bodt o n + 1 prveich,

Py~ Py Pyroy ...
velPpy mg Py

pii tem tato posloupnost existuje
pravé jediné. Z toho jest okamzité
patrno, Ze bod P,_, jest Fidu
n—1, a tim jest tvrzeni doka-
z4no, nebot jestlize by existovaly
dva body fadd » — 1, sousedni
vzhledem k P,, nemohla by ma-
tice byt oteviend.

Véta 5. Bud A souvisld oteviend
matice a M, jejt konjugovand
mmno¥ina. Bud MY* mnoZina bodi
n-tého Fddu vzhledem k P;. Ddle

n—1
bud *M%* =S M. Potom hlavni
k=0
minor Ay 4y, ..., Py € *ME™ se roz-
padd na komponenty takové, Ze kaZ-
dy bod #ddu n jest pravé v jedné
komponenté a #idné dva body ne-
mohou byt v jedné z nich.
Obr. 2. Dikaz. Jest zfejmé, Ze kazdy
bod F4du n lezi pravé v jedné kom-
ponent®. Stadi tedy dokdzat, Ze nemohou byt dva body f4du » v jedné kom-
ponent®. Tedy dejme tomu, Ze body P, =+ P,, tidu n jsou v téZe kom-
ponentd. Potom jsou ekvivalentni, a proto existuje posloupnost bodi
Py Py v P, tadu p = n, Ze _ -

Pka=Pﬂl’ Pk.=P”. aij NA";?‘.H' X
Mimo to v¥ak vzhledem k tomu, %e P, a P, jsou n-tého fadu, existuji body

.Pki+1’ j=0,1,...,8—1.
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P,,P,,..., P, takové, ze P,, 0 < 7' < t, jsou body fadu mensiho nei n a
P'o = P"l’ P't = P”a a P"i NA»,,:,. "1+1
A nebyla oteviend, coZ je spor. Véta jest tedy dokazéna.

Z toho by vSak plynulo, %e by matice

Dasledek v&ty 5. Polet komponent mi-

noru El) P
All,l” ey Plk € *M:Z.”

je stejny jako polet proks mmofiny MY,
Jestlize ment matice A koneénd, mini se
poltem mohutnost.

Definice 10. Bud A = ||a, ;|| matice Fddu F;L
n < 0. Otevienou matici koneénou mebo ¢
nekoneénou A* = ||a};|| nazveme rozvinutim Obr. 3.
matice A, md-li tyto viastnosti:

<UE—

a) JestliZe oznacime P, body konjugované mnofiny M , a P} body mnofiny M 4.,
potom existuje jednoznaciné zobrazeni ¢ mnoZiny M . na M ,.

b) Zobrazent @ zobrazuje vzdjemné jednoznaéné vdechny sousednt body bodu P}
na v¥echny sousednt body bodu ¢(PF).

c) Jestlite P,, = @(P}), P, = ¢(P}), potom a}; =

Gin e

Pozndmka. Konstrukce rozvinuté matice mé ndzorny vyznam. UkiZeme
to na prikladé. Bud

613 —1
142 0
) 327 1
101 3

Graf matice jest na obr. 3.

Na obr. 4 jest naznadena Sast grafu rozvinuté matice *4, kde ke kazdému
bodu P} jest poznamenén v zdvorce bod @(P}). Z toho jest ]1z také snadno
patrné konstrukce rozvinuté matice.

V obr. 5 jest naznadena st rozvinuté matice 4 *:

Poznimka 1. Rozvinutd matice ma ziejmé v kazdém f4dku a v kazdém
sloupei nejvy¥e tolik nenulovych koeficienti, jako je ¥4d matice A.

Pozndmka 2. Jestlize matice A jest oteviend, potom jeji rozvinuta ma,tlce
A* je s ni identické. (Nejvyse s permutaci F4dki a sloupet.)

Poznémka 3. Rozvinutd matice 4* jest zfejmé také Gplné reguldrni s touZe
konstantou jako matice 4.
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Poznémka 4. Z uvedeného prikladu jest patrno, jak se konstruuje rozvinuté
* matice. Existence rozvinuti matice je tim ziejma.

(R),
e,# ( D
(e P# e*
9
%
B A
5 P*
o (R) "
(P * l
*
NG/ g
' R
& &
4 £
B ®
G
®)
7 *
¥ R
] e:
{R)
B
Obr. 4.

Jednoznaénost oviem zde nepiati. Lze v8ak pomérné snadno nahlédnout, Ze
plati i unicita, jestlize nehledime na permutaci indexi. Vzhledem k tomu viak,
¥e tuto jednoznadnost nebudeme potiebovat, nebudeme se u toho zdrio-
vat.
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6 1 3-1
1 4 2 .
3 .7 . 1 2
<1 . .3 . . .1
2 7 . 1 3
3 . -1
2 4 1 .
1 7T 2 3
1 3 . -1
3 6 . 1-1
-1 6 1 3 .
1 6 . 3 -1
4 1 .
. 6 -1 1
-1 .
1
-1
1
3 .
3
Obr. 5.

2. Dv& véty o nekone&ném systému lineirnich rovnic.

V tomto odstavei uvedeme jednu vétu o nekoneéném systému linedrnich
rovnic, kterou budeme ddle potfebovat. Mimo to ukdzeme, %e se tato véta dé
aplikovat i na nekonedné systémy s Giplng regularni matici podle definice 2.

Vé&ta 6. Méjme nekoneéng systém linedrnich rovnic.

z; =k§1ci,kzk +b;, 1=12,3,....
ki

O systému pfedpoklddejme, fe md tyto viastnosti:

a) l—ilci_k|=g>0, 1=1,23,...,

am;

b) b < Kp.

Potom tento systém md ohranidené Fedent
le;| < K. _

Toto Fedeni mase byt ziskdno bud postupnymi aproximacemi nebo methodou re-
dukece, t. j. tak, %e jestlite 1;{ jest Fedent koneéného systému
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k=N N

izzci,kxk+bi7 i=1’2:"-,N)
b

potom

. N
z; = limx,;.
- N—->o©

‘Dukaz viz [4], kap. 1, § 2.

’Vétav 7. Mé&jme nekoneény systém rovnic
o0
Z(Ii,kmk=bi, 7:-:1,2,3,...,

a budi¥ matice tohoto systému 1piné reguldrni. Ddle necht |b;| < K. Potom tento
systém vyhovuje piedpokladim véty 6.

‘Dtkaz. Je to zfejmé vzhledem k tomu, Ze podle definice dplné regulé,rni
matice jest 0 < x < a;,, a tak stadf délit kazdou rovnici ¢lenem a; ;.

3. N&které vlastnosti GpIn& regulirnich matic.

V tomto odstavci dokdzeme nékteré véty o tiplndregularnich maticich, resp.
soustavach linedrnich rovnic s uplng regulirni matici.

Véta 8. Bud A = |a; ||, 4,5 = 1, ..., n uplné reguldrni matice fddu n < .
Potom tato matice jest positivné definitivni. ’
Dukaz. Mime dokazati, Ze
>> a; @, >0

1<i<n
1<i<n
pro viechna z;, z;, kterad nejsou identicky rovna nule.

Kvadratickou formu piSme ve tvaru

Za. f% + zza L2 —2 Z“:lai Azi +Z Z“z LT
t=i=1

nebof podle definice reguldrni matice ]est
Gy = Zo‘ilai,fl' .
i
Ponévadz viak o; > & > 1, ]est

ZZ“‘ i >Z Zo‘lat e +z Z“a L5 =

t=t=:
= %ZZ‘“HI(‘”‘ + 28, 1xix1 +a7) + (0‘ e 1) ZZI(J,A % .
*4:5 . i'*
Pfi tom o
P A > 1
pu<l).
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Je viak i

z; + 2B, + 25 20,

a proto

a,

Doy > (o — 1) Dk X‘i >0.
T T

Véta je tedy dokazana.

Vé&ta 9. Méjme soustavu linedrnich rovnic

a2 + a1 975 + oo+ oo F a7, = by,
allle ‘i" azlzxa + “oe + cew + ag'"x" — bz y

Ap 1%y + A p 2% + oo+ + Apnln = bn
s uplné reguldrni matici. Predpoklidejme ddle, Ze b, =1, b; =0, j * k,
j=1,...,n. Jestlite x,, x,, ..., , jest FeSent tohoto systému, potom plati x;, > 0.
Dukaz. Podle véty 8 jest matice soustavy positivné definitivni. Jak znamo,
plati potom, zavedeme-li zndmym zptsobem skaldrnisoudin v n-dimensionalnim

euklidovském prostoru a chdpeme-li matici soustavy jako matici linearniho
zobrazeni,

(Az,z) > 0
pro kazdé x = 0 z naSeho euklidovského prostoru.
Jestlize tedy jest T = (21, 24, ..., x,) FeSeni nadi soustavy, potom .
0 < (42, 2) = (b, @) = @,
kde b = (b,, by, ..., b,).
Véta 10. Bud A = |ja;,l, 1,7 = 1, 2, ..., nekoneénd 4plné reguldrni matice
N
8 konstantou «. Oznalime A = |a; 4|, 4,7 =1, 2, ..., N, redukovanou matici.
N
Potom také A jest uplné reguldrni s touZe konstantou.
Dikaz. Ziejmsé jsou splnény prvé dva piedpoklady. Snadno se také nahléd-
ne, Ze je splnén i tfeti, nebot
@ N
a;; = 0‘2 la;| = “z |@s.s] -
i=1 i=1
i¥Fi
Véta 11. Méjme nekonebny systém linedrnich rovnic

@y ,%; + @y 9%y + @y 575 + ... = by,
Q3,171 == az,zfvz + Ay 373 4+ ...= bz 5

...............................

B“d matice této soustavy uplné reguldrni. Bud ddle b, =1, b; =0, j + k,
1=1,.... Jestlite x,, x,, ... je Fedenim tohoto systému, potam platt x, > 0.
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Dikaz. Podle vét 7 a 8 existuje feSeni a plati

. N
2, = lim z ,
* N—>wo
kdy? x, je YeSeni redukované soustavy. Matice této soustavy je viak podle
véty 10 tplné regulérni, Miazeme piedpoklédat, Ze N > k. Potom podle véty 9

N
jest 2, > 0. Z toho plyne, Ze z; > 0, coZ bylo dokazat.

4. Re¥eni soustavy linedrnich rovnic s GpIn& reguldrni otevienou matici.

V tomto a dalsim odstavei budeme se zabyvat Fefenim systémb linedrnich
rovnic s tplnd regularni matief. V tomto odstavei pak se budeme zabyvat nej-
prve piipadem, Ze matice jest oteviena.

Véta 12. M&ime systém linedrnich rovnic 8 konelnow souvislou otevienou ma-
ticit)

a1 + Qs + oo F Oy aTn = b,
Ay + Ay ey + ...+ By u®n =0,

..............................

Ap1®y + Cpols + oo + Cp n®p = 0.
(Zde i vidy déle pfedpoklddéme, Ze matice jest iplné regularni.)
Potom oznaéime-li '

a3
;5 = :
@i,i@j,5
bude platit
b 1
T, = E X .
X =1— 0‘1,11 _ o‘l.l’, .
1 — lo‘cl,kl lo‘il,kz 1 — 1“(,.11 10‘12,1,
T, (1)
1 ‘xi.,ml o‘i,,m, ’
1—... 1—.

kde indexy 1y, tg, - .., i, jSou urceny tou podminkou, Ze Py, Py, Py, ..., Pe jsou
vdechny body sousednt s bodem P,. Indexy ky, ks, ..., ks, jsou uréeny podminkou,
fe Py, Py, ..., P, jsou vdechny body, které jsou sousedni s P; a kieré jsou sou-

asné druhého ¥adu vahledem k Py (vtomio pFipadé Py, ..., Py, jsou vdechny body
sousednt s P, 8 vyjimkou bodu P,). Podobné indexy U, 1, ..., L, jsou uréeny pod-

4) Kdyby matice nebyla souvislé, feil by se kazdy &aste¥ny systém samostatnd, takZe
predpokiad souvislosti nenf na Gjmu obecnosti.
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minkou, Ze Py, P, ..., P,,o jsou vdechny body, které jsou sousedni s P, a kieré
jsou souéasné druhého Fddu vzhledem k P,. Stejné pak i ddle.

Vzhledem k tomu, Ze soustava linedrnich rovnic md konecnou, otevienou matice,
js0u vedkeré fetézové zlomky koneéné.

Dadle pak, jestlize jest P, bod p-tého Fddu vzhledem k P,, plati

Ap,p*Tp* 1

x, = —
p,p Xk, Xk,

1 — — —

Xty Xkply

T 1=, 1—...

X o
k.z,m1 k2,m2

T —, . L=

1 1

(2)
kde index p* jest uréen tou podminkou, aby bod P, byl sousedni s bodem P, a fddu
p — 1. Ddle pak indexy ki, ks, ..., k, jsou uréeny z toho, Ze body Py, Py, ..., P,
jsou vechny body p + 1 Fddu, které jsou sousedni k P,

Podobné indexy 1,, 1y, ..., L, jsou uréeny z podminky, Ze body P,, P,, ..., P,

gsou vdechny body takové, které jsou sousedni s bodem Py a které jsou zdrovers Fddu
p + 2. Stejné ¢ ddle.5)

Ukézeme nynf na piikladé konkretni postup. ReSme tuto soustavu linear-
nich rovnic '

3z, — =, =—1,
—x; 4 5z, + 2x4 + x, = 0,
2z, + 43 — x4 =+1,

3 + 2z, = 0,

Z, + 3x; = 0.

RO M1 R® @ RrR® PO
[o36s16) 0,06666 [03}1343] 020 [0:38806] 0125 [o.59701]
+0,28378 033333 |-057143  -046152 +05  +031818

9 o
. (78 el
© o
=083
°9
T ®
© 138
a*° 8 &
P
Obr. 6.

®) Podrobné konstrukce fet$zového zlomku bude také patrna z piikladu, ktery dale
nasleduje.
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Na obr. 6 jest naznaden graf této soustavy a vypocet proveden v tomto grafu.
Postup je nyni nésledujici:
1. Ke ka#dému bodu P, piipiSeme koeficient a; ; (¢ervens). V obr. 6 jest koefi-
cient vyznaden v krouzku.
2. Ke ka#dé spojnici P; P, napfSeme koeficient a,; (Servené) a «; =

a, . . . ’ ’ ’
= E—_;- (8ernd). Na obr. 6 jest koeficient a, ; napsidn v lomené zavorce.
1,4 Wig

Jest dale
(=1
M = g~ = 0,06666 ,
2
taa = pog = 0:20,
atd.

3. Vypoditdéme hodnoty kofentt za pfedpokladu, Ze b= 1,2 oznatime ji po-
tom hodnotou ¢; ; (vzorec (1)).

Jest
1
€11 = 0,06666 = 0,36816,
Fli— 0,20
) [ i 0,06666
1
by = o — 0,31343 ,
5 [1 — 0,06666 — 0,06666 — m]
o — 1
w 0,20 :
& [1 — 0,125 — 0,06666 — 0,06666]
atd. '

Tyto koeficienty jsou napsiny u pfislusnych bodi v lomené zavorce. Pisi se
barevné (modfe).
4. Vypotitame nyni koeficienty c; ; podle vzorce (2). Dostaneme

Cr2 = — —! s 0,28378 ,
5 [1 — 0,06666 1—__—01—2—5]
|
02’1 =R ——3— = + 0,33333 )
Co3 = 2 = —0,57143
28 T 4[1—0,125] ’ 2
- atd.

Toto #slo napi¥eme k bodu P; na spojnici P; P;.
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5. Nyni provedeme rozvod, ktery jest v ndsledujicim obr. 7 vyznaden Sip-
kami. V praxi se tyto §ipky ovem nevyznaduji.
a) NapiSeme k jednotlivym bodim piislu$né pravéstrany barevné. Na obr. 7
jsou vyznadeny v krouzku. Pieme je pouze tam, kde jsou rizné od nuly.
b) Vypotitdme ,,primérni* kofeny z} = c; b;. Jest
2 = (—1).0,36816 = — 0,36816 ,
atd.

PiSeme je pouze tam, kde jsou rovny nule.

P R I R
€ ‘ ) ”
-0 36816 > |-0,10447 +0,38806
-0,05970 <= 1-0,177909 +0,05970 —» +0,22388
-0,42786 -0,28357 +0/44776
N
n
>
R33
Obr. 7.

¢) Provedeme vlastni rozvod. Jest

xh = xy¢, 5 = (— 0,36816) .  0,28378 = — 0,10447,
a2 = 3¢, 5 = (— 0,10447) . (— 0,57143) = 4- 0,05970 . atd.

Dostavame kofeny

x, = — 0,42786 ,
z, = — 0,28357 ,
x; = + 0,44776 ,
z, = + 0,22388,
x, = 0,09452.

Dikaz v&ty 12. Bez jmy na obecnosti miZeme pfedpoklddat, Ze matice
je souvisld. Bud M, konjugované mnoZina vzhledem k matici 4. Nazveme
nyni ¥4dem matice 4 vzhledem k bodu P; maximum z ¥4di v8ech jednotlivych
bodu P; vzhledem k P,. DokaZzme nyni nase tvrzeni indukei podle f4du matice
vzhledem k tomu bodu, kde v piisluiné rovnici na pravé strané (jako jediny
koeficient) neni koeficient roven nule.

JestliZe ¥4d matice jest roven nule, potom tvrzeni jest sprdvné, nebot se jednd
0 systém s jedinou rovnici. Pfedpoklddejme nyni, Ze tvrzeni véty 12 je sprav-
né, pokud ¥4d matice vzhledem k danému bodu jest nejvyse roven m. Doké-
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¥eme, %e nade tvrzeni plati i v tomto piipads, Ze f4d matice jest m + 1. Necht
tedy tento ¥4d jest pravé m + 1. Vzhledem k tomu, Ze matice jest ipln& regu-
l4rnf, mame zarudenu existenci fefeni a miiZzeme proto povazovat nyni na oka-
mzik kofen z, za zndmy a prevésti jej na pravou stranu systému. Po potlaceni
prvé rovnice dostane‘me v tomto pfipadé soustavu rovnic

Ay %y + ooo T oo+ A a®p = — 03,7
................................... (3)
Qpoly + oo+ ooe T+ Qp pn = — Ay 1 Ty -

Matice této soustavy jest zfejmé hlavni minor 4,.

Nyni rozlifujme dva ptipady. Bod P; jest bodem vnitinim a bod P, neni
bodem vnitinim.

V prvém piipadé matice 4, nebude souvisléd (definice 7). Systém rovnie roz-
padne se proto na ¢istedné systémy (jejich matice jsou komponenty matice 4,)
takové, %e na jejich pravé strand jest nejvySe jeden nenulovy koeficient.
V opaéném piipadé totiz by matice 4 nemohla byt oteviena.

Snadno se tak nahlédne, Ze nyni ¥4d matic téchto systémii vzhledem k uva-
¥ovanym bodém (t. j. k tdém bodém, kde v pfislu§né rovnici na pravé strané
jest nenulovy koeficient) jest nejvySe roven m.

Jestlize bod P, neni vnitfnim bodem, matice 4, ziistane souvisld a snadno
mo¥no se presvédéit o tom, Ze na pravé strané systému (3) bude nejvyse jeden
koeficient riizny od nuly a Ze ¥4d matice A vzhledem k pislunému bodu jest
nejvyse roven m.

Tedy v obou piipadech, t. j. at jest bod P, vnitini ¢&i nikoliv, potom fidy
resp. F4d systému (4) se zmen&i nejméné o jedni¢ku. Tedy podle indukéniho
predpokladu plati tvrzeni véty 12, a proto je

— G170
- [1 _x %]

pro viechny koeficienty i takové, Ze jsou prvniho fddu vzhledem P,. Dosadi-
me-li tyto vyrazy do rovnice :

a12% + oo+ =0,

(4)

Xy =

dostaneme

x[a _A__.__;_ﬁ___]zb_e)
L R § p—— Gl — -]

Délime-li tuto rovnici [@, ;, — ...], dostaneme okam#ité prvou édst tvrzeni
0 z,. Druhou &4st tvrzeni o vypodtu ostatnich kofent jsme uz také zde dokézali.

%) Poznamenejme, %e ve jmenovateli vyrazu (2) nemiZe byt nula, pondvadZ ptislusny
Ghstedny systém, na nj¥% v8tu aplikujeme, jest podle véty 10 také uplné regularni. Jest
oviem zfejmé, %e vlastnost Gplné regularity neni pro existenci zlomku (2) nutn.
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Poznamka. V praktickych pfipadech pfi statickém FeSeni rdmi jsou koefi-
cienty «;; pomérné malé, jak uvidime v daldim odstavei pfi vypodtu jistého
ramu. Proto nemusime brati fetézové zlomky aZ do konce.

V minulé vété jsme fesili piipad, kdy matice byla koneéného fadu. Piejdeme
nyni k maticim nekoneénym a dokdZeme o tomto Feleni jisté véty, které bu-
deme potiebovat, az se budeme zabyvat soustavami s matici uzavfenou.

Véta 13. Véta 12 plati ¢ pro nekoneénou, dplné reguldrnt otevienou matici pouze
8 tim rozdilem, Ze Fetézové zlomky jsou nekoneéné.

Diikaz: Plyne okamzZité z véty 12 a z véty 6.

Pozndmka. Z minulé véty vyplyva také okamzité existence (konvergence)
fetézovych zlomki.

Nyni dokéZeme vétu, na které je v podstaté zaloZena mo%Znost prenésti
uvedenou metodu na soustavy s uzavienymi maticemi.

Véta 14. Mé&jme nekoneény systém linedrnich rovnic
Zai'jszbi, 'l:=0, 1, 2,... (5)
i=0

8 uplné reguldrni otevienow matici. Bud ddle by = 1, b, = 0, k =+ 0. Jestlize
jest T'y podmnozina vdech bodi prvniho Fddu vzhledem k P, konjugovanémnoZiny
M ,, potom plati

1
;lai.oxo + ajlagolz;] < < i)

iF0
Dikaz. Soustavu nekoneéné mnoha rovnie pi§me v tomto tvaru
Z ool 5|2y + Z ap%; = 1, (6)
Pisz 54:0
@ ©
@;,0%0 + %;las,0l%; +kE ojlas xle; + 2 a;xr =0, P;eT,, (7)
=1 k=1
k=+j k=i
(-}
zai,ﬂj =0, P, =Py P;noneT,. (8)
i=0

Vzhledem k tomu, Ze body P; non e 7', ¢ + 0, nejsou spojeny s P,, nevysky-
tuje se v rovnici (8) nezndmé x,.
Re¥me nyni tento systém rovnic®)

kZ (xila'i.klxj +kzlaj.kxk = — (a,-'oxo + aj]a,"olx,') 3 eeey P, € Tl N (9)
ki =]

Zai,ix:' = 0, Po =*=-P,'l’10n€T'1 i

i=0

:) Srv. definici tipIng regularni matice.
) Ptedpokladéme na okam¥ik, %e znéme z,, a x; pro P; e T,.
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Podle véty 6 mé systém (5) omezeni feSeni a proto i vyrazy @; oo + 0;]0500;
jsou omezené. Proto soustava (9) mé omezené fedeni, které jest oviem totozné
s Feenim soustavy (5). Podle pfedpokladu dokazované véty je matice soustavy
(5) oteviend. Proto matice (9) se rozpadne na piimy soudet souvislych otevie-
nych Gplné regulé,rnich matic takovych, %e v téchto ¢astednych soustavach je
na pravé strané ]edmy nenulovy ¢len.?)

Proto podle véty 11 plati

— &; = (@507 + ojla;ols) €5, kde g =0y (10)
a to pro viechna takova j, Ze P; e T'.
Napi¥me nyni jedté jednou rovnice (6) a (10)
z oko|@o 5|20 + Zao_,w; =1,

jeTy
&5;,0%0 + Z5(1 + 05]@s0les) = 0
a feSme pomocnou soustavu rovnic
|ty 0|%0 + @05 = T4,

£:0;,0%0 + (1 + ajlasole;) = 0.
Dostaneme :
: 61(1 + a,la,yol}:,)

- ol @s,0l (1 + xgl@sol€s) — g 585

= y;0;.

Poznamenejme pFi tom, Ze pro jakékoliv & > 0 nemiZe byt jmenovatel
roven nule.

Pongvadi jest & >0, g > & > 1, &; > « > 1, plati, jak snadno nahléd-
neme, %e y; > 0. Dile mame '

— @4,0048;
oo a,0] (5] @s,0] + &5) — a4

Zﬁi':la

Xy =

Podle rovnice mé platit

Pyet,
a proto
’ 1
Loy = g
2%
PjeT,
Z toho plyne, ze e
1 1
6’ _ . ——1
Vi z -
7 Vi
PjeT,

teg J estlie bod P, nenf vnitini, matlce mé jenom komponentu, a proto vlastng o sku-
ny rozpad nejde. - )
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Dosadme nyni vypoétené hodnoty do vyrazu

|aj,oxo + O‘f!ai.olxa'] .

Dostaneme
la; ol
@y o0%0 + ¥il@; 0l = ] .
@400 il sl il oo|@s0l(1 + a]a@s ol ;) _‘“3,581
Proto '
|@j,0] 1 1
A; oo + xjil@; 0l = 2 o=, .
szl! 3,0%0 3 @300 P7ZT Kol@sol (1 + 5@y 0| e5) — af ;65" 5 z )
i 15 i Vi
P;(T;

Ponévadz viak jest oy > &, o5 > «, s,:Z 0, plati

@40 _  lagl _
o|@s0|(1 + ojlasoles) — ad e — o®|ay |t — €085 4 x|azol
- ‘;—c .o‘z 11 g'bl:' |
—_— 2
1 + = la/,'OI =7}
Proto s ohledem na to, Ze y; > 0, dostdvdme
1
2 1 Ia’l,ol ;;
Qj ol + X450l = =
7 ‘ 7,00 Il 3,0‘ .1[ —1_ 5 “ol“i,ol(l +'0‘j[aq,0[€j) —ag,,s,
PjeT, jeT’y
i Vi
PjeT,
Sl 151 L
& 15y o
i Vi
P;jeT,

tim je véta dokdzéana.

V&ta 15. Mé&me systém linedrnich rovnic, nekoneény (N = o) nebo konelny
(N + o)

N
Zai,lxi =b;. ’ - (11)
=0 .

7
O matici soustavy ﬁedpoklddejme, Ze jest duplné reguldrni s konstantou a otevie-
nd.1%) Bud ddle b; = 0, j = 1, 2,-3. Oznaéme T}, mnoZinu vsech bodi k-tého Fddu
vzhledem k P, konjugované mnofiny A. Potom platt

' 1 _
2 z lasey + ojlagela]l < — Z ZI%.mxm + @@, m| ] ©
k j 42 m k B

PjeTyi, PyeT,
1’;:1’,. PuGTn”-I

1) Bez tjmy na obecnosti mitfeme predpokladat, %e matice jest souvisld.
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Dikaz. Oznadme 7, , mnoZinu viech bodd fadu p > n + 1. PiSme sou-
stavu rovnic (5)

Ty IZ oxlar;] + ,2 Ty = — ; (TmBrm + Tl m| o) (12)
‘ PreT ;1 PjeT* i1 PneTn_y
pro viechna k takova, e Py jest bod n-tého Fadu a
‘Zx,a,,, =0, PyeT},,. (13)

Matice soustavy systému (12) a (13), se rozpadne na piimy soudet matic,
o nich% se snadno mo#no piesvéd¢lit, Ze maji rovnéz konstantu «. (Srov. vétu
3, 10.)11) Mimo to také moZno nahlédnout, Ze na pravé strané jednotlivych
tastednych matic vyskytuje se jediny nenulovy koeficient. Sumaéni znamén-
ko na pravé strang (12) jest formalni, protoze jde pouze o jediny clen.

Proto plati podle véty 14, Ze

' 1
< _
Ek: 7Z|a5,kxk + oglag ey < x &

P (T,.+, Pm
're Ty PreTy

tim je véta 15 dokdzana.

; | %] @rm| %k + Tmieym| 5
€Tp_1

Vé&ta 16. Mé&me soustavu linedrnich rovnic, nekoneénou (N = o) nebo ko-
neénou (N = o0)

N
Sage;=bi, i=0,1,23,....
i=0

O matici pfedpoklidejme, Ze je oteviend a tplné reguldrni s konstantow x. Bud
ddle b; = 0,1 = 0, b, = 1.

Oznabime-li T, mnofinu bodi k-tého ¥ddu vzhledem k P,, potom plati

1
; 72[“”: Ty, + aglaslz,] < ATl

PjeTwi1
k'uTu

Duikaz. Dikaz provedeme snadno Gplnou indukei. Je-li n = 0, potom tvrze-
ni je spravné podle véty 14. Necht nyni plati nase véta pro n = p. Potom podle
véty 15 plati nade véta i pro A = p + 1. Tim jest véta 16 Gplné dokazana.

5. Re¥eni systému linedrnich rovnic s GpIn& reguldrni uzav¥enou matici.

V minulém odstavci jsme ukézali feeni soustavy rovnic s iplné regularni
otevienou matici. V tomto odstavci ukaZeme, jak se aplikuje tato metoda na
soustavy rovnic s uzavienou matici.

11) P¥{padn¥ nemusf ani byt skute¥ny rozpad, t. j. kdy% pfimy soudet jest tvofen jednou
matici.
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Véta 17. Méjme soustavu n + 1 linedrnich rovnic
n
Sag =05, 1=0,12..,n.
i=0

O maticy A soustavy predpoklddejme, Ze jest iplné reguldrni (oteviend mebo uza-
viend).

Ddle pfedpoklddejme, Ze by = 1, by = by = ... = b, = 0. Bud A* rozvinutd
matice a pFedpoklddejme, %e p(Py) = P,. Predpoklddejme ddle, %e body konjugo-
vané mnoiny M 4. jsou oisloviny tak, Ze body P}, p, < j < pyy, jsou k-tého
Fadu vzhledem k Py . Bud ddle x, x,, . . ., %, Fedent soustavy a necht xf, x%, ..., 2%

S Vg _1-
je FeSent soustavy linedrnich rovnic
j=pr+1-1 .
Z ci’jx?=d::, 1 = 0, 1,..., pk+1_1 ,12) (14)
i=0

it Eemé necht matice této soustavy A** je redukovand matice rozvinuté matice A*
(aZ po body k-tého Fddu). Mimo to necht dg = 1, d% = 0, j & 0. Bud ddle X¥
podmnoZina vdech bodd mnofiny M 4., takovych, Ze

P e Xt =P =P,.
Potom, jestlize oznalime

Sar=ayr,
P xR
platt
lim zff* = «, .
k—

Dikaz. O matici miZeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, Ze je sou-
visla. Vzhledem k tomu, Ze matice A jest podle pfedpokladu aplné reguldrni,
zévisi feSeni spojité na pravé strand. Nafe tvrzeni bude tedy zfejmé dokazéno,
jestlize ukdzeme, Ze

Pr+1—1

a; ;¥ —b;— 0 pro k— oo .
i=0

Abychom to dokézali, v§imnéme si posloupnosti &isel
co—di =gt i=0,1,2,...,

i=0
kdy% klademe z} = 0 pro j > p,.,. P¥i tom matice |lc, || jest rozvinutéd ma-
tice 4*.

Vzhledem k tomu, %e kazdy bod r-tého ¥4du jest spojen nejvyse s body fadu
r—lar 4 1 (viz vétu 4), je nejvyse o% =+ 0 pro pr,; < J < Prss-

1 . o . p .
*) ¢;,; jsou koeficienty rozvinuté matice.
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UkaZme déle, Ze je

1
zlgﬂ —<—‘ ak+1 *

o w7

Oznagime T, mno¥inu viech bod# ¥4du k konjugované matice M 4.

" Vezmeme nyni v (I4) viechny rovnice pro takové i, Ze P; e X%, asedteme je.
Vzhledem k definici rozvinuté matice, k vlastnostem tam definovaného zobra-
zeni @, mizeme snadno nahlédnouti, Ze dostaneme

n
Saat—b=2 ¢, 1=01..n.
i=0 i
P(sxf
Jak jsme viak ji% poznamenali ¢} = 0 pouze pro i takové, Ze P¥eT,,,. Tedy

Sazf*—b <1 2 dil
P‘d:71+1
pii tem¥ % miZeme psit také v tomto tvaru
:5 C,N15_== 92
PjeT
pro viechna g takové, Ze Py e Ty,

Abychom odhadli vyraz na pravé strang, uiijeme véty 16. Skuteéné plati

1
Z Dlcs57E + aslesplat] < o (15)

7 P
PjeTy
PpeTy-1

Kazdou rovnici ze systému (14) pFislusnou bodim, které jsou fadu k, lze psat
v tomto tvaru

z (cf,p"’: =+ 0‘1“": . lcm_l) == Z %415.,4] xf,‘ =0, P;eT,.
q

Ppe Tg-1
qeTgt1
Plati tedy také
2, les 0% + x%5les|| = > o5lCsql |75 ], Pie T
PyeTy-1 . q‘gb“

vzhledem k tomu, Ze bod fadu & je spbjen nejvyse s jednim bodem fadu £ — 1,
a vzhledem k tomu, Ze «; > a > 1.

Setteme nyni viechny tyto rovnice. Dostaneme

D less?s + 1% l%.p” = > aslesdld] -
~Pje«Ty PpeTg-1 :PP; cTT.

Uiijeme-li rela,c‘e,(15), dostaneme

1
Z  Dgles, ] < e
s q
PjeTy .
P|¢Th+1
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a vzhledem k tomu, Ze «; > «, plati

1
;; les, 5| < PUI

PjeTy
Pq‘Tk+1

Nyni se snadno jiZ nahlédne, Ze

1
|Za,; xFe—b,| <

xk+1?

a z toho plyne jiZ naSe tvrzeni.

Pozndmka. Véta 17 umoziiuje ndm feSiti uzaviené systémy metodou
rozvodu deformace, nebot tato vita pievadi FeSeni systému s uzavienou matici
na FeSeni systémi s otevienou matici. P¥i praktickém vypodtu oviem nerozepi-
sujeme rozvinutou matici. RovnéZ i feSime najednou piipad, e na pravé strans
naSeho systému jsou rizna b; = 0.

Celkovy postup ukiZeme na piikladé, kde bude patrno i uspofadani vy-
poctu. Pred tim vSak ukéZeme na jednom velmi jednoduchém piipadé, jak se
v podstaté aplikuji naSe véty, nebot poditini na koneény podet desetinnych
mist uvedeny postup pongkud modifikuje.

Re¥me tento systém line4rnich rovnic

T2, + 22 + 0,65 + 2, =1,

2z, + 6x, + =0, (16)
0,52, + 2, + bx3— x,=0,
x; - X3+ 4z, =0.

Budeme nejprve Fesit nekoneénou soustavu linedrnich rovnic s matici, ktera je
rozvinutd matice nasi pivodni soustavy s takovymi pravymi stranami, Ze
by=1,by=0b;=...=0.

Tedy budeme fFedit soustavu

12, + 2z, + 0,50 . . . ’ g ; . . .o=1,

2z, 4 6z, + . R . . - . . =0,

0,5z, + . br . . ®g —xp . . . : . =0,

& : . dx, . . .=z . . . . =0,
2 . + bz, . . . 40,5z, +z,, ..o =0, (17)

r; . . bxg . : x . 42z, . =0,

_ia . . B + 457 . . . . +512= 0,

feSime tim i n43 systém (16), a to tak, e

xk= Z 57'.

]
P(Py*)= Pg

Ve v&t& 17 jsme ukézali, Ze rozfesime-li nekoneény systém rovnic (17), roz-
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Ukézali jsme, %e uvedeny nekoneény soudet jest konvergentni a tudiz Ze
stadi vziti jen koneény podet ¢lentt k tomu, abychom ziskali vysledek slibovol-
nou piesnosti, t. j. tak, Ze vezmeme v uvahu pouze body, jejichz fad vzhledem
k bodu P, jest nejvyse k. Kazdy kofen z; oviem miZeme urdit jen pfiblizng,
na pf. jiz z toho divodu, Ze poditame na konecény pocet desetinnych mist,
oviem tak, e uvedeny soudet jest urden s libovolnou presnosti.’?) Dejme tomu
na pt., %e stadi potitat kofeny z; na 4 desetinné mista. Retézovy zlomek mia-

2 R
017901 [238) 0,12507 [182] 022554
[ —o—
n =~
ﬁ 0,09376 3 0,07085 B
N | -026725 -0,38254 ¢ | -0,37800 -020960 |3
¥ i ®
*
®|§ T3 =|8
S| 8 S| G |3
il I “l s KSH RS
(S
"
- o o3
g -0,23057 -0,33842 X | -031795 -018750 | §
$|Cose) P S|eo k¥ @M |5
0,07566 0054 (012339 ]
Z Z ¢
2

Obr. 8.

Zeme vzit proto jen do takové délky, abychom méli zaruéeno ¢tvrté desetinné
misto. Dejme tomu, Ze k tomu potiebujeme ve zlomku (1) pét krokt. Podobné
vezmeme zlomek v (2) na pf. na pét kroki. Tim docilime toho, Zekoeficienty
Ci 1 Ciy [STV. str. 72] jsou numericky stejné pro piipad, Ze @(P}) = ¢(Py),
@(PF) > ¢(P), éehoi vyuzivime.

" Shrneme-li nafe vyvody, mizZeme ¥ici, Ze vétu 17 aplikujeme v tom smyslu,
%ze feSime nekonelny systém s rozvinutou matici s jistou presnosti a nefesime
tyto kofeny pomoci redukované soustavy rovnic.

Prakticky postup uvadime v dalsim ptikladé.

13) Otéazku, na kolik desetinnych mist musime poéitat hodnoty Z, a kolik téchto ¢lent
musfme brat, abychom vysledek dostali s pfedem poZadovanou piesnosti, zde nefeSime.
Je to otézka jiného druhu, kterd také mimo jiné na pt. souvisi se statistickym pojetim
chyb. Prakticky jest vhodné rozhodnouti se v konkretnich ptipadech néjakym zptusobem
podle udelu vypodtu pro jisty poSet desetinnych mist a nakonec pomoci vypoétenych
residui provésti odhad chyby v urdeni kofeni, co¥ mo#no udiniti snadno na pf. pomoci
véty 6.
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Resme tuto soustavu:

10,68z, + 3,58, + 0,76xy = 4,16 ,
3,68z, 4 15,86z, 4 2,74x, + 0,61z, = —4,16,
2,74x, + 8,702, + 0,61z, =0,
0,61z; + 4,86z, + 1,82z =0,
0,61z, + 1,82x, + 9,62x, + 2,38z, = 0,
0,76z, + 2,38%5 + 6,282z = 0.

Je to staticky vypodet ramové konstrukce, piiklad uvedeny v [3] na str. 57.
Na obr. 8 jest naznaden graf matice soustavy. Do tohoto grafu provddime cely
vypocet. Oznaceni zde je stejné jako na obr. 6.
Tedy: 1. Cisla v krouZcich jsou diagonélni &leny matice. 2. Cisla v hranaté
zdvorce jsou ¢leny matice a, ;. 3. Pod hodnotami a,; jsou napsény &leny o, ;.
Nyni vypotitdme jednotlivé fetézové zlomky nejprve pro primérni koteny.
Protoze koeficienty jsou velmi malé vzhledem k jednidce, stadi se omezit na
nékolik ¢lent. Pisme
x; = by, ;.

Potom méme, omezime-li se na prvé dva kroky,

A 1

11 = Lo.es 1 0,00681 0,00244 0,06441 |
4 1 —0,00861 1-—0,09376 — 0,07085 1—0,00880

= 0,10286
a podobné
o — 1
. i£38 14 0,07566 0,00244 0,05441 ’

’ 1 —0,00861 1-—0,09376 — 0,07085 1 — 0,00880

Tyto koeficienty jsou u pfisludnych bodd napsény v lomené zdvorce; jinak se
pi8i barevng, na p¥. modie.

Pozndmka. V nésledujici tabulce jest koeficient ¢, ,, kdy% v Fetézovém
zlomku jsou jeden, dva nebo tii kroky.

| 1krok | 2 kroky | 3 kroky
¢1,1 | 0,10230 | 0,10286 | 0,10287

Z toho je patrno, %e se miZeme omezit pouze na ndkolik méalo kroki pri vy-
poctu fetézového zlomku. Zndme-li primérni kofeny a?, rozvédime je.

Pitme

0
xi = Cj'it’ .
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Tedy mame
. —3,58
= : — —0,23957 .
e — 0,06441 T 0,00244 ,23
’ 1 —0,00880 1 — 0,09376 —0,07085

Toto ¢islo napideme K bodu P, na spojnici P P,; podobng

— 3,58
0,00861
1 — 0,09376

= —0,33842

Co,1 =

10,68 [1

a toto ¢slo napiseme k bodu P, na spojnici Py, P,. Stejnd je tomu u ostatnich
bodii.

Poznamenejme zde opét, Ze koeficienty c; ; jsou rovnéz velmi maélo citlivé na
podet krokit v fetézovém zlomku. V nésledujici tabulce jest vypoditan koefi-
cient ¢, ,, uvazujeme-li ve zlomku jeden, dva nebo t¥i kroky.

| 1krok | 2kroky | 3 kroky l
—0,2394 | —0,23957 | —0,23959 |

C1,2
Vypsénim vech t&chto uvedenych hodnot jest skondena prva ¢ast vypoctu,
kter4 nezévisi na pravé strand naSeho systému linedrnich rovnic.

Jako daldi ¢st vypodtu provadi se bezprostiedni rozvod. Provadi se bud
do grafu matice, kde jsou psiny i ostatni hodnoty, nebo na obraz zvlaStni.
Je v nafem ptipadé proveden zvlast obr. 9.

Postup jest nasledujici: 1. Ke kazdému bodu napiSeme vyraz b; . ¢, ;.
2. Provedeme rozvod ve vodorovném sméru. Tak

—0,23957 . 0,42791 = — 0,10256 ,

—0,33842 . (— 0,30282) = + 0,10248 .
Rozvody oznatujeme pro prehlednost Sipkami, coz v praxi se pak nedéla. Ve

sméru Py — Py, — P, jest primérni rozvod nulovy.
3. Provadime svisly rozvod nahoru. Tak jest
0,53039(— 0,13464) = — 0,07136 .

4. Provedeme vodorovny rozvod ve sméru Py — Py — P, a P, — P; — P,.
5. Provedeme svisly rozvod dold.
6. Provedeme vodorovny rozvod ve sméru P, — P, —P;a Py, — P, —P,.
7. Provédime dalsi rozvody. Je mozno viak proces jiZ skonéit.
8. Dostavame kofeny, resp. jejich aproximace

2, = 0,53039 + 0,00102 + 0,00043 = 4 0,563184,

x, = — (0,40535 + 0,00101 + 0,00050) = — 0,40686 ,

atd.
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B R
-007136 —— +0,03082 -0,01755 |
-001179 é___r‘ctj—: +0,01907 -000721
-0,00141 }<—<———f N 1+000368 -001165
-0,01320 — +0,02275 —-0,01886
-000006 Y—]——| L +0,00004 <],—| L -000006 | <
-0,00002 <~}—}——— : 50,00002—\,—\%»-0,00001
-000001 < |,—|————=~|*000001 <« |— L»~0,00002
-000003 +000003 -0,00003
- 008465 [*005364 |
Py
‘ A
4 1R R
4042791 —6—= <—-0,30282) € L > +(0,03260
{+8',10248 -0,10253 [—&—5 &> +0,09628
+0,53039 -040535 +0,12688 —
+000102 <= j >< -0,00101 +0,00141
+0,00034 € »-0,00024 } +0,00008
+0,00009 <— - 0,00026 +0,00032
4000043 —>——— - 0,00050 +0,00040 —>—
+0,53184 - 040686 +0,13069
Obr. 9.

Kofeny jsou uspofddény v daldi tabulce, kde jsou také vyéislena residua.

Kofeny Residua
1 +0,53184 | —0,0008416
2 —~0,40686 | +0,0019986
3 +0,13069 | —0,0000584
4 —0,03650 | —0,0000443
5 +0,05364 | —0,0000648
6 —0,08465 | +0,0002596

Je patrno, Ze byly ziskiny celkem velmi dobré vysledky. Zpfesnéni kofent
bychom provedli novym fesenim rovnic s residui jakozto pravymi stranami.
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6. Zavér

V tomto odstavei udinime n&které pozndmky k praktickému uziti uvedené
metody.

1. Metoda rozvodu deformaci, jak byla uvedena, jest a¢inné zejména, kdyZ
stupn& bodi konjugované mnoZiny jsou pomérné malé vzhledem k fidu matice.
Metoda pak je zejména uZitelnd, kdyZ matice mé dosti pravidelnou sit. To se ‘
na pt. vyskytuje ve statice pfi feSeni patrovych rémi s neposuvnymi sty¢niky.
V téchto piipadech je graf velmi blizky ¢tvercové siti.

2. Soustavy linedrnich rovnic s Gplné regularni matici jsou ovSem FeSitelny
i jinymi iteraénimi procesy, na pt. Ritzovou iteraci, Gauss-Seidlovou iteraci,
piipadnd i v jeji relaxagni (Southwell) modifikaci. Gauss-Seidlova iterace
v praktickych p¥ipadech pii vypodtu ramovych konstrukei konverguje dosti
rychle. Tak na p¥. v uvedeném prikladé staci 7 krokt Gauss-Szidlovy iterace.
Ritzova methoda konverguje ponékud pomaleji. Pro stejnou pfesnost je tieba
provésti 13 krokd. Jestlize se md provésti feSeni soustavy pro jedinou pravou
stranu, potom jest asi nejvhodn&ji normalni iterace. Jestlize vSak jde o vy-
potet pro fadu pravych stran, pak je vyhodn&jii popsand metoda rozvodu
deformaci, vzhledem k tomu, %e vypodet konstant ¢, ; nezivisi na pravych
strandch systému.

3. Retézové zlomky konverguji velmi rychle, takZe v praktickych piipadech
stadi vziti jeden nebo dva kroky. Pon8kud pomaleji konverguje jiz bezprostied-
ni rozvod, kde musime vziti pomérné vice kroki. Organisace vypottu pfi roz-
vodu muZe byti rizna. ‘

Uprava postupnych vodorovnych a svislych rozvodi pro &tvercové nebo po-
dobné sité se zda byt velmi vhodna.

4. Rychlost celkové konvergence zavisi na konstanté o. Cim jest o v&tsi,
t. j. ¢im vice pfevlad4 diagonélni ¢len, tim rychlejsi je konvergence.

5. Odhad chyby jest nejsnize proveditelny vypottem residui a pouzitim
véty 6.

6. Uvedena metoda rozvodu, tak jak byla uvedena, jest tinnaiv ngkterych
jinych piipadech mneZ pro soustavy § Gplng regulérnimi maticemi. Zustava
oteviena otdzka, jaké jiné postadujici podminky mozno volit, aby uvedend
metoda byla konvergentni.

7. Jisté nevyhoda uvedené metody jest pomérnd obtiZnd kontrola vypottu.

8. Shriime tyto pozndmky. Metoda rozvodu deformace pro vypodet sou-
stavy linedrnich rovnic jest vyhodnéjsi nez b&Zné iteratni metody, jestlize

a) matice soustavy jest iplng reguldrni s konstantou cca 1,6—2,

b) stupeti jednotlivych bodit konjugované matice je pomérné maly (4—5),

¢) graf matice jest alespoii dastednd pravidelny,

d) se provadi vypodet pro n&kolik pravych stran (vice nez cca 25—30%, fadu
matice), piipadng kdyZ se invertuje matice.
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Pesome

Ob OJTHOM METOJE YNCJEHHOI'O PEIIEHUA BIIOJIHE
PEI'VJIAPHBIX CUCTEM JIMHENHBIX YPABHEHU
1 O ETO IPUMEHEHUN K CTATUYECKOMY PENIEHUIO
CTEPHHHEBBIX KOHCTPYRIIUIA

MBO BABVIIIKA (Ivo Babuska), IIpara.
(IToctynumo B pemakmmio 25/IV 1954 r.)

B mupoBoit muTeparype 10 cTpouTenbHON MeXaHuke, B 0COGEHHOCTH B JIUTe-
patype 0 cTepHHeBHIX KOHCTPYKIMAX, 3AHAT BUJHOE MECTO METOJ| YMCJIEHHOIO
peiennsi, xoropsiit ero asrop, II. B. Kmoyuexr (cp.[2]), nasBan ,,Meromom
pasBefieHHEIX Jedopmarmii’’. ’

Bonpocsr, cBasanusie co cTaTMYECKNM PeLIEHHEM CTEP{HEBEHX KOHCTPYKIUE,
B CYUIHOCTH SKBUBRJIEHTHBI € pelleHueM CUCTeMBl JMHEWHBIX ypaBHEeHHIH.
Boanuk noaromy Bompoc, B xaxom cmuicie merox Kioydera Moo copmyan-
POBaTh JUIA CHUCTeM ypaBHEHMI oOlero BHAA M KOIAA STOT METOM, HOCAIMiA
UTepaTUBHBIN XapakTep, Oy/eT CXOAAMNMCA, B 0COGEHHOCTH [IOTOMY, YTO BTOT
MeTOJ| 0OKa3aJICA B HEKOTODHIX CIAydYasdX BechbMa 9PeKTHBHEIM.

B crarbe morasano, 4T0 OCTATOYHBIM yCJIOBMEM IPUMEHMMOCTH yKa3aHHOIO
MeTosa sABisieTcA TpeGoBanue, YTOOK CHCTeMa ypaBHeHUiA GBI CHMMeTPHYHOMN
¥ BIIOJIHE peryJsapHoi.

IIpu aToM MBI roBOpHM, 4TO CHCTeMa ypaBHeHmMit

1%y + @13y + ... + @y 4T, = by,

@1%1 + ey + ... + Gy np = by,

Op 1%y + Qp oy + ... + Op nTn = b,
CHUMMETPUYHA U BIOJIHE PeryJIApHA, eCJ! UMeeT MeCTO

1. ai,, = ai.i 3 ’
28 =03 lagsl, x>a>1.

ki
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Meroq MOAHO IPMMEHNUTH U K 6ecxoneuynsM cucTemam ypaBHeHnuit. Ilpu arom,
OJHaKoO, BBOJUTCA nanbueﬁmee npennonome}me

3. 0<k<oy<K<.

B craThbe anannsnpye'rcr{ 9TOT MeToa 1 HpOMG 'reope'mqec‘}mx JOKa3aTeJbCTB
IIEMOHGTpPIpyeTcH nEaKanecxnﬁ Xon pememm Ha YUCJIEHHOM npuMepe.

Zusammenfassung.

UBER EINE NUMERISCHE LOSUNG VON VOLLSTANDIG

- REGULAREN SYSTEMEN LINEARER GLEICHUNGEN

UND IHRE APPLIKATION AUF DIE STATISCHE LOSUNG
VON RAHMENTRAGWERKEN

IVO BABUSKA, Praha.
(Eingelangt 25. IV. 1954.)

In der Weltliteratur der Baumechanik, speziell in der Literatur, die sich mit
der Theorie von statischen Losungen der Rahmentragwerken beschéftigt, hat
eine Methode, die ihr Autor ,,Methode der fortgeleiteten Verformung‘ nennt,
ihren Platz eingenommen.

Die Fragen, die mit der statischen Losungen von Rahmentragwerken zu-
sammenhingen, sind im Wesen #quivalent mit Fragen der Losung eines
Systems von Lineargleichungen. Es ist deswegen die Frage aufgetaucht, ob
diese Methode der fortgeleiteten Verformung, welche in Speziellfillen sehr
schnell zum Ziel fithrt, auch im Allgemeinen formuliert werden kann, und
wann die Konvergenz der Methode, die einen iterativen Charakter hat, garan-
tiert wird.

Diese Abhandlung beweist, dass fiir die Konvergenz dieser Methode die
vollsténdige Regularitit und Sym netrie eine hinreichende Bedingung ist. Ein
System von Lineargleichungen wird vollstéindig regular und symetrisch ge-
nannt, wenn es folgende Bedingungen erfiillt:

1. a,'.j = a”
2. @y = o Ziai,il, x> o> 1.
i

Diese Methode kann auch fiir Losung von unendlichen Systemen der linearen
Gleichungen angewendet werden. Dabei aber wird noch

3. O<k<a¢.i<k< 0,
vorausgesetzt. A

In diesem Artikel wird diese Methode analysiert und ausser den theoreti-
schen Beweisen zeigt der Autor auch auf numerischen Beispielen ihren prakti-
schen Vorgang.
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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 80 (1955)

REFERATY

MEZINARODNI MATEMATICKY KONGRES V AMSTERODAMU,
KONANY 2.—9. ZARI 1954

(Referat ze schtize matematické obce praZské, poradané dne 25. ¥ijna 1954.)

,

Kongresu se zacastnili nasi matematikové Jarnfr, KaTfTov, KNICHAL 8 SCHWARZ;
prof. Schwarz vSak nebyl na této schuzi piitomen.

Prvni se ujal slova akademik JArNfk. Upozornil napied, Ze jeho referat nebude syste-
matickou piednédskou; to by nebylo moZné jiZ proto, %e byl kongres pili§ rozséhly a 24dny
udastnik nevidél vSe, co se kongresu tykalo. Déle uvedl akademik Jarnik néco z historie
mezindrodnich matematickych kongresi; je to vlastnd pres padesdt let stard instituce.
Mezinarodni kongresy se konaji od r. 1897 do nynéjsi doby ptiblizn& kazdé Sty¥i roky.

Amsterodamsky kongres byl holandskymi matematiky dokonale zorganisovén. Uéastni-
kit bylo nemnoho pod 2000, z toho v8ak n&kolik set rodinnych p¥islu¥nik. OhldSeno bylo
545 prednéadek a sddleni. Mimo lidovou Cinu byly na kongresu zastoupeny témé&i viechny
staty na svété, ve kterych je vyznamnd matematicka produkce.

Prednasky byly rozdéleny do t&chto sekei: 1. Algebra a theorie &isel, 2. matematickd
analysa, 3. geometrie a topologie, 4. pofet pravdSpodobnosti a matematicks. statistika,
5. aplikace matematiky a matematické fysika, 6. zéklady a filosofie matematiky, 7. peda-
gogika a historie matematiky. Mimo to byla symposia: Stochastické procesy, algebraicks
geometrie, formalni systémy.

Nasi Géastnici méli tyto pfednasky: KaTiTov ve 3. sekei o theorii dimense, KNICHAL
v 5. sekei o kartézské representaci prostoru Minkowského, ScawaRrz v 1. sekei o charakte-
rech pologrup, JARN{K rovné% v 1. sekei o linedrnich diofantickych aproximacich.

Sjezd se konal v prételském ovzdusi upfimné mezinérodni spolupréce. Poradatelé vy-
naloZili mnoho usili na to, aby sjezd byl opravdu mezindrodnim. To se jim vskutku po-
datilo — aZ na netdast lidové Ciny — a pofadatelé i uSastnici sjezdu piijali s velkym uspo-
kojenim ptitomnost zastupcti zemi tdbora miru. Zejména sovtské delegace se t&3ila zcela
vyjimeéné pozornosti. Stoji snad za zminku, e n¥kteti matematikové z USA umsji dobie
rusky. Pro nds je jist§ zdva¥né, ¥e se tidastnici sjezdu vyptavali nasi delegace na naSe
mladé autory,s jejich% pracemi se setkali. Zévérem sdélil ak. Jarnik, Ye na amsterodamském
sjezdu bylo rozhodnuto, Ze pristi kongres se bude konat v r. 1958 v Edinburghu.

Po ak. Jarnikovi referoval o amsterodamském kongresu rektor KaT#iTov. Vylidil n8které
detaily, které se tykaly ¥ivota a ubytovan{ nasi delegace, a podrobnéji vyli€il rozsahlost
kongresu. Zminil se, %e v soukromych rozhovorech byly vyslovovény pochybnosti o tom,
?da je utelné porddat tak velké kongresy; poznamenal pak, e po strénce Sistd vSdecké
Jsou jistd uZite¥nsjsi kongresy mensi, %e viak takovyto velky kongres nejlépe pfisp&je
k osobnimu sbliZeni matematik. ' ‘

Po referatu rektora Kat&tova se opét prihlésil ak. Jarnik a doplnil sviij referdt n8kolika
Poznémkami o problémech z theorie isel, jimi¥ se na sjezdu matematikové zabyvali.
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Déle referoval o zéjezdu prof. KNicHAL. Uvedl, %e na kongresu v 5. sekci byla sd8leni
jednak o rtiznych konkretnich fysikélnich problémech, na pf. o problémech vedent tepla,
elektromagnetickych vin a elasticity, jednak o problémech theoretické fysiky, zejména
kvantové mechaniky a representace grup.

Dale se prof. Knichal zminil, ¥e uastnikim byly pfedvadény velké poéitaci stroje.
Amsterodamsky Matematicky ustav mé tfi, jeden reléovy a dva elektronkové; jeden elek-
tronkovy je holandské vyroby, ostatni dva jsou z Ameriky. Jsou to stroje ,,8 pevnou
logikou‘‘. :

Nakonec odpov&d&li nai uéastnici amsterodamského kongresu na nékolik dotazu z fad
posluchaéstva. Jan Ma#ik, Praha.

RIEMANUV KONGRES V BERLINE

Na programu schiize matematické obce praZské dne 1. listopadu 1954 byl referat
o Riemannov® matematickém kongresu v Berlind konaném ve dnech 11. aZ 16. Fijna 1954.
Sjezd uspotédal Badatelsky ustav matematicky N&mecké akademie véd v Berling u ptile-
¥itosti stého vyroéi Riemannovy habilitaéni prednasky ,,Uber die Hypothesen, welche der
Geometrie zugrunde liegen‘. Z Ceskoslovenska byla na kongresu delegace (eskoslovenské
akademi v&d, kterou vedl akademik Ep. CEcH a jejimi¥ dal$imi &leny byli prof. Dr Vy-
&1cHLO, prof. Dr KLaPka, Dr FIEpLER a Dr NADENIK.

Prvni referoval prof. Vyéichlo. Promluvil nejprve struéné o Zivot$ a praci Bernharda
Riemanna, o historii jeho habilitaéni pfednasky a o jeji zdkladni idei. Jeji vliv na rozma-
nité matematické obory i na fysiku nems svym rozsahem i piisobnosti takika obdoby. To
pak spolu s pfanim, aby byl v Némecku vzbuzen vatsi zdjem o geometrii a jeji spojeni
s analysou a fysikou pravé v tom duchu, jak si je pfedstavoval Riemann, vedlo potadatele
k nazvani kongresu Riemannovym jménem.

Na sjezdu bylo asi 200 udastniki, z toho mnoho studentt. Pfitomni byli matematikové
z Belgie, Bulharska, Ceskoslovenska, Italie, Madarska, Némecké demokratické republiky,
Né&mecké spolkové republiky, Polska a Rumunska.

Prof. Vygichlo konstatoval, #e zna%nou pozornost a zéjem vzbudila sjezdova prednaska
akademika Cecha: ,,Zur projektiven Differentialgeometrie‘‘.

Akademik Cech ve svém referatu sjezd kriticky zhodnotil jak po strance organisani,
tak i obsahové. Sjezd byl zajisté dobrou pfileZitostf k sezndmeni uéastnikd, ale bylo snad
mo¥né této strance vénovat jests v¥tsi pédi. Lze také pochybovat o tom, zda bylo vhodné,
¥e bylo upu$téno od kratkych sd8leni v sekcich. Konaly se jen plendrni pfednéSky a vzhle-
dem k ohromnému dosahu Riemannovych ideji neni divu, Ze jejich themata i obsah byly
zna¥n¥ rtznorodé; to bylo té% jednou z ptidin, pros po mnoha ptednéaskich nebyly viibec
diskuse. Za zvlét zajimavé oznadil akademik Cech mimo jiné piednésky, které méli
E. KiaLer, K. KuraTowskl a B. Sz.-Nacy. Sjezd byl skvélym dokladem toho, Ze ge-
niélni Riemannovy koncepce po 100 letech si plné uchovaly svou Zivotnost.

V zévéru schiize promluvili kratce Z. N4denik a M. Fiedler o svych dojmech z Berlina
a ze zdjezdu do Postupimi, Vymaru, Oberhofu a Dra¥dan, uspoféddaného po sjezdu
Né&meckou akademii véd. Jan Matik a Zbynék Nddenik, Praha.

O VYDAVANI MATEMATICKE LITERATURY V SOVETSKEM SVAZU

(Referat G. F. Rybkina, Feditele Statniho nakladatelstvi technicko-theoretické literatury
v Moskv¥-Leningrad$, pfedneseny v matematické obci praZské dne 15. listopadu 1954.)

G. F. RYBKIN je feditelem Stétniho nakladatelstvi technicko-theoretické literatury
(GITTL), jeho# vikolem je vydévat knihy z t. zv. exaktnich v&d, t. j. matematiky, mecha-
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niky, fysiky, astronomie atd. Nakladatelstvi vyddvé asi 709, literatury z téchto oboru;
zbytek vychazi v uditelsko-pedagogickém nakladatelstvi, ve St. vyd. technické literatury
Ukrajiny, v Nakladatelstvi moskevské a leningradské university, v Nakladatelstvi v&d
SSSR atd.

Agkoliv ptednaska byla zamérena pfedevim k matematické literatuie, uvedl s. Rybkin
n&které obecné &iselné udaje svédéici o ohromné praci nakladatelstvi GITTL za poslednich
9 let. GITTL vydalo v letech 1946—1954 1101 titult (bez novych vydéni) s celkovym
nakladem 54 mil. exempléiti, z ¢ehoZ pripadalo na matematiku 360 tituld, na fysiku 354,
na mechaniku 167, na astronomii 64 atd. Porovndme-li pouze tyto 4 hlavni discipliny
mezi sebou, bylo knih z matematiky 389%,, z fysiky 379, z mechaniky 189, a z astronomie
7%,; na pobet exemplaiia byl pomér takovyto: matematika 549, fysika 259,, mechanika
169, astronomie 59%,. Z téchto ¢isel je patrna velkéd specifickéd vaha matematiky v celko-
vém planu nakladatelstvi. Velky vyznam, ktery se priklddd matematice v Sovétském
svazu vibec, je patrny i z toho, Ze v SSSR ptipadd za rok 1 matematickd kniha na 100
obyvatel (v CSR pouze na 185 obyvatel, podle netiplnych tdaji). To je zcela pochopitelné,
nebot rozvoj matematiky je podminkou rozvoje theoretického badani ve fysikdlnich
a technickych védach, jeZ hraji dileZitou roli v obdobi budovéni socialistického pramyslu.

Obratme se nyni piimo k literatuife matematické. Z matematickych knih vydanych
v letech 1946—1954 bylo 18 v&énovano historii matematiky, 21 klasikim matematiky,
164 védecké literatuie (z toho 13 prekladi), 94 uéebnicim, 40 védecko-populdrni literatuie
a 23 piiru¢kdm.

JelikoZ nakladatelstvi pecuje nejen o matematické knihy pro matematiky-specialisty
a posluchade mat.-fysikalnich fakult, nybrZ i pro techniky (tak na pf. zndmé Fysikalng-
matematickd knihovna inZenyra), je pro nakladatelstvi prvofadou otdzkou, v jaké miie
se theoreti6ti pracovnici v matematice zajimaji o problémy technické praxe a o zpracovani
téch partii matematiky, jeZ jsou technikiim obzvla§t uZiteéné. S. Rybkin proto struéné
uvedl vyvoj ruské matematiky od poloviny 19. stol. a poukdzal na tradiéni Gzky vztah
ruské matematiky k aplikacim ve fysice a technice, a to zvlas$t& t. zv. petrohradské ma-
tematické Skoly.

G. F. Rybkin potom uvedl st&Zejni prace z jednotlivych matematickych disciplin, které
GITTL vydalo v letech 1946—1954. Tento vy&et zde neuvadim a odkazuji zdjemce na
katalogy v8ech knih vydanych v GITTL v letech 1941—1953, které s. Rybkin vénoval
matematickému tstavu CSAV, a je¥ jsou k nahlédnuti v knihovng tstavu.

Po prednéice se rozvinula ¢&ild diskuse, v ni# G. F. Rybkin odpov&dél na rizné do-
tazy. Na dotaz akad. JARNfKA, jakym zpsobem jsou sestavovany v SSSR thematické
plany &Gasopisd, s. Rybkin odpov&dél, Ze v &asopise, jehoZ tikolem je predeviim zajistovat
prioritu novych védeckych poznatkii, nelze dost dobfe thematicky plan sestavovat,
JelikoZ redakce je vice méné nucena uvetrejiiovat doslé ptispsvky v chronologickém poradi.
Plén lze sestavit nanejvys v tom piipads, e mé redakce v zésob¥ piispévky alespoii na
Jjeden rok. U &asopist pfinSejicich prehlednd statd (jako na pf. Uspechi matematideskich
nauk) je moZno sestavovat thematicky plén, ovem opdt za predpokladu, Ze jsou k dispo-
sici autoti, kteff by byli schopni a ochotni realisovat po¥adavky redakce.

Dale G. F. Rybkin podal informace o nékterych publikacich (moderni algebra, historie
matematiky, Co je matematika?). Na podnét akad. Jarnika se s. Rybkin je§té zabyval
otézkou vydévéni monografii. Zdiraznil, %e nakladatelstvi se ¥di ji# tradiéni ruskou
_Z&‘S!adou, Ze vedle udebnic masového charakteru je tteba také vydavat védecké monografie,
JejichZ vydavéni, maji-li byt cenou dostupné, je v nékterych piipadech nerentabilni.
Vzhledem k tomu, %e podle sovétskych nafizen{ se uréi cena knihy tak, %e za kaZdy tiskovy
arch u véd. monografie se podita dastka 50 kop. a u udebnice 30 kop., mé nakladatelstvi
prehled o finan¥nim efektu jednotlivych knih a muaZe svou &innost naplanovat tak, aby
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jeho rozpodet byl vyrovnén a ptitom je s to zajistit vydéni dostatedného postu védeckych
monografii za pom&rné nizkou cenu.

Na dotaz prof. Vy¢&1cHLA, informoval s. Rybkin ptitomné o metodéch price redakce
dasopisu Referativnyj $urnal.

Obsirny a pouény referdt G. F. Rybkina i jeho cenné vysvétleni, kters podal na dotazy
pfednesené v diskusi, byly viemi pfitomnymi vyslechnuty s velikym zdjmem a odm&n¥ny
Zivym potleskem. ‘ 0. Vejvoda, Praha.

O METRICKE TEORII &[SEL

(Referét o pfednéfce JarosLava KURzZwWEILA, pfednesené v matematické obei pra¥ské
dne 22. listopadu 1954.)

V ptednédce jsem mluvil o vysledeich, které souviseji s timto problémem formulovanym
H. STEINHAUSEM:

Necht B je mno#ina obsahujici viechny posloupnosti {bg)¢=1 splilujici podminky

(1) b, =0, (2) b, =byyq, (3) Tb, = 0.
g=1

1
Necht K je kruZnice v roviné (£, ) o poloméru o se stfedem v podatku. Je-li  re4lné
L

¢islo, necht [z] je bod o soutadnicich
& ! 2 ! 2
= — cos 2nx , =—38 Z .
27: T n 2": 11 47T

Jsou-li a, b redlné &fsla, a < b, necht interval I[a, b] je mnoZina takovych bodi [z], Ze je
a < 2 < b. Na kruZnici K je ziejmym zptsobem definovéna lineérni Lebesgueova mira u
tak, %e je u(K) = 1. H. Steinhaus poloZil tuto otdzku:

Md ka%dé rediné &tslo x tu vlastnost, e zvolime-li libovolnou posloupnost {by} € BO), skoro
kaZdy bod na krunici K patft do nekoneéné mnoho intervale, I[qr — by gz 4+ b1, ¢ =1, 2,
3,002

Abychom tuto otézku zodpov&dé&li, pfipomeneme jednu definici z theorie diofautic-
kych aproximaci.

Necht nezdpornd funkce ¢(q) je definovand pro prirozend q. Rikdme, e redlné &slo x pri-
poudti aproximact @, jestlite ke katdému Q existuji celd &isla p, q, ¢ > Q tak, e plati ne-
rornost

x—ﬁ)gw(q).
P

1
Jak znédmo, ka¥dé &éislo « pfipousti aproximaci — 8 CHINGIN dokézal tuto vétu:
q

-]
Necht funkce g* p(q) monotonné klesd. Jestlize fada X q p(g) konverguje, potom mnoZina
g=1

téch redinych &isel x, kterd pﬂpouété’yi aproximaci @, md miru 0. Jestlize fada Z q o(q) diver-
guje, potom mnoZina téch redinych &isel x z intervalu <0 1>, kterd pﬁpou&teyt aprommacv, ®s
md miru 1.

Nyni je moZno otdzku H. Steinhause zodpovédt touto vtou:

V&ta 1. Cislo = md tu viastnost, Ze at zvolime libovolnou posloupnost {b,} € B9, skoro kazdy
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bod na K patft do nekoneéné mnoho intervalis I[qx — by, qx + b1, ¢ = 1,2, 3, ... prdvé
1

tehdy, existuje-li takové &islo d > 0, Ze &islo x nepfipoudti aproximact —(d—)' .
q

Abychom usnadnili formulaci dalSich vysledki, zavedeme tato oznadeni:

Necht B je neprazdnd podmno¥ina mnoZiny B(®). Redlné &islo z, 0 < =z < 1 patif do
mnoZiny «(B), jestliZe pro kaZdou posloupnost {b,} e B mnoZina téch bodi na K, které
patii do nekoneénd mnoha intervali I[gx — b,, g + b,] mé miru 1.

Z Chinéinovy véty a z véty 1 snadno vyplyva, Ze mno¥ina «(B(%) mé miru 0.

Necht nyni mnoZina B obsahuje jediny element {b,} mnoZiny B%); potom plati

Véta 2. MnoZina «({b,}) md miru 1.

Oznaéme

A=E[0<2z<10<y <1, existuje nekoneénd mnoho péaru celych &isel p, g,
z,y
g > 0 tak, e plati gz —y — p| < b,]
pro pevn$ zvolenou posloupnost {b,} ¢ B,

Necht 4@-) (A(-¥)) znamen4 fez mno¥iny A, ktery vznikne, zvolime-li pevnd soufad-
nici z (nebo y).

Véta 2 je ekvivalentni s tvrzenim, %e Lebesgueova mira v roviné mno#iny A4 je rovna 1,
nebot &islo x patii do mnoZiny x({b,}) pravé tehdy, jestlize (linedrni) mira mnoZiny 4(x,.)
je 1.

Oznadme P(p) mnoZinu téch &isel z z intervalu <0, 1), kterd piipoust§ji aproximaci
@(q). Ztejms je

P(p) = E[0 < z < 1, existuje nekoneénd mnoho para celych ¢isel p, g, ¢ > 0 tak,

z

%e plati [gz — p| < q ¢(g)]

P (ﬁ') = A,0),
q

Chinginova v&ta fikd, Ze ez A(-»?) mnoZiny 4 mé miru 1, jestliZe je {b,} ¢ B a jestliZe
posloupnost gb, neroste.
Z véty 2 plyne jests dosti snadno tento dtisledek:
Zvolme {b,} e B® a poloime
D=E[—® <u < 00,— 0 <v < 0, existuje nekonedné mnoho celyjch &isel
u,v
P, ¢, ¢ > 0 tak, %e platt |qu + pv — 1| < b,] .
Potom mno¥ina téch bodds v roviné, které nepatFi do mno¥iny D, md miru 0.
BudiZ 0 < # < 1. Necht B je mnoZina obsahujici viechny posloupnosti {b,}, které
spliiuji podminky
@
(1) bg 20, (2) ¢fby = (g + 1) byyy, (3) L b, = oo.
g=1

Je-li 0 < B, < B; <1, pak je BB 5 BB, x(BBY) c a(B6BY).
Platf

Véta 3. Je-li 0 < B < 1, je x(B)® = «(B)A).
Mnoina «(BM) md miru 1.
Z v&ty 3 speciélng plyne, Y6 mno¥ina &(B®), 0 < f < 1, mé miru 0.

93



Necht funkce ¢(g), definovans pro pfirozen4 é&isla g, je nezdpornd a necht funkce q g(q)
neroste. Definujme mnoZinu ¥ (g): &islo z, 0 < z < 1 patii do mnoZiny Y (¢) existuje-li
pfirozensé &islo n takové, %e x nepfipoukti aproximaci g(ng). V&tu 1 lze struéng zapsat:

a(B9) = Y(-iz) :
q

Lze dokézati, %e plati
Véta 4. K dané funkei @(q) existuje mnozina B(g(q)) c B© tak, e plati
«(B(p(q))) = Y(p) .

Podobné problémy lze formulovat pro vicerozm&rny ptipad. V tomto sméru jsem pouze
dokézal, Ze plati véta obdobné k v&ts 1.
Jaroslav Kurzweil, Praha.

NAVSTEVA PROF. KALMARA V PRAZE; REFERAT O JEHO PREDNASCE

Dne 25. XI. 1954 navstivil Prahu na névratu z NDR é&len-korespondent Madarské
Akademie v&d, profesor university v Szegedu, LAszLo KALMAR, jeden z ptednich soudas-
nych ptedstavitelt a znalch matematické logiky a theorie zékladt matematiky.

Profesor Kalmar ptednesl veder v matematickém tstavu matem.-fys. fakulty KU pred-
nésku na thema Klasifikace spojitych funkct na Baireové prostoru (irraciondlnich &isel
z intervalu (0, 1)).

Drtve, neZ podédme referét o vlastnim obsahu prednasky, bude dobie objasnit, jak sou-
visi toto ryze matematické thema (vlastnd patiici do theorie redlnych funkef) s otézkami
matematické logiky.

Jak je dobfe znémo, Bairetv prostor irracionélnich &fsel z intervalu (0, 1) je topologicky
ekvivaleritni (homeomorfni) s kartézskym soudinem spodetnd mnoha diskretnich pro-
stort celych kladnych &isel. (Homeomorfismus mo¥no nejlépe udat pomoci rozvoje irracio-
nélniho é&isla v nekoneény fetézovy zlomek.) — Je-li z = {z;}7~, libovolny bod Baireova
prostoru B (nadéle jiZ povaZovaného za prostor posloupnosti celych kladnych &isel) a je-li f
libovolné zobrazeni B do B, pak f(zx) = { Y;37, je vlastnd posloupnosti f(x) =y, (j =
=1, 2,...) zobrazeni prostoru B do diskretniho prostoru N celych kladnych &isel. Na
misto tvofeni ,,sloZek‘ f;(x) daného zobrazeni f miZeme ptibrat index j jako argument
na prvni misto uréitého zobrazeni @ prostoru B do N, které pak representuje vzéjemns
jednozna&nym zptsobem pivodni zobrazeni f prostoru B do B takto:

D(1, 2y, @y, ...) =4y
D(2, 2, Xgy -..) =Yg »

..................

(Ztejm¥ také obricend kardé zobrazeni & prostoru B do N predstavuje takto jediné
zobrazeni f prostoru B do B, jestliZe definujeme ,,slozky‘* y,, ¥,, ... hodnot obrazu v zob-
razeni f jako hodnoty @({;}7.,) pro ;, = 1, 2, ...). Lze tedy redukovat theorii zobrazen{
prostoru B do B v tomto smyslu na theorii zobrazeni prostoru B do N.

Tak na pt. je snadno vid&t, Ze zobrazeni f prostoru B do B je spojité tehdy a jen tehdy,
je-li p¥islusné (,,representujici*‘) zobrazeni @ prostoru B do N spojité.

Zobrazeni @ prostoru B do N se n8kdy nazyvaji ,,aritmetickymi funkciondlami*, nebot
»argument‘‘ probihé ,,aritmetické funkce* ¢(i) = =; (o argumentech a hodnotéch celo-
&iselnych), hodnotou funkciondly je opt ptirozené &islo D(p).

94



V t. zv. konstruktivni aritmetice, slouZici k aritmetisaci formalisovanych axiomatickych
systémi v theorii zakladi matematiky, se vak — zhruba fedeno — uvaZuji jen takové
aritmetické funkce g, u kterych hodnotu mo#no jistym mechanisovatelnym algoritmem ke
kaZdé ciferné dané hodnot§ argumentu po koneénd mnoha krocich cifern® udat. (T. zv.
obecnd rekurentni funkce.) Z aritmetickych funkcionél pak ptichézeji v konstruktivni
aritmetice matematické logiky v ivahu jen takové ,,konstruktivni* funkcionély, u nich%
Ize podobné jiZ po kone&nd mnoha krocich udat k dané funkei hodnotu funkciondly. Zcela
uspokojivou precisaci tohoto pojmu dosud neméme. Jeden ze zptisobti precisace pojmu
konstruktivni funkciondly je d4n pravé takto (Kalmar):

Nazveme aritmetickou funkciondlu @(p) = d({x; Jq) konstruktivni tehdy, jestlite jejt
hodnota je uddna pro katdou aritmetickow funkei ¢ vidy znalostt jis jistého koneéného poltu
hodnot dané funkce @, t. 7. D({x, 15,) zdvist vidy jen na koneéném poétu élendt posloupnosti
{@;)72, — P Eemé tento polet potfebnyich hodnot (Elenti) sdm zdvist obecné na funkes @ (na
posloupnosti {x;}7.,).

AvSak tento pozadavek neznamenéd — jak snadno nahlédneme — nic jiného, neZ Ze
zobrazeni @ prostoru B do N jespojité. Nebot pravs a jen tenkrate je zaruceno, %e
D(x) = D(y), jakmile jen se x = {z;}7., shoduje s y = {y;)7=, skoro ve vsech &lenech.

Tim je — alespoii zhruba — ozfejmé&na souvislost thematu prednésky s matematickou
logikou. Kalmérova klasifikace spojitych zobrazeni prostoru B do N je klasifikaci ve
vytéeném smyslu konstruktivnich aritmetickych funkciondl, neboli aritmetickych funkei
spofetné nekonetns mnoha prirozenych argumenti, které v kafdém mist zdvisi jen od
kone¢né mnoha z nich. Takovych funkcionél je ovem mohutnost kontinua — na rozdil od
spodetného poétu obecnd rekurentnich funkef, co¥ piindsi s sebou fadu velmi obtfZznych
problému pti aplikaci tohoto pojmu v matematické logice, které pochopitelnd v kratké
prednasce prof. Kalmar nerozvadél. S hlediska theorie realnych funkei je tu vSak kon-
kretni matematicky resultdt: konstruktivni klasifikace spojitych zobrazeni Baireova
prostoru do sebe sama, kters je analogicks Baireové klasifikace nespojitych, postupnymi
limitnimi p¥echody ziskanych oby&ejnych funkei (jedné) reélné proménné. (Vztah obou
klasifikaci osv&tlime v z4véreéné poznamce.)

A nyni k vlastnimu obsahu ptrednasky.

UvaZme nejprve jednoduché piiklady spojitych zobrazeni @ prostoru B do N.

Jist& nejen funkce , + x, + ... 4 =, (s pevnym n), ale i zobrazeni D(z) = D({x;)2,) =
=& + @ + ... + x, je takovym zobrazenim; v druhém ptikladé k udéni toho, kolik
¢lenti dané argumentové posloupnosti je tieba k uréent hodnoty zobrazeni @, stadi znit
prvni ¢len argumentové posloupnosti. Je-li viak obecné&ji na p¥. @ jiz dané spojité zobra-
zeni B do N, pak i

R N T

je takové zobrazeni, nebot abychom mohli udat v pevném mist& x jeho hodnotu, staéi
nejprve uréit hodnotu ®(x) na zéklads znalosti koneéného podtu ¢lentt dané posloupnosti
@ = {2;}7_, a tak urdit podet &lent (téZe) argumentové posloupnosti z, které méme sedist..
— Na podobném postupném komplikovéni takového vytvaieni spojitych zobrazeni B do-
N, od konstant vychézeje, je zaloZena myslenka Kalmérovy klasifikace.

K tomu eili definuje Kalmér termin ,,r-t4 specialisace** @, () spojitého zobrazeni @ pro-
storu B do N u¥ naznadfenym zpusobem takto:

D (Tgs woes Tpy o00) = D(F, Ty, ..., Zys <-.) 8 PEVRYM PFirozenym r .

Do tfidy K, klade pak konstanty.

Jsou-li ji definovény viechny tiidy K p (kde B je ordindlni &islo) s f mensim, neZ pevn¥:
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dané ordindlni &islo «, pak do ti¥idy K, klade ta zobrazeni B do N, jejichZ ka%d4 specialisa-
ce patii do ndkteré z t¥id Ky f < o.

Ukazuje pak:
1. Platt
K,c K,c K,c...c K,C ...
pro vdechna spoletnd ordéndlnt , kdefto K, = K., = ... pro kaZdé « nespoletné.

2. Sjednocent viech K, obsahuje jen spojitd zobrazent @ prostoru B do N — a to viechna .
takovd zobrazend.

Tak do K, patif zfejmé& zobrazeni @(x,, z,, ...), fakticky z4visla jen na z,, do K, zobra-
zeni @ fakticky zavisld jen na z, a x, atd.; do K, patii vSechna zobrazeni @ takova, Ze po
fixaci prvniho argumentu vznikne ji% zobrazeni z4vislé jen na pevném poétu n argumentt
(8lent posloupnosti); (pro kaZdou fixaci obecnd je oviem 7 jiné) — atp.

Profesor Kalmér se je3t§ v zdvéru zminil o tom, %e lze udat jistou normalni formu vy-
jédteni spojitych zobrazeni @ prostoru B do N — a uvedl v té souvislosti jisty problém,
ktery si vSak referent bohuZel nepoznamenal a nedovedl by ho jiZ v&rn& reprodukovat.

PfednaSka byla pronesena v némeckém jazyce, Zivou a jasnou formou a vzbudila oprav-
nény zajem i diskusi. Jest jen litovati, Ze kolidovala s plendrnim zasedénim Akademie a Ze
ji v tomté% tydnu pFedchézely dvs jiné matematické pFedndsky na téZe pids, take navits-
va byla slabé.

O diskusi by si referent dovolil nésledujici poznémky: Na dotaz referenttiv, jak by se
uvedené klasifikace spojitych zobrazeni prostoru B do N modifikovala, kdyby se zobrazeni
z tiid s konetnymi indexy podrobila restrikei, aby tato zobrazeni byla obecns rekurentnimi
funkcemi stéle v&tSiho a v&tSiho poétu argumentl, ukdzal prof. Kalmar toto:

Z poditku bychom obdrZeli uZsi (a spodetné) tiidy K;, K;, ..., ale po w? krocich se
situace vyrovné, a je pak jiz K, = K, K.:,

MoZno tedy skutetns spojité zobrazeni Baireova prostoru do pfirozenych &isel povaZo-
vat za snad nejbliZsi, v jistém volném smyslu slova jest8 ,,konstruktivni‘ rozsifeni pojmu
obecn® rekurentnf funkce. (To mé — jak se ukézalo — jisty vyznam v rekurentni (kon-
struktivni) analysi.)

K otézce, vznesené Dr Spaékewm, jak souvisi Kalmérova klasifikace se znamym pro-
cesem Baireovy klasifikace nespojitych funkei (kteréd nebyla na mist® plng objasnéna pro
nedostatek ¢asu) by si referent dovolil Fici: Bairetiv proces postupného limitniho vytva-
feni Baireovych funkef (redlné proménné) davéa, byv aplikovdn na spojitd zobrazeni @
prostoru B do N (na rozdil od Kalmérova procesu), tfidy stdle slo%it8j8ich nespoji-
tych zobrazenf.

= Ky eer

MozZno vSak Kalméruv proces aplikovat uvnitt ka¥xdé Baireovy ti¥idy zobra-
zeni. Zd4 se, %e tak obdriime rozloZeni Baireovych tiid na podtiridy, kterd jsou
paralelni LAVRENTEVOVYM t. zv. malym tfiddm Borelovskych mnoZin. Pokud zu-
stdvame ve t#id8 spojitych zobrazeni, jde v Kalmérovs klasifikaci vlastn$ o vystiZeni
postupného ,,zhorSovén{ stejnom&rnosti spojitosti.« — Tyto otédzky by mély byt zkou-
mény.

Lad. Rieger, Praha.
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&asopis pro p&stovini matematiky, rot. 80 (1955)

RECENSE ELANKU A KNIH

L. Collatz, Eigenwertaufgaben mit technischen Anwendungen. Akademische Verlags-
gesellschaft Geest & Portig K-G, Leipzig 1949, 466 stran.

Jak tiké autor v predmluvé, je cilem knihy uvésti do obsahlé problematiky vlastnich
hodnot se zfetelem na aplikace a numerické metody. MuZeme hned ¥ici, Ze tento cil se
autoru plné zdaril.

Jak matematicka literatura o problémech vlastnich hodnot, tak i literatura o fysik4lné-
technickych aplikacich matematické theorie, je v dnesni dob8 velmi rozsahld, takZe tiplné
jeji zpracovani neni ani dost dobfe moZné. Autor se o to ani nepokousi, nybrz vybiré si
nejduleZitéjsi useky, totiZ problematiku vlastnich hodnot u oby&ejnych diferenciélnich
rovnic, zatim co o parcidlnich diferencidlnich rovnicich a integrélnich rovnicich se zmirtiuje
vice méné pouze v poznamkach. Také vybdr aplikaci je omezen vice méné na jeden obor,
totiz na mechaniku. Toto zduraznéni mechaniclk&ch probléma vedlo autora, kterému
zfejms z aplikovanych problémi mechanika je nejbliZe, k tomu, aby ptidal obséhlou kapi-
tolu o problémech vlastnich hodnot u matic, které se Gasto v mechanice vyskytuji. Pozna-
menejme jeSts, Ze pravé touto kapitolou se tato Collatzova kniha lisi od jeho prvni knihy
o problémech vlastnich hodnot, kterd vysla v r. 1944 u téhoZ nakladatele pod ndzvem
Eigenwertprobleme und thre numerische Behandlung.

Podivejme se nyni bliZe na obsah Collatzovy knihy. Zadind tvodem s historickou
zminkou o jednom z nejstarSich problému vlastnich hodnot feSeném EULEREM a s portréty
nejvyznamné&jsich matematiki, kteti pracovali v tomto oboru. Pak nésleduje osm kapitol
vlastni latky a konéi fadou velmi p&knych a praktickych tabulek.

1. kapitola obsahuje zajimavé a cenné piiklady technickych otdzek z mechaniky
vedoucich na problémy vlastnich hodnot. Ze stabilitnich problému je pak uveden pre-

dev§im vzpér u pruti za raznych podminek, déle torse a vybodeni | -nosnikt a z tloh
o kmiténi torsni a pfi¢né kmity prutt a torsni kmity kotoudu. Kapitola tak jako vSechny
nésledujici konéi ilohami.

Ve 2. kapitole zadind vlastni matematické theorie a jsou probrany zdkladni matema-
tické prostiedky, jichZ se v dalim pouZiva. Nejdiive jsou uvedeny zékladni pojmy.

Autor je v8ak neuvadi jen pro speciélni ptipad rovnice
L(y) = Ag(x)y,
nybrz erpaje z praci E. KaMkEHO uvetejnénych v letech 1939—1942 zabyvé se rovnicemi
tvaru
M(y) = AN(y)
(kde M a N jsou linearni diferencislni vyrazy). Déle jsou dosti podrobn$ probrany vlast-
nosti Gresnovy funkce u oby&ejnych dif. rovnic, vysvétlen pojem Greenovy funkce u par-

cidlnich dif. rovnic a kone¥n¥ je ukézéno, jak souvisi problémy vlastnich hodnot s integ-
ralnimi rovnicemi.

K této kapitole musime je$td udslat tuto poznémku: Theorii vlastnich hodnot u oby-
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éejnych dif. rovnic 1ze rozvinout budto na zdklad¥ theorie integralnich rovnic nebo variag-
nfho podtu nebo theorie obytejnych dif. rovnic. Kamke ukdazal, e posledn& jmenované
cesta je nejlepsi. Této cesty pouZivé také autor. Proto v integrélnich rovnicich uvadi
pouze zékladni vysledky a o variaénfm podtu nemluvi viibec. Tato cesta mé také tu
vyhodu, Ze nepfedpokladda Zadné zvlastni pfedbs¥né znalosti étendfovy.

Ve 3. kapitole, kterd mé nézev Krdtky ndrys matematické theorie, jsou probrany mini-
mélni vlastnosti vlastfiich hodnot, Couranttiv maximo-minimélni princip, véta o srovnéni,
jsou udény odhady zdola i shora pro vlastni hodnoty (Einschliessungssatz) a je dok4zéna,
véta o rozvoji funkef podle vlastnich funkei.

4. kapitola je vénovina metod§ postupnych aproximaci a to i grafickému provedeni
této metody. Jsou uvedeny Schwartzovy konstanty a jejich vlastnosti. Tak jako ve vSech
kapitolach je pripojena fada velmi p&knych numerickych ptikladi.

5. kapitola pojednavé o dalSich metodéach k vypoétu vlastnich hodnot a funkef, tento-
kréte o metodach zaloZenych na minimélnich vlastnostech vlastnich hodnot. Je uvedena
Ritzova metoda, Galerkinovy a Grammelovy rovnice a rovngé# jejich grafické zpracovéni.

6. kapitola je dosti obséhlé a tyks se problému vlastnich hodnot u matic. Autor pfed-
pokladé, %e Etendf n&co jiZ o maticich vi. Proto o zakladnich pojmech mluvi struén& a hned
se obraci k vySetfovani extremalnich charakteristickych &isel, t. j. reciprokych hodnot
vlastnich hodnot. Je ukézéna souvislost s ilohou nalézti hlavni osy kiivek a ploch dru-
hého stupné, dokézan Courantiiv maximo-miniméln{ prineip a jiné. Déle je k vypoétu cha-
rakteristickych ¢isel pouZita metoda J)ostupn}'rch aproximaci, zaveden pojem hlavnich
vektort, FeSeny piibliZnd systémy linedrnich rovnic a uvedeny odhady velikosti charak-
teristickych é&isel. P¥i tom je tato kapitola doplnéna zvlasts detnymi a p8knymi aplika-
cemi.

V piedposledni kapitole se autor zabyvé pouZitim metody diferenci, jak u oby¢ej-
nych, tak u parcidlnich dif. rovnic, a uvadi n8které zlepSené zpusoby této metody. Posledni
kapitola obsahuje dal$i metody k vypoétu vlastnich hodnot, jako na p¥. metodu perturbaci
nebo pouZiti Ffetdzovych zlomka k vypoétu vlastnich hodnot u Mathieuovy rovnice.

Kniha konéi nédvodem pro volbu metody k pfibliZnému vypoStu vlastnich hodnot,
seznamem FeSenych pfikladt a 15 tabulkami uleh&ujicimi zna¢n® praci pfi praktickém
feSeni problému vlastnich hodnot.

Zév&rem lze Fici, e kniha je krdsnym piikladem spojeni theorie a aplikaci a ¥e z ni
bude mit velky uZitek jak kaZdy theoreticky pracujici technik, tak kazdy matematik.

Mzlos Zlamal, Brno.

Jos. Schmidtmayer: Maticovy poéet a jeho pouZiti v elektrotechnice. Vydalo Stétni
nakladatelstvi technické literatury, Praha 1954, 244 stran, 97 obr., 5 pfiloh. Cena bro.
26,50 Kés.

Tato kniha je uréena pfevaind pracovnikiim vyvojovych a vyzkumnych tstavii z oboru
elektrotechniky. Je mezi knihami, sméfujicimi k aplikacim, do jisté miry dilem nového
typu. Autor totiZ neprobiré zde celou konstrukei theorie matic, nybrZ pouze jeji vysledky,
t. j. uvadi véty aZ na n¥které vyjimky bez ditkazli. Definice a vty jsou vSak dtslednd
rozliSovany a uvadény vidy v pfesném zn&ni.

Takové pojeni celého spisu jisté nebude na zévadu, nebot technikové zpravidla poZa-
duji pouze vysledky theorie. S4m autor piSe v tvodu: ,,Takové tprava snad neni zcela
spravné s hledigka 8ist® matematického; kniha vSak nebyla pséna pro matematika, nybr¥
pro pracovniky, jim¥ mé umoZnit — ve formé podrobného piehledu — spolehlivé pouZiti
elementérnich vysledki maticového podtu (maticové algebry).
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Ctené¥, ktery by se zajimal hloubsji o dikazy n&kterych vét, najde je v literature, kters,
je bohat8 citovéna u kazdého odstavce.

Matematicky aparat, ktery je pofadovan na &tenéfi pii studiu, je elementarni a¥ snad
na nékteré v8ty o determinantech. Proto je XII. kapitola dila v&novana theorii determi-
nantu, zv1ésté pak methodém jejich numerického vydéisleni. Tim stdvé se kniha piistupnou
nejirSimu okruhu étenéiu a dale téZ proto, %e je psana velmi ndzorns. Vyklad je doplnén
¢etnymi obrazky a piiklady, vypodtenymi v textu.

Celkové problematika, kterou se kniha zabyvé, je diktovéna jeji pouZitelnosti v elektro-
technice. Dilo je rozvrzeno do dvou G4sti:

Prvé East se zabyvé vlastni theorii matic, druhé je pak v&novéna theoretickému Fedeni
soustav linedrnich elektrickych obvodu.

Prva kapitola obird se tivodnimi tivahami o n-dimensionélnim vektorovém prostoru,
zejména vlastnostmi systémi vektort.

V kapitole druhé je definovana matice, jejich rovnost a n&které jejich specialni typy.
Dale je tu definovana hodnost matice, a vysloveny n8které véty pro ni platné.

Ve treti kapitole definuje autor zakladni algebraické operace s maticemi. Znaind po-
zornost je vénovéna rozkladu reguldrni matice v soudin dvou trojihelnikovych matic,
a jsou probrény methody Banachiewiczova a Choleskiho.

Inversni matice k matici dané, jeji existence a vlastnosti jsou sledovany v kapitole IV,

Nasledujici kapitola je pak vénovdna numerickym metoddm vypotétu inversni matice
(Gaussovs, Banachiewiczovs, Choleskiho).

V dalsich dvou kapitolach je probréna aplikace theorie matic na transformace linedr-
nich forem a feSeni soustav linedrnich algebraickych rovnie.

V posledni kapitole prvé &dsti, osmé, zabyvé se autor rozd&lenymi maticemi. Zejména,
je tu poukézdno na diléf feSeni soustavy linedrnich nehomogennich rovniec.

Cést druh4, tvorens kapitolami IX, X, XT je vénovana theorii sitf, jak uZ bylo shora
feteno. Uvodem jsou osvétleny pojmy proudu, napéti a zékladnich prvka elektrickych
obvodi. Déle jsou vysloveny zdkladni zékony sit&, t. j. zdkony Kirchhoffovy a zdkon
o elektromagnetické indukei. Poté je piikrodeno k probrani topologickych vlastnosti sit§
a k tomu cili jsou zde zavedeny pojmy uzlu, vétve a smytky. Je tu uvedena véta o sou-
vislosti mezi maximélnim po&tem linesdrns nezédvislych smy&ek, poétem uzla a vétvi sou-
vislé sit&, a dosti diikladns je pak sledovén komplex »»uplného stromu*‘‘ a jeho vztah k sou-
stavé linedrnd nezavislych smydek.

V dal$im je zavedena representace topologie sit§ pomoci matic. Na tomto mist§ dopousti
se autor té nedtslednosti, Ze neuvadi predpoklady, za kterych mo#no topologii sit& repre-
sentovat pomoci II-matice. JestliZe toti% sit obsahuje v&tve, které zadinaji a kondf v tom-
téZ uzlu, pak representace v uvadéném smyslu neni mo¥né. To viak nenf véci prilis na z4-
vadu, nebot v praxi se takové sit§ mélo kdy vyskytuji.

Na zéklad$ probranych topologickych vysledkii je pak formulovén vlastnf problém
Tedeni sit8. Zde nutno autorovi vytknouti to, Ze ¥4dn& nedefinuje, co nutno pod ,,feSenfm
sit8* respektive jeho existenci rozumgt. Zaujmeme-li totiz prisn& theoretické stanovisko,
pak se mutiZe stat, %e ,,FeSeni né&jaks sits, t. j. vektor prouda I, ktery by spliioval Kirch-
hoffovy zékony, k danému vektoru napéti U, viibec neexistuje. Autor pojimé celou véc
tak, jako kdyby vidycky takovy vektor I existoval, a nadto jediny, nebot na pf. na str. 171
dole pife: ,,Maticové rovnice (48.5) a (48.6) vyjadiuji celkem m nez4vislych linedrnich
Tovnic pro m nezndmych I ,'‘s coZ obecnd neni pravda. Na obhajobu autora nutno viak
uvést to, %e prakticky kazda »fysikéIni* sit mé ,.FeSeni*, t. j. %e pro ka¥dy vektor U,
existuje jediny vektor I, splitujici Kirchhoffovy zékony. ‘

Déle jsou probirany methody postupu pii feSeni sft8, a to metoda smy&kovych proudia
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a metoda uzlovych napdti. Soudasng je proveden rozbor, kdy kterd z té&chto method je
ménd pracni.

Bylo by vhodné, kdyby tato kapitola obsahovala stat, vénovanou nékterym determi-
nanttim, které se v theorii siti vyskytuji. Lze totiZ odvodit fadu pravidel, kter4 se opiraji
o topologii sit& a kterd dovoluji tyto determinanty okamZité vyéislit, jestlize matice Z je
diagondalni. Prakticky.vyznam toho je nasnadé.

Kapitola X je vénovéana piikladim feSeni elektrickych obvodu. Zarovern je tu poukézé-
no na zajimavou souvislost mezi feSenim jistych siti a problémem déleni obdéInfku resp.
&tverce na konedny polet mensich, razn& velkych étverct.

Zé4vdredné kapitola XI se zabyva linedrnimi étyipély. Je tu osvétlen pojem étyi"pélu,
jeho impedandni, admitanéni a kaskddni matice. Soufasné jsou odvozeny vztahy mezi
maticemi sloZeného &tyipolu, vzniklého seriovym, paralelnim nebo kaskadnim fazenim,
& maticemi jednotlivych étyip6li. Pro snadné pouZiti jsou vztahy mezi riiznymi maticemi
tého¥ &tyipélu (admitanéni, impedanéni, kaskadni) srovndny do tabulky. Rovné&Z tak
jsou v tabulkdch uvedeny matice riznych zakladnich étytpéla.

Zsvérem moZno Fici, Ze tato kniha bude jist§ vitanou a uZiteénou pifru€kou pro tech-
niky. Matematikovi mtZe pak slouZit jako tivod do teorie linedrnich elektrickych obvodu,
pokud by se o véc zajimal. Vdclav DoleZal, Praha.

Rudolf Bayer: Matematicky dodatek ke knize Fradin, Anteny pro centimetrové a deci-
metroré viny. Vydalo Statni nakladatelstvi technické literatury, Praha 1954, 44 stran,
9 obrazkd. Cena 4,41 Kds.

Tento spis klade si za kol usnadnit technickym pracovnikim studium Fradinovy
knihy, nebot v nasi literatufe neni dila, které by souborn$ pojednivalo o téch partiich
matematické analysy, které jsou v theorii anten potiebné.

Jednotlivé partie analysy, které autor v dile uvédi, jsou vybudovany dosti formalnim
zptasobem. Je to zfejmé zphsobeno témito okolnostmi:

1. rozsah dodatku je omezen,

2. svdtova literatura, zabyvajici se theorii anten, je psina vétSinou timto ,,fysikélnfm*
zpusobem,

3. presnd vystavba matematického aparitu byla by pro svou rozséhlost asi pro tech-
nika netinosné.

Neb&%i tedy o dilo matematické a nemé&lo by smysl vypoéditdvat vS8echny neptesnosti
které se ve spisu vyskytuji. Pro ilustraci budiZ zde uveden pouze jeden piiklad. Na str. 6.
zavadi autor pojem fadu takto: =

,,Méme-li dv& funkce f(z) a g(x) definovany pro > a, a piedpokladdme-li, Ze g(z) > O,
f(x) maZe byti i komplexni, pak fikdme, Ze f(x) = O[g(x)] kdy%,

=k
0 <L limsu I}((L<+oo, k = konst.

g(x)
(Zde jde zfejms o tiskovou chybu.) Po této definici jsou uvedena ,,pravidla pro symbol O
jako:

¢; O[g(x)] + ¢, O[g(z)] = O[g(=)] .

Partie matematické analysy, které jsou ve spisu probirény, jsou asi tyto: Greenova
véta, pouZiti komplexnich vektoru v theorii elektromagnetického pole, vektorové operace
v kiivodaré pravouhlé soustave soufadnic, feSeni vinové rovnice v kartézskych a cylindric-
kych soutadnicich a koneind nékteré vlastnosti Besselovych funkef a Legendreovych
polynomi.

Zév&rem mo¥no Fici, plestoZe spis mé. pouze informativni charakter, Ze muZe technické-
mu &¢tenéafi pro pfedb&Zné studium poslouZit. ' Vdclav DoleZal, Praha.
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Stroje na zpracovini informaci. Sbornik IT, Nakladatelstvi CSAV, 1954, str. 320, obr.167,
36 Kés.

Za védecké redakce neddvno zemielého prof. dr VAcLava HruSky vydala Laboratof
matematickych stroji pti CSAV druhy Sbornik, obsahujici préce &lent kolektivu LMS
a jednu préci externi. Do Sborniku byl dodateénd vloZen list s fotografii prof. Hrusky
s posmrtnou vzpominkou na tohoto éeskoslovenského prikopnika modernich podetnich
metod.

Vétsina uverejnénych praci byla prednesena na II. celostétni pracovni konferenci
v Domé védeckych pracovnikt J. E. Purkyné v prosinci 1953 a na pravidelnych pateénich
rozhovorech konanych Laboratofi.

Préce se daji rozdélit do t¥i skupin:

Do prvni skupiny patii prace, tykajici se pfedevsim ¢s. samoéinného poéitade ,,SAPO*,
po ptipads popisujici hotové projekty matematickych strojt. Jsou zde podrobng vysvétle-
ny terminy a pojmy, s nimiZ se musi seznédmit kaZdy, kdo chee alespori trochu porozumét
,»nové matematické refi‘. Jde na pf. o terminy: slovo, instrukce, pamé&t, fadié, dérny
Stitek, operaéni jednotka atd. Autory praci této prvni skupiny jsou: Cerny, Marek, Oblon-
sky a Pokorny.

Struény popis stroje SAPO je obsaZen v tivod& na str. 13, z ndho# vyjimdme: SAPO je
reléovy pocCita¢ s magnetickou bubnovou paméti o kapacit§ 1024 slov, kterd jsou sloZena
ze 32 dvojkovych é&islic (0 nebo 1). (SAPO pracuje ve dvojkové soustavé &iselné.) Stroj
SAPO bude obsahovat asi 7000 relé a 400 elektronek. A&koliv autor zdkladniho navrhu
Doc. dr A. SvoBopa dobfe vi, e zahraniéni projektanti podobnych matematickych stroji
dévaji prednost elektronkovym, které jsou rychlejsi, pfed reléovymi, rozhodl se pfece pro
princip reléovy z téchto divodu: Valné vétsina FeSeni problém, které laboratof matema-
tickych stroja bude zpracovavat, je proveditelna poditatem SAPO v n&kolika hodinéch,
nanejvyse dnech. Kdyby byl k disposici v provozu nakladné&jsi a choulostivéj§i poditad
elektronkovy, bylo by feSeni proveditelné béhem minut, po pfipadd hodin. Ptesto vykon
laboratote jako celku by se tim podstatné nezvysil. Tento vykon je toti¥ d4n poétem pro-
blémii, které kolektiv pracovniki laboratote vytesi za rok a to zdle{i na podtu problémi,
které kolektiv dovede piipravit za tuto dobu pro strojové zpracovéni. Laboratof poéité
zatim s poétem odborniki, ktery dovoli pfipravit pro samodinny podita¢ 2 a¥ 4 problémy
m&siéné (coZ je ve svétovém méfitku veliky vykon, umo¥nény vhodnou volbou kodova-
ciho systému samodinného poditate SAPO). Bude trvat n8kolik let ne¥ této kapacity
laboratof'e nae véda a primysl vyuZije a bude dévat laboratoti 52 kol roén§. Pfedpo-
kladédme-li, Ze zadany kol se d4 rozredit potitatem SAPO za den a elektronkovym poéi-
tatem za hodinu, dochézime k zévéru, Ze v prvnim ptipad$ odevzdé se vyteSeny problém
asi za tyden a den, v druhém piipads za tyden. To je jeden z dvodi, proé je u poditade
SAPO kladen dtraz spife na spolehlivost, snadnou udrzbu, laciny provoz, ne¥ na operaéni
rychlost, kters s sebou ptina$i mnoho stinnych stranek.

Stroj SAPO je mimo jiné opatfen trojndsobnou operaéni jednotkou, t. j. ka?d4 prova-
déné operace se provadi t¥ikrat soutasnd a nezavisle na druhych. ,,Hlasovaci zafizeni‘,
t. zv. provéfovad, vybere z nich spravny vysledek i kdy# v nékteré operaéni jednotce jeo
porucha. Pfedpokladé se, Ze nenastane p¥ipad, aby dv§ operaéni jednotky mély v jednom
okamZiku poruchu stejného druhu (ptipad s pravddpodobnosti prakticky zanedbatel-
nou). ;

I kdy% dalsi prace ve Sborniku nejsou tak rozsahlé jako tato prvni, fadi se k ni svou
origindlnosti a zajimavosti. Jsou to t¥i prace: V. CErN¥, Kody logickych operaci pocitace
SAPO; Z. PokornY, Sestavovéni instrukénich siti z pripravenych celki a Instrukéni
sité na transformaci &isel v potitasi SAPO. Cerného préce popisuje zpusob, jak doplnit
operaéni jednotku a kody pogitate SAPO, aby bylo mo¥no timto strojem fesit také ulohy
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z logického podtu. Prvni jmenované prace Pokorného ukazuje postup, jak vélefiovat do
Sir§ich instrukénich siti ,,podsité‘, které piedstavuji nskterou Sast&ji prichézejici tilohu
na pf. vypodet hodnot y = cos z a pod. Druhé préace Pokorného popisuje dv§ instrukéni
sit®: prvni pfevadi &isla z desitkové soustavy do dvojkové, druhé obracens.

Druhé skupina praci se zabyvé metodami FeSeni problémi na samodinnych poéitadich
(jde specialng o SAPQ a kalkuladni dérova&). Tyto metody se zdsadnd 1i§i od b&Znych nu-
merickych metod podetnich proto, e pouZivaji aritmetické i nearitmetické operace, jsou
pfizptisobeny specidlnim vlastnostem pouZitého stroje a nemusi se omezovat na maly
podet operaci.

Do této skupiny patfi nasledujici prace: O. Poxorw4, ReSeni soustav linedrnich algeb-
raickych rovnic minimisaci sou¢tu étvercii residui; v ni je popsdna novéa itera¢ni metoda
feSeni linedrnich algebraickych rovnic, kterd zjednoduSuje diive navrZenou metodu
A. Svobody tim, Ze sniZuje poéet potfebnych operaci. Metoda souvisi s iteraéni metodou
Gauss-Seidelovou a s relaxaéni metodou Southwellovou.

J. M. MAREk, Interpolace na zéklad$ hodnot funkce uvnit# interpolaéniho intervalu.
Ackoliv prace je zaméiena na zjednoduseni interpolace na kalkulaénim dérovadi, m4 Sirsi
nérodohospodaisky vyznam — jak zdiraznil prof. HruSka — pfi vydavéni tabulek, jejich#
rozsah se touto interpolaéni metodou znaénd zredukuje proti dosavadnimu rozsahu a to
ptibliZné pii stejné presnosti.

J. RercuL, ReSeni prvé okrajové ulohy Laplaceovy rovnice na strojich na dérné stitky.
Metoda prevadi feSeni diferencialni rovnice na diferenéni pomoci siti a upravuje toto ve-
Seni pro vypocet na kalkula¢nim d&rovadi Aritma. D4 se uZit pro obory omezené libovol-
nou uzavienou kiivkou.

Do tieti skupiny patii prace theoretickd (synthesa reléovych obvodii, synthesa klou-
bovych mechanismi, synthesa pasivnich 2n-p6la) a fysikdlnd technické (elektronkové
potitaci obvody, elektromagnetické relé).

V préci A. Svobody, Synthesa reléovych siti, je popsdna metoda navrhu kontaktové
sité, u které jsou predepsany priichodnosti mezi vSemi dvojicemi danych uzla Booleovymi
funkcemi. Je uZito nové symboliky a operaci s koneénymi mnoZinami.

Prace F. Svosopy, UZiti dvouhodnotové Booleovy funkce na synthesu jednotaktnich
hradlovych obvodd, popisuje metodu synthesy reléového obvodu, podle které by bylo
mozno navrhnout matematicky stroj na feSeni synthesy hradlovych obvodu.

V préci A. Svoboda-V. Vy8fn, Tiifazové hysteresni obvody v elektronkovych poéita-
¢éich, je popsana nové technika névrhu elektronkovych poéitadt, slibujici proti technikam
znémym vétsi jednoduchost a niZsi poruchovost.

Prace J. OBLoNskEHO, Elektromagnetické relé s potlaenou induktivni vazbou mezi
vinutfmi, pojednévé o Skodlivych zjevech v reléovych poéitadich, zptisobenych induktivni
vazbou mezi vinutim pracovnim a piidrinym téhoZ relé a navrhuje zptisob, jak tyto zjevy
odstranit.

K. OxTLOVA & M. VALACH popisuji ve své spoleéné praci novy druh statistického ana-
lysétoru, dovolujiciho sledovat proménu histogramu &etnosti, sestrojeného pro n prvku
zékladniho statistického souboru.

Préace M. Valacha, Synthesa desetikloubového mechanismu jako generdtoru funkce tii
nezévisle proménnych, piedstavuje prvni pokus o synthesu kloubového mechanismu
a tfech stupnich volnosti tak, aby sledoval piedem danou funkei ti nezévisle promén-
nych.

Posledni prace Z. NENADALA, Mnohop6ly pro séiténi elektrickych nap&ti sloZené z oh-
mickych odpori, je cennou pfirué¢kou pro ka¥dého, kdo se zabyvé analogovymi stroji,
sestavenymi z ohmickych odpori.
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Ke konci bych chtél Fci, Ze prace celého kolektivu, vedend Doc. dr A. Svobodou, laureé.-
tem stétni ceny pro rok 1954, dochdzi plného pochopeni nasf vrcholné instituce CSAV.

BohuZel je smutné, Ze na pt. vystavba SAPO nebyla pojata do plénovanych stéatnich
tkolt. Zdé se mi, %e tato skuteSnost mu¥e byt piitinou, ¥e¢ CSR bude v dohledné dob¥
predstiZeno jinymi staty, které mezi svymi odborniky nemaji ¥4dného A. Svobodu ani
nadSeny & iniciativni kolektiv, jaky méme my v Laboratofi matematickych stroju.

M:l. Hampl, Praha.

Emil Kraemer: Analytickd geometrie linedrnich Gtvari. Praha 1954. Nakladatelstvi
Ceskoslovenské akademie véd. Cena brofovaného vytisku 24 Kés. Stran 240, obrazkt 40,
naklad 3300.

Autor rozvrhl svou Analytickou geometrii linedrnich utvari do &ty¥ kapitol. Jak ji¥
v pfedmluvé uvadi, chce seznamit Stendfe s principy analytické geometrie, jako#to me-
tody studia geometrickych utvart a chce ho naudit této metody také obratnd pou¥ivat.
Kniha je uréena pro Gtendie — zatatetniky, a jestliZe v ni autor pouZiva vektorové algebry
(a to zpisobem, ktery vypracoval a zavedl akademik Epuarp Crcn v dvojdilnych Zékla-
dech analytické geometrie) a krom& toho i metod klasické analytické geometrie, neni
moZno s nim souhlasit v tom smyslu, Ze ,,posléni této knizky je docela skromné*“. Naopak
je tfeba hned zpotatku zduraznit, Ze pravé pro zaddteéniky je tato kniha nespornym pi-
nosem. Také to, Ze autor védoms stavi sviij vyklad na zdkladnich poznatcich elementdrni
geometrie a Ze se védomé& opird o geometricky nézor, je — vzhledem k urdenosti této
knihy — dal$im a vyznamnym kladem. Tento zptsob vykladu je také jednou z cest, jak
vzbudit hlubsi zdjem o studium tohoto odv&tvi matematiky i u $ir§iho okruhu &tendit,
ktefi pak jiZ snadn&ji mohou vniknout do pom&rn§ néroénych udebnic analytické geo-
metrie moderni (zv143t§ ji% citované knihy akademika Cecha) i klasické, z nich¥ zvlasts
cituji Uvod do analytické geometrie od akademika BornumiLa BYDZOVSKEHO.

V kapitole prvni, nadepsané ,,Uvod do linedrni algebry* obsahuje Kraemerova kniha
struény — ale pro poslani knihy zcela postatujici — vyklad theorie determinanti a matic.
Po metodické strance, vzhledem k psychologii étendie-zadatetnika, je zcela pochopitelné,
pro¢ autor provadi vyklad nejprve na determinantech a étvercovych maticich druhého
stupné a teprve v odstavci tretim (na strand 25) na determinantech a étvercovych mati-
cich stupng trettho. Ctenaf, kterému tato latka neni je¥ts znama, tim snadnéji vnikne do
celé problematiky.

Vhodnéjsi by vSak bylo, kdyby autor toto své stanovisko je¥ts zdiraznil formulaci v&t.
Tak na piiklad jiZ ve v&tS prvni (na stran¥ 10) Steme: ,»»Pieklopime-li étvercovou matici
kolem jejf hlavni diagonaly (t. j. vym&nime-li #4dky za sloupce, neménice jejich poradi),
dostaneme matici, kterd mé ty* determinant jako matice pivodni.*

Nedé se jist§ pochybovat o obecné platnosti této v&ty pro Stvercové matice n-tého
stupns, ale chybné je, kdy% se tato v&ta vyslovi obecns a dikaz je pak provadén na &étver-
cové matici druhého stupng. Zajisté by bylo spravn&jsi kdyby autor bud poznamenal (asi
tou formou, jak velmi vhodn uéinil v tvodu tfettho odstavce na strand 25), Ze tato véta
plati obecns, nebo kdyby v&tu prvni vyslovil takto: ,,Pfeklopime-li &tvercovou matici
druhého stupng kolem jeji diagonaly... atd.* Podobna poznimka se tykd ovSem i vét
3,4, 5 a 8. Vzhledem k tomu, %e ve v&tdch 6 a 7 je tento nedostatek odstran&n, a v nich se
vyslovng mluvi o $tvercové matici (resp. determinantu) druhého stupng, jedné se zde
Patrné o ptehlédnuti se strany autora nebo redakce. Je tieba mit totiZ stéle na zieteli, ¥e
kniha je urfena hlavn¥ zadateéniktm a Ze je mé zaroveii udit i matematické piesnosti.
Rovng# tak v tvodu této kapitoly na strang 7 je dosti nepochopitelny p¥edpoklad, prod se

103



nesmsji &isla a,, b, rovnat nule, aé je zbyteénost tohoto pfedpokladu po n&kolika ¥ddcich
konstatovéna.

V poznémce 3 na strand 12 by snad bylo vhodn&jsi fici: ...av8ak, je-li aspoti jedno
z &isel a; = 0, nenf prvni ¥ddek nikdy ndsobkem druhého; ale to nenf jiZ tak podstatné,
nebot i v pivodnim znéni je pozndmka spravnd. Definice 14 na strand 28 je zbyteén&
dlouh4 a pro zalételpika nepiehledna. Uvézime-li, Ze se zde ve skuteénosti definuji tii
pojmy, totiZ subdeterminant, doplnék a parita, mé&la by se definice 14 rozlo¥it asponi v de-
finics dv® a piipojit poznamku: M,, = (— 1)***, 4,, (jak se obydejn& definuje dopln&k
A, na zéklad$ subdeterminantu M,;).

Tyto poznémky necht vSak nebudi dojem, %e by prvni kapitola této knihy byla Spatné.
Naopak tteba zdiraznit, e zde autor velmi vhodn$ a s nespornym pedagogickym talen-
tem dosahuje vytéeného cile. JiZ zde (jako ostatn& v celé knize) je do vykladu vsunuta fada.
ptikladi (v celé knize celkem 50) vhodnych k okamZitému procvideni aktuslni latky, pravé
tak jako na konci kapitoly jsou obdobné ptiklady na procvideni latky z celé stats. Jiz
jejich podet (celkem 200) svédéi o svédomitosti autora, s jakou chce étenafi latku dokonale
objasnit.

V kapitole druhé, pojednavajici o geometrii linedrnich ttvart, osv&tluje autor fadou
definic pojem vektoru. Pon&kud nésilng viak ptsobi pozndmka nésledujici bezprostiedns
za vétou 32 (na strané 51 a 52), kterou je zavedena rovnice

B=A+u. (29)

Po vécné strance je rovnice (29) ovSem opét naprosto spravnd (jak ji ostatnsd v jiné forms
dokézal akademik Cech v ji¥ citované knize, rovnice (5.4), strana 20, I. dil), nedomnivém
se vSak, Ze zavedena tak, jak je v Kraemerové Analytické geometrii, by mohla byt &te-
nafem-zadatednikem spravné pochopena. Autorova pozndmka: ,,Uvidime pozd&ji, Ze
rovnice (29) je velmi vhodné zvolena‘‘ cely problém je§t§ komplikuje. Snad by bylo sprav-
néjsi rovnici (29) — a ptipadné i pravidla pro zachédzeni s ni — vyslovng definovat. To je
viak jediny (a ne pfili§ podstatny) nedostatek této kapitoly, ostatng jinak bezvadné.
V dalsich odstavcich pak autor znovu potvrzuje své znané pedagogické nadéni s jakou
nézornosti, vystiZnosti a pfi tom struénosti postupuje ve vykladu.

V kapitole t¥eti ji¥ piechdzi k metrickym vlastnostem lineadrnich utvart, co# také
vystiZné uvddi na zadatku této kapitoly. Tteba zde zv1asts zdiraznit, s jakou pedlivosti
ukazuje ji% pfedem &tenéii cil, kterého chece doséhnout, a to nejen v kazdé z kapitol, ale
ive vétsin® v&t a dokonce i v mnoha piikladech. Usnadiiuje tim nejen &tenati studium, ale
zéroveti ho i nenésiln§ seznamuje s logickou vystavbou celého matematického mysleni,
tieba to bylo jen v omezené discipling.

Posledni kapitola étvrté, pojedndvajici o transformacich rovnob&?kovych soutadnic
a jejich speciélnich pripadech — transformacich orthogondlnich, velmi t&elns dopliiuje
vyklad piedchézejicich kapitol. Ctenai se zde zéroveti sezndmi s pojmem invarinatu, jeho%
vyznam mohl snad byt jesté vice zduraznén. Koneénd je t¥eba upozornit na velmi dobie
volené cvidenf k opakovéni, kterymi si étendi muZe sam overit, do jaké miry studium
zvladl.

Hodnotime-li zévérem Kraemerovu knihu, miiZeme s plnym uspokojenim konstatovat,
%e autor nejen doséhl vytéeného cile, ale celkovy vyznam jeho Analytické geometrie se
jestd zvétSuje tim, Ze tato kniha byla ji% ddvno v nasi matematické literatute postradéna,
a to pravs v takové forms, v jaké je napséna, nehleds ani k tomu, Ze analytické geometrie
neni v osnovéch jedendctiletych vzdélavacich 8kol, takZe studenti a absolventi t&chto
ustavi v ni najdou skuteéns nepostradatelnou pomticku pro dalsi studium.

Vdclav Metelka, Liberec.
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Dodatkem k predchozi rpcensi poznamenévé s. MiLaN LusTic, posluchaé matematiky
ptirodovédecké fakulty MU v Brns.

Véta 70 na str. 115 Kraemerovy knihy neni spravnd, jak ihned vyplyvé z tohoto p¥i-
kladu:

Méjme: dvé riaznobéiné roviny o, o, kde rovina g je ddna bodem A a dvéma nekolinedrnims
vektory uy, v, a rovina o je ddna bodem B a dvéma nekolinedrnimi vektory u,, v, tak, %e vektory
u,, U, jsou rovnobéiné s pruseénict rovin o, o.

Pak vektory u,, u, jsou navzdjem rovnobéiné, tudty jsou kolinedrni. Ponévadé kaidé t¥i
vektory, z nichZ dva jsou kolinedrni, jsou komplandrni, pak tedy vektory uy, u,, v, a vektory
uy, Uy, v, jsou komplandrnd, tudtf jsou linedrné zdvislé, a potom by podle vyde citované véty
byly roviny g, o rovnobéiné, cof je ve sporu s predpokladem, Ze roviny g, o jsou riznobéiné.

Aby véta byla spravn4 je tfeba ji doplniti na pt. predpokladem, ¥e 24dné dva z vektora
u,, v, Uy, v, nejsou linearnd zavislé.

Ponévadz tento pfedpoklad ubiré v&ts na obecnosti, bylo by vhodn&j§i v&tu vysloviti
takto:

Budiz ddna rovina @ bodem a dvéma linedrné nezdvislyms vektory uy, v, a budi? ddina
rovina o také bodem a linedrné mezdvislymi vektory uy, v,. Potom nutnd a postadujict pod-
minka pro to, aby tyto dvé roviny byly rovnobéiné je

1. v obecném pripadé, aby tie,

2. v pfipadé, Ze Zddné dva z vektord uy, vy, u,, v, nejsou kolinedrni, aby dvé ze vdech mos-
nych trojic utvofenych z uy, vy, u,, vy byly linedrné zdvislé.

Diikaz véty provedeme tak, %e prvni &ast dikazu ponechdéme shodnou s prvni &asti
dikazu Kraemerova na str. 115 knihy a druhou st rozdglime na dva ptipady:

1. Oznaéme trojice vektort, které lze utvofit z u,, v, u,, v, takto:

(1) = (uy, vy, wp), (2) = (uy, vy, Vo), (3) = (uy, Uy, vy), (4) = (vy, Uy, V)«

Mohou nastat pravé tyto Styfi razné pripady:

a) (1), (2), (3) jsou tii trojice komplanérnich vektori,

b) (1), (2), (4) jsou t¥i trojice komplanédrnich vektort,

c) (1), (3), (4) jsou tfi trojice komplandrnich vektort,

d) (2), (3), (4) jsou t¥i trojice komplandrnich vektort.

Plati-li a) nebo b) jsou vektory (1) komplanarni, t. j. u, || g; déle (2) jsou komplandrni,
t. j. vo || 0. Tedy o o. )

Plati-li ¢) nebo d) jsou vektory (3) komplanarni, t. j. u, || o, a také vektory (4) jsou kom-
planérni, t. j. v, || 0. Tedy ¢ | o.

2. DokazZme si nejdfive pomocnou vétu:

Budte uy, vy, u,, v, takové vektory, Ze tddné dva z nich nejsou kolinedrnt a dvé trojice utvo-
fené z nich jsou komplandrni. Tvrdime, e kadé ti vektory vybrané z vektord uy, vy, Uy, v, jS0U
komplandrni.

Dikaz: Budte na pt. uj, vy, Uy; vy, uy, v, dvé trojice komplanarnich vektort (miZeme
zvoliti kterékeliv trojice, ditkaz probiha stejng). Libovolny bod M a vektory v,, u, uréujf
rovinu 7, pak je u, || 7, v, || 7, a tedy viechny &ty¥i vektory uy, vy, U,, v, jsourovnobdinés r,
a tedy ka#dé tfi z nich vybrané jsou komplanarni. Dalsi &ast dtikazu je jiZ ziejma.

Milan Lustig, Brno.
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Casopis pro pé&stovini matematiky, roé. 80 (1955)

ZPRAVY

VEDECKE PRACE M. KOSSLERA
VOJTECH JARNIK, Praha.

V piedeslém é&isle tohoto dasopisu vystihl akademik Epuarp Czcm vielymi slovy kras-
nou osobnost naSeho milého jubilanta, prof. MiLo$: KossLERA, ktery se tohoto roku do%il
sedmdesdtky. Tento Elanek je pak v&novan Kosslerovs védecké &innosti. Jeho vyznamné
badatelské préce je aZ na malé vyjimky vdnovéana dvéma oborim matematiky: teorii
analytickych funkei a teorii &isel — a oviem té% styénym obortim {&chto dvou oblasti.
V tomto informativnim &lanku se nikterak nepokousim o tplnost a podédvam prehled jen
o n&kterych pracich Késslerovych; snaZil jsem se vybrat ty, které co nejlépe ukazuji vé-
decky profil autorv a z nich op&t ty, o nich¥ si étenai na zaklad$ ndkalikaiddkového
vykladu miZe utvotiti pomérnd jasny obraz. Pfirozens je takovy vyb&r subjektivn
a omlouvam se prof. Kosslerovi i §tenéfi, jestliZe jsem jej n8kde provedl nevhodng; bylo by
viak v kaZdém piipad$ pfeddasné, hodnotit tplné a definitivng préci védee, ktery je stéle
intensivné védecky Sinny.

V dilezitém oboru analytickych funkci, ktery hraje tak velkou roli ve
vnitini vystavbé matematiky i v jejich aplikacich, je Késsler dosud jedinym
nasim zralym specialistou. Jiz v potatcich jeho védecké &innosti se setkdvime
s dvéma ob8irnymi pracemi [5] (z r. 1915—16), vénovanymi theorii ana-
lytickych funkei. Obsah téchto praci vyli¢im jen zlomkovité — podrobny re-
ferat by vyplnil cely ¢lanek. Necht vztah

z=g() (1)
zobrazuje konformné a vzéjemné jednoznatné jisté mezikruzi r < |t < R
(r <1 < R); ozna¢me C obraz kruznice [f| = 1, t. j. mnoZinu vSech bodi
g(e'?) (0 < ¢ < 2m). Potom lze nalézti posloupnost funkei b,(2), by(2), ..., regu-
lérnich uvnitf C a na C,?) s témito vlastnostmi: Je-li F libovoln4 funkce regu-
larni uvnit# kfivky C a na ni, existuje posloupnost &isel 4, tak, ze je

+ o
F(z) = 3 Apbi2) (2)

k=—o
v kazdém bodé¢ z uvniti C, pii ¢emz konvergence je absolutni a stejnomérné
na kazdé kompaktni mnoZing, lezici uvniti C. Funkce b,(2) a éisla 4, jsou defi-

1) Rikdm, %e analytickd funkee f je reguldrni v n8jaké mno¥ins, jestliZe ji lze v okoli
kaZdého bodu této mnoZiny rozvinouti v Taylorovu fadu; terminologie v literatufe
pondkud kolisé. V dalsim jde vyhradn8 o jednoznaéné vétve analytickych funkei.
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novéna jistymi kfivkovymi integrély (pfipominajicimi vzorce pro koeficienty
Laurentova rozvoje). Zavaznou je otizka, zda rozvoj (2) je jediny tohoto
tvaru — jinak fedeno, zda existuje fada tvaru ZB, by(z), majici aspoii jeden
koeficient By, rizny od nuly, jejiZ soudet by byl roven nule viude uvniti C.
Kssler fesi tuto otdzku v n&kterych dilezitych piipadech; odpovéd je nékdy
kladna, nékdy zipornd. Na druhé strang se ukazuje, Ze funkce by(2) 1ze i pii
daném C voliti mnoha zpisoby. Jako zvlastni piipad jsou v Késslerovych
rozvojich obsaZeny na pf. Faberovy polynomické rozvoje. Podobné vysledky
plati také pro rozvoje funkei, platné vné kiivky C.

Dalsi préce Kosslerovy z teorie analytickych funkei se tykaji prevazné
teorie mocninnych fad (vyjimku tvoti hlavné prace o funkei ¢, o nich se zmi-
nim v odstavei, vénovaném teorii &isel). Polomér konvergence mocninné rady

f2) =ay+ a2z + a2® + ... (3)

v V7

i
je, jak znédmo, roven ptevricené hodnoté &isla lim sup |a,|*. Poznamenejme,

n— oo

ze Kossler ve své praci [29] (1949) upozornil na to, ze v mnohych otézkach

teorie funkei je vyhodno uZiti prosté é&isla sup [anl’%. Timto zpisobem se
v Fadé otdzek dostanou presné odhady, na pi. pro polomér konvergence Fady
pro funkei inversni k f, pro nejmensi vzdélenost nulového bodu funkee fod
pocatku atd. Vratme se viak k star§im pracim Kosslerovym.

Spole¢nou thematiku maji prace [13], [14], [15], [16], [17] (1923—24), po-
jednévajici o singularitdch mocninné fady na konvergenéni kruznici. Necht
fada (3) md polomér konvergence.rovny jedné. Potom na krunici 2] = 1 lezf
aspoii jeden singularni bod funkce f. Jak nyni rozhodnout, zda dany bod kruz-
nice, na pf. bod z = 1, je singuldrnim bodem? Késsler dosazuje do (3)

z=x+ $a22, (4)

¢imz dostane novou fadu
Fx) =flx 4+ §22) =4, + Ax + A2° + ... (5)

Kruh |z| < 2 se zobrazuje transformaci (4) na obor, ktery s vyjimkou bodu
z = 1 (odpovidajictho hodnoté & = %) lezi cely uvnitt kruznice |z| = 1. Rada
(5) md tedy polomér konvergence > 3, pfi dem# znameni rovnosti plati tehdy
a jen tehdy, nelze-li f analyticky pokradovati pies bod z = 1. Tedy: bod z = 1
je singuldrnim bodem funkee f(z) tehdy a jen tehdy, jestlize

1
lim sup |[4,|" = §.

71— o

Tuto podminku lze napsati pomoci koeficientt a,.2) Vyraz, ktery takto vyjde,

( %) Substituci z = telp Ize oviem ihned napsati podminku pro singuldrnost bodu eie
® reilné). ‘
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vypadé na pohled znaéné slozité; ale vhodnou Gpravou dostava z ného Kossler
postadujici podminku pro singuldrnost bodu z = 1, ze které s prekvapujici
snadnosti plynou podstatnd zobecnéni vét piedtim znamych. Uvedme jen
jeden piiklad. Znama véta Vivanti-Dienesova pravi: Jestlize existuje realné y
a 6 > 0 tak, %e viechny vektory a, = |a,|e!® lezi v Ghlu — ix + 6 < ¢, —
— ¢ < 3 — 8, je z = 1 singuldrnim bodem. Z Kosslerovych tvah plyne toto
zobecnéni: Bod z = 1 je singuldrnim bodem funkece f, jestlize existuje u > 0,
6 > 0, posloupnost redlnych ¢isel ,, y,, ... a posloupnost indextin, < n, < ..
majici tyto vlastnosti

a2

1
I lim |a,|™ =1,
qa—>

IL |y — @al < dm— 6 pro |n—ne| < un,.
Je vidét charakter zobecnéni: Podminka II nemusi byt splnéna pro vSechny
indexy n, nybrz jen pro n z jistych skupin indext n, — un, < n < n, 4+ un,,
pti ¢emi &sla n, mohou lezeti libovolns ,,Fidko* (jen kdy# spliiuji podminku I);
mimoto poloha thlu, v némz lezi koeficienty @, z g-té skupiny, se mize ménit
od skupiny ke skupiné (y, zavisi na ¢). Podminka IT je ostatné u Kosslera na-
hrazena podminkou je$té mnohem obecné&jsi

1
IMa. |y, — @a| < 37 pro |7 —n,| < un,, lim (cos (y, — @a))" = 1.
g—>o

Podobné lze obdrzeti dalsi kriterium Szaszovo, dile vétu Fatou-Pélyovu
(zménou znameni u nékterych a, lze dosdhnouti toho, Ze vSechny body kruz-
nice |z| = 1 jsou singularni) a véty Hadamardovu a Fabryovu o ,,mezerovi-
tych fadach* (je-li v (3) ,,pfili§ mnoho* keeficient@i rovnych nule, je kazdy
bod kruZnice |z| = 1 singuldrnim) — v8e ovSem stéle za predpokladu, Ze fada
(3) mé polomér konvergence rovny jedné.

V dalsich pracich se Kossler zabyval t. zv. ,,ohrani¢enymi radami‘‘. I. ScHUR
nalezl nutné a postadujici podminky, které musi spliiovati koeficienty a,, @, ..
aby pro funkei (3) platilo toto:

ot

f(z) je regularni a |f(z)| < 1 pro |z| < 1. (7)

Z téchto podminek plyne na pt., Ze Zadny nulovy bod funkce f nemuze lezeti
v kruhu |z| < |a,| (je-li @, = 0). Kossler v praci [20] (1930) Tesi tuto obecnou
otazku: Kde mohou leZeti nulové body funkeci (3), splitujicich podminku (7),
u kterych prvnich » koeficient

Qgy Ay ooy By g (8)
je predepsino? Kossler nachazi pro kazdé = oblast K,, zavislou pouze na
¢islech (8) a ohranifenou algebraickou kiivkou, kterd mé tuto vlastnost:
Funkce (3) s vlastnostmi (7) a s danymi koeficienty (8) nemé nulovych bod
v K,, miZe viak — pii vhodné zvolenych dalsich koeficientech a,,, @, 4, ... —
miti nulovy bod v kterémkoliv pfedem daném bodé hranice oblasti K.
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V préci [24] (1935) vySetfuje Kossler funkei

o) = Saen (tedy f0) = 0)

a pté se, kdy tato funkce je pro |z| < 1 regularni a spliiuje tam v&ude nerov-
nosti
—b=3fe) <m—b3)

piitom b je dané éislo, 0 < b < w. Odpovéd zni: tehdy a jen tehdy, jestlize
existuje realna funkce g tak, Ze

21
0<g(p)<m pro 0 < p < 2, [g(p)dp = 2nb,
0

27

flz) = = L()_d(p pro |z| < 1; (9)

T ele
0

misto (9) lze téz psati
p :—}r—fg(qa) erdyp (n=1,23,...).
0

Tim jsou uréeny podminky pro a,; Kossler pretvofuje tyto podminky téz na
aritmeticky tvar.

Predeslé dvé prace se tykaly funkei f(z), které jsou jistym zpiisobem ohrani-
¢eny v kruhu [z| < 1. Prace [21], [22] (1931—32) a [23] (1934) se tykaji t. zv.
funkei prostych (oguonncrusie ¢., schlichte F.). Budeme fikat, %e funkce f(z) je
prostd v otevieném kruhu [z| < 7, je-li tam reguldrni a jestlize pro |z, < 7,
2] <7, 21 + 2, je vidy f(2;) * f(2,). BudiZ nyni f prostd v kruhu |2| < I;
potom funkece f zobrazuje tento kruh na jistou oblast jednoduse souvislou. Pii-
tom je stale f'(z) 4 0 pro |z| < 1; bez Gjmy obecnosti mizeme predpoklddati
f(0) = 0, f'(0) = 1, takze

f) =24 ay2® +a;2* + ... pro |2|] < 1. (10)
Vezméme libovolny bod z (|2| < 1), pfejdéme do ,,blizkého* bodu z + 4z a
vySetfujme, jaky je vztah mezi Az a Af(z) = f(z + 4z) — f(z). Pro malad Az

bude ptiblizné Af(z) = f'(z) . 4z a tedy (srovnamm jednak absolutnich hodnot,
jednak amplitud)

|4f(z)| = |f'(2)| . | 42|, ampl Af(z) = ampl f'(z) + ampl Az .
Tedy |f'(2)| m&Fi ,,pomér zvétseni, ampl f'(z) méfi,,otoéeni,* které musime pro-
vésti, abychom od Az presli k Af(z) (p¥iblizng). Jestlize nyni funkce (10) je
prosté pro [z| < 1, plati pro |z| < 1 tyto Bieberbachovy odhady (Bieberbach
jim Fik4 »» Verzerrungssatz* a ,,Drehungssatz):

%) Rz, Iz znadi redlnou a imaginarni Sést &isla z.
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1 — |z| ; 1+ |2 . 1 + |2|
RESTIL Sl < M= lampl f'(z)] < 21g T—] 4) (1)
Odhad pro |f'| je pfesny,®) avSak odhad pro |ampl f'(z)| nikoliv a Kossler jej
zlepSuje v pracich [21], [22]; pfesny odhad byl pozdéji (1936) ddn GOLUZINEM
a VastLyevIC¢EM. Vedle toho dokazuje Kdssler v praci [21] novou nerovnost

)  1—losl — 8 o] 411,
f@ = Q=21 + |agz| + [2%)
tato nerovnost je presna (pro prosté funkce (10) s libovolné piedepsanym
la,| < 2). Vyznam této nerovnosti je patrny z této poznamky: Obraz kruznice
|z] = 7 (t. j. mnoZina vSech bod f(re!?), ¢ redlné) je konvexni tehdy a jen tehdy,

je'li ”
14+ R (z &)—) =0
f'&) ) =

1+§R(z

v kazdém bodé kruznice |z| = r.

V praci [23] sestrojuje Kossler tfi zna¢né obecné tiidy prostych funkei. Na
pi. jedna z nich je definovana takto: Vezméme libovolnou funkei o(z), kde g je
regularni a |g(z)] < 1 pro |2| < 1 a definujme funkei f(z) rovnici

1 1 2
TRz +0f9(t)dt;
potom f je reguldrni a prosta pro |z| < 1 a piSeme-li f ve tvaru (10), je
' o <1 (n=23,..). (12)
Podobné u jiné z téchto t¥i tiid dokazuje Kossler
gl =0 (n=2,8,...). (13)

Je dosud nedokézanou domnénkou, %e (13) plati pro kaZdou funkei prostou
pro |z| < 1 tvaru (10); dlouho se udrzovala domnénka, ze (12) plati pro kazdou
funkei prostou pro |z| < 1 tvaru (10), kterd je licha (t. j.a, = a, = ag = ... =
= 0), ale tato domnénka byla vyvricena r. 1943. Pfesto v8ak (13) resp. (12)
plati pro rozsahlé tridy prostych (resp. lichych prostych) funkei.
Specidlnim pripadem mocninnych fad jsou polynomy
Pz) =cy+ 1z + ... + co2"; (14)
pifeme-li zde z = €'%, dostdvdme t. zv. trigonometricky polynom, t. j. funkei
tvaru ~
T(p) = ay + > (a, cos kp — by sin ke) . (15)
k=1
4) Jefto f’(z) + O pro |z| < 1, existuje spojit4 v&tev funkce ampl f'(z) v kruhu IzJ <1
V posledni nerovnosti (11) je mindna ona spojitd v&tev, pro kterou je ampl f(0) =
= ampl 1 = 0 (a nikoliv = 2k= pro nékteré celé k = 0).
%) T. j. existuji prosté funkce tvaru (10), pro n¥% plati znameni rovnosti; stadi vziti
funkei "(l—-z—z)—' 8 derivaci (IIT—:)i a dosadit jednou 1 > z > 0, podruhé — 1 <z < 0.
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Polynomy a trigonometrickymi polynomy se zabyvaji dvé vyznamné price
Kéosslerovy [28], [30]. Jestlize v (15) neni a, = b, = 0, fikdme, Ze 7' je n-tého
stupné. Pouhym ,fizovym posunutim (t. j. zavedenim nové proménné
¢’ = @ — const) lze dociliti toho, e b, = 0. Kossler pak (viz [28], 1949) Fesi
tuto otdzku: Necht polynom (15) (@, = 0, b, = 0) m4 redlné koeficienty; kdy
je T(¢) = 0 pro viechna redlné ¢? Tehdy a jen tehdy, lze-li psati

T(g) = A kn (v2 + cos (p— ) , (16)

A4 >0, y =1, y redlnd, v, + ... + ¥, = 0. Je-li nyni dén (algebraicky)
polynom P(z) a ptame-li se, za jakych podminek je R P(z) = 0, resp. |P(z)| < 1
v kruhu |2| < 1, miZeme postupovati takto: k tomu, aby uvedené nerovnosti
byly splnény pro |2| < 1, stadi, aby byly splnény pro 2] =1, t. j. 2 = el?,
@ redlné. Jde tedy o nerovnosti

RP(e'?) =20, 1— P(c?). Peiv) >0
(z znadi &islo komplexné sdruzené k z), kde vlevo jsou trigonometrické poly-
nomy s redlnymi koeficienty. Problém je tedy v podstaté ¥eSen vzorcem (16).
Obdobny problém pro mocninné fady byl fesen jiz dfive (CARATHEODORY,
Torprirz, I. Scuur). Nutné a postadujici podminky jsou ddny soustavou
nekone¢né mnoha nerovnosti mezi koeficienty fady. Je zajimavo, Ze ve specidl-
nim piipadé polynomu se tyto podminky neredukuji na koneény podet
nerovnosti, kdezto feSeni Kosslerovo je déno konednym poStem podminek.
Prace [30] se zabyvd otdzkou: Jaks je nutné a postacujici podminka, aby
polynom
P@)=2z+ a2+ a2® + ... + a,2" (a, + 0) (17)

(s komplexnimi koeficienty) byl prosty v nékterém kruhu 2] < r s polomérem
> 1. Sestrojme rovnice

14 fak(z’f"l + 242+ ...+t ) =0,
k=2 (18)

n
—1n— Goan—kn—kk—1 | k2 —1
AT D et R L, L L ) =,
K=

Nutné a postadujici podminka je, aby pro 7adné FeSenf z,, z, nebylo |21 =
= |2,] = 1. Jiny tvar nutné a postadujicf podminky: pro z4dné feSenf z,, z,
nenfani |z,| < 1, |z5] < 1, ani |21] = 1, |25] = 1. Zavedeme-li do (18) substitu-

Ce 2, =y, 2, = = & potom jesté y 4 L u, dostaneme misto (18) rovnice
tvaru y y

.n ) n
14 2 a7 P, (w) =0, 2" 14 Saa*P, (u)=0, (19)
k=2 . k=2
kde polynomy P,(u) = u, Py(u) — u? — 1, Py(u) = u® — 2u atd. se snadno vy-
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pottou. Nutné a postadujici podminka mé pak tvar: Rovnice (19) nemaji Zadné
feSeni z, u, kde — 2 < u < 2. Rovnice (19) pojimejme jako rovnice v z; potom
tyto rovnice maji (pfi urditém u) spoleéné feSeni tehdy a jen tehdy, je-li jejich
resultant R(u) (to je polynom v %) roven nule. Ukazuje se: Hledana nutna a po-
stadujici podminka je, aby R(u) #+ 0 pro — 2 < u < 2. To je tedy v zdsadé
velmi jednoduchd podminka algebraického razu. OvSem efektivni zjisténi, zda
je v daném piipadé splnéna, je obtizné, jak ukazuje jiz pripad » = 3, v préci
podrobné prodiskutovany.

Druhym oborem matematiky, ve kterém Kossler dosahl vyznamnych aspé-
chi, je theorie ¢tsel. Hlavni interes Kossleruv je zde vénovan jednak problé-
mum rozdéleni prvoéisel, jednak problému délitelt.

Oznaéme znakem 7(x) podet prvodisel, jez jsou < . Slavna prvociselnd véta
pravi, Ze
x

() = Igx

x
+ R(x), kde R(z)=o0 (———lg x) .8) (20)
Dalii vyvoj analytické theorie prvoéisel vedl mimo jiné k presnéjsim odhadim
funkce R(z) v ,,asymptotickém‘ vzorci (20). V tomto problému hraje hlavni
dlohu t. zv. Riemannova funkce {(s) (s = o + if), definovand v. poloroviné
¢ > 1 rovnici

Bt = e [ e (21)

soudin vpravo (kde se ndsobi pfes v8echna prvoéisla p)?) ukazuje zfetelné na
souvislost funkce ¢ s prvodisly.

o v/

Oznadéme nyni znakem d(n) pocet délitelu éisla n; polozme

T(x) = Zd(n) ; (22)
Snadno se dokaZe vzorec -
T(x) = zlga + (2C — 1)z + R,(2), kde R,(z) = O(|/z) (23)

(C je Eulerova konstanta). Na rozdil od vzorce (20) se zde ,,hlavni ¢len“ v rov-
nici (23) odvodi snadno; obtiZe vznikaji teprve pfi stanoveni fadové velikosti
funkce R,(x) — tento problém neni dosud definitivné rozfesen (podobné jako
u funkce R(z) v (20)).

Késslerovy prace, majici vztah k theorii é&isel, se rozpadaji methodicky ve
dvé skupiny. Prvni skupina stoji na rozhrani theorie funkeci a theorie éisel;
druhd pak mé rdz vyslovend &iselnd theoreticky a uZivd vice elementdrnich

. - . (=) = f(z)

) Znak f(x) = o(g(x)) znadi, ¥¢ lim —— = 0; znak f(x) = O(g(x)) znadi, Ze funkce —

2>+ () 9(z)
je omezené v jistém intervalu (a, + ©); pfedpokladé se g(z) > 0.

7) Pismenem p budu oznalovati vy}ira,dné prvodisla.

112



method (matematik ov8em vi, Ze ,,elementdrni v matematice neznamens
,,snadny‘ — dasto spife naopak). Abych nerozptyloval ¢tendfovu pozornost,
vyberu z kazdé skupiny jen dvé prace.

Z prvni skupiny jsem vybral prace [6], [25], tykajici se pfedev&im funkce
£(s) (nemluvim o jistych zobecnénich, obsaZenych v téchto pracich). Pfi otdzce
o fadové velikosti ,,zbytku* R ve vzorci (20) je lhostejné, vySetiuji-li funkei
7i(z) nebo funkei

f(x) = a(x) + dn(at) + ia@t) + ..

Pro funkei f udal jiz RIEMANN vyjadfeni urditym integrdlem, z n8ho# Késsler
v praci [6] (1916) odvozuje vyjadieni nekoneénou fadou absolutné konver-
gentni; pfitom uziva za integraénim znamenim Lagrangeovy fady (slusi ostatng
poznamenati, Ze zobecnéni Lagrangeovy fady se zajimavymi aplikacemi na
feSeni rovnic vénoval Kossler zvlastni praci [12] (1922)). Price [25] (1941)
nemd mnoho souvislosti s theorii ¢isel; jde v ni na pf. o fefeni této otdzky:
Hodnoty ((2k) (k=1,2,3,...) lze snadno vyjadfiti Bernoulliovymi ¢isly,
nezname vSak jednoduchého vyjadieni hodnot {(2k 4 1). Uzitim funkcionalni
rovnice pro funkei ¢ odvozuje Késsler asymptotické rozvoje pro £(s), vhodné
pro numerické vypoéty.

Z druhé skupiny jsem vybral prace [26], [27] (1942—43), které patii k nej-
zajimavéjsim. V praci [26] odvozuje Kossler dvé elementirni identity.
Prvni z nich vypada takto: Budiz dana posloupnost ptirozenych &isel ¢, <

< ¢ < ... a dvé funkece f(n), v(n). Zvolme ptirozené &slo N a sestrojme
m

funkce V(k) = > v(nk), m F(n Zf (gx). Pritom [x] znadi nejvétsi

n=1 k]l axin
celé &islo < z; znak g,/n piisoudtu znadi, ze se sditd pres ona &isla g,, je# jsou
déliteli ¢isla n. Potom plati

N
2 Ha) Vig) = Z}F (n) v(n) . (24)

BN
Identity tohoto druhu (mezi souéty) jsou v theorii &isel dasto dileité: at proto,
%e primo ukazuji jisté zajimavé zékonitosti, at proto, %e umoziiuji dikaz asym-
ptotickych vzorcii pro souéty v nich obsaZené. Kosslerova identita (24) je velmi
obecného razu. To by oviem jesté mnoho netikalo o jejim vyznamu; ukazuje
se vSak, Ze z ni plyne specialisaci mnoho dileZitych a vyznamnych identit.
Zvolime-li na pf. za ¢y, ¢,, ... viechny mocniny prvodisel, t. j. &isla tvaru

z vr

P* (k piirozené ¢&islo) a klademe-li f(p*) = lg p, obdrzime z (24) identitu
>lgp ZV z )lgn; (25)
p<N n=1

pfitom ve vnitinim soudtu vlevo se séitd pri pevném p pres vSechna pfirozeni k,
pro kterd je p* < N. Specialni volbou funkce v(n) dostava Kossler fadu zaji-
mavych identit, které dovoluji potitati rizné soudty, obsahujici prvodisla
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(uv8domme si, Ze pravé strana v (25) — na rozdil od levé — neobsahuje ,,expli-
citné prvodisla: je to vyraz, ktery pii nepiili8 sloZité funkei v(n) je pomé&rns
jednoduchy a pro ktery &¢asto muZeme udati velmi presné asymptotické
vzorce). Vedle (24) odvozuje Kossler jesté tuto obecnou identitu:

2o 1([5]) = Zow 1([X]) + S 0w — 1@ —we([Y]) - 000
(20

N
= 1] 1(0) =0, G(k) =
= Zg (n). Z detnych disledku této identity uvedme pro ilustraci jen jeden:

pf'itom N, o jsou pfirozend &fsla, o < N, r = [

Budxz dy,1(n) podet ondch déliteld &fsla n, kteff jsou = 0 nebo = 1 (mod 4);
obdobny vyznam necht mé d,4(n). Potom je®)

z (doa(n) — dy4(n)) = L —21g 2) N + O(IN) . (27)

Zajimavé je srovnéni s (23); piSeme-li v (27) vlevo + misto —, dostaneme vyraz
T'(N), ktery podle (23) je f4du N 1g N. Dalsi velmi detné dusledky identit (24),
(26), uvedené v praci [26], nebudu uvadéti.

Na identité (26) je zaloZena té% prace [27]. Oznadme znakem o,(n) soudet
¢-tych mocnin viech délitelu &isla n; Késsler vySetiuje funkei

N
TN, ,0) = 3240
A k

je ziejmé oy(k) = d(k), takie (viz (22))
T(N,0,0)=T(N).

Kdezto problém zbytku R, v (23) je dosud neroziefen, ukazuje Kossler mimo
jiné, Ze pro nékteré hodnoty ¢ 4 0 lze dosdhnouti vysledkd jiz celkem defi-

nitivnich. Jako piklad vezméme pipad ¢ > 1. Budiz r, = %— [Z—Z-]

t. zv. lomend &ast &fsla % a polozme O(N,t) = Z k—" z 7 kde celé éislo
k=1 K" ¥=1
» > 0 je uréeno nerovnostmiv(v + 1) < N < (v + 1)(» + 2) (tedy ptiblizng

y = VW pro velké N; &islo N je celé). Potom je pro ¢ > 1
 wn g1 —1) 1ae S+
N*T(N,t,8) =N C(s)‘C(s—t) +Nl———s_ 4 N1+ T p— -
+ L) N3 — O(N, 1)) + O(Nia+8 4 Ni-1) (28)
(pro s =1 a 8 =1t + 1 pozbyvé pravé strana smyslu a je nutno provésti

8) Znak O se zde i v nésledujicfm tyks pHipadu N - + oo.
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jisty limitni pfechod). Velikost funkce @(X, t) zavisi na aritmetické povaze
¢isla N. Jestlize éislo N’ je délitelno ésly 1, 2, 3, ..., n, kde n je ,,velké* ¥slo,
platf pro N = N’ rovnice r; = r, = ... = 7, = 0; naopak pro N = N’ —1
jer, =1 —% (k=1,2,...,n). Odtud plyne, ze O(N’, t) je ptiblizné rovno
nule, a O(N' — 1,¢) je p¥ibliné rovno 1 — % > 0. Odtud pak je pa-
trno toto: Ve vyrazu (28) vpravo tvo¥f prvni tii ¢leny velmi jednoduchou
analytickou funkei proménné N, posledni dva ¢leny tvoif pak jakysi oscilujicf
,,zbytek‘; jeho oscilace majf velikost ¥4du Nt. Je zajimavé, ze tento oscilu-
jici élen — aZ na O-¢len, ktery je fadu niz$iho nes Nt — nezavisi na s. Charak-
ter funkce 7'(N, ¢, s) je tim popsén s Uplnost{, kterd nenf dastd v analytické
theorii éisel.

Vyznam Késslertiv nenf, jak poznamenal akademik Cech ve svém ¢lanku,
vycerpan jeho pivodnimi pracemi. Kossler plistupoval také ke svym uditel-
skym tikoliim s velkou svédomitosti, spojenou s vielym zdjmem o zdka a s vro-
zenym pedagogickym nadanim. Tyto jeho vlastnosti se odrézeji v jeho nevelké
kniZce ,,Uvod do podtu diferenciglniho« (1926), ve které latka jeho tivodnich
universitnich prednadek je vyloZena zpiisobem dokonale promyslenym, peda-
gogicky vyttibenym a pii velké ,,ot¥epanosti* thematu prekvapivé netradiénim
a ptavodnim.

Prof. Késsler intensivng pokratuje ve své védecké i ugitelské préaci; prave
nyni ma v tisku novou praci o mocninnych faddch, kterd mo#né vyjde dfive
nez tento ¢lanek.*) NaSe matematicks vefejnost vzpomind vdééng jeho dila
a pfeje mu do dalsi prace mnoho zdaru.

* *
*

SEZNAM VEDECKYCH PRACI PROFESORA DR M. KOSSLERA

A) PYvoDNf VEDECKA POJEDNANT:

1. O zondlnt funkei harmonické. Casopis pro péstovéni matematiky a fysiky, XLII, 1913,
s. 7.

2. Redend algebraické rovnice vijrazy meznymi. Casopis pro péstovéni matematiky a fysiky,
XLIII, 1914, s. 8. '

3. Vatah mezi poltem prvodisel v danyjch mezich a vétou Wilsonovou. Cas. pro pé&st. mat. a
fys., XLIV, 1915, s. 6.

4. Soudet Fady Lambertovy a podet délitels celistvého &isla. Cas. pro p8st. mat. a fys., XLV,
1916, s. 11.

5. O rozvojich platryjch pro funkei analytickou v daném oboru. Cést I a II. Rozpravy Ceské
akademie, II. t¥., XXIV, N. 41, 1915 a XXV, N. 54, 1916. S. 34 a 38.

6. Novy rozvoj pro Riemannovu funkci prvoéiselnou. Rozpravy Ceské akademie, II. tt.,
XXV, N. 26, 1916, s. 23.

*) Viz Seznam védeckych praci profesora Dr M. Késslera, &. 31.
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10.
11.

12.
13.
14.
15.
16.

17.

18.

19.
20.

21.
22.
23.
24.
24'.
25.
26.

27.
28.

29.

30.

. O rekurentnim vzorci pro prvoéisla. Rozpravy Ceské akademie, II. t¥., XX VI, N. 48,

1917, s. 6.

. Integrdl Cauchyiw a Dirichletiv problém v roviné. Cas. pro p&st. mat. a fys., LI, 1922,

8. 5.

. PFispévek k teorii Borelova pokrabovdnt funkct. VE&stnik Kral. Eeské spoled. nauk. Trida

mat.-pfir. 1921—1922, N. 7, s. 14.

O thlech nesouméFitelnych. Cas. pro pést. mat. a fys., LII, 1923, s. 5.

Potenéni fady & pFirozenou hranict a jejich pokrafovdni ve smyslu Borelové. Rozpravy
Ceské akademie, II. tf., XXXI, N. 19, 1922, s. 8.

On a generalization of the Lagrange series. Proceedings of the London Mathematical
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Redakce.

ZA PROFESOREM GINO LORIOU

Dne 30. ledna 1954 skonal v Janovd jeden z nejvyznamn&jSich italskych geometri
a historikti matematiky sv&tového jména, profesor GiNo Loria. I Seskd véda vzdala profe-
soru Loriovi sviaj hold, zvoliv§i ho zahraniénim &lenem Ceské Kralovské spole¢nosti nauk.

Profesor Loria se narodil 19. kv&tna 1862 v Mantov§ jako syn bankéte. Jsa hospodéaisky
nezdvisly, mohl se ihned po universitnich studifch v Turing a Pavii vdnovati védecké &in-
nosti. Po dvouleté asistentuie na universit§ v Turin& se tam habilitoval r. 1886 a stal se
téhoZ roku mimotfédnym’ a r. 1891 fadnym profesorem university v Janové pro vyssf
geometrii, kterou prednésSel a% do r. 1935, kdy odeSel do vyslu¥by. Nevzdal se viak aplng
své ucitelské &innosti, nybr# pfednésel dale d&jiny matematiky na Janovské université,
kteryZ predm&t tam byl zavedl.

Literarni v&decké dinnost profesora Lorii je ohromné. V letech 1883 a% 1937 napsal 278
Spisti, mezi nimi &etné i n8kolikasvazkové dila kni¥ni, a to nejen v jazyce italském, nybr¥
iv jazycich anglickém, francouzském, ndmeckém a Spanélském. K tomu ptistupuji etné
spisy napsané v letech 1937—1953. V zasedacich zprévach Ceské Kral. spoleénosti nauk
otiskl tato pojednéni: ,,I poligons di Steiner nelle cubiche razionali‘ (1896), ,,Integrali euleri-
ani e spirali sinusoidi** (1897), ,,Sopra una classe notevole di alternanti di ordine qualsi-
voglia‘* (1897) a ,,Le curve panalgebriche** (1901).

Ackoli prof. Loria napsal n&kolik cennych praci z algebry a analysy, pfece jeho hlavnimi
obory byly vyS§f geometrie vietn$ geometrie deskriptivni a zvl4§t§ d&jiny matematiky.
Prvnim velkym spisem, kterym se rdzem vysinul na svétovou uroveri, byl spis ,,Il passato
ed il presente delle principali teorie geometriche'* (1887, 2. vyd. 1897, 3. vyd. 1907, 4. vyd.
1931), prelozeny do polstiny a do néméiny. Dalsimi spisy, zndmymi viem matematiktim,
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jsou knihy vénované zvla§tnim kfivkdm. R. 1900 zadal prof. Loria do soutéZe Krél.
akademie v&8d v Madrid8 §pané&lsky rukopis o rovinnych kiivkach, ktery byl poctén zlatou
medaili. Po dvou lstech vySel nSmecky pireklad tohoto spisu pod ndzvem ,,Spezielle
algebraische und transcendente Curven, Theorie und Geschichte® (2. vyd. 1910—11). Italské
zpracovéni tohoto spisu ve dvou dilech vyslo r. 1930. Dvoudilné pokragdovéni vyslo jiZ
o 5 let dfive s nadpisem ,,Curve sghembe speciali algebriche e trascendenti*‘.

Cetné Loriovy spisy jsou vénovény deskriptivni geometrii. Uvedu z nich jen tyto:
,,Vorlesungen iiber darstellende Geometrie** (1907—13), jehoZ latka byla italsky zpracovéna
ve spise ,,Metodi di geometria descrittiva‘* (1909, 2. vyd. 1919, 3. vyd. 1925), ,,Poliedrz,
curve e superficie secondo 1 metodi della geometria descrittiva** (1911) a ,,Complementi di ~
geometria descrittiva‘* (1924).

Avsak zv1a§t8 vyznamna byla Loriova ¢innost na poli déjin matematickych véd,
zahrnujici jak matematiku ryzi, tak jeji aplikace i védy pribuzné, od dob nejstarsich az po
nejnovéjsi, od Portugalska aZ po Dalny Vychod. Loriovy historické prace vynikaji Sirokym
rozhledem nejen po riiznych oborech matematickych, nybrz i po védach ptibuznych,
velkou séetlosti jak odbornou, tak filosofickou a v krésné literatuie a skv&lym slohem,
ktery se neboji ani poetického zabarveni.

Ke studiu d&jin matematiky ptivedl Loriu jeho uéitel na université v Pavii, znamy
matematik EveeNio BeLTraMI, kdyZ jej vyzval, aby se uchézel o cenu vypsanou Kral.
ustavem véd v Benatkdch na piiruéku déjin matematickych véd, provdzenou chrestomatif
z klasickych praci. Loria se tak dakladn& zahloubal do studia d&jin matematickych vé&d,
¥e nebyl v pfedepsané lhiité hotov se soubornou praci, avSak uvetejiioval v nasledujicim
desitileti vysledky studia feckych véd v publikacich Kral. akademie véd v Turingé. Tyto
préace byly vyznamenény r. 1907 cenou Binoux. Souborn& byly nové zpracovéany r. 1914
ve spise ,,Le scienze esatte nell’antica Grecia‘‘. Z ostatnich Loriovych knih, obirajicich se
d&jinami matematickych véd, budteZ uvedeny tyto: ,,Guida allo studio delle matematiche‘
(1916, rozhojnéné 2. vyd. 1946), ,,Storia della geometria descrittiva‘‘ (1921), dilo zékladniho
vyznamu, vyznamenané zase cenou Binoux, které s uznanim hovofi i o eskych deskripti-
varich, ,,Histoire des sciences mathématiques dans U'antiquité hellénique** (1929) a obSirna
,,Storia delle matematiche' (ve 3 dilech 1929—33), 2. vyd. v 1 dile 1950).

Prof. Loria vénoval i mnoho zdjmu otdzkédm filosofie matematiky a matematic-
kého vyulovani, jak o tom svédéi jeho Eetné referity na mezindrodnich sjezdech mate-
matiki a jeho &innost v ,,Mezinarodni komisi pro matematické vyuovani‘‘. Jako prvni
president ,,Mezindrodni akademie pro d&jiny matematickych a. pfirodnich v&d‘“ ziskal si
velké zésluhy o organisaci mezindrodni spoluprace v d&jindch téchto obori. Byl skv8lym
feénikem vybrouSeného spolec¢enského chovéni, jehoZ prednasky a projevy uchvacovaly
jak svym hlubokym obsahem, tak svou krdsnou formou. Na§i odbornici méli vzdcnou
ptileZitost ho osobn8 poznat, kdy# se téastnil r. 1937 ,,Ctvrtého mezindrodniho sjezdu pro
déjiny matematickych a pfirodnich v&d‘‘ v Praze.

Cest budi¥ jeho pamaéatce! Q. Vetter, Praha.

ZPRAVA O SCHUZICH MATEMATIKU PORADANYCH I. SEKCI CSAV

Po schtizi matematikt dne 7. kv&tna 1954, o jejimZ prub&hu jsme ¢tendfe informovali
v pfedeslém éisle tohoto ¢asopisu, nésledovaly dalsi dvé schize, a to dne 3. ervence a
18. zaki 1954. .

Schuize zahdjil a fidil predseda I. sekce akademik V. JARNIK.

Hlavnim bodem programu byla diskuse o spolupréci védeckych pracovnikd v mate-
matice v 0SAV, na vysokych $koléch i ustavech ministerstev podle smérnic danych refe-
ratem s. A. NovornEHO na X. sjezdu KSC.
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Uvodni referat na prvni schiizi prednesl akademik E. Ceca. Na potatku uvedl,*) %e
na rozdil od ostatnich naukovych pfedméta vyuduje se matematice a matefskému jazyku
celych jedenéct let, a zadatky vyuky spadaji vlastné jiZ do doby predskolni. Pro tento
siroky rozsah matematického vyudovéni na jedenéctiletce je stav matematického vyuco-
vani na Skole velmi dtle¥ity pro matematickou védu. Ministr Lap. SToLL ve svém refe-
rétu fekl, e nikdo jiny ne# ministerstvo skolstvi nemtze byti zodpovédny za to, jak bude
vypadat $kola. Akademik Cech prohlésil, #e tento vyrok ministrav nemuZe zbavovat od-
povédnosti jiné ¢initele. Tento vyrok ziejmé& nebyl min&n na vysoké skoly. Za jejich tro-
veri odpovidé jejich vedeni daleko vice neZ v niZ8ich 8koléch. S. Novotny poZaduje zvySo-
vat urover prospéchu Zaku a spiZovat procento propadajicich. Tento problém je snad nej-
~47n8jsi na vysokych skolach. Je otdzka, zda jsme na universitdch pldnovanou urovei
nepostavili pfili§ vysoko, takZe se podstatné li§i od urovné skuteéné.

Nesmime zapominat na to, e abstraktni mysleni je dileZitym, ale ne jedinym znakem
matematiky. V nejblizSich desetiletich budeme asi potiebovat osoby s vysokym matema-
tickym vzdélanim, které vSak nebudou specialisty v matematice, nybrZ v jinych oborech.
Je také nutno si vS§imnout jednostranné zaliby v abstrakcich u nékterych student.

Zd4 se, %e na vysokych Skoldch neni viude spln&n poZadavek s. Novotného, aby kaZdy
uditel m&l kvalifikaci pro ten stupeii, na kterém uéi. Otdzka odborné kvalifikace je velmi
dulezité. Nejlepsi vyhlidky vychovné mé uditel, kterého si studenti véZi pro jeho odbornou
uroveri. .

V mnohych védach je hlad po uzkych specialistech, kteff potom po cely Zivot dé&laji
stejnou préaci. Matematika mezi tyto obory nepatii; matematik musi mit §iroky obzor.

Pokyny presidia CSAV pozadujici zajisténi vyssi irovnd aspiranti, jsou celkem v sou-
hlasu s tim, co fikal prof. B. GNEDENKO: Radéji neobsadit aspiranturu, neZ pfijmout slab-
§iho kandidata. NejduleZit&jsi u aspirantt i asistenttt matematiky je, aby se nauéili samo-
statn® studovat a zvykli si mySlence, Ze musi mit Siroky obzor, Ze se musi cely Zivot uéit.

S. Novotny mluvil o tom, Ze byly vytvoreny piiznivé podminky pro soudruZskou kolek-
tivni spolupréci, pro planovéni, délbu a koordinaci préce. Déle s. Novotny uvédi, Ze byly
vytvofeny piiznivé podminky pro vyménu zkuSenosti. To je zvlast diileZité pro matema-
tika, pro n&€hoz vyména zkusenosti znamené totéZ, jako pro chemika laboratoi. Dosud je
to pouze Matematicky ustav Akademie, ktery davé piileZitost odbornikim z jinych praco-
vist, aby vidéli do jeho préace.

S. Novotny poZaduje, aby védeéti pracovnici v§ude pracovali podle jednotns sladéného
plénu, at jde o pracovi§té Akademie, vysokych §kol, resortt atd. S. Novotny #4d4 od vé&dy,
aby jednak odhalovala a fefila nové zékladni védecké problémy, jednak aby uplatiiovala
hotové vysledky v praxi. Sovétskéd v8da vénuje velkou pééi theoretické précii v nej-
abstraktn&jsich oborech matematiky. Je tfeba héjit nebojacn¥ duleZitost theorie, ale pfi
tom FeSit vskutku zédkladni problémy, t. j. dbdt z4jmi celku v&dy a ne jen svych osobnich
konidku.

Z ostatnich partii referatu s. Novotného, které nejsou zaméfeny piimo na v&du, se
dotknul akademik Cech struéng n&kolika bodu.

Po referstu akademika Cecha se rozvinula ostra kritika knihoven a distribuce odbornych
¢asopisii. Bylo usneseno provést na viech pracovistich soupis veskeré matematické daso-
pisecksé literatury s bibliografickymi tdaji. Vzhledem k Siroké problematice predneseného
referdtu bylo usneseno odloZit dal§i diskusi na pti§ti schiizi.

Akademik V. JarNik referoval kratce o svych poznatcich a dojmech z cesty do Sovét-
ského svazu jakoZto &len delegace CSAV.

*) Bylo pouZito zéznamu akedemika V. Jarntka.
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Do schiize se dostavil &len korespondent Madarské akademie v&d a feditel ustavu apliko-
vané matematiky v Budapesti ALFRED RENvYI, ktery pfijel do Prahy na prvni pracovni’
konferenci deskoslovenskych matematickych statistiki.

Prof. Rényi ptednesl referdt o stavu matematiky v Madarsku. Napred po¥adal, aby mu
byly poloZeny otézky, nadeZ na tyto otdzky odpov&dsl v ramei souvislého referdtu. V pod-
statd fekl toto:*)

V Madarsku je velké a slavné tradice matematiki. AvSak pred osvobozenim byly tu
hlavng vysledky jednotlive, pomoc vlady matematice byla nepatrné. Po osvobozeni se
poskytuje matematice velkd podpora. Matematikové si pak uv&domili, ¥e je nutno mate-
matické vysledky aplikovat v praxi. Odtud radikélni zm&na v pldnovéni matematické
préce. Sm¥rodatnym &initelem je Akademie, reorganisovana roku 1949. V roce 1950 byl
zaloZen ustav aplikované matematiky, ktery mé nyni oddsleni: 1. Mechanika a pruZnost;
2. Pravdépodobnost; 3. Matematick4 statistika; 4. Numerické a grafické methody; 5. Dife-
renciélni rovnice; 6. Elektrotechnika; 7. Funkce redlné prom&nné. A% na posledni zabyvaji
se vSechna oddéleni ¢asteénd aplikovanymi problémy. Od zaloZeni dostal tistav zvendi na
450 praktickych problémt. Velkou &4st vytesil. Mezi nimi byly n&které jednoduché pro-
blémy rézu spife znaleckého, ale také mnohé problémy, které vyfadovaly vytvoreni no-
vych matematickych method. Bylo spravné, e se tstav vytvoiil pravé v této forms. Ale
nyni se musi roz8itit i na otazky &ist& theoretické. Jinak by se 84st matematikti vénovala
jen theorii, druh4 &ast jen praxi. Domnivédme se, e neexistuje zvlastni distd a zvlastni
aplikované matematika, nybrz, %e existuje jedna matematika, které se d4 rtiznym zpiiso-
bem pouZit v praxi. To ovSem nesmi znamenat oslabeni price v&decké na universitéach.
Akademie nyni podporuje, a to Gastetns i hmotns, védecké pracovniky na vysokych Sko-
lach.

Pri treti sekei akademie existuje stéld matematické komise, kde jsou zastupci skoro
vSech matematickych instituci universit. Cilem tévo komise je uddvat smér matematické
préce v celé zemi. VSechny matematické ustavy jsou povinny predklédat této komisi své
plény a komise je schvaluje. Kroms& vysokych §kol a tistavii akademie neni jinych matema-
tickych pracovist.

Jednou z hlavnich &innosti akademie, vedle prace v tstavech, je vydavéni knih a $aso-
pisii. Méme tyto asopisy:

Acta mathematica. Je to cizojazyény Sasopis, ruské résumsé je u vSech &lankt. Viechny
prace tohoto dasopisu vychézeji té% madarsky ve Vé&stniku tteti sekce. Akademie té%
podporuje mezindrodni $asopisy Acta scientiarum (Szeged) a Publicationes mathematicae
(Debrecen), kterd vydavaji instituty universit. Madarské matematické spolednost Bolyaio-
va vydava daldi tti 8asopisy v madarském jazyku: Matematikai lapok, vydévany s pod-
porou akademie, déle Kozépiskolai matematikai lapok pro %aky stiednich $kol a konetnd
didakticky Easopis Matematika tanitdsa; dva posledni jsou vydavany spoletnd s minister-
stvem Skolstvi. Krom& toho vydavé tstav je$td rofenku s podporou akademie. Zatim
vy&lo jedno &fslo, druhé je v tisku. Dospéli jsme k tomu, Ze n8které &lanky z aplikaci mate-
matiky budeme vydavat v odbornych &asopisech technickych, aby si jich inZenyii vice
viimali. Pro méme t¥i mezindrodni dasopisy ? Pfedeviim Acta scientiarum majf velky me-
zindrodni zvuk. Za druhé kaZdy z téchto dasopisti udrfuje vyménu asi se 120 zahraniénimi
dasopisy.

Pokud se tye vydavéani knih, vydédvéme piedeviim preklady, hlavn¥ ze sovétsks lite-
ratury, abychom dosahli pfistupnosti hlavnich matematickych disciplin v madarském
jazyce. Nyni zadindme vydavati t6% monozrafie madarskych autorti. Mnohé v¥decky
zdvainé publikace madarskych autori vyddvame budto ve dvou fetech nebo jen v cizi

*) Bylo poufito zdznami akademika V. JARNIKA.
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tedi. Dosud vydané knihy v cizich fedech mé&ly velky usp&ch; na pf. Riesz-NaGy: Legons
de I’ Analyse fonctionnelle. V minulosti bylo psani jen v cizich Ffedech samoziejmé. Dnes se
podet lidi, ktefi se zajimaji o matematiku do té miry zvstsil, Ze je nutno publikovati
i madarsky. Vydavéni cennych knih v cizich fedech je pravym opakem kosmopolitismu.
Znamend to propagaci madarské védy i piispsvek k obrané miru a také ziskédni cennych
valut. V této véci nésledujeme piikladu polskych matematikii.

Jak 7idi akademie v&deckou praci? U nas byly nedédvno tendence, pfenést na matema-
tiku pramyslové methody plénovéni. To je ovSem nemoZné. Ale zésadni pldnovéni je
nutné, a to je tloha akademie. T&Zky problém jest, jak vést jednotlivce Zddoucim smérem.
Zde jsme postupovali velmi obezfetnd. Nelze Fici usp8$nému matematiku, aby opustil smér
8vé prace a zadal d&lat n&co jiného. Ale je nutno upozoriiovat na otédzky, na kterych mé
stat zdjem, a ddvat podnéty, aby o n& pracovnici roziifili svou préci. Lehéi je otdzka u za-
d4tednikd, na pr. aspirantd, ktefi dasto piimo Z4daji o udani sméru. Tak jsme jiZ doséhli
jistych uspéchii v aplikacich a v n8kterych oborech, kde jsme dosud neméli tradici. P¥iji-
méni a usmériiovani aspiranta je duleZity ukol. Pfijiméni aspirantt akademie i vysokych
$kol provadi akademie, rozmistuje je, ale disertace se obhajuji viechny v akademii. Tuto
préaci koné komise pro aspiranty pii akademii.

Konference pofada zpravidla akademie spolu s Bolyaiovou spoleénostf, na p¥. prvni
kongres madarskych matematikt, Bolyaiav tyden, kolokvia. Byly jiZ konference o prav-
dé&podobnosti, o konstruktivni theorii funkei, o geometrii. Zudastnilo se jich vidy asi t¥icet
lidi, trvédni — tfi dny na venkové. Kolokvia jsou neformélni, maji formu seminéte, disku-
tuje se jiZ b&hem predndsky. Letos budou tato kolokvia: 1. Matematickd statistika;
2. Diferenciélni, integralni a funkciondlni rovnice; 3. Algebra; 4. Funkce reilné proménné
a funkcionalni analysa. Dvé z konferenci se budou konat na Blatenském jezefe v domé
védeckych pracovnika akademie; jedna v mensim mésté Pécs a jedna v hotelu v horéch
v Jésvafo. Druhy kongres madarskych matematiki bude roku 1956, abychom se vyhnuli
kolisi s kongresem &eskoslovenskych matematika v roce 1955.

Cesty madarskych matematikit do zahraniéi i nav§tévy zahraniénich matematika
v Madarsku v posledni dob$ velmi stoupaji. Minulého roku vyslala celéd akademie za hra-
nice 80 osob, nyni mé Rényi uZ &islo 100. A dalsi cesty jsou planovany. Letos byli zatim
v cizing: TURAN — dva mésice v Cing, Has6s — Sest nedsl v SSSR, Fucas — v N&mecké
demokratické republice, AczEL — v Polsku, RENYI — v Ceskoslovensku. V Madarsku byli
letos KNIcHAL, KURATOWSKI, PoPovict, CARALOV — posledn{ tii na valném shromazdéni
akademie.

Spoluprace matematikl v celé zemi je velmi dobra, je zde dobra tradice, snad lepsi nez
v mnohych jinych odv&tvich v8dnich. Matematikové si ddvaji problémy a projednévaji
nejrazndjsi otdzky. To je zdasti také dilem spolednosti Bolyaiovy, kterd spojuje vSechny
matematiky celé zem&. Do osvobozeni byla spoletnd matematicko-fysikélni spoleénost,
zaloZend E6TvosEM pfed rokem 1900. Po vélce zanikla a vznikly dvé spole¢nosti, matema.-
tick4 a fysikalni. Eotvésova spolednost byla spiSe spoleénosti védecké elity, dneSni mate-
matické spolednost Bolyaiova je vice masové, m4d asi 1600 &lent a organisalni jednotky
v 15 méstech. M4 dv& oddé&leni, védecké a didaktické. Odd&leni védecké je ovSem schopno
Zivota jen v universitnich mé&stech. Spoletnost patif do svazu technickych a ptirodovédec-
kych spolednosti. M4 Siroky obor ptisobnosti. DileZitou roli hraje v ni fada matematic-
kych sout&Zi. Nyni existuje t&chto Sest celostdtnich sout%i:

1. Souté% D. Arany pro prvni a% druhou tiidu stiednich 8kol (devaty a desdty roénik).

2. SoutéZ M. Rdkosiho pro tfeti a étvrtou ti¥idu stiednich 8kol, spoleénd pro gymnasia
i pramyslové koly.

3. Soutés Jdsefa Kiirschdka pro absolventy gymnasii. Ta je jiZ obti#n&jsi a mé velkou
tradici; svého 8asu v nf zvitézili FEJtR a Riesz.
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4. Pro posluchade university je souté’ Schweitzera-Mikldse, mladého talentovaného stu-
denta, ktery se za vélky stal ob&ti fafismu. Analogické soutéze jsou pro posluchade

5. vysokych 8kol technickych a
6. pedagogickych fakult.

Utitelé niZ&ich sttednich &kol se &kolf na pedagogickych fakultéch, uditeld gymnasii na
universitg.

Spoletnost kazdorotnd uddluje dvé ceny: cenu Grinwalda-Gézy, popraveného v kon-
centraénim tabofe, pro mladého matematika za jednu z jeho prvnich praci, a cenu Beke
Mand pro nejlepsiho popularisatora i pedagoga.

Spoleénost vyviji intensivn{ &innost pro uditelstvo ve spolupréci s ministerstvem Skol-
stvi. Pred tfemi léty zadala spolednost boj o zvyseni urovns a proti formalismu vyudovéni{
gymnasiélnich profesori. Spoleénost pofddé védecké prednadky v Budapesti asi jed-
nou za &trndet dni, v provincii asi jednu za tii az &tyfi tydny. Za posledni t¥i roky uspofé-
dala vice neZ dvacet konferenci v provincii. Na tyto konference jsou zvéni té% uditelé
z jinych mést. Tak vedoucf matematikové se tfikrat aZ Stykikrat rotnd udastni takovych
ptednsdek v provincii. Udastni se jich té% aspiranti a mladsi pracovnici, hlavné tam, kde je
nedostatek domdcich pracovnikii. Ve v&tsich méstech pojednavaji prednadky o novych
vlastnich vysledeich, jinde o novych knihdch a podobnd. Vysledky a védecky #ivot v So-
vétském svazu byly ve spolenosti pfedm&tem asi 30 a% 40 piednasek ro¢ns, predevsim
v mésfci pfételstvi. Za posledni rok uspotadala spoletnost celkem 370 piednagek; do toho
jsou také zapodteny predndsky na konferencich.

Matematické spoleénost zprostiedkuje styk mezi matematiky. Pokud se tyké spolu-
préace matematiki s jinymi obory, je tu jisty pokrok. Ale situace neni jests uspokojivé, ne
vidy vinou matematikt. Fysikové jsou mélo v t&chto stycich iniciativni a radéji si pro-
blémy Fedf po svém. S chemiky to jde daleko lépe, asi proto, %e si méns mysli o své mate-
matice. Spolupréce s inZenyry zéleZi velmi na jednotliveich. Vieobecnd mé, matematicky
ustav lepsi styky s techniky v praxi ne¥ s techniky ve vyzkumnych ustavech. Velmi se
zlepsila spoluprdce matematické statistiky s lékafstvim, hydrologii, chemii. Neddvno jsem
na rads vysoké Skoly prednésel o podtu pravdépodobnosti v prirodnich védéch a fada pro-
fesori1 projevila zdjem o spolupréci. Kazdy z pfitomnych tvrdil, Ze pravé u n&ho lze nejvice
poé¢tu pravdépodobnosti pouZit.

Z toho, co bylo uvedeno, vyplyvd, %e se matematicky ¥ivot v Madarsku po osvobozenf
zdérng vyviji. To vSak neni divod ke spokojenosti, nebot tikoly rostou den ode dne a je
jest8 mnoho vykonat.

Nakonec vyslovil prof. Rényi nad&ji, Ze spolupréce matematikti Seskoslovenskych a
madarskych ptispéje k feSeni t&chto problémui.

Na programu druhé schiize dne 18. z4¥i 1954 byly tyto body:

1. Diskuse o spoluprici v&deckych pracovniki v matematice podle smérnic danych
referdtem 8. A. NovoTn£HO na X. sjezdu KSU.

2. Priprava sjezdu &sl. matematiki v roce 1955.
3. Referat o ¢innosti matematické komise a perspektiva dalsi innosti.

4. Diskuse o zamé&feni &innosti JCMF v souvislosti s ptidruZovanim védeckych spole¢-
nostf k Ceskoslovenské akademii v&d.

K referatu akademike E. CECHA se rozpiedla Zivs, diskuse. Zéstupce slovenskych mate-
matikl upozornil na nizky v&k absolventt jedenéctiletek pii nstupu na vysoké Skoly a na
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potiZe z toho vznikajici; domnivé se, Ze by i na technikdch méla byti matematika pro-
hloubena. Byla diskutovéna naprosto nedostateénd smérné &isla posluchaéi oboru mate-
matiky a fysiky na universitéch. Bylo usneseno poZédat V. sekei CSAV o spoleéné navrhy
na zvySeni t&chto smérnych &isel. Dale byly v diskusi probirdny pldny védecké price na
vysokych Skoléch a osnovy predndSek matematiky na vysokych 8koldch technickych.
Mnoho se diskutovalo o vyuce matematiky na technikédch. Byla zvolena komise, které
se bude zabyvat témito otdzkami. Byl doporuden ndvrh, aby I. sekce CSAV si vyZidala
material od ministerstva Skolstvi.

Akademik V. Jarnfx diskusi shrnul a referoval pak o ptipravach a organisaci mate-
matického sjézdu, ktery se mé konat od 1. do 8. za¥i 1955 v Praze. Sjezd bude ptisnd
védecky s thematickym zaméienim: Stav a rozvoj matematické védy v lidovédemokratickych
stdtech. Na toto thema prednesou zdstupci jednotlivych stétii asi pilhodinovy referat.
Vedle toho budou jest$ hodinové prednéasky a asi dvacetiminutové sdéleni.

Po diskusi bylo usneseno, aby akademik Jarnik pfednesl na sjezdu ptlhodinovy referat,
na n&j¥ navaZe hodinové prednaska akademika Cecha z oboru diferenciélni geometrie.

V dal§im prabéhu schiize informoval struéné akademik Cech pFitomné matematiky
o &innosti matematické komise. Aby se ¢innost komise usnadnila, bylo zvoleno &tyi-
8lenné vedeni: akademik E. Cecr, akademik V.Jarnix, prof. V. KNicHAL a prof. F. Vy-
d1CcHLO.

Na konec pak referoval prof. F. Vy&ichlo o budoucim programu JCMF a o ndvrhu
stanov, je% se li§i d4stednd od navrhii védeckych spoleénosti, které budou ptidruZeny
k Ceskoslovenské akademii véd.

Primérny podet iéastnikti na obou schiizich byl asi 28 matematikt ze zemi ¢eskych i ze
Slovenska. J. Novdk, Praha.

PRVNI PRACOVNI KONFERENCE CS. MATEMATICKYCH STATISTIKU

V minulém &isle naSeho ¢asopisu byla uvefejnéna zprdava o prvni konferenci matematic-
kych statistik®i, konané v Praze ve dnech 27. aZ 30. dervna 1954. Dnes uverejriujeme
stru®né vytahy z jednotlivych referat a sdéleni s tim, e n&které z nich budou v plném
znéni publikovany v jednotlivych odbornych ¢asopisech.

REFERATY ZAHRANICNICH HOSTE

B. V. Gnédénko: O neparametrifeskich zadaéach v matematiceskoj statistike.

Referat B. V. Gn&dénka obsahoval prehled n&kterych neparametrickych metod mate-
matické statistiky, zaloZenych na vysledcich V. RomanNovsktrO, N. KOLMOGOROVA,
N. V. Smirxova a B. V. GNEDENKA. Gn&dé&nko ve svém referdtu zduraznil vyznacné
misto t&chto metod, jak s hlediska gnoseologického tak aplika¢niho. Zduraznil hlavni
podstatu této metody, kterd spodivé v tom, %e nemusime pfi jeji aplikaci piedpokladat
znalost distribuéni funkce v zékladnim souboru, ¢im% nevnasfme do vysledku subjektivni
prvek, jako je tomu u metod parametrickych. Prof. Gnéd&nko pojednal zevrubnéji
o SmirnovovE-Kolmogorovovs testu a uvedl jeho aplikaci pfi feSeni nejrazné&jsich praktic-
kych problémt v p¥irodnich a technickych v&dach a nakonec informoval o otdzkach, kte-
rymi se nyni v tomto sméru zabyvé sov&tské gkola theorie pravdépodobnosti.

(Zpracovéni a rozsifeni tohoto referatu viz SV, MFA, 1V, &. 5, 1954, str. 671—676.)
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A. Rényi: Uber neue axiomatische Begriindung der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Pifi vybudovéni zékladi podtu pravddpodobnosti vychézi prof. Rényi ze systému
axiomu, ve kterych pojem podmin&né pravd&podobnosti vystupuje jako zdkladni pojem.
Pomoci n8kolika vysledku z theorie limitnich zdkonu a z theorie &isel ukazuje, Ze uvedeny
systém axiomu je skutefnd SirSi neZ systém Kolmogoroviv, t. j. Ze z Kolmogorovova
systému nelze zmin&né vysledky odvodit. Jak uvedl prof. Rényi, nemé jeho vlastni axio-
matika jest& definitivni formu.

H. Steinhaus: Uber einige grundsdtzliche Fragen der mathematischen Statistik.

Referat byl rozd&len na nékolik &ésti; v kazdé z nich podal H. Steinhaus vyklad jistého
ditle?itého pojmu z theorie pravdépodobnosti a matematické statistiky. Na n&kolika
prikladech z kinetické theorie plyni, ze statistické kontroly jakosti a z theorie statistic-
kych her vyloZil pojem ndhody, pravdépodobnosti, informace, daleZity pojem pravdé-
podobnosti ,,4 priori‘ a oprdvnénost Bayesova principu. Ukéazal, %e v n&kterych ptipadech
je Bayestv princip oprdvnény, jak 1ze odvodit pouZitim theorie rozhodovacich funkei.

V pribshu konference pozdravil shromé#déni P. C. MAHALANOBIS a pfi tom pfednesl
kréatky referat, kde podal struény prehled o statistickych metodach pouZivanych ve vybg-
rovych Settenich v Indii a zminil se o duleZitosti t&chto praci pro hospodaisky Zivot zemé&.
Uvedl nékteré konkretni vysledky téchto aplikaci v zemédélstvi.

IDEOLOGICKY REFERAT

F. Fabian, J. Hdjek: O nékteryjch zdkladnich otdzkdch matematické statistiky.

Cely referat byl rozd&len na t¥i &asti. V prvni éasti referatu udinili prednéasejici pokus
vystihnout hlavni zmé&ny, na jejich? zéklad® se matematickd statistika stala exaktni
védou. Zejména byla vyzdviZena duleZitost theorie vybéra a byla doloZena dosud jesté
mnohdy zanedbévand skutednost, Ze matematické statistika musi byt disledng budovéana
na zdkladech theorie pravdépodobnosti. V tomto sméru byla vyzdviZena zésluha sovétské
pravdSpodobnostni 8koly. Druhd &8st referatu byla vénovéana filosofickym otézkédm, pfi
&em¥ byl predevsim vyzdviZen gnoseologicky vyznam matematické statistiky v souvislosti
s induktivnim my#8lenim. Zna&né &ast referatu byla vénovana kritice positivismu (machis-
mu) v matematické statistice a doloZena objektivnost pravdépodobnostnich zékonitosti
v prirodnich v&déach. Tteti ¢ast byla vénovana nékterym vyhledim do budoucna jak po
strance theoretického vyzkumu, tak po strdnce vyuky matematické statistiky a jejich
aplikaci.

THEORETICKE REFERATY A SDELEN{
F. Fabian: Theorie limitnich zdkons.

Po vyloZeni re4dlného smyslu limitniho zdkona pro soudet nezévislych ndéhodnych pro-
ménnych, byly uvedeny né&které nové podminky pro konvergenci distribuénich funkei
soudtli nezavislych ndéhodnych proménnych k normélnimu, k Poissonovu a k jednotko-
vému rozdéleni. Byla uvedena nové zobeciiujicf podminka pro konvergenci nahodné pro-
m¥nné {,, kterd je funkef libovoln§ zavislych ndhodnych proménnych &;,¢ =1, 2, ..., n,
ptin — oo, k ndhodné proménné { podle pravdépodobnosti.

O. Fischer: Linedrni odhad faktori ve vicendsobné faktorové analyse.

Byl ukézén odhad pro ziskdvéni t. zv. spoleénych faktori z hodnot, které nabyvaji
pozorované ndhodné proménné tak, aby byl maximalisovan piisluSny koeficient mnoho-
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nésobné korelace. Byly ukézény podminky, kdy je tento problém identicky se stanovenim
prvni hlavni komponenty prostoru spoleénych faktori. Byly dokézény razné dalsi dule-
#ité véty o téchto faktorech.

J. Hdjek: Vydatnost pofadovych testi.

Prednésejici definoval pojem a-testu a podrobil tento test vSestrannému rozboru.
‘Upozornil na praktické provédni a pouZiti tohoto testu. Dokézal, Ze prislusnd x-statistika
mé asymptoticky normalni rozdéleni, a stanovil asymptotickou vydatnost «-testu, ktera
je 0,955, zatim co asymptoticks vydatnost znaménkového testu je 0,637. Nakonec ukézal
n&které vysledky experimentélniho zkoumani citlivosti a-testu a ¢-testu.

J. Janko: Vyjvojové tendence ve statistické indukce.

Prof. Janko ukézal velmi podrobng na vyvoj a postupné propracovani statistické in-
dukce od piivodniho problému ovéfovéni hypotéz a problémt bodového a intervalového
odhadu k nejobecn&j§im metoddm, spjatym s theorii rozhodovacich funkej. Ukédzal na
kriteria p¥i volb& t&chto rozhodovacich funkei, zaloZenych na poZadaveich stéle rozséhlej-
ich potteb praxe. Zevrubng srovnaval pfipady parametrickych a neparametrickych hy-
potéz a poukézal na duleZitost uréovani sily testd pro jednotlivé ptipady. RovnéZ byla
zdurazndna dileZitost zavedeni sekvenénich vybdrovych metod. Koneén§ se zabyval
problémem specifikace, pfi SemZ nastinil fadu problémt, zejména pak prediktivni odhad
pii zméndné struktuie. Bylo podéno feSeni tohoto problému v konkretnich p¥ipadech
vyroby strojni a hutni. RovnéZ fada dalich duleZitych pojmu v referatd uvedenych byla
ilustrovdna na konkretnich ptipadech.

M. Jifina: Reguldrnt podminéné pravdépodobnosti.

Byly uvedeny postaéujici podminky pro to, aby podmin&né pravd&podobnost vzhledem
k mdtitelné transformaci byla pravddpodobnostni mira. Jedna z téchto podminek je, Ze
g-algebra ndhodnych jevii mé spodetnou basi a %e pravdSpodobnost je v jistém smyslu
kompalktni.

A. Kotzig: Prispevok k problému hodnotenia odhadu poradia.

Referat obsahoval feSeni tohoto problému: Pozorujme na prveich daného souboru uréity
kvantitativni znak. Dejme potom sefadit tyto prvky podle velikosti pozorovaného znaku
urditému podtu osob. Tim ziskéme posloupnost permutaci prvku daného souboru & tko-
lem je urdit pravdSpodobnosti takto ziskanych jednotlivych permutaci. V referdtu byly
ukézény dva zpiisoby stanoveni téchto pravdSpodobnosti. Déle byly ukézény moZnosti
vyuziti t&chto metod. Ukazalo se, %e takto vyhodnocené odhady pofadi umoZiiuji zkoumat
vztahy mezi znaky i tehdy, kdy jeden zkoumany znak bylo mo#no métit, kdeZto u druhého
jsme msli k disposici pouze informace ve form® permutaci, popisujici odhady pofadi.

J. Likes: Pftspévek k theorii uspofddanych vybéri z exponencidlniho zdkladniho souboru.

Byl feSen problém testovani hypotéz o parametrech exponencidlniho rozdgleni a sestro-
jena kriteria zaloZené na r nejmensich hodnotéch ve vybéru, na vybérovém rozpsti a sku-
pinovém rozpéti. Byly odvozeny silofunkce jednotlivych testi a v pi{padé skupinového
rozpéti nejvyhodngjsi déleni vybéru do skupin.

J. Machek: Rozdélent priaméru r krajnich hodnot v usporddaném vybéru.

Bylo odvozeno vyb¥rové rozdéleni za predpokladu normélnfho zékladniho souboru,
Pfi dem? ziskan4 distribudni funkce byla vyjédiena jako dvojndsobny integral soudinu jiZ
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tabelovanych funkei. Potom bylo poukézano na vyhodnost aplikaci tohoto testu pfi né-
kterych destruktivnich zkouskéch.

J. Nedoma: Pozndmka k McMillanové Eldnku ,,Zdkladnt véty z theorie informact (AMS,
1954, 24, 196—219).

Citovany &lanek se_zabyvé otédzkami theorie informace v pfipads t. zv. diskretniho
kanélu. Po zavedeni zdkladnich pojmii pfednéSejici uvedl jistou zakladni vétu z citova-
ného &lénku a ukdzal, %e v jejim dikaze je jisty krok, ktery je nespravny, a dé se sestavit
priklad, ze kterého plyne, %e nejen v tomto mist8 ditkazu je podstatné mezera, ale dokonce
¥e v&ta za predpoklada uZitych v dukaze neni spravna.

J. Novdk: O spojitosti mno¥inovych funket a spojitém roz§ifent pravdépodobnosti.

Prednédejici uvedl definici pojmu spojitosti mnoZinové funkee a predvedl vlastni zpisob
spojitého rozdifovéni spojitych mnoZinovych funkef z algebry na minimélni o-algebru,
kterd ji obsahuje, bez doposud uZivanych pomé&rng sloZitych pojmt vnéj§i miry a méfitel-
nych mnoZin.

A. Pérez: Incertitude, entropie, tnformation.

Pojem entropie a informace je definovan bez obvyklého omezeni na t. zv. koneéné p¥i-
pady pomoci pojmu nejistoty, coZ je funkce Radon-Nikodymovy hustoty spliiujici jisté
ptirozené po¥adavky. Entropie mé obdobné vlastnosti jako v kone¢ném piipadé. Infor-
mace se definuje v kartézském soudinu dvou abstraktnich pravd&podobnostnich poli jako
zmenseni primérné nejistoty, kdyZ jednu soufadnici zndme. Je uvedena nutné a postacu-
jici podminka pro existenci informace a fada vlastnosti informace, jako na pf. jeji inva-
riance pr4vé jen vzhledem k suficientnim transformacim.

Z. Reiny: Pousitt maticové formulace vicerozmérného normdlniho rozdélent a theorie nor-
mdlnt regrese na nékteré ulohy analysy rozptylu.

V referatd bylo ukézéno FeSeni problému z Wilksovy theorie normélni regrese a lineér-
nich hypotéz pomoci maticové formulace; pak ukézény vyhody tohoto zplsobu vyjadro-
véni zejména ve vicerozmdrném pripads. Poté bylo poukédzdno na moZnost feseni nékte-
rych tloh z analysy rozptylu vhodnym pfevedenim problémi na test linedrnich hypotéz,
a to metodami uvedenymi v prvé éésti sdéleni.

J. Seitz: Pozndmka ke spojité transformact ndhodnych velitin.

Bylo podéno FeSeni problému, ktery je moZno formulovat takto: Necht Fy(x) a Fy(x)
jsou spojité, stéle rostouci distribudni funkce, z nichZ prvni je distribu¢ni funkei ndhodné
proménné &. Jest tikolem stanoviti spojitou funkei f(x) tak, aby veli¢ina f(§) méla distri-
buéni funkei Fg(x).

0. Sefl: Pozndmka k theorii spojitych staciondrnich procesi.

E. SLuck1s nalezl postadujicf podminku pro spojitost s pravdépodobnosti jedna stacio-
nérntho néhodného procesu. Jeliko? kaZdy ndhodny proces lze konstruovat v prostoru
nespojitych funkei, neplyne ze spojitosti skoro jisté nahodného procesu spojitost skoro
jist® jeho konkretnich representaci. PrednaSejici udal ptiklad konkretni representace skoro
jist® spojitého stacionarniho procesu pomoci dvojné fady ndhodnych proménnych, pro
ktery spektrélni hustota neni rovna nule vné koneéného intervalu.
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A. Spadek: O zkusenosti v theoris statistického rozhodovdni.

Znéme-li distribuéni funkei v prostoru parametrt, je Bayesovo feSen{ statistického roz-
hodovaciho problému nejlepsi vzhledem k danému zptisobu zhodnoceni ztrét. Ve sdélent
byla ukézéna metoda konstrukee posloupnosti rozhodovacich funkef (néhodného rozhodo-
vaciho procesu) tak, %e posloupnost pramérnych ztrat skoro jisté konverguje k Bayesové
ztrats. Postupnému ziskdvani zkuSenosti odpovidé posloupnost empirickych distribué-
nich funkei, které skoro jisté konverguji k distribuéni funkei parametra.

L. Truksa: Inverse stochastickijch procest a fiducidlnt rozlofent pravdépodobnosti.

Ve sd&leni bylo ukézdno odvozeni fiducidlniho rozloZeni parametru (¢) v definitnim
stochastickém procesu X (t) plynouci z inverse procesu X (). Vysledky odvozené v kon-
kretnich ptipadech procesu Poissonova, procesu binomického a posloupnosti binomické,
se shoduji s vysledky plynoucimi z theorie konfidenénich mezi. Jsou uvedeny piiklady
realnych prot&jska inverse zmindnych procesit tykajicich se radioaktivniho rozpadu a
statistické kontroly jakosti v hromadné vyrobé.

M. Ullrich: O odlehlych pozorovdnich.

Grubbsovo kriterium pro vyloudeni dvou t. zv. odlehlych pozorovéni je zobecnéno na
piipad k takovych pozorovéni; pro pfipad normélni distribuénf funkce je kriterium pro
vyloudeni k pozorovani stanoveno explicitné a umoziiuje sestavit numerické tabulky.

K. Winkelbauer: Pozndmka k sekvenénit analyse.

Ve svém sd8leni predvedl prednasejici zobecnéni Waldovy fundamentélni identity,
ktera tvori zaklad podilového sekvenéniho testu, na piipad jednorozmérné néhodné pro-
chézky s pohyblivymi mezemi, jez pii kazdém kroku putuji po reélné ose na ob8 strany od
potatku piiblizng aritmetickou fadou. Ditkaz fundamentélni identity pro uvedeny pfipad
je zalo¥en na vhodné transformaci dané posloupnosti ndhodnych proménnych v takovou,
pro kterou lze dokézat, e transformovand nadhodné prochézka skonéi po koneénd mnoha
krocich s pravd&podobnosti rovnou jedné.

THEORIE PRAVDEPODOBNOSTI A MATEMATICKA STATISTIKA V PRIRODNiCcH VEDACH

J. Berdnek: Statistickd theorie turbulence.

Byl podan piehled klasickych metod theorie turbulence s aplikacemi na hydrodynamiku
a aerodynamiku. Rovn&? bylo poukézéno na moZnost aplikaci na pf. v astronomii a jinde.
Autor poukézal ve svém referdtu predevsim na zédsluhu A. N. KoLM0OGOROVA, ktery pouZil
metod matematické statistiky v theorii turbulence k dal§imu systematickému rozvijeni
této theorie. V referatu byla také ukédzana reSeni nékterych problému turbulence matema-
ticko-statistickymi metodami.

A. Liska: Pozndmky k zdniku vétvicich se procesi a poufitt v chemit.

Bylo poukézéno na dule¥itost vypracovéni matematické theorie prub&hu chemickych
reakei, kters je§td neni celkovs vybudovéna. Pfednésejici také ukdzal zptusob feseni n&-
kterych problému v tomto oboru pomoci theorie vétvicich se stochastickych procesi.

J. Pantelopulos: Quelques résultats de mesure des fluctuations des vitesses et du débit solide
sur le Danube.

Piednsdejici ve svém sddleni podal zpravu o zpiisobu méFeni kolisani podélné rychlosti
a pevného nanosu a o vysledcich méteni. Zjistilo se, Ze kolisdn{ rychlosti tvofi stacionarni
Gausstiv proces; byla zmétena jeho korelaéni funkce a pfibliZzné odhadnuta nutna doba
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ﬁéfeni, které odpovidé pofadované piesnosti. Také se zjistilo, ¥e doba méfeni pro jistou
presnost musi byt delsf, neZ které se uZivalo doposud. Uvedend mé&feni jsou dileZité pro
stavbu vodnich d3l na Dunaji.

THEORIE PRAVDEPODOBNOSTI A MATEMATICKA STATISTIKA V TECHNICE

M. Bilwachs: Necentrdlni t-test s pouZitim rozpétt.

Byla ukézana mo¥nost zjednodusent praktické aplikace uvedeného testu nahrazenfm
sm¥rodatné odchylky vyb&rovym rozpstim. Byly nalezeny pottebné distribuéni funkce
a ukézén vypotet hodnot mezi pro zvolené pravdSpodobnosti.

V. Hordlek: Operaéni charakteristika prejimky jednim vybérem pri nékolika jakostnich
znacich.

Bylo ukézéno na vyhody a nevyhody pfej fmacich postupii, kde bud kazdy prvek vybéru
kontrolujeme vzhledem k n&kolika jakostnfm vlastnostem najednou, nebo kde nejprve
viechny prvky zkontrolujeme vzhledem k jednomu znaku, potom ke druhému atd. Byly
uréeny operaéni charakteristiky pro oba postupy, proveden jejich rozbor a srovnéni.

V. Klega: Metody kontroly sefizent automatisovanych operact ve strojirenstvl.

Byly uvedeny tti metody kontroly sefizeni automatt a poloautomati, na nichz se pro-
védi cely cyklus opracovéni bez zésahu déInika. Bylo poukézéno na vyhody aplikace sta-
tistickych metod za pfedpokladu, Ze kriterium presnosti vyroby je mensi neZ 1 a uvaZo-
valo se sefizeni pomoc{ universélnfho méticiho ptistroje, podle znamének odchylek a podle
iterac.

M. Knotek: Aplikace matematické statistiky na huint vjrobu a metalurgické procesy.

Prednadejici se zabyval predeviim zékladni problematikou sledovéni metalurgickych
procesii a jejich rozborem s hlediska metod matematické statistiky. Ukazal na zédkladni
rysy a rozdily mezi aplikaci matematické statistiky ve vyrob8 strojirenské a ve vyrobé
hutni. Zdtraznil predevsim daleko v&t&f komplikovanost v procesech, které v hutnictvi
méme sledovat a podrobovat rozbortm. Byla také zdivodnéna dileZitost a aktudlnost
aplikaci matematicko-statistickych metod jednak pfimo v kontrole, jednak v metodice
vyzkumu a pii objastiovani dulefitych theorif vlastnosti kovii (statistické theorie lomu
a Unavy materidlu).

Z. Koutskyj: Reléovy stroj pro statistické rozhodovdni.

Byl popsén stroj k provadéni Waldovy sekvenéni analysy a pfedveden v &innosti.
Stroj byl sestaven s b&%nych soudéstek, kterych se pouZiva v telefonnich ustfednéch;
¥4dany sekvenéni test lze do stroje nastavit. Kromsd praktického pouZiti v zdvodech pro
skutedné provadén{ sekvendnich testl lze stroje pouZit také na pf. pro experimentélni sta-
noveni operaénich charakteristik sekvenénich testi a pramérnych rozsahi vybéra.

J. Kfepela: Pfejtmdni partit rozdélenych do stejnyjch podskupin.

V technické praxi se &asto vyskytuje otdzka stanoveni prejimaciho postupu v pfipads,
kdy partie postoupené ke kontrole je rozdslena do stejnych podskupin. B&#né prejimaci
postupy takové rozdsleni nerespektuji. Ukézalo se, Ze pro rektifikadni i nerektifikaéni
ptipady 1ze vhodnd formulovat poZadavky na prejimaci postupy, které respektuji rozds-
lenf dodavky do podskupin a tyto piejimaci postupy lze podle nich jednoznaénd stanovit.

B. Pardubsky: Pou¥iti matematické statistiky pii rozboru vyrobnich chyb.

Kady vyrobni proces podléh4 celé fad$ vlivii jak ndhodnych tak systematickych, které
zpusobuji vyrobni chybu. Ve sdéleni byly sledovény frekvenéni funkce vyrobnich chyb,
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které vznikaji pFi automatické vyrobd soudsst{ na plnoautomatickych ty&ovych soustru-
zich a byly (za jistych piedpokladi) provedeny odhady piisluSnych parametri. Bylo
ukézéno, ¥e zmny rozmé&ri obrab&ného povrchu pfi soustrufeni moZno povaZovat za
stochasticky proces, tak¥e potom lze takovy vyrobnf postup charakterisovat parcidlnfmi
diferencidlnimi rovnicemi Kolmogorovovymi.

L. Prddek: Statistickd theorie unavy materidlu.

Bylo pojednéno o urdeni vztah mezi zatiZenim a poStem cykli, po kterych nastane
znehodnocenti uréitého zkoumaného vzorku v pripads, kdy na soudéstku pusobf cyklické
zat&%ovani; pii tom totiZ znehodnoceni inavou materidlu nastane pfi zatiZeni niZsfm, neZ
je zatiZeni kritické. Byl udén uplny tnavovy diagram, metody pro urfenf meze unavy
a dolni meze viech unavovych kfivek.

L. Prouza: Nékteré nové statistické problémy v hromadné vg]r.obé'.

Prednésejici uvedl fadu problému souvisicich s pouZitim piejimacich postupi. Ukézal,
%e jednim z hlavnich problémi je stanoveni risikovych funkei, které odpovidaji skuted-
nym pomé&rim. Z dalsich problémt se zminil pfedevsim o zfskavén{ pro praxi uZitednych
fefeni rozhodovaci ulohy a o problému stanoveni zévislosti velikosti vybéru na velikosti
zékladnfho souboru. Potom nastinil problematiku souvisici s technikou néhodného vybéru,
s pouZitim plynulych p¥ejimacich postupi a s automatisaci statistické kontroly provadéné
Waldovym sekvenénim testem. Nakonec rozebral moZnost zlepSeni kontroly vyrobnich
procesti pouZitim theorie stochastickych procest.

J. Sedldéek: Theorie jakostniho tFidént.

Ve sdéleni byla podéna metoda konstrukce regulaéniho diagramu pro piipad, Ze znak je
klasifikovén podle dvou mezi do t#f t¥id, pfi emZ hodnoceni znaku se provadi podle jedné
zkousky, jednak s ohledem na maximalni, jednak na minimélni hodnotu. Byly ukazany
vyhody zavedeni tohoto regulaéniho diagramu pro provozni meziopera¢n{ kontrolu — ze-
jména ve strojirenstvi.

A. Zaludovd: O souasném stavu aplikact matematické statistiky ve strojirenstvt.

Ve svém referatu poukézala pfednaejici na velmi Sirokou problematiku, kterou se za-
byvé skupina pro matematickou statistiku theoretického vyzkumu VUTT. Bylo ukézéno
na viechny regulaéni metody, jich% se pouZivé ve vyrobnich provozech &sl. strojirenstvi.
Predeviim pak bylo podtrfeno, Ze kaZdému zavadéni regulace vidy pfedchézi statisticky
rozbor vyrobnich podminek. Bylo ukézano na Siroké uplatnéni statistickych vyb&rovych
prejimacich postupt. Prednaiejici se déle zabyvala vysledky, kterych bylo dosaZeno
v oboru funkénich zkousek sd8lovacich kabeli, pfi pouZivéni theorie planovanych pokusi,
linedrni a vicenasobné regrese, pti Fefeni otdzek stanoveni toleranci uzavirajictho ¢lénku
rozmérového obvodu atd. Uvedla také prace z oboru zkouméni inavy materidlu.

THEORIE PRAVDEPODOBNOSTI A MATEMATICKA STATISTIKA V CHEMICKEM
A POTRAVINARSKEM PRUMYSLU

A. Robek: Potravindfskd vyjroba a metody matematické statistiky.

Byl zhodnocen vyznam matematicko-statistickych metod v potravinifském primyslu
a uvedeny né&které vysledky dosaZené pomoci téchto metod. Na zévér byly nastinény
tkoly, pfed kterymi steji matematiSti statistikové v potravindfském prumyslu.

V. Rypar: Statistickd kontrola jakosti vjroby v chemickém primyslu.

Bylo ukézéno na dosud nedostateéné vyuZiti metod matematické statistiky v chemic-
kém priumyslu a naznadeny cesty vyuZivéni statistickych metod jak pfi zavadéni regulace:
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vyroby, tak pti ov8Fovani toleranci, pfi zjistovani rozsahu zdvadnosti, mist vzniku a pf¥i-
gin réiznych vad atd.

THEORIE PRAVDEPODOBNOSTI A MATEMATICKA STATISTIKA VE ZDRAVOTNICTVE

0. Benedovd: Zkudenosti z jednoroéni spoluprdce statistika v biologické kontrole létiv.

Bylo ukézéno na kenkretnich ptikladech, jak vlivem statistickych rozbora titra¢nich
vysledkt se zadala objektivn® hodnotit presnost jednotlivych titraci a jak byly titrace na
zdklad® toho zlepSovany a zpiesiiovany. '

M. Josifko: Statistické metody pro hodnocent biologickyjch zkoudek.

Byl podén rozbor pouZitelnosti statistické metody pfi hodnocent biologickych zkousek,
pii dem# bylo konstatovéno zaostavéani theoretické prace v tomto sméru u nés proti
potiebam diktovanym praxi. Déle byla vysv&]ena metodika provadéni biologickych
zkoudek a definovan pojem biologické zkousky kvantélni a kvantitativni. V referatu
byly podrobn§ rozebrény statistické metody hodnoceni kvantélnich biologickych zkousek
pomoci odhad raznych charakteristik pfislusnych distribuénich funkei. Nakonec byla
zdirazndna zékladni otdzka, kterou je pro ptipustnost biologickych zkouSek problém
presnosti ziskanych odhadi.

F. Link: Odhad vyjznamnosti kvantdlnygch odpovedt pri rutinnych prdcach.

Byl podén navrh aplikace y*-testu na sloZenou hypothesu, Ze mezi standardem a zkou-
Senym piipravkem nenirozdilu a Ze zévislost odpovédi (vyjadienych v probitech) na loga-
ritmu davky je dana linedrni regresnf funkei. Pti aplikaci se pouZivé stfidaveé déavek stan-
dardu a zkoufeného piipravku.

V. Maly: Logaritmicko-normdint rozdélent.

Byla ukézéna a zdivodnsna nutnost aplikace tohoto rozddleni v biologii a zdravotnictvi
& uvedena normalisatni transformace, kterou je transformace logaritmické. Byl nastinén
historicky vyvoj tohoto problému a uvedené rozdéleni podrobné analysovéno. Koneéné
bylo ukézéno, ktery materidl a za jakych podminek vyhovuje uvedené distribuéni funkei.

M. Spatkovd: Aplikace statistickych metod v biologické kontrole lé&iv.

Bylo referovédno o kvantélnich a kvantitativnich metodach jednodéavkovych a vice-
déavkovych, a to piimych nebo takovych, které hodnoti pokus na zéklad® srovnani se
standardnim prepardtem. Uvedené metody byly ukézény na pokusech kratkodobych,
dlouhodobych, pipadnd ktizovych. K celkovému obrazu pokusu bylo pouZito analysy
rozptylu. Nakonec bylo pojednéno o pouZiti regresnich piimek a rtznych testt vyznam-
nosti.

V. Tréka: Praktické zkusenosti 8 hodnocentm LD 50 riiznymi metodams.

Bylo provedeno srovnéni vétsiho podtu vysledki hodnoceni LD 50 raznych latek me-
todou probitovou s vysledky nskterych jednodusgich metod. Bylo ukézano, Ze vysledky
dosaZené jednotlivymi metodami vesm&s leZi uvnitf intervalu spolehlivosti hodnoty
LD 50 vypoditané probitovou metodou. Bylo provedeno srovnéni nékolika uZivanych
metod.

M. Vacek: Dnedni stav zdravotnické statistiky.

Byl uveden rozdil mezi pouZitim statistickych metod ve zdravotnictvi difve a dnes a
ukézéno, ¥e hlavnim tkolem zdravotnické statistiky je sledovat vyvoj stavu zdravi oby-
vatelstva a byt néstrojem k prohlubovéni 1é¢ebn$ preventivni péte. Byla podtriena
nutnost piesné a metodicky jednotnd vedené zdravotnické evidence. Bylo zduraznéno,
¥e pti zpracovéni ziskaného statistického materidlu mé nejvétsi vyznam technicky sprav-
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né vyusiti vybérovych metod. V praxi se ukazuje, %e zdvaZnou nesnézf u mnohych statis-
tickych Setfeni je dosud netiplnost, nepresnost a metodické nejednotnost nskterych pod-
klada pro zdravotnickou statistiku. Pom&rnd dobré situace pti aplikacich statistickych
metod byla konstatovéna ve zdravotnickém vyzkumu. Ke konci referdtu byly shrnuty
dnesni dkoly nasi zdravotnické statistiky. Fr. Fabian, Praha.

STUDIJNT POBYT AKADEMIKA EDUARDA CECHA V BUDAPESTI

V rémci Seskoslovensko-madarské kulturnf dohody do&lo v listopadu 1954 ke &trnécti-
dennimu studijnimu pobytu akad. E. CEcra v Budapesti. E. Cech prednésel 12. listopadu
v Matematické spolenosti J. Bolyaie na thema Pojem styku jako zdkladni pojem diferen-
cidint geometrie a 18. listopadu v Matematickém tistavu university na thema Diferencidini
geometrie transformact. Obd prednésky byly spojeny s Zivou diskusi. Kroms$ toho doslo pri-
béhem navitdvy k fad¥ plodnych rozhovord jednak o ruznyeh specidlnich v&deckych
probleméch, jednak o prohloubeni trvalé spolupréce mezi matematiky obou spfételenych
stati. E. Cech, Praha.

IV. SJEZD CESKOSLOVENSKYCH MATEMATIKU V PRAZE

Ceskoslovenské akademie véd schvalila a k dal§imu Fizeni ptedloZila nédvrh matema-
ticko-fysikélni sekce, aby byl ve dnech 1. a% 8. zaf{ 1955 v Praze uspofddén IV. sjezd
Geskoslovenskych matematik 8 pofetnou zahrani¢ni \’Jéa.sti.}

Na sjezdu budou prosloveny pulhodinové referdty o stavu a perspektivd matema-
tickych véd v jednotlivych lidov® demokratickych statech, ddle hodinové odborné pied-
nagky vynikajicich matematiki a konednd kratsi v&decké sdSleni, jeZ budou pfednesena
ve zvla&tnich sekcich.

Podrobnéjsi zprdvu o organisaci sjezdu pfineseme v pi§tim &fsle.

J. Novdk, Praha

PREDNASKY A DISKUSE V MATEMATICKE OBCI PRAZSKE

V matematické obei praZské pokradovaly i letos od zaddtku studijniho roku 1954/55
pravidelné pond&lni prednésky a diskuse (od 17 hod. 15 min.). Ugast na nich byla znatné
a diskuse byly %ivé.

Konaly se tyto pfednésky a diskuse:

25. 10. 1954: V. Jarntk, M. Katétov, V1. Knichal, O mezindrodnim matematickém kongre-
su v Amsterodamu. (Viz referat na str. 89.)

1. 11. 1954: E. Cech, M. Fiedler, Z. Nddentk, F. Vy&ichlo, O matematické konferenci
v Berling, potddané na oslavu B. Riemanna ve dnech 10. a% 16. 10. 1954
(Viz referat na str. 90.)

3. 11. 1954: Jos. Novdk, Lad. Truksa, Ant. Spac'ek O sjezdu pro podet pravdépodobnostx
a matematickou statistiku (Berlm 19. 12. 1954).
8. 11. 1954: Miloslav Jdiza, O spojitych funkeich, které nemaji derivace.
15. 11. 1954: G. F. Rybkin, O vydévéni matematické literatury v SSSR. (Viz referé,t na
str. 90.)
22. 11. 1954: Jar. Kurzweil, O metrické theorii &isel. (Viz referdt na str. 92.)
24. 11. 1954: Jdzef Lukaszewicz, O préci skupiny pro aplikace matematiky ve Wroclawi.
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25. 11. 1954: Akad. L. Kalmdr, O spojitych funkeich v Baierové prostoru a jejich sou-
vislosti s matematickou logikou. (Viz referdt na str. 94.)
29. 11. 19054: Ladislav Prochdzka, N&kters sovétské vysledky z theorie grup.
6. 12. 1954: E. (ech, Pojem styku jako zéklad diferencidlnf geometrie.
Redakce.

GINNOST BRNENSKEHO ODBORU JCMF

Brndnsky odbor Jednoty teskoslovenskych matematiki a fysika zahdjil svou ¢innost
v tomto kolnim roce prednadkou prof. O. BorOVKY ,,0 védeckém dile Matyése Lercha‘
konanou dne 28. fijna 1954. Dalsf prednaSku mél dne 11. XI. 1954 prof. dr. A. VaSi¢Ex
pod nézvem ,,M&feni indexu lomu a tloustky tenkych vrstev' a 25. XI. dr. J. KorRva
,»N&kolik zajimavosti z theorie &isel‘.

Kroms téchto prednédek, které se konaji pravidelnd jednou za &trnéct dni, porédda
JCMF v Brnd ka¥dy &tvrtek ,,Diskuse o novych pracich brnénskych matematiki‘‘. Zatim
byly na pofadu t¥i referty: ,,K problému Zarankiewicze* (dr. K. Curix) ,,Srovnavaci
oscila¥ni theorémy** (dr. M. LArTOCH), ,,Svazy s metrikou** (dr. M. MikULIK).

Miloé Zldmal, Brno.
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