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Casopis pro pé&stovini matematiky, ro¢. 80 (1955)

0O SVAZOVE USPORADANYCH GRUPOIDECH

VACLAV KUDLACEK, Brno.
(Doslo dne 13. kvétna 1954.) DT: 519.4

Ve své préaci pojednavam o svazové uspofddanych grupoidech, t. j-
o mno¥inach, které jsou souéasné grupoid a svaz. Mym cilem bylo pte-
dev&im zobecnénf nkterych vysledk, které byly ziskany pro svazoveé
usporédané grupy, jak jsou uvedeny jednak v (BL), jednak v (LG),
jednak v (KB),*) na které m& upozornil prof. dr O. BorUVEA. Ve
zobecndni danych vyslediti jsem postupoval tim zpiisobem, Ze jsem
vynechal n&které axiomy grupy a volil pak vztah mezi svazovym naso-
benim a nésobenim v grupoidu. V&ta prvni, druhéd a patd si viimé
vztahu monotonie uspofddéni pro nésobeni a zakonu distributivnich
pro nésobeni. Véta tfeti ukazuje, Ze komutativni svazové usporadany
grupoid s kracenim je distributivni svaz. Véta Sesta a sedmd uréuje
podminky, kdy svazov® uspoiddany grupoid je jednoduse uspoiadany.
V textu je uvedeno n&kolik piikladii svazové usporédanych grupoidu.

Definice 1. Cdsteéné usporddany grupoid je grupoid, jehoZ pole je Edstecné uspo-
Fadand mnofina v relaci < a kde pro libovolné proky a, x, y € G plati
U) z<y=>a.z<a.y,z.a<y.a.

Definice 2. Svazové usporddany grupoid je Sdstetné uspofddany grupoid, jehoZ
pole je svaz.

Poznamka: Ve svazové usporadanem grupoidu G jsou kazdé uspofddané
dvojici prvki (a, b) z grupoidu @ piitazeny prvky a.b, av b,anb opét z gru-
poidu G. Je tedy svazové uspofddany grupoid mnoZina s trojim nésobenim
nebo jinak svaz s tfetim nasobenim, které je vazano vztahem (U).

V&ta 1. Necht G je svaz s tretim ndsobenim, kieré je se svazovymi operacemi vd-
zdno vztahy, bud '

(D1) a.(xvy)=a.zxva.y,

(D2) (xvy).a==z.avy.a,
nebo

(D1) a.(xny)=a.x0na.y,

D2) (xny).a=xz.any.a,

*) Viz seznam literatury na konci této préce.
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kde a, z, y € G. Pak @ je svazové uspofddany grupoid. Je-li G $vazové uspoi"ddani]
grupoid, nemusi platit Zddny ze vztahi (D1), (D2), (D1), (D2').

Dikaz: Necht G je svaz s tietim nasobenim. Necht plati (D1) a (D2). Necht
jsou @, z, y e G takové, te x < y; pak y =xvy a dile a.y=a.(xuy) =
—a.xzva.y tedy a.2 < a.y. Podobné y.a = (zvy).a=x.avy.a,
tedy z . @ < y . a. Plati tedy (U) a G je svazové usporddany grupoid. Podobné
dokazeme platnost vztahu (U) z platnosti (D1’) a (D2').

Necht @ je svazové uspofddany grupoid, pak pro porovnatelné prvky z,
y e @ ziejm& plati distributivni zékony (D1)—(D2’'). Nebot at na pt. < y,
pak také a. 2 <a.y, x.a < y.a, pro z,y,aeG. Dile zuvy =y, a.2u
va.y=a.y=a.(xuy) a také x.avy.a=y.a= (xuy).a. Podobnsé
se ukdze platnost (D1') a (D2').

Piiklad 1. UkdZeme nyni na piikladé,

/ Ze pro neporovnatelné prvky svazové uspo-
fadaného grupoidu nemusi platit zadny
a ze vztaht (D1)—(D2’). Necht G je svazo-
vé& uspofadany grupoid. Svazové nasobeni
je dano diagramem (obr. 1), grupoidni na-
c sobeni je dano tabulkou:
|7 a b ¢ n
b jlj a a a b
ala a a ¢ n
n bla b b n n
Obr. 1. c|lb ¢c n n n
nlm n n N n

Ziejmé je splnén vztah (U). Distributivni zdkony (D1)—(D2’) neplati, na pt.
a=a.j =a.(buc)*+a.buva.c =auvc =7,
a=9.a=(0buc).a +b.avc.a=buc =7,
b=j.n =j.bnc)*j.bnj.c=ana =a.
n=n.J =0bne).j £b.jnc.j=anb=25b.

Tim je véta dokdzéna.

Véta 2. Necht G je komutativn svazové uspofddany grupoid, v mém# platt
(DY), (DY), pak plati
(K) (aub).(@anb)=a.b.

Naopak svazové uspofddany grupoid, v kterém plats (K), je komutations, ale ne-
musi v ném nutné platit (D1) a (D1').

Dikaz: Necht @ je komutativni svazové uspoiddany grupoid, v némz plati
(D1) a (D1'). Protoze @ je komutativni grupoid plati, také (D2)a (D2'). Necht
@, b e &. Nasobme nerovnosti aub >a > anb, resp.aub > b > anb prvky
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b resp. a. Pak mame (aub).bn(aubd).a>=a.b=(anb).bul@nd).a;
dile (@ubd).(@nbd)>a.b > (aubd).(anb). Musi tedy platit (K).
Druhou &4st tvrzeni dokazme na piiklads.

Piiklad 2. Necht @ je svazov® uspofddany grupoid. Svazové nésobeni je
déno obrazkem (obr. 1) a grupoidni ndsobeni je dano tabulkou.

|7 a b c n
/I I B B
al|j j 7 7 7
b|j 4 j 1 ¢
c|j 4 77 ¢
n|j j ¢c cn

Nésobeni je zfejmé komutativni. Vztah (K) je splnén pro porovnatelné
prvky. Pro neporovnatelné prvky obdrzime:
(@ave).(@anc)=j.n=a.c=7j, (buc).(bnc)=j.n=b.c=7j.
Neplati (D1), nebot
c=cuc=n.bun.c Fn.(buc)=n.j=7.
Neplati (D1’), nebot
c=cnc=n.bon.cEn.bnc)=n.n=mn.
Tim je nade véta dokazana.

Podobnou vétu dokazuje ponékud jinak F. KLEIN-BarMEN (KB, Satz 1,
s. 88), ale pfedpokladé platnost asociativniho zdkona pro grupoidni ndsobeni.
V dalsim klade otdzku, zda naopak z platnosti vztahu (K) vyplyvaji vztahy
(D1) a (D1’) u asociativnich svazové uspofddanych grupoidi. Odpovéd je
zéporné, jak dokazuje predchozi priklad 2, v ném¥ se jedna o asociativni gru-
poid.

Véta 3. Necht G je svaz s tretim ndsobenim. Necht plati (K) a pravidlo o krdcen,
t.j. :

G.2=0.Y=>=1y;
pak G je distributivni svaz. ’

Poznéamka: Podobnou vétu pro svazové uspofddané grupy, ale nekomu-
tativni dokazuje BIRKHOFF (BL, Chapt. XIV, Th. 5, p. 219). Pro svazové uspo-
¥4dané grupoidy podobnou vétu dokazuje Klein-Barmen (KB, Satz 6, s. 93).
VyuZivé opét asociativniho zédkona.

Dtkaz: PouZijme véty, kterd je v BL, Chapt. IX, Th. 2, Cor. 1, p. 134.
Svaz § je distributivni, plati-li pro libovolné prvky a, z, y € 8

auz=auvy
>r=y.
anzx=any
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Necht tedy a, z, y jsou libovolné prvky z @, pro které plati avz =auy,
anz=any. Vyndsobenim téchto rovnic dostaneme (au z).(anz) =
= (avy).(@ny),zéhoka.z=a.y. Po zkriceni mdme x = y. Je tedy G
distributivni svaz.

V&ta 4. Necht G je svazové uspofddany grupoid, v kterém plati pravidla o krd-
cent. Pak pole grupoidu G nemite byjti koneénd mnoZina.

Dikaz: Je-li pole koneénd mnoZina, je G quasigrupa. Necht j e G je jed-
ni¢ka svazu, necht z je libovolny prvek z G, pak existuje prvek y e G tak, Ze
z.y=7j. Plati j > y, z ¢ehoz x.j = x .y = j. Je tedy x.j = j pro viechna
x € G, coZ je spor.

Definice 3. Necht G je Edsteéné uspofddany grupoid, kiery je soulasné quasi-
grupa, pak grupoid G nmazveme Edsteéné uspofddanou quasigrupou. KdyZ G je
svaz, pak G nazveme svazové uspofdadanou quasigrupou.

Oznadéme 3

H) a.25a.y<>z<y, z.aly.a<>2<y.

Véta 5. Necht G je svazové usporddand quasigrupa. KdyZ a jen kdyZ pla,ti (H),
pak plati (D1), (D2).

Dukaz: la) Necht plati (D1), (D2). Necht z,y,ae @, < y. Potom a.
(zvy)=a.y=a.zva.y, tedya.x2< a.y.

b) Necht a .2 < a.y, pak a.zva.y=a.y=a.(xvy), z toho y =
=zuy, tedy z < y. Podobné proz.a < y . a.

2. Necht plati (H). Necht a, z, y € @, pak existuje c € G tak, Ze plati

a.z<a.zva.y=a.c,paka.z<a.c tedy z<c,
a.y<a.zxzva.y=a.c,paka.y<a.c tedy y<c.
Necht pro néjaké de @ plati 2 < d, y<d, paka.z<a.d,a.y<a.d a
a.c<a.d;ztohoc<dac=zuy. Mimetedya.(ruy) =a.zva.y.
Podobné postupujeme pro (zuy).a==z.auvy.a.
Poznidmka 1. Véta 5 platl zaménime-li v ni (D1) a (D2) pomoci (D1’) a
(D2).
Pozndmka 2. Podobnou vétu dokazuje Birkhoff v (BL) pro svazové uspo-
radané grupy.

Definice 4. Necht G- je svazové uspofddand lupa (t. j. svazové uspofddand quasi-
grupa s jednickou). Jednoznaéné stanoveny prveka-1e G s vlastnostia .a-1 = e
nazyjvdme (pravym) inversnim prokem.

Pozndmka: Birkhoff v (BL) v Chapt. XIV, § 4, cv. 7 definuje svazové
uspofadanou lupu jinak.

Definice 5. C'dsteéné uspoFddany grupoid @ je jednodude usporddany; kdyz pole
grupoidu je jednodude uspofdddno, t. j. kdy? pro kaZdé dva prvky a, be G platt
. Jeden ze vztahi, a < b, a > b.
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Vi&ta 6. Necht G je svazové uspotddand lupa, kde plati (H). K dy% a jen kdyZ pro
libovolné proky a,be @, a > e, b > eplatianb > e, pak @ je jednoduse uspo-
Fadand.

Dikaz: Kdyz G je jednodufe uspofddand, tvrzeni je ztejmé. Nechf nyni
plati podminky véty. UkaZme nejprve, Ze plati-liprongjaké dva prvkya,be G
néktery ze vztaht:

pak musi platit jeden ze vztahtia < b, b < a. Necht na pf. plati 1. Pak mame
b.b-l—e—a.b-lue—=a.b-1ub.b=1=(qub).b-1, odtud b=a v b,
tedy @ < b. Podobné pro vztahy 2—4.

Predpokladejme nyni, Ze pro nékteré dva prvky a, be @ neplati ani jeden ze
vztahit 1.—4. Musi tedy platit

a.b-tue>e, b.arlue>e,

a.b-1ne<e, b.alne<e.
Je tedy

(4) (a.b-lue)n(b.a"lue)>e.
Dale

e>(@.blne)u(d.atne) = (a. b-1nb.b"YHYu(b.a tna.at) =
=(anb).blu(and).a"t = (and).(b-'va"l) =a. (b-*vaYHnbdb.
.(b-1va ) = (a.btue)n(euvb.a™t),

co¥ je spor 8 (4). Musi tedy platit jeden ze vztahtt 1.—4. a tim je véta dokézana.

Definice 6. Necht G je Edsteéné uspofddany grupoid s jednotkou e, pak proek
k se nazjvd minimdint kladny proek, neni-lv vziah e < x < k splnsn pro Zddné
zeG. Mnokinu viech minimdlnich kladnych proki nazjvime kryci mnoZinow
jednotky e.

Véta 7. Necht G je svazové uspofddand lupa, kde plati (H). Necht kryct mno-
Yina obsahuje prdvé jeden prvek k. Necht pro kafdé x € G, pro néf x > e, plati
@ > k. Potom G je jednodue uspofddand.

Diukaz: Uvaiujme z,ye G takové, Ze > e, y > e. Dile mame z >k,
y >k, xny > k> e. Je tedy G podle véty 6 jednoduse uspotradana.

Poznimka: Véta 6 a 7 je dokdzéna pro svazové uspofddané grupy v (LG).
Viimnéme si, Ze jsme k dikazu vét uzili pouze téchto predpokladi: G je sva-
zové uspotddany grupoid s jednotkou; ke kazdému prvku existuje inversni
prvek; plati vztahy (D1)—(D2’) a kréceni.

Uvedme piiklad svazové uspofddaného grupoidu, ktery vyhovuje témto
zjednodusenym pfedpokladim a neni grupa.
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Piiklad 3. Necht @ je mnozina celych ¢&isel. Grupoidni nédsobeni je dano
nasledujicimi vztahy

1. Je-liz > 0, y > 0, pak \
9= 1N =[1Y).
2. Je-liz > 0, y <0, nebo z < 0, ¥y > 0, pak
r.y=x+y,
kde symbolem z + y je mysleno sediténi v obvyklém smyslu.

3. Je-lli z < 0, y <0, pak

xﬂz_W§MF“%M@W'

4. Je-li x = 0, pak pro viechna y ¢ M plati
0.y=y.
Svazové nasobeni definujeme takto:
x'uy =max (%,¥), Ny = min (z,y).
Tabulka pro grupoidni nésobeni:

,—8 —2 —1 0 1 2 3..

0..
—2..—-10—6 —3—2—1 0 1..
—-1...—4 —3 —2—-1 0 1 2..
0..—3 —2 —1 0 1 2 3..
1...—2 —1 o 1 2 3 4..
2 ... —1 1 2 3 610.

3 .. 0 1 2 3 4 1020

Z tabulky je zfejmsé, %e nasobeni je abelovské, neni asociativni a ke kazdému
prvku z ¢ @ existuje inversnf prvek z-1, ktery je dén vztahem z-! = — z. Déle
plati krie>n{. Je splnén vztah (U). Z definice svazového ndsobeni je zfejmé, Ze

jsou splnény vztahy (D1)—(D2’) a pro =,y e G plati, kdyz z > e, y > e, pak
TNy >e,
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