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Casopis pro péstoviani matematiky, ro&. 80 (1955)

RECENSE

I.G. Malkin: Teorna yeroiiuuBocT Apmaennda. Gos. izd. tech.-teor. lit., Moskva, 1952.

Pravdspodobnd ka¥dy fysik nebo technik mé jakousi intuitivni predstavu o tom, kdy
je pohyb stabilni a kdy je nestabilni. Zkouméni stability pohybu (resp. rovnovazné po-
lohy) ztstavalo dlouhou dobu p¥i tomto intuitivnim chépéni stability. Také metody, jichZ
se k takovému zkouméni uZivalo, byly &asto nerigorosni. Teprve H.PoINCARE a A. M.
Liarunov v devadesatych letech minulého stoleti formulovali jasnd problém stability
pohybu. A byl to predeviim A. M. Ljapunov, ktery ve své klasické knize ,,Obs¢aja zadada
ob ustojdivosti dviZenija‘* podal soustavngd zdkladni definice i véty a zaloZil tak teorii
stability jako samostatnou disciplinu teorie diferencidlnich rovnic.

Uvedme Ljapunovovu definici stability. BudiZ déna soustava diferencidlnich rovnic

Y =Y (b Y1 Ygs 50+ Y,) (8=1,2, ...,m), (1)
pii em¥ o pravych strandch predpoklédame, %e jsou spojité a zaruduji jednoznaénost fe-
Seni pro vSechna ¢ > t, a viechna yy, ¥, ..., ¥, lefici v jisté uzaviené oblasti G; budiZ
¥y = f5(t) (s = 1, 2, ..., n) feSeni soustavy (1) s potatetnimi hodnotami ¥,(te) = ¥so defi-
nované pro viechna t = t,, pifi demZ (Yyg, Ya0r --+» Yno)€G. Potom fekneme, Ze FeSenf
y(t) = (1(2)s Yg (£)s -« s Yn(t)) == (1(8), fo(E)s ..o Fo(8)) je stabilnd, jestlie ke kaZdému
e > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze pro vSechna FeSeni z(t) = (z,(t), ,(t), ..., z,(t)) soustavy (1),

pro n&% |z (ty) — Yslte)l < 6(s=1,2,..,m), jo |x(t) —yt) < e(s=1,2,...,m)
pro viechna ¢ > t,. Déle fekneme, Ze toto feSeni y(t) je asymptoticky stabilni, jestlize 6 > 0
Ize dokonce zvolit tak, %e vSechna reSeni z(t), vychdzejici z §-okoli bodu y, = (Y10,
Yags -+ Yno)» Kromd podminky préavé uvedené jesté spliuji podminku x(t) — y,(¢) pro
s=12,..,nat—> oo.

Uvedme hned, %e vySetfovani stability n8jakého partikuldrniho feSeni (f,(t), fa(¢), ...,
fa(t)) prevadime zpravidla na vySetfovani stability trividlniho feSeni (0, 0, ... 0) tim, Ze
provedeme substituci z; = y, — f,(¢) (8 = 1, 2, ..., n). Tak dostaneme soustavu rovnic
pro proménné

Zy = X (s Tay v ®y) (8=1,2, .cosm), (2)
kde X (¢, 0,0, ...,0) = 0. Pfritom predpokliadame, Ze soustavu (2) lze psit ve tvaru

By = P (D)) + Po(t)®g + ++v + Pyn@p + Xyt @y Tay ... Ty) (8)
kde funkce X, obsahuji v proménnych z,, 2, ..., z, éleny vysSiho stupns nez prvého. Jak
se modifikuji definice stability a asymptotické stability obecného pohybu pii speciali-
sovani na vySetfovani trividlniho feSeni je zfejmé.

Obratme se k obsahu Malkinovy knihy. Vedle tvodni prvni kapitoly se celd kniha d8&li na
t¥i velké $asti podle toho, co se pfedpokladé o pravych stranéch soustavy (3). V prvé &asti
vySetfuje autor takové soustavy, jejich¥ pravé strany nezavisi explicitnd na ¢ (,,auto-
nomni‘ nebo ,,stacionirni* soustavy), ve druhé asti vySetiuje ty soustavy, jejichZ pravé
strany jsou periodickymi funkcemi $asu (periodické soustavy) a kone¥nd ve tieti ddsti
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vySetfuje soustavy s pravymi stranami, jei jsou ,,obecnymi‘‘ funkcemi &asu (,,neauto-
nomni* nebo ,,nestaciondlni‘‘ soustavy). Skladba kaZdé z téchto tii casti je opét velmi
obdobné. Nejprve se vySetfi podminky stability &i nestability trividlniho feSeni za toho
predpokladu, Ze pravé strany jsou funkce linedrni v proménnych =, z,, ..., z, (b. j.
X, = 0), potom se zkoumaji ty soustavy, u nichZ lze o stabilit$ trividlniho ¥eSeni rozhod-
nout v podstatd pouze na zéklads linearnich &asti pravych stran a koneéné se probiraji ty
pripady, kdy rozhodujici vliv na stabilitu maji éleny nelinedrni (,,kritické‘* ptipady).

Pfejddme nyni k podrobn&jsimu rozboru obsahu knihy. V prvé kapitole uvadi Mal-
kin zékladni definice stability i asymptotické stability a zmifluje se o zpusobech FeSeni
problému stability pohybu. Autor v celé knize uZivé pouze druhé Ljapunovovy metody.
Ptipomerime, %e Ljapunov druhou metodou nazyvé metodu reSeni problému stability
spoéivajici v konstrukei jisté funkce V (¢, z,, 2, ..., Z,) (nyni béZné nazyvané Ljapunovovou
funkef); o stabilit® lze potom rozhodnout z vlastnosti vlastni funkce V a jeji derivace podle
-pole (derivaci funkce ¥V podle pole nazyviame vyraz

av ov. v X v x v x -

'5{—5-!-3—% 1+3x—2 s+--.+a: no (3)
kde X, jsou pravé strany soustavy (22)). Naproti tomu prvou metodou nazyval Ljapunov
metodu tkvici ve vySetfovéni explicitniho vyjadfeni integralti soustavy diferencidlnich
rovnic, na pt. ve tvaru nekoneénych fad v proménnych ¢, 2,4, Z39, ... Zp0-

Kapitola druhd, tteti a étvrta jsou vénovany vySetieni staciondrnich soustav. V kapi-
tole druhé nejprve autor uvadi definici funkce definitni, semidefinitni a indefinitni (pro
funkei nezévisici explicitnd na &ase) a také jednodussi kriteria, jak se charakter jistych
funkei urdi. Snad nebude na $kodu, ptipomeneme-li definice uvedenych funkei. Rikédme,
¥e funkce V (zy, Z, ..., T,) j© positivné (negativné) definitnt, jestliZe existuje takové okoli H
podatku soutadnic, e a) ¥ (0, 0, ..., 0) = 0ab) V(xy, ,, ..., x,) > 0 (V(zy, 2y, ... 7,) < 0)
pro ostatni (z,, g, ..., ¥,) ¢ H. U funkce semidefinitnt ptipoustime, aby funkce V(x;, x,
... ¥,) se rovnala nule také jestd v jinych bodech kromé& podatku. Funkce indefinitni na-
byvé kladnych i zdpornych hodnot v libovolné malém okoli podatku.

Nyni jiZ muZeme uvést pro ilustraci obsahu celé teorie klasické Ljapunovovy véty
o stabilité a nestabilité pro autonomni soustavy.

Budi# ddna soustava diferencidinich rovnic
&, = Xy(2, 29y ooy ,) (8=1,2,..,,n), (4)

kde X;(O, 0,...,0) =0 pro s = l; 2, ..., n. Jestli¥e exisiuje positivné definitni funkce
V(xy, g, --., ), jejt% derivace podle pole je negativné semidefinitni (negativné definitni), pak
trividinit fesent je stabilni (asymptoticky stabilni).

Z dvou Ljapunovovych v&t o nestabilité uvedu pouze druhou, nebot prvé je obsaZena
v Cetajevovs vétd o nestabilits.

Jestlite pro soustavu (4) existuje funkce V(x,, &y, ..., x,) takovd, Ze jeji derivace podle pole
md tvar . *

av
@ AV + W(xy, xg, ...y 2,),

kde 2 je kladné ¢islo a W je negdtz'vne" semidefinitni, ph demZ V nent positivné semidefinitni,
pak je trividint Fedent nestabilnd.

Koneénd Cetajevova vdta o nestabilité pravi:

Jestlite pro soustavu (4) existuje funkce V(x,, Zy, ..., T,) takovd, Ze v libovolné malém okolt
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av
pobatku existuji body, v nichZ V > 0 a ve vdech takovych bodech je také ’mn > 0, pak je tri-
vidlni Feent nestabilni.

UZitf uvedenych vét je demonstrovano na nékolika pirikladech. Autor téZ pfipojuje geo-
metrickou interpretaci v&t o stabilité. Poznamenejme vsak, %e tato interpretace nevysti-
huje upln& analytickou formulaci, nebot se pii ni predpoklads, Ze funkee V v okoli po-
¢atku monotonns roste nebo klesa, coZ se pfi analytické definici neZdd4 a také oviem ne-

1
musi byt spln&no, jak ukazuje tfeba na ptiklad pro n = 1 funkce V = a2 (2 — cos —) 5
x

Vetieti kapitole autor nejprve vysSetiuje stabilitu nulového feSeni u linearni soustavy
s konstantnimi koeficienty (je zfejmé, Ze ovSem u libovolné linedrni soustavy je kazdé
feSeni stabilni (nestabilni), je-li jedno FeSeni stabilni (nestabilni)). JelikoZ pti tloze kon-
struovat funkei V k rozhodnuti o stabilit® trividlniho FeSeni soustavy

Ty = Ay T + G Ty + ... Qg T, + X;(xl, Ly oy Tp) (8)

se setkdme s nutnosti uréit formu V(z,, z,, ..., ¥,) m-tého stupns tak, aby byla splnéna
rovnice
noov noov
YT — (@ % + @@y + ...a;x,) = Uresp. X — (a2, + ... + a;,2,) = AV,
j=1 0%; -1 0z,

kde 1 je dané &islo a U je dana forma m-tého stupng, vyjastiuje autor nejdiive podminky
TeSitelnosti téchto dvou tuloh. Potom uZ muZe snadno vyslovit tato kriteria stability

podle prvého (t. j. linedrniho) piibliZeni:

a) JestliZe vsechny kofeny charakteristické rovnice (jak zndmo, charakteristickou rovnici
nazyvéme rovnici |4 — gE| = 0,kde A = (a;) je matice koeficientii a,; a E je jednotkova
matice) soustavy prvého priblifent

Ty = Ay X + ey + ..o f a2, (8=1,2 ..., n) (6)

magi zdporné redlné dsti, je trividini fedent soustavy (5) asymptoticky stabilni, at jsou Eleny
vys¥lch stuphivs X', jakékoliv.

b) Jestlize alespori jeden kofen charakteristické rovnice soustavy (6) md kladnow redlnou
&dst, je trividint fedent soustavy (5) nestabilni, at jsou Eleny vyssich stupriv X » jakékoliv.

Vyznam i uZiti téchto Ljapunovovych vét je opst ukédzdno na ndkolika piikladech.

V prévé formulovanych Ljapunovovych kriteriich se neobjevuje piipad, #e n¥které
koteny charakteristické rovnice maji jen zdporné a nulové &asti. To proto, ¥e v takovém
piipadd charakter trividlniho fefeni soustavy linedrni nikterak neurduje charakter trivi-
alnfho FeSeni soustavy nelinedrni, t. zn. na pt., %e trivialni feSeni soustavy linedrni je sta-
bilni a podle toho, jaké &leny vys¥ich stuptiti pfiddme, dostaneme, Ze trivialni feSeni sou-
stavy (5) je_ bud stabilni nebo nestabilni. P¥ipady, kdy n&které kofeny charakteristické
rovnice prvého piibliZeni maji pouze zadporné a nulové realné ¢asti, tvoii tedy kritické
piipady. Ty jsou pfedmé&tem &tvrté kapitoly recensované knihy. Jejich vySetieni je
dost sloZité a autor se omezuje na ptipad jednoho nulového kofene a dvou kofent ryze
imagindrnich (zbyvajici koteny maji redlnou $ast zdpornou). Ukazuje se, Ze aZ na né-
které vyjimeéné pripady lze vySetfovani takovych soustav prevést na vySetieni rovnice
% = X(x) v ptipad$ jednoho nulového kotenu a soustavy rovnic & = Ay + X(z, ¥), J =
= — M + Y(x, y) v pipad$ dvou ryze imaginérnich kofenti. Tento druhy ptipad je auto-
rem probrén znaénd diikladng t¥emi raznymi metodami, nebot jeho FeSeni je tzce spjato
8 hledénim periodickych feSeni takovych soustav a to je problém velmi dileZity pro
technickou praxi. Tato &tvrts kapitola je uzaviena vykladem o ,,bezpeénych‘ a ,,nebez-
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pe¢nych® hranicich oblasti stability. Koeficienty soustavy diferencidlnich rovnic toti%
¢asto zdvisi na dalSich velidindch — parametrech soustavy — a pro praxi velmi dile%i-
tym tkolem je uréovat tyto parametry pravs tak, aby zkoumané feSeni nebo dokonce
ndjaké celd soustava FeSeni byla stabilni. Oblast téch boda v prostoru parametr, pro néz
je soustava stabildli, nazyvéme oblasti stability. Pro praktické chovani soustavy je velmi
dileZité nejen jak blizko je pracovni bod soustavy k hranici oblasti stability, ale i jak
se chové soustava, kdy% parametry leZi na hranici oblasti. Body hranice, pro n&% je sou-
stava je§td stabilni, se ukazuji byt méng ,,nebezpeéné‘ ney body, pro né% je nZ soustava
nestabilni.

V paté kapitole pristupuje Malkin k vySetfovéani soustav, jejichZ pravé strany zavisi
explicitné na ¢ase. Pro takové soustavy oviem nevystasime s Ljapunovovymi funkcemi
nez4vislymi na &ase a je proto tfeba zavést nSkteré nové definice. Rikéme, e funkce
V(t, xy, 2, ..., x,) jo positioné (negativnt) definitni, jestliZe existuje takova positivng (ne-
gativng) definitn{ funkce W(z,, z,, ...,z,), %e pro vechna dostatesns velks ¢ a pro ||z|| < A,
kde % je dostatetnd malé, plati V > W(V < — W). Funkei Vi, z, ..., z,) nazveme
semidefinitni, jestlife pro ¢ > T a pro ||7]| < h nenabyvé hodnot uréitého znaménka. Dale
fekneme, Ze funkce je stejnomérné mald, jestlize V — 0 pro lz|| = O stejnomé&rngd vzhledem
k¢

Pak Malkin uvadi véty Ljapunovovy a Cetajevovu o stabilitd a nestabilit$ trividlniho
feSeni soustavy

Ty = X8, @y, @9, ooyzy) (8=1,2,...,n),

jeZ jsou zcela obdobné ondm shora uvedenym, jen s tim rozdilem, ¥e definitnost funkce
V(t, zy, ..., x,) musime nyni chapat v pravé definovaném smyslu a déle pro pfipad asym-
ptotické stability musime o funkei V(¢, 2y, ..., ,) predpokladat, %o je stejnomé&rné mals.

V dalgf g4sti kapitoly se zabyva Malkin uZ speciélnd periodickymi soustavami. Vykladé
nejprve zéklady Floquetovy teorie linedrnich periodickych soustav. Podle této teorie
kazdé feSeni soustavy

&g = Py (t) @, + Peult) T3 + .o + D)2, (5=1,2, ..., n), (7)
kde pg(t) jsou periodické funkce s periodou w, lze napsat jako linedrni kombinaci n li-
neérnd nezavislych feSeni, pfi dem# komponenty k-tého feeni maji tvar s = Pp(t)etst,
kde Py,(t) je polynom v prom&nnsé ¢ s koeficienty o periods w a Ay jo t. zv. charakteristicky

1
exponent. VSechny charakteristické exponenty 1, dostaneme z rovnostf Ay = —1g ox;
()

0r jsou Yefeni charakteristické rovnice |X(w) — pH| = 0, kde X (w) je matice utvotrens
z hodnot funkef x;, v 8ase w, pti em¥ funkee x,(t) tvori fundamentélni soustavu feSeni
rovnic (7) s poééteénimi podminkami @;,,(0) = d,, (4 je Kroneckerav symbol). Ukazuje se,
Ze funkce P,,(¢) shora zavedensé se viechny redukuji na periodické funkce, jestlie matice
X(w) — oF mé jednoduché elementarni dslitele. Mii¥eme proto jiZ snadno vyslovit vétu:
trividlnd fedent soustavy (7) je asymptoticky stabilni, jestlize vdechny charakteristické expo-
nenty maji redinou Edst zdpornou, je nestabilnt, jestlite alespor jeden, charakteristicky expo-
nent md kladnou redlnou &dst a je stabilnt (nestabilni), jestlize vedle charakteristickyjch expo-
nentt, se zdpornou redlnou Edstl existujt také charakteristické exponenty 8 nulovou redlnou
dstt a matice X (w) — oE md (nemd) jednoduché elementdrnt délitele. Joliko fundamentdlni
systém FeSenf soustavy (7) obecn nedovedeme uréit, ukazuje Malkin jak Ize u¥it metody
malého parametru k alespoii piiblifnému uréeni charakteristickych exponenti; dale
podrobnsji vysettuje rovnici £ + p(t) x = 0, p(t) periodicks. Uvadi také zajimavy Lja-
punoviv vysledek, Ze kaZdé soustava (7) s periodickymi koeficienty je reducibilni. Sou-
stavu linedrnich rovnic se spojitymi a omezenymi koeficienty nazyvdme reducibilni,
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jestlie existuje regulérni linedrni transformace promsnnych s omezenymi koeficienty

: : d s : :
a;, pii SemZ jsou omezené jak ¥ a,;, tak koeficienty inversni transformace, ktera
't

soustavu prevadi na linedrni soustavu s konstantnimi koeficienty.

Na zéklad$ kriterii pro stabilitu trividlniho feSeni soustavy (7) vyslovuje Malkin krite-
ria pro stabilitu trividlniho feSeni soustavy

By = Pa(t) @ + Psalt) X2 + oo + Pen(t) T, + X;(‘: Xy, Tgy ooy ®y) (8=1,2,..,1m), (8)

kde p,(t) jsou periodické funkce, a funkce X', vedle X(¢, 0,0, ..., 0) = 0, spojitosti and-
jakych podminek zarudujicich jednoznagnost vyhovuji jesté této podmince: Existuje

oblast ¢ > t,, ||| < h, v ni¥ jsou splndny nerovnosti |X(t, z;, &3, ..., x,)| < A{ T |z},

i=1
kde A je jistd konstanta (nepfedpoklddéme vSak periodiénost funkef X ). V ptipads, Ze
konstanta A je dostatedn$ malé, dé se opst dokdzat, %e maji-li vBechny charakteristické
exponenty linearisované soustavy zéporné realné &asti, je také trividlni feSeni soustavy
(8) asymptoticky stabilni a mé4-li alespoii jeden charakteristicky exponent soustavy (7)
kladnou reélnou &ast, je také trividlni fefeni soustavy (8) nestabilni. Piipady, kdy cha-
rakteristické exponenty feSeni soustavy (7) maji pouze zéporné a nulové reilné Edsti
(alespoii jeden takovy) jsou kritické. Ty jsou v knize opst vySetiovany pro piipad jednoho
nulového charakteristického exponentu a dvou charakteristickych exponenti ryze ima-
ginarnich. Zpusob Yefeni je velmi obdobny tomu, jakym se tloha fe$i u autonomnich
soustav. :

V posledni Sesté kapitole pristupuje Malkin k vySetfeni nestaciondrnich soustav.
Zabyva se nejprve stabilitou pti trvale ptisobicich poruchdch. Zatim jsme uvaZovali jed-
nordzové poruchy, které zptisobovaly pouze vychylku podateénich hodnot. Nyni vSak
vedle soustavy rovnic

By = X (b Tyy Bgs »een®y) (=12, ..,m) 9)
budeme uvaZovat soustavu
&g = X(t, &y, yy ooy T,) + Bylt, 2y, g, .00y @) (8=1,2,...,7) (10)

(funkece X, a R, jsou spojité a zaruduji jednoznaénost FeSeni obou soustav i existenci tri-
viélniho feseni (0, 0..., 0) a fekneme, %e soustava (9) mé stabilni trividlni feSeni pii trvale
pusobicich poruchéch R, jestlife k libovolnd malému & > 0 existuji kladnd &isla
7:(€) & n,(¢) tak, Ze viechna FeSeni z(t) soustavy (10) vyhovujici v poateéni okamZik ¢, ne-
rovnostem |jz(ty)|| < 7, pti libovolnych funkeich B, vyhovujicich v oblasti ¢ = ¢, [[z]| < ¢
nerovnostem |R,(t, @y, ..., %,)| < 75, vyhovuji pro vechna ¢ > ¢, nerovnostem [jz]| < e.
Vysetteni podminek stability za trvale ptsobicich poruch R, je pro praxi velmi u¥ite¢né,
nebot pfi odvozovani rovnic pohybu dasto nékteré sily zanedbavame, at uz proto, Ze ne-
znéme jejich pfesné chovani nebo proto, abychom usnadnili matematické feSeni problému.
Dulezity Malkinuv vysledek zni: jestli¥e Ljapunovova funkce V (¢, xy, ..., x,) sestrojend pro
soustavu (9) zarubuje asymptotickou stabilitu trividintho Fefent této soustavy a jejt parcidlni

derivace g jsou omezené, je irividlni Fedend stabilnt i trvale pusobicich sildch.
y .

Dalsi vyznamnou otézkou, kterou se Malkin zabyvé je obraceni vét o stabilitd a nesta-
bilitd pii druhé Ljapunovov® metodd. Zatim jsme uvadsli véty asi tohoto charakteru:
JjestliZe je ddna soustava rovnic a existuje funkce V a ona sama a jeji derivace podle pole
maji takové a takové vlastnosti, pak trividlnf ¥eSenf soustavy je stabilni, asymptoticky
stabilni, resp. nestabilni. Nyni si viak klademe otézku: jestlize trivialni Fefeni je stabilni
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resp. nestabilnf, kdy existuje Ljapunovova funkce V(t, Zy, ..., ®,), kterd ndm dovoli
o stabilit§ rozhodnout? V recensované knize jsou uvedeny nejduleZitéjsi vysledky v té
dob& znémsé, t. j. ¥e Ljapunovovu v&tu o stabilit$ pro staciondrni pfipad nelze obratit a
Ljapunovovu v&tu o asymptotické stabilitd 1ze obratit pro linerni nestacionarni soustavu
(Malkin a PERSIDSKIJ) a pro obecnou staciondrni a periodickou soustavu (MAsSERA). Od
té doby byl cely komplex t&chto otédzek podroben dalimu rozboru a byla dokdzdna mo#-
nost obréceni Cetajevovy a druhé Ljapunovovy v&ty o nestabilit§ (VRE0S, KRASOVSKIY)
a za velmi obecnych piedpokladi i Ljapunovovy véty o asymptotické stabilit§ pro obecné
nestacionérni soustavy (Malkin). (Podrobnosti viz v referatu o prednaSce s. dr J. Kurz-
WEILA o obrdceni Ljapunovovych v&t v predchézejicim é&isle Casopisu, str. 359 —361
a v chystaném &lanku s. dr J. Kurzweila).

Z ptedchézejiciho je snad jasné, jaky vyznam maji koteny charakteristické rovnice
u linedrnich autonomnich soustav a charakteristické exponenty u lineirnich periodickych
soustav pro posouzeni stability trividlniho feeni. U obecnych neautonomnich soustav na-
hrazuje tyto velidiny pojem charakterisiického éisla zavedeny Ljapunovem. Jako charakte-

— lg [£(?)]

ristické éislo n&jaké funkee f(¢) definujeme &islo — lim ; jako charakteristick$
t—o0
¢éislo jistého FeSeni (x;, z,, ..., ,) soustavy
5&3 = qsl(t) z + qsz(t)r2 + eee an(t) z, (11)

. u
pek definujeme — lim — Ig X |;|. Systém n fundamentdlnich feSeni soustavy (11) nazve-
t—w i=1
me normdlind, jestliZe charakteristické &isla ¥eSeni nabyvaji maximalnich moznych hodnot.
U autonomnich resp. periodickyich soustav se n charakteristickych &isel norméalniho systé-
mu feSenf rovné zépornd vzatym koientim charakteristické rovnice resp. zépornd vzatym

charakteristickym exponentiim. Soudet viech n charakteristickych &isel normélniho systé-
t n

mu FeSeni se mtZe nanejvys rovnat &islu exp [ X g, () dr. Jestlize s tato dvé &isla sobd
0 s=1

8=

t n
vskutku rovnaji a jestlize se charakteristické &fslo funkce exp [ X g, (r) dz rovna zdporng
0s=1

t n
vzatému charakteristickému &islu funkce exp[ — [ X g, (v) dz], fikdme, %e soustava (11)
0 s=1

je reguldrni. Ji% Ljapunov ukézal (jeho piiklad Malkin také uvédi), Ze existuji nereguldrni
soustavy. D4 se vSak snadno dokézat, %e ka¥dé reducibilni soustava, jeregularni. Pongvad¥
regularni soustavy hraji vyznamnou tlohu p¥i vySettovani stability pohybu, je duleZité
umé&t urdit jiZ z koeficientti soustavy rovnic, zda soustava je regularni. UZite&nou vétou
v tomto sméru je v&ta Ljapunovova udévajici podminku nutnou a postacéujici pro regu-
laritu soustavy s trojihelnikovou matici. V&ta Perronova udévajici podminku nutnou a
postadujicf pro regularitu soustavy se étvercovou maticf ma spiSe teoretickou cenu.

Nékolik paragraft v¥nuje Malkin vySetfeni pojmu stability charakteristického é&isla.
Rikdme, ¥e charakteristickd &isla 4 £ 2, < ... <4, soustavy (11) jsou stabilni, jestlize
k libovolnému ¢ > 0 lze urdit 6 > 0 tak, Ze charakteristicka &isla 4, < 2, < ... < A, nor-
mélniho systému feSeni rovnic .

x.s = (psl(t) + ‘Psl(t)) 271 + £:9:9 + (pan(t) + ‘psn(t)) xn (8 = l’ 2’ sy n) ’
kde |g;.(t)] < 8, vyhovuji nerovnostem |1; — Ml < & (¢ =1,2, ..., n). Skutetnost, %e
neregulérnf soustavy mohou mit nestabilni charakteristicks, &isla je dédvno zndma (PER-
RON). Teprve nedédvno v¥ak ViNoGgraD (Prikl. mat. mech. 17 (1953), str. 645—650)
konstruoval regularni soustavu, jeji¥ charakteristické &fsla jsou nestabilni. V Malkinové
knize jsou uvedeny ndkteré vty jednak uddvajief postadujici podwinky pro stabilitu
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charakteristickych é&isel jednak dovolujici odhadnout velikost charakteristickych &isel
dané soustavy.
Uloha rozhodnout o stabilitd nebo asymptotické stabilitd trividlniho Feeni soustavy

ii's = qsl(t) wl + Qsz(t) .’03 + S S, + qsn(t) mn + X;(t, Ty xa: LR :c,,) (8 = 19 2’ seay n) ’ (12)

na zéklad$ chovani feSeni soustavy (11) je v piipadé obecné neautonomni soustavy dost
obtiZna. Je totiZz zndmo, Ze jsou-li g;;(t) obecnymi funkcemi dasu, neni asymptotické sta-
bilita trividlniho feSeni scustavy (11) ani postacujici ani nutnd k tomu, aby trividlni
teSeni soustavy (12) bylo stabilni. Je-li vS8ak soustava (11) reguldrni, pak lze uZ dokazat
Ljapunovovu vétu velmi obdobnou té, o niZ jsme se jiZ zminili u periodickych soustav,
totiZ: je-l¢ soustava (11) reguldrni a véechna charakteristickd &isla jejtho normdlniho sysiému
fesent jsou kladnd, pak trividlng reSent soustavy (12) je asymptoticky stabilnt pri libovolné
volbé funket X, vyhovujicich nerovnostem

n
Xt @, gy vy @) < A{ X}, A>0,m>1. (13)
i=1

Podminku regularity soustavy (11) lze sice vypustit, avS8ak pak musime Z4dat, aby pro
soustavu (11) existovala Ljapunovova funkce zaruéujici asymptotickou stabilitu, a aby
funkce X; vyhovovaly nerovnosti (13) pro m = 1 a A dostateénd malé. Tato kriteria se
navzajem uplné neprekryvaji.

Teorii kritickych pripadii probirda Malkin v této kapitole pro nékteré specidlni soustavy.
Vée je dost slozité a vysledky nelze struéné popsat.

Cel4 Malkinova kniha je psédna velmi jasn& a srozumitelnd. Zv1a$té prvé Styfi kapitoly
jsou psany tak, aby jim mohl porozumsét i inZenyr bez hlubsich matematickych znalosti.
Tyto kapitoly jsou také opatieny mnoha osvétlujicimi piiklady matematického i technic-
kého charakteru.

Tiskovych chyb je pomérnd malo a pozorny ¢étenéf si je snadno opravi. V&tsi vécnd
chyba se autoru vloudila do textu myslim jen na jednom mist8. Na str. 94,, totiz tvrdi, %e
funkece (30.19) je definitng zdpornd, coZ neni spravné. Tvrzeni se viak stane spravnym,
jestlize vynechdme &len 2@, ktery tam nemd ve skutednosti byt, pondvadZ se miZeme
snadno piesvédéit, Ze vyraz xP; v (30.11) je identicky roven nule.

Malkinova kniha zaujimé nyni jisté prvé misto ve sv&tové kniZni literatufe o teorii
stability. Ljapunovova kniha ,,Obs¢aja zadada ob ustojéivosti dviZenija‘‘, kterd po prvé
vysla pred Sedesati lety je psana nepiistupnsji a pochopitelnd také neobsahuje mnoho
novych vysledka od té doby dosaZenych. DuBoSin si v knize ,,0Osnovy teorii ustojéivosti
dviZenija‘* (1952) klade jen omezeny tkol, aby podal pfistupny tvod ke zmin¥nému kla-
sickému dilu Ljapunovovu. Cetajevova kniha ,,Ustojéivost dviZenijas (1946) je daleko
menstho rozsahu. BELLMANOvVA kniha ,,Stability theory of differential equations‘‘ (1953)
se zabyvé klasickou teorii stability v Ljapunovov® smyslu vlastnd velmi mélo. Malkino-
va kniha tedy celkem jako jedin4 dévé &tenéfi jasny a tplny obraz o soudasném stavu
teorie stability (s vyjimkou snad jeding vySetfovani stability ndkterych specidlnich soustav
vyskytujicich se v teorii automatického regulovani; tato vySetfovani jsou alespoti Eastedn¥
zachycena v LUrJEHO knize ,,Nekotoryje nelinejnyje zadadi avtomatideskogo reguliro-
vanija‘). Lze tedy recensovanou knihu &tené#i co nejup¥imngji doporudit ke studiu.

O. Vejvoda, Prahsa
0. Bortwka: Uvod do theorie grup, 2. roz§ifené vydani, Pfirodovédecké vydavatelstvi,
1952, stran 156.

Divodem k napséni této recense byla skutetnost, %e tato kniha nalezla velmi pfiznivou
odezvu ve svétové literatuie, kde o ni v minulém roce 1954 vysly dvs recense, a to jedna
struéngjsi v Mathematical Reviews, Vol. 15 (1954), No 1, str. 7 z péra C. LOEWNERA
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(Stanford, California), druhé pak velmi podrobna v Zentralblatt fiir Math., 49.B. (1954),
str. 11—12 od H. SCHWERDTFEGRA, zatim co v domédcf literatute nebylo o knize nikde refe-
rovéno. Chei proto étenéte tohoto Casopisu seznamiti s obsahem a hlavnimi charakteris-
tickymi rysy této knihy.

Jak uZ z né,zvu‘kn.ihy vyplyvé, nejde o vyéerpavajici uéebnici o grupéach, nybr# o dilo,
v ném¥ autor osvétluje a rozebird zékladni pojmy, na nich¥ je theorie grup vybudovéna.

Kniha se skléddé ze tfi oddild, z nich# prvni jednd o mnoZindch, druhy o grupoidech,
treti o grupéch.

0ddilI.V kap. 1 jsou vyloZeny zdkladni poznatky o mnoZinich. V kap. 2 zavadi autor
pojem rozkladu 4 v mno#ing @, jim# rozumi neprézdny systém neprazdnych podmno#in
v mnoZind @, z nichZ ka#dé dv$ jsou disjunktni, a pojem rozkladu na mno%ing (jestlize
systém podmnoZin spliiuje krom& hotejsich vlastnosti podminku, %e ka¥dy prvek mnoZiny
je obsaZen v n8které podmnoZing). Tyto dva pojmy se ukazuji velmi uZitetné hlavnd
v oddflech II a III, kde se pomoci nich zobectiuji nkteré znamé vlastnosti grup. V tomto
sméru je duleZity také pojem obalu podmnoZiny B v rozkladu A (je to mnoZina vSech
prvka rozkladu 4, které jsou incidentni s podmnoZinou B; oznadeni B [ 4) a déle pojem
pruseku podmnoZiny B s rozkladem 4 (co# je mnoZina neprazdnych prianika jednotlivych
prvki rozkladu 4 s podmnoZinou B; oznadeni B [ A). Dile je to pojem Fetdzce v rozkla-
du, zékryt rozkladu A4 a zjemnsni rozkladu A. Mezi spolednymi zékryty
(zjemn¥nimi) rozklada 4, B existuje zékryt nejmensi [4, B] a nejvétsi zjemnéni (4, B).
Koneéns se zavadi pojem doplikovych rozkladi (jestlize kaZdy prvek jednoho rozkladu
je incidentni se viemi prvky rozkladu druhého, které s nim le#i v tém¥e prvku u ¢ [4, B]).

V kap. 3 se mluvi o zobrazenich do mno%iny a na mno¥inu (neboli o pojmu funkce na
mno%ing do mnoZiny, piip. na mno#inu). Ukazuje se, ¥e kaZdé zobrazeni g mno¥iny @ na
G* definuje jisty rozklad na @, rozklad G piislusny k zobrazeni g. Autor si déle v¥imé
zobrazeni rozkladt. Dokazuje v8tu, ¥e zobrazeni gZ rozkladu 4 mnoZiny G na mnoZinu G*
jerozkladem G na G, kdy% a jen kdy% A, @ jsou dophikové (pii Sem¥ @G je rozklad piislusny
k zobrazeni g). Zobecn¥nym zobrazenim mnoZiny G do G* rozumi autor takovy vztah mezi
prvky obou mnoZin, jim# je ke ka¥dému prvku mnoiny @ pfitazen nejméns jeden prvek
mnoZiny G* (t. j. mnohoznaéné funkce na @ do G*). Jestli¥e zobecndné zobrazeni g mno-
Ziny @ na sebe je reflexivni a transitivni, nazyvs se kongruence na mno#ing. Symetrické
kongruence, t. j. kongruence, pro ni¥ ze vztahu a « gb plyne vidy b ¢ ga, je tedy ekvivalenci,
nebot jde o relaci reflexivni, transitivni a symetrickou. Jestlize kongruence na mno#ingd
splituje zdkon antisymetrie, t. j. plyne-li ze vztaht a € gb, b € ga vidy a = b, dostaneme
antisymetrickou kongruenci. Antisymetrickd kongruence na G urduje v @ &éstetnsé uspo-
radéni, pti demZ a < b znadi totéZ, co b € ga. Je-li na @ definovéna antisym. kongruence g,
pak ke kaZdé uspoféddané dvojici prvkii a, b z G (vzhledem ke kongruenci g) existuje nej-
vy# jeden prvek c, pro n&jZ plati: 1. a < ¢, b < ¢; 2. je-li v @ prvek z takovy, %e a < =,
b < =, pak je ¢ < z. Prvek ¢ se pak nazyvé horni hranice prvku a, b a znadi se a — b.
Analogicky se definuje dolni hranice prvki a, b a znadi se a — b.

-V kap. 4 aplikujf se n8které z uvedenych pojmi na theorii permutaci koneéné mnoZiny.

II. odd{l, ktery je z v&tsi Sasti pivodni, zadini kap. 5 jednajici o ndsobenf v mno¥ing @,
t. j. o pravidlu, jim% je ke ka¥dé uspotddané dvojici prvki a, b e @ jednoznaéng p¥itazen
op8t néjaky prvek ¢ e G. V kap. 6 se definuje grupoid ® jako¥to neprézdné mno¥ina @
spolu s ndjakym nésobenfm M v mno¥in8 G. Mno¥ina G se nazyvé pole grupoidu. Grupoid
v tomto smyslu po prvé definovali O. ORE a B. A. HAUSSMANN (Theory of Quasigroups,
Amer. J. 49, 1937), tfebaZe v jiném smyslu pou¥ivé slova grupoid H. BRANDT u¥ v r. 1926,
t. zv. grupoid Brandtdw. Autor uvedl po prvé do Sesks literatury tento pojem v r. 1939 ve
8vé préci Theorie grupoidi I, Spisy pfir. f. Brno, &. 275. Dale zavadi autor pojem pod-
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grupoidu, nadgrupoidu a idedlu 4 (pro n&jZ plati AG c A4, anebo GA c A), pojem soudinu
uspoiddané skupiny » prvku a v&ima4 si jejich vlastnosti.

v kap. 7 jedné se o homomorfnim zobrazeni neboli deformaci grupoidd, o jejich isomor-
fismu a automorfismu.

Kap. 8 je zcela originlni. Jedn4 o vytvoiujicich rozkladech v @ a na @, t. j. o rozkladu
4, jeho¥ uspotradané dvojice prvku a, b maji vlastnost, Ze ap C ¢, kde ¢ je dalsi prvek roz-
kladu 4. Faktoroid % grupoidu ® je grupoid, jeho# polem je mno%ina prvki vytvorujictho
rozkladu 4 a jehoZ ndsobeni je definovano @ .b = ¢, kde ¢ je onen prvek z rozkladu 4,
pro néjz plati ab C c. Autorovi piislusi priorita v zavedeni tohoto pojmu (srv. jeho praci
Uber Ketten von Faktoroiden v Math. Ann., T. 118, 1942, S. 41 ff.; srv. také Dubreil,
Algeébre I, Paris 1946, p. 81). K faktoroidu U v grupoidu & a k podgrupoidu B c G se
druZi pojem obalu podgrupoidu B ve faktoroidu U a dale pojem priseku faktoroidu %
s podgrupoidem %. K tomu pfistupuje pojem zdkrytu a zjemndni faktoroidi a pojem
dopliikovych faktoroidu (jsou-li dopliikové jejich pole).

V kap. 9 vrcholi tvahy o grupoidech tfemi vétami o isomorfismu grupoida a tivahami
o deformaci faktoroidi.

V kap. 10, jiZ kond{ II. oddil, jsou shrnuty vlastnosti specidlnich druht grupoidi, zvl.
grupoidii asociativnich neboli pologrup, quasigrup a grupoidi s jednotkou. Kapitola kondi
kratkym vykladem o svazech. Autor definuje svaz jako dvojici soumistnych, t. j. na
témZe poli definovanych grupoidd, jejich% ndsobeni spliiuji zdkon komutativni, asocia-
tivni, idempotenci a absorptivnost. Snadno se ukéZe, %e z této definice vyplyvs moZnost
Sasteného uspoiddani pole G dvéma vhodnymi zptisoby (t. zv. horni a dolni S4st. uspo-
fadéni svazu). ) . 4

O0ddilITI systematicky probira vlastnosti grup, pokud vyplyvaji z analogickych tvah
o grupoidech.

Po 11.kap., v niZ jsou shrnuty zékladni vlastnosti grup, mluvi se v kap. 12 o rozkladech
grup vytvofenych podgrupami. Rozklad grupy @ v levé t¥idy vzhledem k podgrups % se
znadi G/ %, zatim co symbol G/, znadi rozklad v pravé tiidy. Ukazuje se, Ze se zde celkem
bez obtiZi u¢inn¥ uplatiiuji pojmy nejmensiho spoletného zékrytu dvou levych (pravych)
rozklad. Pfi tom se pro vzdjemn$ zamdnitelné podgrupy %, B v G dokazuje véta:
[6/,%, /3] = 6/,%B. Podobny o nejvstsim spoletném zjemnsni dvou levych rozklada
plati (6/,%, 6/,8) = G/,(Y n B). Dale se ukazuje, ¥e pro vzajemns zamsnitelns podgrupy
U, B jsou ptisluiné levé (pravé) rozklady grupy dopliikové. Zajimavy je také vysledek
tykajici se obalu podgrupy @ zaménitelné s podgrupou ¥, kde % C B. Plati toti% vztah
C LB/, U = (€ n B) U/, Y. Analogicky vysledek plati o priseku: B/, A€ =(Cn B,
€nA. - . .

Kap. 13 pojednévé o invariantnich podgrupéch. Ukazuje se, %o mno¥ina invariantnich
podgrup vzhledem k nésobenim _ a __ definovanym vztahy A _ B = UAB, Y B =
= % n B tvor moduldrni svaz. O vytvorujicich rozkladech na grupd plati véta, %e vSe-
chny vytvotujici rozklady grupy jsou prévd jenom rozklady vytvorens jednotlivymi in-
variantnimi podgrupami.

Kap. 14 je vénovéna faktorovym grupém (neboli grupam t#id, podle pfed. vydéni),
které jsou specislnim p¥ipadem faktoroidu, je-li totiZ jeho polem vytvoiujici rozklad na &.
Ukazuje se, Ze o faktorovych grupéch plati analogické véty jako o faktoroidech, zvl. pokud
jde o jejich obal, prisek, zékryt a zjemnéni.

Kap. 15 je v pfevaZné &asti analogif kap. 9 z oddilu IT. Navic se v nf probiré pojem trans-
lace grupy, véta Cayleyova a realisace abstraktnich grup.

Kniha koné{ kap. 16 o cyklickych grupéch.

Do knihy je zafazeno mnoZstvi vhodnyrch p¥ikladt, mezi nd% byly pojaty nskters spe-
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cidlni vty (na pk. o centru grupoidu a grupy, o hlavnim rozkladu grupy, o normalisdétoru
grupy, o grupd diedrické, oktaedricks, a j.).

Prednosti Bortivkovy knihy jest predeviim jeji pfesnost po strance obsahové, a po
strince vyrazové jasnost, jazykové vyttibenost a stru¢nost, kter4d neni nikde na jmu
srozumitelnosti. Také origindlni pojeti knihy ukazuje se velmi vyhodné. Odkryva nové
souvislosti mezi jinak dosti odlehlymi obory matematiky jako je theorie mnoZin a theorie
grup. V takovém pojeti, jak afttor dochdzi k pojmu grupy, jevi se zavedené pojmy a tivahy
nenésilné, ptirozensd vyplyvaji z povahy véci a probihaji stuptiovit® od jednodussich uvah
o mno¥inach a grupoidech k sloZit&j§im tvaham o grupéch. Lze proto Bortvkovu knizku
pova¥ovat za zdafilou a originalni matematickou monografii, obohacujici v mnohém
sméru nafi moderni matematickou literaturu, kterd v poslednich letech Zaznamenava
silny vzestup i na poli vysokoskolskych uéebnic.

Ani vyprava knihy neztstala pozadu za jejimi zminénymi prednostmi. Tisk je jasny
a vyrazny, vhodnd rozliSeny. Zv145té petlive je provedena sazba obtiZnych matematickych
symbolu. Josef Skrdsek, Brno.

M. Promberger: Pou%iti matic a tensord v theoretické elektrotechnice. Viydalo Statni
nakladatelstvi technické literatury, Praha 1955, 166 stran, 51 obrazki. Cena vaz. Kés
25,70.

Tato kniha je uréena techniktm, pracujicim v oboru elektrickych obvodu a zejména
v oboru todivych stroji a pole. Autor podévé tu zdklady theorie matic a tensort jen velmi
struénou formou & soustieduje se hlavnd na elektrotechnické aplikace vysledkii. Cel4 kniha
je pséna pristupnd a téZ niroky na znalosti dtenédfe jsou miniméalni.

Strutné forma je viak na ndkterych mistech na zdvadu, nebof nejsou vyznadovany
véty a definice, takZe nezasvécenému Stenati nebude viude zfejmé, co je umluvou a co
dusledkem. Tak ku piikladu na str. 23 je zaveden soudet dvou matic takto: ,,Z nezdvislosti
jednotlivych prvki matice plyne pfimo pravidlo pro s&iténi matic* a nisleduje obvykly
vzorec.

Dilo je rozvrieno do Styfech $ésti: prvé je vénovana maticim, druhd linedrnim elektric.
kym zapojenim, t¥eti vektorim a tensortm, Stvrté elektromagnetickému poli.

~ V prvni &4sti jsou zavedeny matice a algebraické operace s nimi. Poté je ptihlédnuto
ke zvlaStnim druhtim matic a maticovym polynomim, pfitemZ jsou odvozeny rovnosti
Hamilton-Cayleyova a Sylvestrova.

Ve druhé &ésti jsou probirdny zékladn{ pojmy z linedrnich elektrickych obvodi, je
feena otézka o podtu uplnych stromi sitd & bez dikazu jsou uvedena Kirchhoffova kom-
binaéni pravidla. Déle je sledovéno FeSeni obvodi pomoci matic, zejména metoda uzlo-
vych potenciéll, a pouZiti matic v theorii gtyrp6lu. Poté je probran maticovy vypocet
prechodovych stavi v elektrickych obvodech.

V dalii kapitole zabyvé se autor theorii elektrickych todivych strojiu. Ukazuje, kterak
je moZno pomoci matic snadno vyjadfit zévislosti mezi jednotlivymi velidinami stroje.

Uvodem tieti 84sti knihy zavadi autor pojem tensoru pomoci matice & odvozuje zé-
kladni pravidla pro poéitani s nimi. Nejv&tsi pozornost je vénovéana tensorim tfetiho
stupnd. Zavérem tieti $4sti jsou pak probirany zéklady tensorové analysy.

V poslednf, §tvrté &asti dila, je sledovano nejprve maticové vyjadieni vztahii mezi
velidinami elektrostatického a magnetostatického pole, poté pole prom&énného s Casem
a konetnd &tyFrozmdrné vyjadiens elektromagnetického pole. Z4avérem je pak vySetfovana
elektrodynamika pohybujicich se téles & jsou uvedeny getné priklady.

Kniha je dopln&na bohatym odkazem na literaturu.

Mo#no Fiei, %e kniha bude vitanou ugebnici pro techniky. Matematik nalezne v ni ob8irné
pole namétu pro aplikaci. V. Doletal, Praha.
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