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éaopls pro pé&stovini matematiky, ro&. 80 (1955)

GEOMETRIE SIMPLEXU V E,
(druhé ést)

MIROSLAYV FIEDLER, Praha.
(Doslo dne 20. listopadu 1954.) DT 513.821.2

V této druhé 3asti préce se zavadi pojem vyznaéné mnoZiny sim-
plexu, popisuje se mnoZina vlastnich i nevlastnich vyznaénych bodu
a vlastnich vyznaénych piimek. Jsou zde uvedeny nékteré vyznaiéné
mnoZiny obecného simplexu a dokazuji se vty o isogonélni p¥ibuz-
nosti.

6. Vyznaéné mnoziny simplexu. BudiZ opét E, eukleidovsky prostor di-
mense n (n pfirozené). Nazveme piipustnym zobrazenim m-tého ¥adu (m > 0
celé) takové zobrazeni ¢, které kazdé uspofddané skupind m 4 1 boda 4,
A,, ..., Apyy 2 B, piitazuje néjakou mnozinu M c E,,*)

M=qg(d,, Ay, ..., 4,),
a to tak, Ze plati: je-li T' isometrické zobrazeni E,, pak
P(TA,, TAy, ..oy TApss) = Poldy; Ag; 500y Apnis) -

Budiz nyni A, 4,, ..., Apyy (m = 0 celé) pevnd skupina (ne uspoiddand)
bodi z E,. Nazveme vjznaénou mnofinou této skupiny kazdou takovou mno-
zinu M c E,, k niz existuje ptipustné zobrazeni m-tého ¥idu ¢ tak, ze

M == qj(-A‘il’ Aiz’ . Aim+l)

pro kaidou permutaci (¢, ¢y, ..., i.,) indexa 1, 2, ..., m + 1. Vyznaénymi
mnoZzinami simplexu v ¥, rozumime vyznaéné mnoziny skupiny vrchold sim-
plexu. Zitejmé prénik i sjednoceni vyznaénych mnoZin simplexu jsou opét
vyznaéné mnoziny simplexu.

V dalgich vétich se budeme zabyvat mnoZinou viech vyznaénych bodi pev-
ného simplexu v £, o vrcholech Oy, O,, ..., 0,.,, t. j. mno#inou viech vyznad-
nych jednobodovych mnoZin tohoto simplexu.

V&ta 16. MnoZina vdech viastnich vijznaényjch bodi simplexu tvoii (neprdzdnaj)
linedrnt prostor. '

*) E, je eukleidovsky prostor E,, dopln&ny nevlastnimi body.
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Dikaz. Oznadme A mno#inu viech vlastnich vyznadnych bodi daného
simplexu. Jsou-li P, @ dva razné body A, pak kazdy vlastni bod ptimky PQ je
vyznaény bod simplexu: pro body P:a, Q to plati, kazdému jinému bodu §
piimky P@Q je piifazen délici pomér 4 (0 + A #+ 1) vzhledem k bodim P a Q.
Odpovidaji-li vyznaénym bodtm P a @ piipustnd zobrazeni ¢ a vy, takze P =
=90, 0., ..., OF), Q=40 Oy, ..., 0;,) pro kazdou permutaci
(33 T3y vy Insy), OZNAcme y takové zobrazeni, které kazdé uspofadané skupiné
n + 1 bodt A4,, 4,, ..., An,, z E, pritazuje mnozinu vSech bodi X, k nimz
existuji viastni body P’ e p(Ay, Ay, .., Apir), @ ep(Ay, Ay, .oy Anyy), P+ Q'
tak, ze X mé délici pomér A vzhledem k bodtm P, Q'. Ziejmé je y piipustné
zobrazeni a plati

S = x(oi,; Oi,: 0 csas 0in+l)

pro kazdou permutaci (iy, @y, ..., tnsy), t. j. bod S je rovnéz vyznaénym bodem
simplexu.

Odtud vsak ihned plyne, zZe A je linedrni prostor. Ze A je neprazdné, uka-
Zeme (nezavisle) ve vété 18.

Véta 17. Necht o,(&y), t = 1,2,...,n+ 1, jsou rediné funkce (n—2}— 1)
redlngch proménnych &g, k<1, k,1=1,2,...,n + 1, definované pro vdechna
Kadnd & definujme jesté pro k> 1 &, = &y. Necht ddle plati: pFi vyméné
kazdijch dvow indexii i, j, it + , w E se proi + p + j o, nezméni, o, pfejde v o; a
0; v 0;.) Oznaéme v simplexw X o vrcholech Oy, O,, ..., Opyy Cverce vzddlenosti
bodis O;, O, symboly e,;. Potom bod o barycentrickyjch soufadnicich o,(e), pokud
existuje_(t. j. pokud_nejsou oy(ex) = O:pro i=1,...,n 4 1), je vyznaény bod
simplexu 2. - '

Diukaz. Necht ¢; jsou funkee spliiujici pfedpoklady véty. Oznaéme o(4,,
A,, ..., A,,,) zobrazeni, které kazdé skupiné bodt 4,, ..., A, z B, ptitazuje
bud bod o barycentrickych soufadnicich o,(a,), kde a,; = 0*(4x, 44), ¢, k1=
—1,...,n + 1, vzhledem k simplexu 4, ..., 4,,;, pokud body 4, ..., 4ni,
jsou linearn& nezévislé a pokud nejsou o;(a) = 0proé =1,...,n + 1, anebo
prézdnou mnoZinu v opaéném pi{padé. Zobrazeni ¢ je ptipustné, jak plyne
z invariance barycentrickych soufadnic pii isometrickych transformacich.
Dale je

o'(A-ls Az: IR An+1) = (T(A,-l, A-i,: ersridy (611)

n+1)

pro kazdou permutaci (ij, %y, ..., i44,) indexi 1,2, .‘.., n + 1. Podle piedpo-
kladd o funkeich o, to totiz plati pro kazdou transposici (podrobngji: je-li na
jedné strané rovnosti (6,1) prazdné mnoina, je i na druhé strané prazdné mno-
#ina; je-li na jedné strand (6,1) bod, je na druhé strané tyZ bod, nebot jeho bary-

1) Podrobndji: polofime-li & = &> & = & PrO 6+ § + k, &y = & Pro ¢ *

’

kg, i+l%7, jeproi £ pEj 0p(&n)=0yEm) 0iSi) = o5(Em) 05(&) = oi(&r) -
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centrické soutadnice se nezméni aZ na vyménu piislusnych dvou soutadnic,
pro které se viak zaroveii méni oba vrcholy simplexu 4,, ..., 4,,,). Ponévadz
kazdou permutaci 1ze slozit z transposic, je tim véta dokdzana.

Bezprostiednim dusledkem je tato véta:

Véta 18. V kaZdém simplexu je bod o barycentrickijch soutadnicich (1,1, ..., 1)
vyznainy bod. Nazygvd se t&£istém simplexu.

Dikaz. Staéi ve vété 17 polozit o,(&;) = 1 pros =1, ...,n + 1.

Poznamka. Necht M, je neprdzdnd podmnozina mnoZiny indextt M =
={1,2,...,,n 4+ 1}. Potom t&Zisté té stény simplexu O,, ..., 0,,,, kterd m4a
vrcholy O,, i € M,, mé barycentrické soutadnice (vzhledem k celému simplexu)
Ty, = (&, 62 ..s Enyy), kde &, =1proie M,, & = 0 pro j non e M,. To plyne
ihned z toho, Ze barycentrické soufadnice bodu v té sténé jsou &; = &YV pro
i e My, & = 0 pro jnone M, kde &7 jsou barycentrické soutadnice tohoto bodu
(az piip. na faktor) vzhledem k simplexu (o piip. menSim poétu dimensi)
o vrcholech O;, i€ M,, jak vyplyva na p¥. z rovnice (2,8) odst. 2 prvé Sasti
tohoto ¢lanku.

Abychom mohli studovat linedrni prostor A vyznaénych bodé simplexu,
zavedeme si nejprve pojem grupy automorfismé simplexu. Automorfismem sim-
plexu v E, nazyvame kazdé isometrické zobrazeni E,, které prevadi mnozinu
vrcholt simplexu v sebe. Automorfismy simplexu tvoii zfejmé grupu, kterou
nazyvame grupou automorfismi simplexu. Kazdy automorfismus simplexu je
jednozna¢né uréen permutaci vrcholi simplexu (totiz permutaci (iy, 4, ...,
tny) Cisel 1,2, ..., n 4+ 1 takovou, Ze pfi tom automorfismu piejde vrchol O,
ve vrchol 0,), t. j. grupa automorfismii simplexu v K, je isomorfni nékteré
podgrupé grupy permutaci (» + 1)-ho stupné. MnoZinu vrchold simplexu lze
rozloZit na podmnoziny té vlastnosti, Ze kazdy vrchol O; jedné podmnoziny
prejde pfi libovolném automorfismu simplexu opét ve vrehol této podmnoziny,
a pii tom pro kazdy vrchol O; této podmnoziny existuje alesponl jeden auto-
morfismus simplexu, ktery pfevadi vrchol O; ve vrchol O;. Tyto podmnoziny
odpovidaji systémuam transitivity uvedené podgrupy permutaéni grupy a bu-
deme je proto nazyvat systémy transitivity vrcholt. Tak simplex v E,, jeho#
grupa automorfismi obsahuje jediny (identicky) automorfismus, mé n + 1
systému transitivity vrcholta (v kazdém systému je vidy jeden vrchol).

Vé&ta 19. Viyznaéné mnoZiny simplexu X jsou prdvé ty mmofiny, které jsou
invariantnt pfi vdech automorfismech simplexu X.

Diukaz. Ze vyznaénéd mnozina simplexu je invariantni pii viech jeho auto-
morfismech, je zfejmé. Necht obracené je M mnozZina, invariantni p¥i viech
automorfismech simplexu X o vrcholech O, ..., 0, ;. Sestrojme nejprve ke
kazdé permutaci k, ..., k,,, indext 1, ..., » 4+ 1 zobrazeni n-tého F4du
Vi, ..., k,y, tAKGO: ’

Necht 4, ..., 4,,, je néjaké skupina n + 1 bodil z E,; plati-li (4, 4) =
= 0(0,, 0,) pro viechna 4,7 = 1,...,n 4 1, t. j. tvofi-li (podle véty 3) body
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Ay, -..» As,,, v tomto potadi vrcholy simplexu 2’ shodného se simplexem Z,
pak i . k... (41 ..., Anyy) je mnozina, kterd vznikne z M isometrii, prevadé-
jici T v Z'. Neplati-li o(dy,, 4;) = (0, 0;) pro véechna ¢,j=1,...,n 4+ 1,
pak necht vy (Ay, ooy Apyy) = B,

jsou zfejmé vesmés piipustnd. Polozime-li nyni ¢(4,, ...,

K1
Zobrazeniy, .

"kll+1
Api) = 0N Pup iy, (A1s - Ansa), je  opét piipustné zobrazeni a plati
(klv~--’kn+1)
M = ¢(0i19 ey 01',, I-l)
pro kazdou permutaci i, ..., 7,y indexi 1,..., n 4 1. Je tedy M skutetné

vyznaénd mnozina simplexu 2.

Vi&ta 20. Necht v simplexu X je r systémi, transitivity vrcholiu. Potom linedrni
prostor A vijznaénijch bodw simplexw md dimensi rovnu r — 1. Je uréen r téZisty
védy té stény simplexu X, kterd md vrcholy z jednoho systému transitivity vrcholi.

Dikaz. Necht simplex £ mé vrcholy O, ..., 0,,; a necht e; jsou opét
¢tverce vzdalenosti vrehola O;, O;. Oznaéme na okamzik

Zy U
Lo Y2

ze=| " ||, y=| " ||, L=11,..., 1]
Ty Yni1

(o m + 1 prveich), B = |le;]|.

Plati tato pomocna véta: Necht A je linedrni zobrazeni prostoru E.,, pfi
kterém bodu o barycentrickych soutadnicich (€y, s, ..., Tnyy) vehledem k simplexw
Z odpovidd bod (Yy, Ys, -+ Ynysa) tak, Zeprot =1,...,mn + 1 je

n+1

Yi = Z Qi
k-1

t.j. pro A = |ja| plati

y= Az,
Zobrazeni A je isometrické tehdy a jen tehdy, existuje-li nenulové &islo x tak, Ze
A'EA = &2E , 1 (6,2)
LA =ou«L. (6,3)

Dtkaz. Podle rovnice (2,9) z véty 1 prvé &asti je dtverec vzdalenosti dvou
1 2

vlastnich bodi X, X moZno psit ve tvaru
L2 (3 v (b
s =(5 - =) 5 (Z-2).

Lx Lz 3
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kde z resp. z jsou obdobné sloupcové matice barycentrickych soufadnic bodi

n+1

1 2
X, X jako je matice z. Pfitom je Ic= D@, +0, Lz = 0. Odtud snadno plyne,
1=1
ze plati-li (6,2) a7(6,3), je zobrazeni 4 isometrické. Je-li obracend A isometrické
zobrazeni, pak, jak zndmo, pfevddi vlastni body opét ve vlastni body a ne-
1 2
vlastni opdt v nevlastni; odtud plyne (6,3). Z toho, %e plati g2(4X, AX) =
1 2 1 2

= @*X, X) pro kaZdou dvojici vlastnich bodt X, X, pak plyne (s uzitim
(6,3)) 2

1 1 2 1 2 1 2\ 1 2

x x x x x x x x
- Bend- a2 )
L (Lﬁc Lfc) Ly Lz ‘Lx L& ‘Lz Lz
t. j. po snadné tvaze rovnice (6,2).

Z této pomocné véty vyplyvé, Ze automorfismim simplexu X odpovidaji
(aZ na nenulové faktory) takové matice 4 = ||a,||, které maji tvar a;; = 1 pro
j = ki a;; = 0proj + k;, kde (ky, ks, ..., k,.,) je permutace &isel 1, ..., n + 1,
a pro které je ddle

A'EA=FE. (6,4)

Dokézeme ted druhou pomocnou vétu:

Necht Y = (yy, ..., Yns1) je vyjddient viastniho viznaéného bodu simplexu X
v barycentrickych soufadnicich a necht vrcholy 0;, Oy simplexu X lefi ve stejném
systému transitivity. Potom je y; = yy.

Dikaz. Podle pfedpokladu existuje isometrické zobrazeni A prostoru E,
tak, Ze ptevadi mnozinu vreholi simplexu v sebe, a p¥i tom vrchol O; ve vrehol
Oy. Pro piisluSnou matici 4 tedy je

ay; =1, a, ;=0 pro I +7. (6,5)

ProtoZe Y je vyznaény bod, existuje pipustné zobrazeni ¢ tak, %e

Y = ¢(0,, 0, ...,0,,) = ¢(40,, A0,, ..., A0,_,) .
Odtud plyne, Ze pro nékteré ¢ + 0 je
Ay =0Y, . (6,6)
kde y je ptisluind sloupcové matice. Protoze Y je vlastni bod a plati (6,5), je
v (6,3)x =1av(6,6) o= 1.Ze vztahi (6,5) a (6,6) s o = 1 pak ihned plyne
Y; = Y, jak jsme cht&li dok4zat.

Nechf nyni je pro M ={1,2,...,n+1} M =M, uM,u...uM,
rozklad mnoZiny M, ktery odpovidd rozkladu mnoziny vrcholii simplexu %
v systémy transitivity. Z druhé pomocné véty ihned plyne, %e kazdy vlastni
vyznaény bod ¥ mé barycentrické soutadnice y; tvaru

Yi = C),
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proie M,, A=1,2,...,r. To v8ak znamen, %e bod Y leZi v linedrnim pro-
storu Ay, o némz mluvi véta 20, vytvoreném t&zisti systému transitivity vrcho-
lu. Tato téiiétéjmaji;totii po}dle poznamky za vétou 18 tvar (v barycentrickych
soufadnicich) 7' = (ii), kde ¢, = 1 pro ie M,, t: =0 pro ¢ none M,. Tedy
A c Ay,

Obracené, skupina vrchold, které patii jednomu systému transitivity, je
invariantni pfi v8ech automorfismech simplexu. Je tedy také t&zisté vrcholi
kazdého systému transitivity invariantni mnoZina pfi v8ech automorfismech
simplexu X, t. j. toto t&Zi§té je vyznaény bod Z. Odtud plyne, Ze Az c A
a véta je dokazana.?)

Vsimnéme si ted nevlastnich vyznaénych bodia. Jsou-li P, @ dva rtzné
vlastni vyzna¢né body simplexu, je nevlastni bod p¥imky P@ (jakozto pranik
vyzna¢né p¥imky P a vyznadéné nevlastni nadroviny rovnéz vyznadénym
bodem simplexu). Jsou tedy vSechny nevlastni body linedrniho prostoru A
(pFesngji A) vyznacné body. Neni vSak pravda, Ze vlastni i nevlastni body do-
hromady tvofi (uzavieny) linearni prostor. Tak pro » = 1 ma kazdy simplex
(dvojice ruznych bodu) jen jeden vlastni vyznaény bod (stied Gili tézisté)
a jeden nevlastni. Obdobn& to mize nastat i pro n > 1.?)

Plati vSak tato véta:

Véta 21. Nevlastni vyznaéné body simplexw tvofi sjednocent N, u Ny U ... U
U N, po dvou ortogondlnich nevlastnich linedrnich prostori N,. Mda-li A kladnou
dimenst, je nevlastni linedrni prostor prostoru A jednim z wvedenyjch prostori, N ;.

Dukaz. Dokazeme nejprve dvé pomocné véty:

1. Jsou-li P, Q dva rizné vyjznaéné nevlastni body simplexu, pak bud P a Q
jsou ortogondlni, nebo kaZdy bod pfimky PQ je vyznalny.

Nejsou-li totiZ P a @ ortogonalni, pak bod P’ ptimky PQ, ktery je ortogo-
nalni k P, je rovnéz vyznacény bod, ktery je rizny od P i Q. Ke kazdému redl-
nému ¢islu 4, 4 #+ 0, 4 * 1, lze pfitadit pravé jeden bod X ptimky PQ, pro
ktery je dvojpomér (P,Q,P’, X)= A, a takto dostaneme viechny body
piimky P@Q, ruzné od P, @, P'. Jsou tedy vSechny body piimky PQ vyznacné.

%) Na platnost véty 19 a odtud vyplyvajici vztah A5 C A mne laskavé upozornil
prof. VL. KNICHAL. :

3) Plyne to na pt. z této konstrukce:

Necht » > 1. V E, zvolme libovolny podprostor E; dimense 1 a dalsi, s B, disjunktni
podprostor E, _,, pro n > 2 kolmy k E,. V E,_, sestrojme simplex Oy, ..., 0,_, tak, aby
vSechny jeho (nenulové) hrany mély délky navzajem rizné (takovy simplex skuteéné
existuje, nebot tim poZadujeme pouze platnost nerovnosti #, linedrnich v e,;). Oznaéme P
prisetik nadroviny », vedené prostorem E,_, kolmo k E,, s piimkou ¥,. V E, ted zvolme
body 0, a 0,,, tak, aby byly soum&rnd sdruené vzhledem k P a aby vzdalenost O, a
O, 4, byla roznd od viech vzdalenosti 0,0;, 4,7 = 1,...,n — 1, i od viech vzdalenosti
0,0,, 0,0,.,. To lze, volime-li 0,,0,,,, dost malé. Tim dostavame simplex O, ..., O0p 1,
jehoZ grupa automorfismii mé jen dva prvky, z nichZ jeden odpovidé identit$ a druhy
symetrii podle ». KaZdy vlastni vyznaény bod leZi tedy v », aviak nevlastni bod pfimky E,
Jje rovnéZ vyznadnym bodem, ktery neleZi v .

[ ]
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I1. Zavedeme-li relaci mezi vijznaénymi nevlastnimi body P ~ @Q, jestlize je
bud P = Q, anebo P + Q a celd pFimka PQ je primka vijznacnyjch bodu, pak tato
relace je ekvivalence. '

- Reflexivnost 4 symetrie uvedené relace je evidentni. Necht nyni P ~ @,
Q~ R, apii tom P + Q, @ + R (jinak je ziejmé P ~ R). Jsou tedy vSechny
body ptimek PQ a QR vyznaéné. Lezi-li body P, @, R v pfimce, je skutecné
P ~ R. Necht tedy nelezi v piimce. Zvolme néjaky bod P, piimky P@, rizny
od PiQ, a bod R, pfimky QR, rizny od Qi R (P,iR, jsou tedy vyznac¢né body).
Mizeme ted v rovind uréit jednoznaéné soustavu projektivnich soutadnic tim,
ze zvolime body P, @, R za vrcholy soustavy soufadnic a priseéik piimek
P,R a PR, za jednotkovy bod soustavy. Kazdé t¥idé homogennich nenulovych
trojéisli pak odpovida n&jaky bod roviny PQR, a dostaneme tim vSechny body
této roviny. Je proto kazdy bod roviny PQR vyznatny, a tedy i kazdy bod
ptimky PR, P ~ R.

Z 11. pomocné véty plyne, Ze tiidy nevlastnich bodi podle uvedené ekviva-
lence tvoii lineadrni prostory. Z I. pomocné véty plyne, Ze dva takové rtzné
linedrni prostory jsou navzajem ortogonalni. K dikazu véty 21 zbyva dokazat,
e existuje-li neprazdny nevlastni Gtvar N linedrniho prostoru A vlastnich
vyznaénych bodt, pak N je jednim z uvedenych linedrnich prostori. Kdyby
totiz pro dvojici riznych vyznaénych nevlastnich bodd P, @ platilo, Ze P e N,
@ none N, P ~ @, pak by na ptimce PQ existoval bod R + P, ktery by byl vy-
rizny od 7'i P, pak S € A je vyznaény bod a pata kolmice spusténé z bodu S
k ptimce TR je vlastni bod §’, ktery nelezi v A, avSak je vyzna¢ny. Tim jsme
dostali spor.

Poznédmka. Podobnou metodou jako v dikazu druhé pomocné véty pfti
dtikazu véty 20 lze ukazat: Jsou-li vrcholy O; a Oy ve stejném systému transi-
tivity a je-li Yy = (Yy, - - ., Yns1) VYznaény neviastni bod, pak plati y; = + yi.

Pomoci nevlastnich vyznaénych bodi miuzZeme snadno popsat mnozinu vy-
znadnych vlastnich p¥imek. ’

Véta 22. Mno¥ina vijznaénijch vlastnich primek simplexu je tvofena jednak
mnoZinou vdech vlastnich pfémek prostoru A vyznaényjch boda, jednak pFimkami
PQ, kde bod P probihd A a bod Q probihd ty nevlastni linedrni prostory vijznactnijch
bodi z véty 21, které jsou rizné od nevlastniho prostoru N prostoru A.

Dikaz. Ze kazda pFimka uvedenych vlastnosti je vyznadna vlastni ptimka,
je ztejmé. '

Necht tedy obracend je p vyznaénd vlastni piimka. Je-li pe A, véta plati.
Predpokladejme tedy, Ze p none A. Pata kolmice z tézisté 7' simplexu na p je
zfejmd vlastni vyznadny bod simplexu; oznadime-li jej P, je P e A. Nevlastni
bod @ p¥imky p je vyznaény nevlastni bod, ktery nelezi v A. Tim je dikaz pro-
veden.

[ ]
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Poznamka. Obdobné lze popsat mnozinu v8ech vlastnich vyznaénych linedr-
nich prostora dimense %, 0 << k¥ << #» pomoci bodl z A a nevlastnich vyzna.cnych
linearnich prostort dimense & — 1.

7. Specidlni vyzna&né mnoZiny simplexu. Ve vété 19 jsme si ukazali, Ze t&-
zZisté simplexu je vyznaény bod. V tomto odstavei najdeme jiné vyznaéné
mnoziny simplexu a uvedeme jejich vlastnosti.

Véta 23. Ke kazdému simplexu v E, existuje prdvé jedna (n — 1)-koule,
kterd prochdzi vdemi jeho vrcholy (opsand (n — 1)-koule). Jeji rovnice v bary-

centrickych souradnicich je
n+1l

Z e;xx; = 0, (7,1)

i 5=1

jejt stied je bod S = (go1, Joa> « - +» Jo,n41)°) @ polomér r = V Jo0 . Neobsahuje

Zadny vnitint bod simplexu.

Dikaz. Véta plyne ihned z véty 14 a z faktu, Ze &islo V— o0 je kladné

jakozto ¢tverec vzdalenosti bodu S a O;. Zavér vyplyva ze (7,1) a z e;; = 0,
e;; > 0 pro @ = 4.

Poznamka I. Z nezavislosti bodu S na permutacich vrcholi a na isometric-
kych transformacich plyne, Ze S je vyznaény bod (snadno to také plyne z v&-
ty 18).

Poznamka II. MZeme ted pomoci mnoziny vSech vyznadénych bodi
simplexu a opsané (n — 1)-koule popsat mnozinu v8ech vyznaénych nadrovin
simplexu. Nadrovina = je totiz vyznacna tehdy a jen tehdy, je-li jeji pdl vzhle-
dem k opsané (n — 1)-kouli vyznaény (vlastni nebo nevlastni) bod. Podobné to
Ize uéinit pro kazdou vyznaénou regularni kvadriku simplexu.

Vé&ta 24. Necht m je prirozené &islo, m < n — 1. Existuje jedind kvadrika,
kterd se dotykd kaZdé m-dimensiondlni stény simplexu v E, v t¢£isti této stény.®)
V' barycentrickiyjch soutadnicich je jejé rovnice

n+1 n+1l

(m 41 Zx — in)2—0 (7,2)

jeji stied je v téZidts simplexu.

Dikaz. Pfedpoklidejme, Ze takova kvadrika existuje; necht md v bary-

n+l

centrickych soufadnicich rovnici > a;xx; = 0. Snadno se zjisti, Ze vlastnost
ij-1

této kvadriky, Ze se dotykd kazdé m-dimensiondlni stény simplexu v jejim

4) Viz odst. 5.

5) Cisla gog, gos» 4 jsou zavedena v odst. 2 prvni Sasti.
8) TéZistém stény Oy, Oy, -- -, Oy, ., rozumime t&ZistE t&chto vrecholi.
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t&2ikti, je ekvivalentni s tim, Ze pro kazdou takovou podmnozinu M,, ,; mnoZiny
M ={1,2,...,n + 1}, kterd md m + 1 prvki, a pro kazdé i e M,,, plati

. Zaik — 0 .
kedtpymi
Protoze je 1 < m < n— 1, plyne odtud snadno, Ze pro i + j je a;; = a,
a;; = — ma, a + 0. To viak ihned dava (7,2). Ze t8Zists simplexu je sttedem

kvadriky (7,2), plyne z faktu, Ze polarni nadrovinou tézisté vzhledem ke kvad-
rice (7,2) je nevlastni nadrovina.

Poznémka. Kvadriky (7,2) prom = 1, 2, ...,n — 1 jsou navzajem homo-
tetické a homotetické i s kvadrikou téhoz tvaru pro m = 0. Tato kvadrika
prochazi vemi vrcholy simplexu a nazyvé se Steinerova opsand kvadrika (nebo
Steinertiv opsany elipsoid, nebot v8echny kvadriky (7,2) prom = 0, ..., n — 1
jsou eliptického typu), kvadriky (7,2) pro m > 0 Steinerovy vepsané kvadriky
(elipsoidy). Mnozing kvadrik tvaru (7,2) pro m >> — 1 budeme fikat Steineriwv
systém kvadrik.

Véta 25. V simplexu existuje jeding bod L té vlastnosti, Ze soulet ctverci jeho
veddlenosti od (n — 1)-rozmérnyjch stén je minimdlni. V barycentrickyjch soutad-
nicich je L = (g11, Jazs - > Jns1,n41); nazyvd se Lemoiniw bod simplexu. Je vidy
vnitinim bodem simplexu.

Dikaz. Necht P = (py, Ps - --» Pnsy) je Vlastni bod. Pak soucet ¢tverct jeho
vzdalenosti od stén w; = x; = 0 je podle (3,12)

b

2
n+l A n+l pz A A an’ z 5_2 - (Zpl)2
SePw) = — 3 B =~ +(—‘ ) €0 3
Rt 2(21’:‘) i1 Gui 229“' zzgii (zpi)2
Prvni séitanec je viak soudet étverc vzdalenosti pro Lemointv bod. Druhy je
[podle nerovnosti (Eaib,«)2 < zaf be pro a; = Vm, b, = ﬁ, nebot g;;
: B - Gii

jsou nenulové &isla tého# znameni (— 1) podle (4,3) a (4,5)] stéle nezdporny,
dokonce kladny pro P = L. Odtud plyne véta. Ze L je vnitini bod, plyne ze
(4,3) a (4,1).

Poznimka. Obdobng lze dokazat zndmou vétu, ze t8Zisté simplexu je bod,
pro ktery je soucet étverci jeho vzdalenosti od vrehold minimalni.

Véta 26. Pro kaZdy simplex v B, existuje pravé jeden vnitini bod V, ktery md od
vdech (n — 1)-rozmérnych stén simplexu stejnou vzddlenost; je to stied vepsané
(n — 1)-koule, t. j. (n — 1)-koule, kterd se dotykd (n.— 1)-rozmérnych stén sim-
plexu a obsahuje (kromé dotykovych bodi) jen wvnitini body simplexu. V bary-
centrickych soufadmicich je V = (v, ..., Vpyy), ¥i = Vlg_,,l, rovnice wvepsané
(n — 1)-koule je ,

(Svi(eaz) — 23vieve) S + [(ewv) + [A[] () =0, .~ (7.3)
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jejt polomér :
4] -
o = VL.‘ . (7,4)
2
Dikaz plyne snadno z (3,11).
Poznidmka. Obdobné se zjisti, Ze celkem existuje pro simplex v E, nejvyse
27 bodu, které maji od v8ech (n — 1)-rozmérnych stén stejnou vzdalenost. Jsou
to (pfi vyjadieni v barycentrickych soufadnicich a pii v; = |/]g]) ty body

V..., s ) = (8101, Ea0g, «.us Ens1¥n) s, &i=+1,
které jsou vlastni (t. j. pro néz Sew; + 0). ProV(, . » + V to jsou stfedy
t. zv. pfipsanych (vné vepsanych) (n — 1)-kouli.

V niésledujici vété zobecnime pro simplex definici isogonalné sdruzenych
bodi a ve vétach 28 a 29 dokazZeme zobecnéni jejich vlastnosti, znamych z geo-
metrie trojuhelnika.

Véta 27.7) Necht bod P nelefi na Zddné (n — 1)-rozmérné sténé simplexu. Pak
existuje pravé jeden bod @, ktery md tuto vliastnost:

Jsou-li w, ' libovolné rizné (n — 1)-rozmérné stény simplexu, pak nadroviny
v, resp. v, ze svazku nadrovin uréeného w, o', prochdzejici body P resp. Q, jsou
sdrufené v involuct ve svazku (v, '), kterd md jako samodruiné nadroviny pilici
whel nadrovin o, o’.

Jsou tedy hly nadrovin v,, w a v,, ' stejné. Je-li v barycentrickych soutadni-
cich P = (py, Py -+ Pns1)s @ = (915 925 -+ Gns1), Plati pro o + 0

ePq: = Gii - (7,5)

Body P, Q se nazyjvaji isogondiné sdruzené.

Dikaz. Budiz ddn bod P = (p;, ..., Pnyy)s Ps =0 pro e =1,...,,n 4 1,
a predpokladejme, Ze existuje takovy bod @ = (g, ..., ¢n1,), Ze Vvyhovuje prvni
¢asti véty. Existuje index 1 tak, Ze g; & 0; necht § = ¢. Pro stény w = z; = 0,
o' =z; = 0jevp = px; — px; = 0, vg = ¢;x; — ¢sx; = 0. Snadno se zjisti, Ze
obé nadroviny, pilici tihel nadrovin w, »’, jsou tvaru x,~]/|g,,-| + x,Vlg,-,-] =0.
Ponévadz vp a vq patii do involuce uvedené ve vété, je

(Pse: — pi;)(q%: — qi;) = “(xiVl—gJ’—jI + xng_ul)“ + ﬂ(xzvm - x,-l/lg_.-.-l)z :
Odtud p,g; = (x + B)|gul, P2 = (¢ + B)lgsl; protoZe pg; + 0, je & + f =+ 0
apro p= (f"_+1)13 (vzhledem k (4,3) a (4,5)) plati (7,5) pro indexy ¢ a j. Aviak
7 byl libovolny index réizny od ¢, plati tedy (7,5) pros = 1, ..., n + 1. Obracen&
Ize snadno zjistit, Ze bod @ definovany (7,5) skuteéng vyhovuje podmince véty.

7) Ve vétach 27—30 predpokladéme, Ze n > 1.
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Poznamka. Z (7,5) vyplyva, Ze bod je sam k sobé isogonalné sdruzen
tehdy a jen tehdy, je-li nékterym z bod& V¢, . , z predchozi poznimky,
t. j., je-li stiedem vepsané nebo piipsané (n — 1)-koule (pfipadné smérem;
ve vétich 27 a 28 nerozliSujeme vlastni a nevlastni body). Je také ziejmé
z (4,1) a (7,5), Ze isogonalné sdruzené body lezi ve stejnych poloprostorech
vytatych vidy jednou (» — 1)-rozmérnou sténou. Specidlné jsou oba nebo
Zadny vnitinim bodem simplexu.

Véta 28. Isogondlné sdruZené body (pokud alespor jeden z nich je viastni) jsou
vidy dvojict (pFip. splyvajici) ohnisek rotacnich kvadrik, dotykajicich se vdech
(n — 1)-rozmérnych stén simplexu.®)

Dikaz je zaloZen na této vété, kterou zde nebudeme dokazovat:

Rotaéni kvadrika (v nadrovinovych barycentrickych soutadnicich, dualnich
k bodovym) s ohnisky P = (py, Py, -+ Pus1)s @ = (915 @2, > §nya) MA tvar

n+1 nil n+1

z gii€iés — o z P& Z q:5; =0
2,7=1 %1 1=1 "

n+l
a obracend, ka?dé rovnice tohoto tvaru s ¢ + 0 a > p; + 0 nebo > g; + 0
i=1 1=1 .
je rovnici rota¢ni kvadriky s ohnisky P, Q.

Je tedy nutna a postadujici podminka, aby kvadrika ”g o:;&:&; = 0 byla
rotadéni s redlnymi ohnisky P = (p;), @ = (¢;) a aby se pi"iz ';(;rln dotykala vsech
(n — 1)-rozmérnych stén, aby

i =09ui—0Pg:=0, t=1,..,n+1,
200;; = 295, — 0(Pgs + Pig:) Pro T * j.
Odtud a z (7,5) plyne véta 28.

Vé&ta 29. Necht P je vlastni bod, ktery meleZi na Zadné (n — 1)-rozmérné sténé
simplexu. Oznaéme j?, t=1,...,n + 1, body, soumémé’ sdruzené s bodem P
vzhledem ke sténdm simplexu w; = x; = 0. Jestlize body Rlef v nadroving, pak ué
nelezi v linedrnim prostoru mensi dimense a smér kolmy k této nadroviné je isogo-

ndlné sdrufeny (nevliastni) bod s bodem P. Jestlize body R nelezi v nadroviné, pak
1 n+1l

stfed (n — 1)-koule opsané simplexu R, ..., R je isogondlné sdrueny bod s bodem P
(vzhledem k pavodnimu simplexu).

- Dukaz. Lehko se zjisti, Ze body j% maji v barycentrickych soutadnicich
tvar

i

B = (9P, — 29uPi> 9:iP2 — 29:2Pss -+ JiiPns1 — 205,n1P4) »

8) Rotadéni kvadrika je kvadrika, k ni% existuje vlastni piimka tak, Ze kaZda nadrovina
k této piimce kolmé protina kvadriku v (n — 2)-sféie se stifedem na této piimce. Ohniska
jsou body, z nichZ teény kuzel obsahuje absolutni kvadriku.
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kde

nil
P=(p17p2""’pn+1): Pi*o(i=1,--~,"+1), lei*o'

n+1

Predpokladejme nejprve, Ze body R lediv ndjaké nadroving » = > yx; = 0.
t=1
Potom plati prok =1,2,...,n 4+ L:

n+1 n+l

rx Zl ViDi — 2P Zlgik)’i =0,

¢ili
n+1 - n:1
ikyi = 5. ili - 7’6
2 Iy = gp0 2 Vb (7,6)
Nadrovina » je vlastni, t. j. levé strany rovnic (7,6) nejsou vesmés rovny nule.
n+1

Tedy z y:p; #+ 0 a podle (3,4) a (7,5) je isogonalné sdruzeny bod ¢ s bodem P
nevla;;;li bod v kolmém sméru k nadroviné ». Odtud rovnéz plyne, Ze takova
nadrovina v prochazejici vSemi body Izif je jedind.

Necht nyni body }2 nelezi v Zddné nadroviné; potom bod @, isogonalné sdru-
zeny s P, je vlastni: kdyby byl nevlastni, pak by fddky matice |g,.p; — 29.;p{
soufadnic bodi Il? byly linedrné zavislé (po nasobeni i¢-tého fadku L a sectend,

1

podle (2,15 d)), a tedy by byly linearné zavislé i sloupce ve sporu s tim, Ze body
R nelezi v nadroviné. Pfimym vypoc¢tem podle vzorce (2,9) za pouziti (2,15)

se zjisti, ze vzdalenosti bodu @ od bodi R jsou si navzijem rovny, t. j. bod @
1 n+1
je stfedem (n — 1)-koule opsané simplexu R, ..., R.

Z vét 19, 25 a 27 plyne ihned véta:

Véta 30. 7'¢%i8té a Lemoiniw bod simplexu jsou body 1sogondlné sdruZené.

Zavérem této Sasti bych podotkl, Ze pomoci véty 18 mizZeme tvotit libovolné
mhoho vyznadénych bodi simplexu, na pf. bod

Cy = (€1, €y -+ 1 Cat1) , Kdoc; =D ey, Cy= (e, €3 ..., Ca,1) 1P
J

Nékteré takové body jsou (obecnd) linedrnd nezavislé, nékteré jsou vidy linear-
né z4vislé, na p¥. bod C; a body D = (dy, ..., duy1), D' = (d1, ..., dy, 1), kde
d; = Yeiy, dy = > egey, ledi vidy v ptimce (nebo dokonce splyvaj).
J kk;g ll
Lze dale definovat algebraické vyjznaléné body simplexu tak, Ze to jsou body
0 barycentrickych soutadnicich o;(ey;), kde o,(&;) jsou homogenni polynomy
v &, 8 celymi koeficienty, vyhovujici podmince ve vété 17. Tak na pf. téZisté,
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