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Casopis pro p&stovani matematiky, ro¢. 80 (1955)

CHARAKTERISACE TETIVOVYCH A TECNOVYCH MNOHO-
UHELNIKT

LADISLAV KOSMAK, Praha.
(Doslo dne 2. listopadu 1954.) DT: 518.192

-V préci jsou nalezeny nutné a dostateéné podminky pro to, aby
n > 4 bodt v roving le¥elo na kruZnici a aby se n piimek dotykalo
kruZnice. Podminky jsou vyjddfeny jednoduchymi ihcidenénimi vzta-
hy; nejduleitéj§im pojmem v t&chto uvahéch je pojem t. zv. ortho-
centrické ptmky, ptitazené skupin® étyt piimek, jejiZ Zddné tfi pfimky
neprochézeji tym¥ bodem a kterd obsahuje nejvySe jednu dvojici
rovnobdfek. — Véty, dokédzané v této préici, maji aplikace pti studiu
jisté specialni kiivky, jak bude ukédzdno ve spolené préci ing. dr
F. SEpLAKRA a autora.

Je znamo, %e prisediky vysek étyt trojahelniki, uréenych vidy t¥emi piim-
kami &ty¥stranu*), lezi na téZe pfimce; budeme ji nazyvat orthocentrickd pfimka
tyFstranu. Obecngji plati: Je-li v roving déno » piimek (n = 4), z nichz Zddné
dv¥ nejsou rovnob¥zné a 74dné tii neprochézeji tymz bodem, pak orthocentra
viech trojahelnikd tvorenych témito pfimkamilezi na jedné piimce pravé tehdy,
kdy?% vSechny dané primky se dotykaji téze paraboly; piimka, na niz lezi ortho-
centra, je fidici pfimkou této paraboly. — Obé tyto véty pochdzeji od STEINERA
(Ges. Werke 1, str. 128, 134). Poznamenejme, e prvni z nich se nejjednoduseji
dokaze dvojim pouZitim této véty: Jsou-li na piimce diny tii navzéjem riz-
né body A4,,4,, A4, a jsouli pro i =1, 2,3 a,, a; piimky takové, e a; | a;
a 7e a;, a; neprochézeji bodem A; a prochazeji kazdé jednim ze zbyvajicich
danych bodu tak, ze @, prochdzi bodem A4,, a, bodem 4; a a; bodem 4,, .
pak priseliky dvojic piimek

(pla Pe) s
(P2s pf’) ’
(p:h pl)

leZi na téze primce. — Toto tvrzeni snadno plyne z vét o stejnolehlosti troj-
thelnikd.

*) Cty¥stranem zde rozumfme skupinu &éty¥ pfimek, z nich¥ #4dné dvé nejsou rovno-
b&Zné a Z4dné t¥i neprochézeji jednim bodem.
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Definici orthocentrické piimky nyni rozsifime na piipad skupiny &éty¥ pii-
mek, z nichZ Z4dné tii neprochézeji tymz bodem a pravé dvé jsou rovnob&zné;
orthocentrickou pfimkou takové étvefice pfimek budeme rozumét kolmici spus-
ténou na rovnobézky z prise¢iku zbyvajicich dvou pfimek. Kromé& toho pro
jednodussi vyjadrovani zavedeme tyto ndzvy: prisedik kazdych dvou z libo-
volné skupiny piimek v roviné nazveme vrcholem té skupiny a spojnici dvou
jejich vrchold, kterd do ni nepatfi, budeme fikat diagonila dané skupiny.
Nyni plati:

e

Obr. 1.

Véta I. Nechtbody A,, 4,, A,, A, nejsou vrcholy rovnobéinika a necht Zddné t¥;
z nich neleZi na tée piimce. Pak tyto body leZ na krufnici prdvé tehdy, kdy# ortho-
centrickd pFimka libovolné skupiny P &tyF pFimek s vrcholy v téchto bodech budto
prochdzi praseCikem diagondl té skupiny, na nichi po dvou le#t dané &tyFi body,
anebo, neprotinaji-li se tyto diagondly, je s nimi rovnob&nd.

Dikaz. I. Necht body 4,, 4,, 4,5, A, lezi na kruZnici k. Rozli§ujme t¥i
moznosti.

a) Body 4,, 4,, A;, A4 jsou vrcholy lichob&Znika. Pak je tvrzeni zfejmé,
nebot tétivovy lichobéznik je rovnoramenny.

Mizeme tedy pfedpokladat, Ze skupina P je éty¥stran. Pak jsou mozné dva
pripady.

b) Prisedik diagonal, na nichz lezi dané étyfi body, lezi uvnit¥ étyfahelnika
s vrcholy 4,, 4,, 4;, A,. Je-li v tomto &tyfthelniku p¥i n&kterém vrcholu
pravy uhel, je tvrzeni opét zfejmé; neni-li tomu tak, jsou viecky body oznatené
v obr. 1 navzajem ruzné a plati (viz obr. 1):

AACP~A C, AP~ N\ A,B,P~ A B,A,P,
nebof tyto trojihelniky maji stejné velky thel pii vrcholu P a kroms toho
X PAC, = L PC, Ay =}n — L 44,4, = }n — X 4,4;A, = X PB4, =
= X PA,B, .
Plati tedy

P:A,P— A,P:B,P = 4,0,: 4,B,,
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a jezto
A A10101 ~ A BzozAa )

Je
. C,P: 4,P = C,0,: 4,0,.
Pii tom
< PC,0, = {PA302,
takze

A PC,O, ~ A\ PASO,,

a jezto sobé odpovidajici strany jsou rovnobéiné a oba trojihelniky maji spo-
le¢ny vrchol P, lezi body P, O,, O, na téze primce.

c¢) Prisedik diagonal, spojujicich vzdy dva z danych bodi, lezi vné étyi-
uhelnika 4,4,4,4,. Podle b) je trojahelnik 4,0,4, homologicky s trojahelni-
kem A,0,4,; jejich odpovidajici si strany se protinaji v bodech 03, O;, P,
které podle Desarguesovy véty lezi na p¥imce. Jezto body Oy, O, jsou body
orthocentrické pfimky daného ¢tyfstranu a bod P’ prislusny prusecik jeho
diagonal, je tim véta dokazana i v tomto poslednim piipadé.

II. Dokéazeme nyni, ze podminka, o niz jsme praveé zjistili, Ze je nutna pro to,
aby body 4,, 4,, A,, A, lezely na kruznici, je také postacujici.

To se pouzitim druhé ze Steinerovych vét citovanych na za¢atku snadno do-
kaze v pripadé, ze jeden z bodu 4,, 4,, A5, A,lezi uvnitt trojahelnika s vrcholy
ve zbyvajicich bodech. Kdyby totiz orthocentricka piimka skupiny P procha-
zela ptislu$nym priseéikem diagonal, musela by Fidici pfimka paraboly, uréené
pfimkami skupiny P jako te¢nami, prochazet vnitikem této paraboly. — Kromé
toho si Stenaf snadno sam provede jednoduchy dikaz v piipadé, Ze body
A, A,, A,, A, leii na dvou rovnobézkach.

Predpokladejme tedy, Zé body A4,, 4,, A5, A, nelezi na kruznici, ze Gtyi-
thelnik s vreholy v téchto bodech je konvexni a Ze P je ¢tyrstran. VSimnéme si
nejprve pripadu, Ze prisedik D piislusnych diagonal skupiny P lezi uvniti étyi-
thelnika 4,4,4;4,. Necht je oznadeni voleno tak, Ze pfimky 4,4, a 4,4, jsou
diagonaly skupiny P. Bez ujmy obecnosti budeme piredpoklddat, Ze thel pii
vrcholu 4, trojihelnika 4,4,4; je tupy.

Opisme trojahelniku 4,4,4, kruznici k a necht A4, je jeji prusecik s pfimkou
A,4,. Vedme nyni v trojahelniku 4,4,4, vrcholy 4, a 4, rovnobézku s pro-
t8j8i stranou tohoto trojuhelnika a oznaéme B,, B, priuseciky téchto primek
s diagondlou A4,4,. Déle vztyéme kolmici A, v bodé 4, na pfimku 4,4,
a h, v bodé¢ 4, na pfimku 4,4,. Aspon jedna z primek A, b, protne pfimku
A,A,; protne-li ji jen jedna, je nékterda z piimek A,4,, 4,4, kolmi na
diagondlu 4,4,; dejme tomu, Ze je to piimka 4,4,. Orthocentrum trojiahelnika
tvoreného piimkami 4,4,, A,4,, A,A, lezi potom na piimce 4,4, a je rizné
od bodu D, nebot jinak by bylo 4,4, | A3;4,a body 4,, 4,, 4;, 4, by lezely
na kruznici. Orthocentrum trojahelnika tvoreného ptimkami 4,4,, 4,4,, 4,4,
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v$ak nelezi na piimce A,A4,, takze v tomto piipadé orthocentrickd primka
skupiny P nemize prochazet bodem D.

Muzeme tedy piedpokladat, ze obé piimky h,, h, protnou p¥imku 4,4,, a to
h, v bodé H, a h, v bodé H,. Jezto neni 4,4, | A,A4,, je bod H, rizny od B,
a H, rizny od B,. Podrobny rozbor jednotlivych moznosti polohy bodu vzhle-
dem k bodtm A4,, B, B,, H,, H, vede nyni k vysledku, Ze v Zidném ptipadé
nemuze orthocentrické piimka skupiny P prochazet bodem D. Tyto uvahy jsou
sice zdlouhavé, aviak velmi snadné, a proto upoustime od jejich vykladu.

Zbyvé piipad, Ze se diagonaly skupiny P protinaji vné étyFihelnika 4,4,4,4,.
Pak zcela obdobnym zptisobem jako v prvni ¢asti ditkazu pouZitim Desargue-
sovy véty lze ukazat, ze prochdzi-li orthocentrickd pfimka takové skupiny
prisedikem D diagonal, prochézi i orthocentrickd pfimka té skupiny &ty
piimek s vrcholy v danych bodech, jejiz diagonaly se protinaji uvnitt &tyf-
thelnika, priise¢ikem jejich pfisluinych diagonal, coZ je nemozné.

Véta 2. Jsou-li dany body A,, A, ..., A, (n = 5), z nich Zddné t¥i neleZi na
pFimee, pak existuje uspofddand skupina n — 3 Etvefic téchto bodi, kterd md tyto
vlastnosts:

a) ka#dd EtveFice kromé proni ma s predchdzejici t¥i spoletné body;

b) Zddnd z nich neobsahuje vrcholy rovnobéinika;

¢) kaZdy z dangjch bodt pat¥ do nékteré Ctvefice.

Diukaz se provede tplnou indukef. Spravnost tvrzeni se snadno ovéii pro
n = 5. Je-li pak n > 5 a predpoklédame-li, Ze véta 2 plati pro n — 1 bodl
A A, ..., A,_,, stadi k usporddané skupiné n — 4 étvefic, kterd je jim pfi-
fazena podle véty 2, pFipojit jako posledni tu ze dvou &étvefic, jez podle prvniho
kroku ditkazu odpovidaji skuping péti bodi sklidajici se z posledni étvefice
uspofddané skupiny odpovidajici bodim A,, 4,, ..., 4,_, azbodu 4,, kterd
obsahuje bod 4,.

Véta 3. Je-li n pFirozené &islo, n = 5, pak n boda, z nichZ Zddné ti neleZi na
pFimee, le£h na krugnici pravé tehdy, kdyZ pro kaZdou z n — 3 Ctvefic, které jsou
danym n bodim pFitazeny podle véty 2, plati, Ze orthocentrickd pFimka libovolné
skupiny Sty¥ pFimek, kterd md vrcholy v bodech této &tvefice, prochdzi prisetikem
diagondl té skupiny, na wich? le¥i body této CtveFice anebo, meprotinaji-li se, je
8 mami rovnobéZnd.

Diikaz. Véta 3 bezprostfedné plyne z véty 1 a 2.

Definice. Skupina n > 4 pf¥imek se nazyvé te¢nova, pravé kdyz viechny
jeji piimky se dotykaji téze kruznice.

Véta 4. Skupina Sty¥ pFimek, z nich# £ddné t¥i neprochdzeji tijmz bodem a nejoys
dvé jsou rovnobé#né, je teénovd pravé tehdy, kdyZ plati: Sestrojime-li osy dvojic
riznobéiek této skupiny tak, aby Zddnd meprochdzela vnitfkem jednoho z konvex-
nich dtvart, omezengjch véemi primkams skupiny, pak orthocentra vsech trojihel-
ik, tvoFemyjch témito pFimkamsi, le¥i na téfe pFimee. (Viz obr. 2.)
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Dikaz. I. Necht skupina &tyf p¥imek splituje pfedpoklady véty 4. Tvrzeni
véty 4 ziejmé plati v piipads, Ze dané skupina je soumérné podle osy, kters
jeji piimky bud neprotind nebo protini ve vrcholech skupiny; neni-li tomu
tak, je snadno patrno, ze Zadné tfi osy, sestrojené podle véty 4, neprochdzeji
tym# bodem a zadné dvé z nich nejsou rovnobéiné. Trojihelnik tvofeny té-
mito pfimkaminazveme vyznaény, jsou-li piimky jeho stran osami Ghli (vnéj-
gich nebo vnittnich) pfi vrcholech n&kterého trojuhelnika, tvofeného danymi
ptimkami. Prisetiky vysek vSech vyznaénych trojihelniki zfejmé lezi ve
stfedu 8 kruZnice, jiz se dané piimky dotykaji. Dale si uvédomme, Ze Ctyi-
thelnik omezeny zminénymi osami dvojic ruznobézek dané skupiny, které
prochézeji dvéma dvojicemi protéjsich vrcholt dané skupiny, je tétivovy;
o tom se lze snadno pfesvédéit vypoétem jeho uhli.

Viimnéme si nyni, Ze kazdy &tyfstran tvofeny osami definovanymi ve vété 4
budto je tétivovy nebo obsahuje vyznaény trojihelnik. Z toho podle véty 1
snadno plyne, %e orthocentrické pfimky vsech téchto &tyistrant prochazeji
bodem S, co% v8ak neni mozné jinak, neZ Ze viecky tyto piimky splyvaji.

v v

II. Neni-li skupina &ty¥ pfimek, z nichZ Zadné t¥i neprochazeji tymz bodem
a z4dné dv& nejsou rovnob&zné, teénovd, je snadno patrno, zZe zZadné tfi pri-
setiky vySek vyznaénych trojuhelniki nelezi na piimce. Obsahuje-li dana
skupina dvojici rovnobézek, zjistime, Ze orthocentra obou vyznaénych troj-
thelnikd uréuji pfimku réznou od spojnice priasedikt dvojic os, které se proti-
naji pod pravym thlem. '

Vé&ta 5. Je-li dana skupina n = 5 pFimek, z nichZ Zddné t¥i neprochdzeji tymZ
bodem, pak existuje usporddand skupina n — 3 Etvefic téchto pFimek takovd, Ze
plati:

a) kaZdd Ctvefice kromé pront md s predchdzejict tFi spoleéné pFimky;

b) kaZdd z danych pFimek patFi do nékteré Ctvefice;

c) v kadé étvefict jsou mejvys dvé rovnobézky.

Dikaz této véty se snadno provede aplnou indukei zcela obdobné jako u
véty 3.

Z véty 4 a 5 ihned plyne

Véta 6. Skupina n = 5 piimek, z nichZ Zddné t¥i neprochdzeji tymZ bodem, je
tenovd prdvé tehdy, kdy? kafdd z Stvefic pFimek, které jsou j¢ pfifazeny podle
véty 5, spliiuje podminku véty 4.

Poznamka. V&imnéme si, 7e ve étyistranu prisediky téch os (sestrojenych
podle véty 4) dvojic ptimek, které prochézeji prot&jsimi vrcholy, leZi na piimce.
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