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Casopis pro péstovani matematiky, ro&. 79 (1954)

VRCHOLY JEDNOTKOVE KOULE V PROSTORU FUNKCIONAL
NA DANEM POLOUSPORADANEM PROSTORU

JAN MARIK, Praha.
(Doslo 16. ledna 1953.) DT 519.4

Hlavnim vysledkem této préce je véta 82, z niZ lze pak odvodit
jednak vé&ty, které dokazuji Kakutani a Bohnenblust v [2] a [3] o re-
presentaci (M)-prostort, jednak Hewittovu vétu z [4] o homomorfis-
mech okruhu v8ech spojitych funkei na daném topologickém prostoru.
Viéta 92 pak fiké, Ze pro (L)-prostory plati tvrzeni obdobné vysledku,
ktery je v [3] uveden pro (M)-prostory.

UVOD

Zatim co KanTorOVI¢, VULICH a PINSKER vySetiuji ve své knize [1] vétsi-
nou t. zv. K-prostory, budeme si v8imat obecnéjsich prostort, a to K-linedli
(ndzev je prevzat také z [1]). K-linedlem rozumime, zhruba feéeno, ,linedrni
svaz‘‘; K-prostor by se podobné dal charakterisovat slovy ,4plny linearni
svaz‘‘. Budeme se zabyvat zejména normovanymi K-linedly a mimo to K-li- '
nedly, které jsou zaroven okruhy — tak zvanymi K-okruhy. Budeme ovSem
predpokladat, Ze mezi normou (resp. okruhovym nasobenim) a polouspoid-
ddnim plati jisté vztahy.

V K-lineilu lze ptirozenym zptisobem definovat pojem nezdporné funkeio-
nély; rozdil dvou nezédpornych funkcional se nazyva reguldrni funkciondlou.
Mnozina viech reguldrnich funkciondl na daném K-linedlu tvofi opét K-linedl
(dokonce K-prostor). Je-li pivodni K-linedl normovany, tvoii mnozina vsech
funkcional, které jsou p¥i této norm¥ spojité, opét K-lineal; ten je vidy &asti
K-lineidlu viech reguldrnich funkcional. Je-li ptivodni K-linedl K-okruhem,
lze normovat celou mnozinu regularnich funkcional.

Nazna¢ime nyni hlavni vysledky tohoto ¢lanku. Vrcholem mnoziny (kterd
je Gasti ndjakého linedrniho prostoru) nazveme takovy jeji bod, ktery neni
vnit¥nim bodem %4dné tsetky, obsaZené v této mnozing. Multiplikativni
funkciondlou nazveme regulérni funkciondlu f na K-linedlu Y takovou, Ze
f(a) . f(b)= 0, kdykoli a, b jsou prvky Y takové, Ze a A b = 0. (Symboly v,
A znadi svazové operace v Y). Pak plati:



a) Bud Y normovany K-linedl, kde pro libovolné nezdiporné proky x, y je
|l v || = max (||z]], [[y]]). Pak vrcholy jednotkové koule v prostoru véech spojitjch
funkciondl na Y jsou pravé vSechny (spojité) multiplikativnt funkeiondly s nor-
mou 1.

b) Je-li Y K-okruh, jsou vrcholy jednotkové koule v prostoru vSech requldrnich
funkciondl pravé vdechny reguldrni funkciondly tvarw --h, kde h je okruhovy
komomorfismus; kladnymi vrcholy jsou prdavé vdechny okruhové homomorfismy,
které jsou reguldrnimi funkciondlami. (Zminili jsme se, Ze v prostoru vSech
regularnich funkciondl na K-okruhu lze definovat normu.)

Véty a) i b) jsou dusledky véty 82 této price. PouZijeme-li ddle véty a)
a dukazu prvni véty z [5], dostaneme snadno KaxuTaniHo vétu z [2] o repre-
sentaci (M)-prostorti (v naSem oznaceni M-linedlt; viz vétu 91 a pozndmku .
k vété 92). Podobného postupu pouzivaji téZ BoHNENBLUST a KAKUTANI v [3]
a dokazuji zaroveri, Ze predpoklad z A y = 0= |z v y| = max (||2], ||}
plyne jiz ze slabsiho predpokladu 2 Ay = 0= |z v y||= max (=], ||¥|)-
Véta 92 této prace fikd, ze také ze vztahu x A y = 0= || + ¥| = |2/ + [|¥]|
plyne z Ay = 0= |z + y|| = ||| + ||y||. (Symbol ||z znaéi oviem normu
prvku z € Y, kde Y je néjaky normovany K-lineil.)

Véta b) je pak ziejmym zobecnénim véty, kterou uvadi HEwITT ve své praci
[4] na str. 184. Hewitt vyslovuje tuto vétu pro pripad, Ze dany K-okruh je
mnozina vSech spojitych funkei na daném uplné reguldrnim topologickém
prostoru. (Hewittiv dikaz je vSak nejasny a patrné chybny.) Je-li dany
K-okruh mnozina vSech omezenych spojitych funkei na aplné regulirnim
prostoru, je — jak lze otekavat — mnozina v8ech kladnych vrcholt jednot-
kové koule v prostoru vSech regularnich funkcional (to jsou v tomto piipadé
vi8echna okruhové homomorfni zobrazeni na téleso realnych ¢isel) ve slabé
topologii homeomorfni s g-obalem zakladniho topologického prostoru.

PolouspoFadané prostory a jejich representace.

1. Mnozinu Y nazveme K-linedlem, ma-li tyto vlastnosti: .
K 1) Y je redlny linearni prostor.1)
K 2) Na mnoziné Y je definovana relace > (to znamena, Ze o kazdé usporadané

dvojici @, b prvki z Y je ustanoveno, zda plati @ = b ¢i ne) tak, Ze plati

K3)aeY=a>a,
K4)a,beY,a=bb>a=a =0,
Kb5)a,beY,a>0,0=>0=a-}+b=>0,
Ké6)xel,?),0 >0,aeY,a>0=0aa>0,
K7abceY,az2b=>a+c>b+c,

1) Slovy ,,linedrni prostor‘‘ rozumime to, demu Katétov v [6], def. 1.1, ¥iké ,,vektorovy

prostor.
?) E, znaéi mnoZinu redlnych Zisel.



K 8) ke kazdému a ¢ Y existuje prvek a, €Y takovy, Ze plati a, > a,a, >0
azejec > a,,kdykoliceY,c > a,c > 0.

Pro a,beY, a > b, a + b piseme a > b. Jeli'tedy a > b, je bud a > b
nebo a = b. Je-li naopak bud a > b nebo a = b, je (v druhém piipadé podle
K 3)) také a > b. Znagdi tedy a > b opravdu totéz co ,,bud je @ > b nebo je
a =b"

Je-lia > b, plyne snadno zK 7), Ze jea + ¢ > b + ¢ pro kazdé c.

Viimnéme si, Ze podle K 4) nemiize platit zaroven a > b, b > a a Ze je
—b>=>—a(—b>—a), kdykolia > b (a > b). '

@ > 0% (,,& = b*) tteme obycejné jako ,,a je vétsi nez b (,,a je v&tsi nebo
rovno b“).

Misto a > b (a > b) piseme téZz b < a (b < a) a éteme to opét obvyklym
zptsobem.

Je-li @ > 0, fikdme, Ze je a kladné. Vyznam slov , zaporny*, ,nezdporny*,
»»nekladny je jisté ziejmy.

Mnozinu 4 C Y nazveme shora omezenou, existuje-li b ¢ ¥ tak, Ze a ¢ A =
= a < b. Existuje-li dokonce b e A tak, Ze a € A = a < b, fekneme, 7e b
je nejvétsi prvek mnoZiny 4.

Jisté je zfejmé, co znamend ,,mnozina zdola omezend ‘¢, ,,mnozina omezens‘,
,»,nejmensi prvek mnoziny 4 a pod.

2. Necht a > b, 6 >¢c. ZK7),K5)plynea —b>0,b—c=>0,a—c =
=(@—b)+(b—c)=0, tedy a >c. Je-i a >0, b > 0, je podle K 5)
a + b = 0. Kdyby vSak bylo a -6 =0, bylo by 0 =a+b>a + 0 =a,
tedy 0 > a ve sporusa > 0; je tedy @ + b > 0. Odtud opét snadno plyne

a=>b, b>c=>a>c.

Jelliae lj,0 >0,aeY,a>0,jena + 0, tedy aa > 0 (kdyby bylo aa =
= 0, méli bychom 0 =a~1.0 =a"Yxa) =1.a = a).

3. Véta: Budte a, b proky K-linedlu Y. Pak existuje pravé jedno s € Y, které
ma tyto vlastnosti:
sl) s=>a, s >0,
s2)d=a, d>b=>d>s.

Plati pak s =a 4+ (b—a), =b 4+ (a—0b),.

Dikaz: Poloime s, =a + (b —a),. Protoze (b —a), >0, je s; =a +
+ (b—a), = a. Déle je s, —a = (b—a), = b—a, tedy s, => b. Bud nyni
d takové, ted > a,d > b. Pak jed —a >0, d—a>b—a, tedy d —a >
=b—a),,d=a+ (b—a), =s,. Prvek s; mi tedy vlastnosti s 1), s 2);
podobné zjistime, Ze md tyto vlastnosti také prvek s, = b + (@ —b),. Ma-li
nyni néjaky prvek s vlastnosti s 1), s 2), plati jednak s > s,, jednak s; > s,
tedy s = s;; zejména je tedy s; = s,.



4. Prvek s =a + (b—a), nazveme (svazovym) spojenim prvki a, b a

oznatime
s=aVvbd.

5. Véta: Budte a,b proky K-lineilu Y. Pak existuje prdvé jedno peY,
které md tyto vlastnostr:
plyp=sa p=h,
p2)d<La, d<b=>d < p.

Plati pak p = — ((— a) v (— b)).

Dikaz: Bud ¢ = (—a)v(—bd). Pak ¢ > —a, ¢ = —0b, tedy —¢g < a,
—g<bJelid<ad<bje—-d=>—a—d=>—btedy—d=>gq,d< —q.
Prvek — q tedy sphiuje p 1) i p 2); zi'ejmé opét existuje .jen jeden takovy prvek.

6. Prvek p = — ((—a)v(—>d)) nazveme (svazovym) prisekem prvka a,b
a oznadime
» =anb .
7. Plati ztejmé a, =av0, aAb = — ((—a) Vv (—D)).

8. Véta: Pro libovolné proky a, b, ¢ € Y plati
a+ (bve) =(a +d)v(a+o ,
a—+ (bre) =(@+ b)A(a+c¢) .

Dukaz: Plati bve > b,bve > ¢, tedy a + (bve)=a + b,a + (bve) =
=>a+c; jestlize d>a-+b, d=a+c¢, je d—a=>b, d—a>c, tedy
d—a>bve, d >a+ (bve). Prvek a + (bve) méa tedy vlastnosti s 1)
i8 2). — Stejné se dokaze druhd rovnost.

9. Véta: Pro libovolné proky a,b,c €Y plati (@avb)ve =av(bve), (@Ab)A
Ae =aA(bArc),avd =bva, anb =bAa.

Dukaz: Bud s = (avb)ve. Pak s >avb, s=>c, tedy s >a, s >0,
s >c, tedy s > a, s > bve. Je-li naopak d > a, d > bve, je opét d > a,
d=>b,d = c, tedy d = s. Prvek s ma tedy vlastnosti s 1), s 2). Druhy vztah
se dokdze podobng; t¥eti a étvrty jsou ziejmé. '

10. a < b=>ave < bve, anc < bae.

(Zrejmé.)

11. Prvek avb je tedy nejmensim z prvki, které jsou vétsi nebo rovny a
a zarovell v&tsi nebo rovny b; podobné lze charakterisovat prvek (avbd)ve,
ktery nyni muzZeme psat jako a@vbvc. Obdobna poznamka plati i pro prisek.

12. Polozme nyni pro libovolné a ¢ ¥

a. =(—a)vo0, |a| =a, +a_;
pak plati
a, =av0 =a + (0V(—a)) =a +a_ ,
tedy
a,—a_ =a .



Vidime, Ze lze kazdy prvek vyjadiit jako rozdil dvou nezapornych prvki.

Pro p=anrb plati a+ (b—p)=a,a+b—p=b, tedy a +b—p =
>avb,a + b= (anb) + (avb). Podobné plati —a —b = ((—a)A(—0b)) +
+ ((—a)v(—=0b) = — (avb) — (arb), tedy a+ b= (avd)+ (anb). Do-
stavame tak

a+b=(avb)+ (anbd) .
Dilejea, +a_ =av0+a_ =(a+a_)va. =a,va_, tedy
a,ha_ =0 .

13. Je-li bAc >0, a =b—c, je ziejmé b > a,, tedy b =a, + k, kde
h > 0; pak je c =a_ + h. Ziejmé h < bac. Je-li dokonce bac =0, je tedy
h=0,b=a,,c=a._.

Pro libovolné prvky b, ¢ plati

b — (Bre))ale — (end)) = (b + (—B)V(=e)rlec + ((—e)v(=b)) =
= (OV(d—2e))A(0V(c—D)) = ((b—c)) A ((b—c)-) =0.
Jelli bAc =k, a =b—c, je t62 a = (b—k)— (c— k), kde (b—Fk)A
Aec—k) =0, tedy
a, =b—Fk, a_.=c—k.

14. ProtoZe an(—a) < a, A(a) =0, je

0=a+ (—a) =(v(-a)+ (@r(—a) S av(—a) .
Plati tedy
a, +a_ = (a,va_.) + (a,ra.) = a,va_ = (av0)v((—a)v0) =
=aV(—a)0 =av(—a) .
Dostdvame tak
lo| =a. +a- =av(—a) =a,va_ .

15. Bud ¢ =a+b. Je +a<a|, +b< b, dc= L (a+b) < a] +
+ b, |e] =ev(—e) < |a| + [b], tedy

o+ 5 < Ja] + | -
Viimnéme si, Ze a > 0<>a_ = 0<>a = |a|.

16. Véta: Jestlite a,nay, >0, 06 < ay + a,, pak existuji by, b, tak,
Zeplatt 0 < b, < a; (¢t =1,2),b, 4+ by =b.

Dukaz: Bud b, =bAa,, by =b—b,. Pak je b =b, + by, b, > 0, b, > 0,
b, <L a,. Dile je b+ ay = (bAay) + ay = (b4 a))A(a, + a) = b, tedy
by +ay =>b,a, = b—b, = b, Tim je vie dokdzano.

Poznamka. Budte a, b, ¢ nezdporné prvky. Poloime d =aA(b + ¢).
Protoze d < b + ¢, existuji e > 0, f > 0 tak, ze platie < b, f { ¢, e+ f =d.
Pakjee<d<a,f<d<La, tedye < anbd, f < anc; odtud plyne

anb+c)=d=e+fZl anb+anc.



Je-li zejména a\b =arc =0, je téZaA(b + ¢) = 0.

Plati-lib = ibi, c = ici a je-li b;A¢c; = 0 pro vSechna ¢, ], plyne z pfedeslého
snadno, Ze je t:é;lb/\c =,6.1Je-li raka =b —c,jeb=a,,c =a_.
17. Véta: Budte a, b libovolné prvky K-linedlu Y. Pak plati
a, —b, < (@a—b), o, —0b,< I““—b] .
Dikaz: Plati a A0+ a )l a A, +a )< a . Aby +a, ra_ < by,
tedy
e, —b, S a,— (@ Ab+a))=(@+a)—(@rb)+a)=a—anrb=
= (@ —b),
(podle 13). Déle je b, —a, < (b—a), = (@a—0b)_, tedy |a,—0,|=
=(@y —by)V(by —ay) < ((@—b),)v((@—b)-) = |a—b|
18. Véta: Nechta, b, c € Y. Pak plati
(@avb)ac = (arnc)v(bac) ,
(@anb)ve = (ave)Aa(bve) .
Dikaz: Napted dokazeme, Ze plati
(@nb)y =a, nb, . (*)
Budd =anb. Jedn0< an0, —d_ < —a_, tedy
a=a, —a_=>a, —d_ .
Podobné se dokaze vztah

b=>b,—d_;
dostavame tak ]
=anrb=> (@, —d IA(by —d_) = (a . Ab,)—d_,
tedy
@nt), =d, =d+d_=a, rb, .

Protoze vSak a, >d,, b. >d,, plati téz a b, = d, = (anbd),; odtud
plyne (*).

Nyni je (and)ve = {[(ea —c)A(b—¢)]VO0} + ¢ = {[(a —c)VO]A[(b—c)V
vO0]} 4+ ¢ = (ave)a(bve). Dale plati (avb)ac = — {[—(avbd)]V(—¢)} =
= — {[ar(=dlv(=c)} = — {[(—a)V(=)IA[(=dV(=o]} = —
— {[—(@Ae)IA[— (BAc)]} = (anc)Vv(bAc).

19. Véta: Jestlize 0 < xekl,, a,beY, pak x(avd) = xavab, x(anb) =
= aa nob.

Dukaz: Zrejmé

x(avd) = aavab .



1
Pro « = 0 plati zde ovSem rovnost; pro « > 0 plati také ;(aa,Vab) =

> (i.oca)\/(i . o:b) = aVb, tedy
=\« x

xavab > a(avd) .
Odtud plyne

x(@vbd) = xavab .
Dosadime-li sem — a, —b za a, b, dostaneme

x(@anb) = xanab .
Pozndmka 1. Z této véty plyne zejména, Ze pro « = 0 plati vidy
(xa), = xaV0 =aaVal =«x(aVv0) =wxa, ;

pro libovolné « € B, pak mame

x| le| = || (@V(—a)) = (|x|a)V (x| (—a)) = (xa)V(— xa) =
= |xa| .

Poznamka 2. Ctenat si jisté v&iml, Ze jsme malokde pouzili toho, e ¥ je
linedrni prostor. Kdybychom misto K 1) (viz 1) pfedpokladali jen, Ze Y je
Abelova grupa a kdybychom vynechali K 6), dostali bychom definici t. zv.
K-grupy a vétsina dosavadnich vysledki by ztstala v platnosti.

Je-li na néjaké mnoziné definovéana transitivni relace =, ktera spliiuje pod-
minky K 3) a K 4), ika se této relaci polousporidéni a piislu$nd mnozZina se
nazyvéa polouspofddanou. Polouspoiddand mnozina, v niz ke kazdé dvojici
a, b existuji prvky s, p o vlastnostech s 1), s 2) a p 1), p 2) (viz 3 a 5), se nazyva
svaz. K-lineal by se tedy mohl nazvat také , linearnim svazem*:.

Plati-li v néjakém svazu Y véta 18, nazyva se tento svaz distributivnim.
Vidime, %Ze je kazdy K-lineal (ba dokonce kazda K-grupa) distributivnim
svazem.

20. Véta: BudiZ Y K-linedl. Necht pro linedrni prostor Y, C Y plati

)aeY,=>a, €Y, ,

2) 0 a<b aeY, be¥Y, =>ael,.

Definujme v prostoru Y|Y, relaci = timto predpisem: Jestlize T,V e Y|Y,,
pak T >V znamend, Ze existuje x e T a y e V tak, e x = y. Pak je Y|Y, K-li-
nedl.

Dukaz: Zfejmé& plati K 1), K 2), K 3), K 5), K 6), K 7). Mdme dokazat,
ze plati také K 4) a K 8). Necht tedy 7',V e Y|Y,, T >V, V = T. Pak existuji
x,eT,y, eV tak, Ze plati &, > y,; ¥ = x,. ProtoZze x; — @, € Y;, Yo — Y1 € Y.,
plati téz z; —a, + y,—y, € Y,. Protoze viak 0 <z, —y, < (0, — 1) +
+ (Ye— %) =% — %, + Yo — Y1 € ¥,, plati podle 2) =z, —y, €Y, tedy
T =V. ;



Zvolme nyni T' e Y[Y,, x,y eT. Pak jex —y e Y,. Podle 17 je x, —y, <
< (@ —y),; podle 1) plati tedy
0 @y —y): S (@—y)r €Y, .
Z 2) nyni plyne
(Z+ —Y4)e Xy .
Podobné je
@s —Y4)- =Ys —21)1 €Yy,
tedy
v, —y,eY, .
Vidime, Ze vSechny prvky x, pro x € 7' padnou do téze tfidy; oznac¢me ji 7',.
Ziejmé T, >0, T, > T. Jestlize S >0, 8§ > T, existuji s;,8,¢8, teT
tak, Ze s, = 0, s, = t. Protoze (s,), = 8, € S, patii téz (s,), do S a plati (s,) . >
>t el ;jetedy S >T,.

Tim je vSe dokazano.

21. Archimedovskym K-linedlem nazveme K-lineal Y, kde pro zadné ¢ + 0
neni mnozina {a, 2a, 3a, ...} omezeni.

Poznamka. JestliZe mnozina {a, 2a, 3a, ...} neni (shora) omezend pro
24dné a > 0, je jiz ¥ archimedovsky K-lineal; je-li pak totiz b < na < ¢ pro
n=12..je (na), =n.a, < c, pro kaidé n, tedy a, =0, podobn&
a_ =0,a =0.

22. Kj-linedlem nazveme archimedovsky K-lineal Y, ktery obsahuje prvek j
takovy, Ze 1ze ke kazdému a e Y uréit pfirozené ¢islo n tak, Ze plati

a<mnj .
Prvek j, ktery je ziejmé kladny, nazveme jednotkou Kj-linedlu Y.

Pozndmka 1. Mohli bychom ziejmé definovat téZ pojem nearchimedov-
ského Kj-linedlu. Je-li na pt. 7' néjaké nearchimedovsky usporadané nadtéleso
télesa realnych ¢isel a je-li ¥ okruh vSech prvku z 7', které lezi mezi néjakymi
dvéma redlnymi ¢éisly, mohli bychom pokladat Y za nearchimedovsky Kj-
line4l, kde jednotkou je ¢islo 1. ProtoZe vSak budeme dale mluvit jen o archi-
medovskych Kj-linealech, dali jsme radéji slovo ,,archimedovsky‘ piimo do
definice.

Poznimka 2. Je-li j jednotka Kj-linedlu Y a je-li « kladné ¢islo, je oj
ziejmé opét jednotkou. Kazdy Kj-lineal ma tedy nekoneéné mnoho jednotek.

23. Koneénou funkei f na linedrnim prostoru Y nazveme aditivni (homogenns),
plati-li

fa + b) = f(a) + ()
(resp. of(a) = f(xa)) ,.
kdykolia, b eY, x € ;.

Poznidmka: Stejné lze definovat aditivni (homogenni) zobrazeni linedr-
niho prostoru Y do linedrniho prostoru Y.
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24. Konetnou aditivni funkei f na K-linedlu ¥ nazveme nezdpornou funkcio-
ndlow, plati-li implikace
aeY, a>0= fla) =0 .

Poznimka. Viimndme si, #e pro nezdpornou funkcionalu f plati a < b =
= f(a) < f(0).

25. Véta: Bud f nezdpornd funkciondla na K-linedlu Y. Pak je f homogenni,

Diakaz: Je f(nb) = f(b) + ... + f(b) =n . f(b) pro kazdé pfirozené n a
kazdé b e Y, tedy téz

o) = f(n - %) —n. /(%) f(%) =L o)

pro kazdé b a kazdé n. Jsou-lim, n ptirozend éisla, r = %, je f(rb) = f(m ; %)

=m. f(%) =m . % . f(b) = r . f(b); protoze —f(rb) = f((—r)b), plati f(rb) =
= r . f(b) pro ka#dé raciondlni ra kazdé b € Y. Zvolme nyni a redlné, 0 < be Y.
Nacht 7,, s, jsou raciondlni, r, <r, < ..., 7, —> X, 8§ = 83 = ..., 8§, —> «. Pak
plati r,b < &b < s,b, tedy f(r,b) < f(xb) < f(s,b) pro kazdé n. Dile je f(s.b) —
—"',f(rnb) = f((sn — rn)b) = (8, —7Ta) - f(b) - 0, tedy f(rnb) =Tn- f(b) - f(gb)
Aviak 7, . f(b) > xf(b), tedy xf(b) = f(xb); totéz oviem plati také pro b < 0
a pro kazdé x € E,. Pro libovolné b e ¥ je f(xb) = f(ab, —ob_) = f(aby) —

— f(xb_) = ~f(by) — xf(b-) = a(f(by) — f(b-)) = &f(b. —b_) = f(b).

26. Véta: Budif f koneénd funkce, definovand na mnoZiné vSech nezdpornyjch
proka z K-linedlu Y. Necht plati

f@ +b) = (@) + 1) ,
kdykoli a,b Y, anb > 0.
Pak existuje prdavé jedna aditivni funkce f, na K-linedlu Y takovd, Ze plati
f1(a) = f(a)
pro kaZdé a > 0.

Dikaz: Polozme f,(a) = f(a,) — f(a_) (jinou moZnost zfejmé nemame).
Necht a,beY, ¢c =a+b. Je ¢, <a,+b,, tedy a, +b, =c,. +h,
a_+b_=c_+h, kde h=>0. Pak plati

flay) + f(by) = flcy) + f(B) ,

fla-) + f(b-) = flc-) + f(R) ,
tedy
f(@) + f,(0) = f(a,) — fla=) + f(b1) — f(b-) = f(es) —fle-) =
= fi(e) .

Pro a > 0 je zfejmé f,(a) = f(a).
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27. Véta: BudiZ f koneénd aditivni funkce na K-linedlu Y. Polofme pro kadé
a=>0
fil@) =supf(z), kde 0<z<a .
(Maze byt ovdem [ (a) = oo.) Pak plati
f+l@ + b) = f.(a) + f4(b) ,
kdykoli a, b e Y, anb = 0.
Dikaz: Necht 0 <2< a, 0y <b; pak je 0 <z +y <a-+ b tedy
@) +fy) =fe+y) <fia+d),
tedy
fo(a@) +f4(0) < fi(a +b) .
Bud naopak 0 < z < a 4 b. Podle 16 existujia’, b, 0 < a’ < a,0 < & < b,
a’' + b =z Plati tedy
f(2) =f(@') + {(b') < f+(a) + f4(0) ,
tedy téz
fila +0) < fi(a) + f.(b) .

Poznamka. Zfejmé je f(0) = 0, 0 < 0 < a pro kazdé a = 0; je tedy (pro
a = 0) vidy f,(a) = 0. Podobné zjistime, Ze pro a = 0 je f, (a) = f(a).

28. Funkci f na K-linedlu Y nazveme reguldrni funkciondlou, je-li f rozdilem
dvou nezdpornych funkcional. Symbolem

R(Y)
oznaéime mnozinu vSech reguldrnich funkciondl na K-linedlu Y.

29. Véta: Aditivni funkce f na K-linedlu Y je reguldrni funkeiondlou,
pravé kdyZ je funkee f . (definovand v 27) koneénd.

Dikaz: Bud f=f,—/f, kde f,,f, jsou nezdporné funkcionaly. Je-li
0 <z < a, je f(z) = fi(x) — fol@) < file) < fo(a), tedy

0= fi(@) < fi@) < o .

Je-li naopak f aditivni a f, koneénd funkce, mizeme podle 27 a 26 pied-
pokladat, Ze je funkce f, definovéna na celém Y a Ze je aditivni. Podle po-
zndmky k 27 je pak f, nezdpornd funkciondla; rovnéz f, — f je nezédporna
funkcionala a ziejmé& plati

f =f+_‘(f+—~f) s
30. Véta: Bud Y K-linedl. Klademe-li pro f,, f, € R(Y)
fl Z f2 E]

je-li fy — fy nezdpornd funkciondla, je R(Y) rovné? K-linedl.
Dikaz: R(Y) je zfejmé linearni prostor. Rovnéz je zfejmé, ze plati K 2) —
K 7). Ukdzeme nyni, Ze platf i K 8). Necht f ¢ R(Y); utvo¥me funkei f, podle
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27 a roziifme ji podle 26 na celé Y. Rozsifenou funkeci oznadme opét f.. Je
f+ =20, fp —f=0, tedy f. = f. Je-li naopak g e R(Y), g =0, g = {, plati
pro kazdé a > 0 f (a) = supf )< sup g(x) = g(a), tedy je g = f.. Funkcio-

nala f, tedy spliiuje podminku K 8)
31. Vé&ta: Necht f, g € R(Y). Pak plati pro katdé a > 0
(fvg)@) = sup (f(*) + 9(y)), kdexry =2 0,z +y =a ,
(fAg)(a) =inf (f(x) + g(y)), kdexry =2 0,2 +-y =a ,
f-(a) = sup f(z),kde—a < < 0,
Ifl@)  =sup f(z), kde x| < a .
Dekaz: Jo f¥g = f+ fg—l)e tedy {i¥g)el= @)+ sup (g —f)z) =

= sup (f(a) + glx) — f(x) ~sug(f(a~r)+g( )) = BED (g +f ). Tim je

0<=z<a 0<z<a >0, y >
w+v-a

dokazan prvni vztah. Dalsi z ného snadno plyne pomoci rovnosti fAg =

= — ((—f)V(—g)). Podobné dostaneme tfet{ vztah z rovnosti f_ = (—f)..

Budiz nyni (pro a => 0) ¢(a) = sup f(z). Je-li |z| < a, oznalme b = a — |z|;
le|<a

pakije (z, + 3b) + (e_ + 3b) = @, + o_ + b —a, tedy f(z) = f(@,) — f(z_)=
= f(o. + $D) — fle- + 15) < sup (@) —J®) = (V (D)) = |f|@), tedy

p(a) < |fl(a) . (*)

Plati-li naopak zAy > 0,2 +y =a,jeziejmé —a < —y<zrx—y< < a,
tedy |z — y| < a. Odtud plyne f(z) — f(y) = f(x — ) < @(a), takie mame té2

lﬂw=fVPﬂHw<¢M-
) “]supf

Poznamka. Protoze ]a[ <la|,|—a| < |al, je +f(a) = f(£a) < slg}lzlf &) =
= [fl(|a]), tedy

Podle (*) plati nyni

f(@)] < If|(lal) -

32. Véta: Bud Y K-linedl, aeY, a >0, feR(Y), f > 0. Pak existuji
g, h e R(Y) tak, Ze plati

1) grbh =0, g+ h =1,

2) h(a) = f(a) ,

3) zra =0 = g(x) = f(x)

Dukaz: Pro ¢ = 0 bud g(c) =sup f(z), kde 0 < < ¢, zAa = 0; pro
libovolné ¢ bud g(c) = g(c.) — g(c_).

Dokazeme napied, Ze je g nezdpornou funkciondlou. Ziejmé ¢ > 0 =
= g(c) = 0; podle 26 stati tedy dokazat, ze cAd = 0 = g(c + d) = g(c) +
+ g(d). Necht tedy cAd > 0. Zvolme z,%, 0 2 < ¢, 0y < d, xrna =yA
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ra =0. Pak je 0< z+ y < ¢+ d; podle 16 je téz (x 4 y)ra = 0, tedy
f@) + ) = = + ) < gc + d), g(c) + 9(d) < glc + d).

Zvolme naopak z, 0 < z < ¢ + d, zAa = 0. Podle 16 existuji z,, 2z, tak,
plati 0 < 2, < ¢, 0 < 2, £ d, 2y + 2, = 2. Tim spife je z;Aa = 0, tedy f(z) =
= f(z1) + f(z2) < g(c) + 9(d), g(c + d) < g(e) + g(d).

Je tedy g e R(Y), g = 0; ziejmé je pro ¢ > 0 g(c) < f(c), tedy g < f. Bud
h = f—g; dokdZeme, Ze je gAh = 0. Zvolme tedy c €Y, ¢ = 0 a dale &islo
e > 0. Pak existuje z ¢ Y tak, Ze plati 0 < 2 < ¢, zAa =0, f(x) > g(c) —e.
Aviak f(z) = g(z), tedy g(c — x) < ¢ a oviem h(x) = 0. Pro y = ¢ — z tedy
platf yAx >0, x4+ y =c¢, g(y) + h(x) <& podle 31 je gnk < 0. Plati
ovSem rovnost.

Vztahy 2) a 3) jsou ziejmé; tim je v8e dokédzano.

33. Véta: Bud Y K-linedl. Pfifadme kazdému a €Y funkci F, na mnofing
R(Y) pfedpisem F,(f) = f(a) pro kaZdé f ¢« R(Y).

Pak platt (a,beY, x € E,)

1) F, € R(R(Y)),

2) F,, = «F,,

3) Fa+b=Fa+Fb:

4) Fa+ = (Fa)+-

Dikaz: Vztahy 2) a 3) jsou ziejmé. Rovnéz je zfejmé, Ze pro a = 0 je F,
nezédpornou funkeiondlou na K-linedlu R(Y); protoZe pro libovolné a € Y je
F,=F, —F,._, je vidy F, e R(R(Y)). Stali tedy dokazat 4). Pro f e R(Y),
n 2> 0 je ((F,):)(f) = sup F,(p) = sup ¢(a). Zvolme na okamiik pevné prvky

0<g¢=f 0so=f

feYafeR(Y), f=0.Podle pf'edeglé véty existujf g, b € R(Y) tak, %e plati
g/\hgo’ g-l_h:f ’

h(“-r) == f(a+) )
zha, = 0= g(x) = f(x) .

Protoze a_Aa, = 0, je ga_) = f(a_), tedy h(a_) = 0, h(a) = k(a,) = f(a,)-
Protoze je 0<h<=f, je ((Fa).)f) =o§ggf¢(a) = k(a) = f(a,) = (Fa,)(f);
odtud plyne (F,), = F,,. Zfejmé viak v R(R(Y)) plati F,, >0, F,, > F,,
tedy Fa, = (F,),. Tim je dokdzéno 4).

34. Budte Y,, Y, K-lineily. Rekneme, #e zobrazeni ¢ K-lineslu ¥, do K-
linedlu Y, je homomorfni, jestlize

1) ¢ je aditivni a homogenni,

2) @ zachovava svazové operace, t. j. pro libovolné prvky z, y z Y, plati

VYY) = e@)Ve(y), @@ry) = e@)Ap(y) .

Je-li zobrazeni ¢ K-linedlu Y, do K-linedlu Y, aditivni a plati-li pro libovolné

a e Yl

N<
@

plas) = (9@)+ »
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pak zachovava ¢ svazové operace a tedy i polouspofddani (t. j. a < b =~
= g(a) < ¢(b)), jak se snadno dokaze. Odtud pak podobné jako v 25 vyplyva,
Ze @ je téZ homogenni, takze predpoklad homogenity lze v definici homo-
morfniho zobrazeni vynechat.

Z piedeslé véty tedy plyne, Ze zobrazeni a — F, K-linedlu ¥ do K-linedlu
R(R(Y)) je homomorfni.

Prosté homomorfni zobrazeni se nazyva tsomorfnt. Mé-li homomorfni zobra-
zeni @ tu vlastnost, Ze pro kazdé a > 0 je ¢(a) * 0, je jiZ ¢ isomorfni; je-li
totiz ¢(a) = 0, je g(a,) = p(av0) =¢(a)v¢(0) = 0, tedy a, = 0, podobné
a_ =0,a =0.

35. Véta: Bud Y K-linedl. Necht pro linedrni prostor Z C Y platt

)aeZ = a, eZ,

2)0<a<b aeY, beZ = aclZ.

Pak je Z rovnéZ K-linedl. P¥ifadime-li kaZdému f e R(Y) parcidini funkci f,
na mnoZiné Z, je pFirazent f — f, homomorfnt zobrazeni R(Y) do R(Z).

Dikaz: Je ziejmé, Ze Z je K-linedl, Ze f, ¢ R(Z) pro kazdé f ¢ R(Y) a Ze
zobrazeni f — f, je aditivni a homogenni. Bud nyni f € R(Y), f, = g € R(Z).
Zvolme aeZ, a > 0. Pak g, (a) =supg(x), kde 0 < x < a,z €Z, coi je
ziejmé sup f(x), kde 0 <z < a, z€Y; je tedy g,(a) = f,(a). Odtud plyne
snadno g, = (f,);, tedy (f;)+ =g+ = (f.),- Tim je vSe dokdzéano.

36. Multiplikativni funkciondlou na K-linedlu ¥ nazveme reguldrni funkcio-
nalu f, spliiujici vztah

arb =0 = f(a).f(b) =0 .

Poznamka. Podle 13 lze multiplikativni funkcionalu definovat také takto:
Je to reguldrni funkciondla f takovd, Ze pro kazdé a je bud f(a,) = 0 nebo

fla-) = 0.
37. Véta: Bud f multiplikativni funkciondla. Pak je bud f = 0 nebo f < 0.
Dikaz: Predpokladejme, Ze f ¢ R(Y), f, > 0, f_ > 0; dokdZeme, %e f neni
multiplikativni funkcionéla. Existujia > 0,b > 0 tak, ze f (a) > 0,f_(b) > 0.
Pro ¢ =a 4 b je pak tim spiSe f, (c) > 0, f_(c) > 0. Nechf 2¢ = min (f..(c),
f-(c)). Protoze (f,)A(f-) = 0, existuji u, v tak, ze
u+v=c, uAv=0, f (u)+f_(v) <e.
Polozme
P=UAV, Uy=U—DP, V;=0V—7P .
Pak plati (podle 13)
°
uAvy =0, f(p)<fi(w)<e f_@Zf(v)<e,
tedy
fr(1)) =frle—u—p) = folc) —fi(w) —fo(p) > filc) — 26 20,
f-w)=f-(c—v—p)=fA(c)—f-(v) —f_(p) > f-(c) —26 =0 .
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Existuji tudiz u,, v,, spliiujici vztahy
0<SuSuy, 0w, < vy, (o)) >0, flu) <O
a ziejmé u, Av, = 0; f tedy neni multiplikativni funkciondla.

Poznidmka. Viimnéme si, Ze pro multiplikativni funkciondlu f plati f(a) =
= 0<>f(|a]) = 0. Je-li totiz f(a) = 0, je na pf. f(a,) = 0, tedy plati téz f(a_) =
= fla,) —f(a) = 0, f{la]) = f(a.) + f(a-) = 0.

Je-linaopak f(|a|]) = Oanapt.f > 0,je —|a| < a < |a|, tedy 0 = f(—|a|) <
< f(a) £ f(ja]) = 0.

38. Piikladem K-linealu muZe byt mnozZina v8ech koneénych funkei na
néjaké mnozing P + @, klademe-li oviem x > v, jestlize x(f) = y(t) pro kazdé te P.
Je jisté zfejmé, jak definujeme linedrni operace. VSimnéme si, Ze plati na p¥.
(xvy)(t) = max (x(2), y(t)), |z|(t) = |x(t)| pro kazdé t € P (a pod.).

Pokud budou z, y funkce na téZe mnoZiné a pokud neucinime né&jaké zvlastni
ustanoveni, budeme symbolim |z|, vy a pod. ddvat tento vyznam.

39. Véta: Budi{ Y K-linedl; budiZ N neprdzdnd mnofina, jeji¥ prvky jsou
nezdporné multiplikativni funkciondly na Y. Ptitadme kafdému x € Y funkci x
na mnoZiné N predpisem

z(f) = f(x) pro feN .
Pak je zobrazeni x — x homomorfni.

Dikaz: Plati @+ 9)(f) = /& + ) = f@) + fv) = &) + 9(f), Ga)(f) =
= f(ax) = af(x) = ox(f), tedyz + y = = + y, ax = ox.

Budiz nyni €Y, fe N, f(x,) — f(x_) = f() = 0. Kdyby bylo f(z_-) + 0,
bylo by f(x,) =0, tedy f(x_) < 0, f(x_) < 0—spor; je tedy f(z)_- = 0,
flxy) = f().

Je-li f(x) < 0, nemiize byt zase f(x.) + 0; pak by totiz bylo f(z_) = 0,
f(x) = f(x,) < 0. Je tedy f(x,) = 0; vidime, Ze vidy plati

f(x+) = max (f(x): O) 3

tedy
(x—+) = (;’)+ .
Odtud plyne podle 34, %e zobrazeni x — z je homomorfni.

Poznédmka 1. Tato véta je sama témér bezcennd; mize se totiziu ,,velkych‘
K-linealt stat, Ze dokonce mnozina vi¥ech reguldrnich funkcional obsahuje
samotnou nulu. V tomto pfipadé nefika ovem véta 39 nic zajimavého.

Pozndmka 2. Vétu 39 lze v jistém smyslu obratit.gPlati totiz tato véta,
kterou étenat sam snadno dokéze:

Bud Y K-linedl; bud F neprdzdnd mnoZina, jejiZ proky jsou koneéné funkce
na Y. Prifadme kaidému x € Y funkci x na mno#iné F pFedpisem

x(f) = f(x) pro kaZdé f ¢ F.
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Dale ptedpoklidejme, Ze zobrazent x — x je homomorfni.
Pak je kaZdy prvek f e F nezdpornou multiplikativnt funkciondlou.
40. Linedrnim prostorem s obecnow mormow nazveme linedrni prostor Y,

v némz je kazdému prvku a pififazeno (koneéné) ¢islo |ja|| (norma prvku a)
tak, Ze plati

OlacY,|a|=0=a=o,
02) a,bel = [af + [Bf = [l + 5]l

0 3) aeY = lim fil:o,

n-w || N
O4)aeY, o, el [ocl < Iﬂl = ”zxa” < ||Ball.
41. Podle O 4) plati
lall = [[1.al| = (1) . al = ||—a] ;
dale plati [[4a]| < [|a], tedy

lall + llall = [3all + IHall = I} + 2all = |laf
tedy .

Jall = 0 .

Z 0O 4), O 3) plyhe [[0]| = ]|0.q|| < .l—:;.a — 0, tedy -

o] =0 .
42. Véta: |ja — b|| definuje v Y metriku, pfi ntZ jsou linedrni operace spojité.
Dikaz: Z 41 plyne snadno, Ze @ — b|| je opravdu metrika. JestliZe a, — a,

b,—>b, je |la, + b, —(a + b)|| < |ja, —a|| + ||b, —b|| > 0, tedy a, + b, —
— a + b. Necht nyni «,, € B,, x, > x, @, € Y, a, - a. Zvolme & > 0 a uréeme

N, > 0 tak, aby bylo

%” < é; déle uréeme ptirozené &islo N, tak,aby platilo
1 2

|x,] < N, pro m =1, 2, ... Koneéné uréeme N tak, aby pro kazdé n > N
platilo zaroven

1 e
-IOC———D(,,l<—ATl', ||a—a,,]]<§—N-2.

€

a
9’

Pro n > N pak dostaneme |[(x — «,)a|| < J
1

<

(e — @)l < [Vafa — an)]| < llo —an + lla —anll + ... + [l —ad]l < 5,
tedy

lna —ona < |l(6 — a,)al| + [|xn(e — ay)| <—;— + T;‘ =g .

- 43, Budi% Y linedrni prostor s obecnou normou. Funkei f, definovanou na ¥,
nazveme spojitow funkciondlou, jestliZe f je (konednd), aditivni a spojitd (jako
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funkce na metrickém prostoru Y). Mnozinu vech spojitych funkciondl ozna-
¢ime
cwy) .

44, V&ta: Bud Y linedrni prostor s obecnou mormou. Pak je C(Y) linedrnt
prostor; je-li aditivni funkce f na mno#iné Y spojitd v bodé 0, je f e C(Y). KaZdd
spojitd funkciondla je homogenni.

Dukaz: Je-li f aditivni, zjistime jako v 25, Ze plati r . f(b) = f(rb) pro kazdé
racionalni &slo r a kazdé b € Y; je-li nadto f spojité, plyne z 42 snadno, Ze plati
«f(b) = f(«b) pro kazdé x € E, a kazdé b € Y. Ostatni je ziejmé.

45. Bud Y K-linedl. Rekneme, ze Y je K-linedl s obecnou mormou, je-li Y
zéroveii linedrnim prostorem s obecnou normou a plati-li nadto

OK 1) aeY = |af| = ||[a]],

OK2) 0<a<hb, abeY = |a < |0

Poznimka. Snadno zjistime, Ze z OK 1), OK 2) plyne jiz O 4).

46. V&ta: BudiZ Y K-linedl s obecnou normou. Pak plati:

a) Y je archimedovsky K-linedl,

b) C(Y) C R(Y),

c) O(Y) je K-linedl,

d) jestlife f e C(Y), g e R(Y), |g| < f, pak g e C(Y).

Dukaz: Nechf a,be ¥, 0 < na < bpron=1,2,... Pakjella| < H%H - 0,
tedy |la]| = 0, @ = 0; je tedy ¥ archimedovsky K-linedl.

Piedpoklddejme nyni, ze existuje fe C(Y) — R(Y). Podle 29 existuje
aeY,a> 0tak, e plati sup f(x) = oco. Existuji tedy x,, 0 < z, < a tak, ze
<e<

L
n

z, @
THer
n=mn

f(x,) > n. Je viak 0 < <

a x,,1 1 .
e 0, Hzl{ — 0, tedy ol f(x,) =
= /(‘%) — 0 ve sporu s;lz— f(x,) > 1. Je tedy C(Y) C R(Y).

Zvolme nyni f € C(Y), £ > 0. Existuje 6 > 0 tak, Ze |j2]| < 6= |f(z)| < e.

Budiz a e, |a <. Jeli 0< o< af, je |l < ||lall| = [laf| < &; je tedy
4@ = f.(al) = sup f(@) < sup f(e) < e. Odtud plyne, fe e tét f. « C(¥).
0<e<|a < v

Jestlize f € C(Y), g_e R(Y), |g| < f, zvolme opét & > 0. Uréeme 6 > 0 tak,
aby platilo |f(z)| < e, kdykoli ||z]| < 6. Pro takové = pak plati (viz téZ pozndm-
ku k 31)

lg@) < lgl(j]) < f(l=) < &3
je tedy g € C(Y).

Poznémka 1. MiZe se stat, Ze dany K-linedl Y obsahuje linedrni prostor
Y,, ktery p¥i polouspofsdéni, vytvofeném polouspotddénim v K-linedlu Y,
je rovndz K-linedlem, Ze viak pro n&ktery prvek a e ¥, je kladna ¢ast prvku e
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v K-linedlu Y, vétsi nez kladna éast prvku ¢ v K-linedlu Y. (Pamatujme, ze
jsme kladnou &éast prvku a definovali jako nejmensi prvek b, pro né&jz plati
zarovelh b > a i b > 0. Je ziejmé, Ze zaleZi na tom, které prvky b ,,prfipustime
ke konkurenci‘‘.) Takova situace nastava na pi., je-li ¥ mnoZina v3ech spoji-
tych funkei na étvrtroviné x 2> 0, y > 0 a je-li ¥, mnozina vSech linedrnich
funkei na této &tvrtroviné. Jestlize v8ak linedrni prostor Y, C Y obsahuje
s kazdym svym prvkem b téz prvek b, (kde b, ,.je vzato“ v Y), pak je jiz ¥,
K-linedlem, v némz svazové operace souhlasi s operacemi v ¥; v tomto piipadé
bychom mohli ¥, nazvat ,,pod-K-linealem‘ K-linealu Y. Takovy vztah je
tedy podle 46 mezi C(Y) a R(Y).

Poznamka 2. Je-li Y K-lineal, v némz je definovana takova topologie, Ze
jsou pfi ni linearni i svazové operace spojité a jednobodové mnoziny uzaviené,
fekneme, ze Y je topologicky K-linedl. Bud ¥ mnozina v8ech okoli nuly topo-
logického K-linedlu Y. Snadno se zjisti, Ze

a) ke katdému U ¢ B existiuje takové V e B, Ze pro kaidé a €V plati |a| =
=av(—a)eU,a, =av0eU.

Protoze ke kazdému U € B existuje takové V e B, ze plati implikace x — y ¢
eV =2, —y, eU, vidime, Ze

b) ke kaZdému U € B existuje takové V e B, Ze plati

0a<bh beV=>aelU

{volime-litotizx = a,y =a—>b,jex—y=1>b eV, tedya, —y, =a— 0=
— a € U). Ctenat nyni snadno zjisti, Ze véta 46 plati i pro topologické K-li-
nealy. Dile muZeme na pif. vétu 49 pro topologicky K-linedl formulovat
takto:

Pro kaZdé b € Y je mnoZina Elx < b] uzaviend. Tato véta je snadnym dusled-
z
kem spojitosti svazovych operaci; plati totiz zfejmé E[x < b] = E[zvb = b].
x k4

Naopak se snadno zjisti, Ze je kazdy K-linedl ¥ s obecnou normou zaroveii
topologickym K-linedlem; stadi dokézat, Zze v Y plati ¢, - a = (a,), —>a..
To viak plyne ze vztahu b, —a | < [b—a] (viz 17) a z OK 1), OK 2).

Je-li v néjakém K-linedlu Y definovana takova topologie, Ze jsou pii ni
linearni operace spojité, jednobodové mnoziny uzaviené a Ze plati podminky
a) a b), d4 se podobné dokazat, Ze je Y topologickym K-linedlem.

47. Véta: Necht K-linedl Y s obecnou mormow md tuto vlastnost: Jestlize
0 a,e?, |a;| — 0, pak lze z {a,} vybrat posloupnost (svazové) omezenou.
Pak platt

oY) = R(Y) .

Dukaz: Predpokladejme, Ze existuje fe R(Y), f = 0, f non e C(Y). Pak
existuji a, ¢ Y tak, Ze je sice [|a,| — 0, ale neni f(a,) — 0; lze pak urdit ¢ > 0
a vybranou posloupnost {a, } tak, Ze |f(a;)| = ¢ pron =1, 2, ... Klademe-li
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by = la,|, je £ a, < by, tedy Lf(a,) < f(ba), tedy f(b,) = |f(a,)| = ¢ pro
n=1,2,... Je oviem [|b,|| > 0, ||b,|| = ||a; || = 0. Uréeme nyni posloupnost
celych ¢isel «,, tak, aby platilo

’ - “Vub e
Pak plat ||x,b,]] < xallball < s . |b2]] = V[Bal] = O .
plat [l < ol < g Il = VBl 0

Podle ptedpokladu lze z posloupnosti «,b, vybrat posloupnost omezenou;
necht tedy

x; b, <c¢ prom=1,2,...
Potom plati
e oy S oy L f(By) = oy, 0;) < fle)

pro kazdé n, coz neni mozné, protoze «; — co.
Tim jsme dokazali, Ze je kazda nezédporna funkecionala spojitd; odtud plyne
snadno R(Y) C C(Y). Podle 46 je vSak C(Y) C R(Y), takze plati C(Y) = R(Y).
Pozndmka. Naskyta se otazka, zda existuje K-linedl Y s obecnou normou,
kde plati C(Y) = R(Y), kde v8ak nelze z kazdé posloupnosti prvki a,, pro néz

plati ||a,|| — 0, vybrat posloupnost omezenou. Tuto otadzku klade autor &te-
ndfim jako problém.

48. Véta: Bud Y K-linedl s obecnou mormou. Necht b, €Y, by < by < ..
necht existuje b tak, Ze ||b, — b|| — 0. Pak jeb, < bpron =1, 2, ...

Dukaz: Necht neni b, < b. Pak je (b —by)- > 0; pron > N jeb,—b >
=>by—0b, tedy (b—b,)- = (b, —b)V0 = (b, —b)v0 = (b —b,)_. Odtud
plyne, Ze pro n > N plati

16— 8all = [[[6 —Ball| 2 [|(6 — b)-|| 2 [|(® —by)-[| > O,
takZe neni ||b — b,|| > 0 — spor.

49. Véta: Bud Y K-linedl s obecnou normou. Necht a, < b pron = 1, 2, ...;
necht existuje a € Y tak, Ze ||a, — al| — 0. Pak je a < b.

Dukaz: Poloime a, =a, —a, b =b:a. Pak_plati a_,,g_E, | ,,||—: 0,
[an) = (@)= = B)- 2 0, tedy [(®)-]| < [far]| > 0, B)_] =0, (B)- =0, 5=
=0, b=a.

50. Véta: Bud K-linedl Y s obecnou normou 4uplny jako memcky prostor.
Pak je C(Y) = R(Y).

Dikaz: Necht a, € ¥, a, > 0, ||a,|| - 0. Necht > [la;,|| < co. Z Gplnosti ¥
n=1

© N
plyne, %e existuje a = 2 a;,. Je-li 55 = 2, ay, je 8, < 8, < ...; podle 48 je
n=1 n=1

8, < a, tim spi¥e a, <a pro n=1,2, ... Podle 47 je C(Y) = R(Y).
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51. Véta: Bud Y K-linedl s obecnou normou. Necht ke kaZdé posloupnosti
0<a < a;, < ..., kde sup|a,|| < o, existuje aeY tak, Z Ha, —a| - 0.
n

Pak je Y 4plny metricky prostor.
Dikaz: Stadf dokazat, Ze je konvergentni kazda fada 2 b,, kde > [|b,|| <
n=1 n=1

< 0. Budi za tohoto ptedpokladu a, = > (b,),. Pak je 0< e, <a, <
t=1

o |l L 2B | < 2 1bal| < 00, tedy je posloupnost {a,} i fada
i=1 n=1

=
Z (b,)+ konvergentni. Podobné zjistime, Ze je fada > (b,)— a tedy i fada
n=1

n-1
2 '
> b, konvergentni.
n=1
Poznamka. Piikladem K-linealu s obecnou normou mize byt mnoZina
Y vsech spojitych funkei v intervalu <0,15, p¥i ¢emz normu definujeme vztahem
|| ::r}?iilla(tﬂ. Snadno zjistime, %Ze k posloupnosti funkef b,(t) =1 —t*

neexist;jgfunkce b € Y takové, aby platilo ||b, — b|| — 0; pFi tom je Y tplny
prostor. Pfedpoklad existence prvku b ve vét& 48 neni tedy zbyteény.
1

Definujeme-li v tém#e prostoru ¥ normu p¥edpisem |[b||, = [|b(¢)|dt, snadno
0

zjistime, Ze nezapornd funkciondla f, definovana pro x e Y vztahem f(x) = 2(0),
neni pii této normé spojita; pfi normé [jb|| = .fi’?i‘llb(t)' oviem funkcionala f
spojita je (coz plyne téz z véty 50). -

Vidime, Ze polouspoiiddani lze na naSem prostoru definovat jen jednim pii-
rozenym zpusobem, kdezto normu muzZeme definovat riznymi ,,rozumnymi‘
zpisoby a mnoZiny spojitych funkciondl mohou byt pfitom ruzné. Mize tedy
byt pfirozenéjsi vySetfovat na daném konkretnim prostoru mnozinu vSech
reguldrnich funkciondl neZ mnozinu v8ech spojitych funkcional.

Obé normy, o nichz jsme nyni mluvili, spliiovaly téZ pfedpoklad H) z 52.
Jako priklad K-linedlu s obecnou normou, kde tento piedpoklad neni splnén
Ize uvést prostor S takto definovany: Bud Z mnozZina viech koneénych méfi-
telnych funkef v intervalu (0,1, N bud mnozZina viech funkef ze Z, které jsou
rovny nule skoro v§ude. Klademe nyni S = Z/N; polouspofddani v S definu-

1

jeme podle 20, normu pro 7' ¢ 8 uréime predpisem ||T| = f %g—v([_to)cl(—t)—] dt, kde
0

z je libovolny prvek z tiidy T'. Prostor § ma tu zajimavou vlastnost, Ze na ném
neexistuje Zddna nenulova regularnf funkcionéla.

Déle si v8imnéme, Ze kazdy K-linedl s obecnou normou lze snadno vnofit
do tuplného K-linedlu. Mizeme totiZ utvo¥it mnozinu Z viech cauchyovskych
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posloupnosti prvki daného K-linedlu a mnoZinu N C Z vsech nulovych po-
sloupnosti; je jisté zfejmé, Ze Z mizeme opét poklddat za K-linedl a Ze v pro-
storu Z/N mizeme definovat normu. Lze pak snadno ukizat, Ze Z/N je uplny
K-line4l s obecnou normou a %e se ptvodni K-linedl d4 ztotoZnit s jistou ¢dsti
Z/N. .

52. Normovanym linedrnim prostorem. (s homogenni normou) budeme roz-
umét linearni prostor Y, kde je kazdému prvku a piifazeno (konecéné) cislo
lla|| (norma prvku a) tak, ze plati

Ol ae?,|o =0=>a =0,

02) a,beY = |la|| + [|bl| = [l@ + ],

H) acEaeY =|nxal| =|x|.]a|.

Poznamka 1. Z H) plyne ihned O 3) i O 4) (viz 40), takze je kazdy normo-
vany linedrni prostor zaroveii linedrnim prostorem s obecnou normou.

Poznamka 2. Je-li Y normovany linearni prostor, je C(Y) rovnéz normova-
nym linedrnim prostorem, klademe-li pro f ¢ C(Y)

[fll = sup f(z), kde [lz| < 1 .
(Viz na pf. [6], véta 3.5.) ||f|| je pak nejmensim z &isel &, splitujicich vztah f(z) <
< ofl#|| pro kazdé x.

53. Normovanym K-linedlem budeme rozumét K-lineal Y, ktery je zaroven
normovanym linedrnim prostorem, pii ¢emz plati

0K 1) aeY = |a|| =|l|all,

OK2)0<a<b abe¥Y=|a|<|b

54. Véta: BudiZ Y normovany K-linedl. PoloZme pro f € R(Y)

If|| = sup f(z) pro || < 1
(at je toto supremum koneéné nebo nekoneéné). Pak plati
feRB)=Ifll = IllfIfl
0<g<f, fLgeRX)=|g| Z |l -

Diukaz: Zvolme f € R(Y), ||| < 1. Protoze téz || |z||| < 1, jef(x) < [f|([2]) <
< |lIflll, takZe plati

]l = sup () < [ifl]l -
o<1

Zvolme naopak z € Y, |[z|| < 1. Pak plati
Ifl@) < Ifl(z]) = sup f(y) < sup f(y) = [fl .

lv| = )| WL

Odtud plyne

'

A =sip @) < Il
tedy . :
AN = 1Al -
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Necht nyni0 < g < f,f,g € R(Y). Zvolme a € Y, ||a|| < 1. Pak je téz |||a||| <

= 1, tedy g(a) < g(|a]) < f(|al) = [[f|; odtud plyne [|g]| = sup 9(@) < = [Ifll

55. Véta: BudiZ Y normovany K-linedl. Pak je C(Y ) rmné’z normovany
K-linedl.

Dukaz: Podle 46 je C(Y) K-lineal; vime, Ze je C(Y) normovany linearni
prostor. Podle predeslé véty plati také OK 1), OK 2).
56. Véta: Bud Y normovany K-linedl. Pfifadme kaZdému a € Y funkct F,
na mnoZiné C(Y) predpisem
Fo(f) =fa) (feC(Y)) .
Pak je a — F, isometrické a isomorfni zobrazent Y do C(C(Y)).

Dukaz: Podle znamé véty (viz na pt. [6] véta 6.2) existuje ke kazdému

aeY prvek f,eC(Y) tak, ze platl Ifal =1, fola = sup F,(f) =
= sup f(0) = fo(@) o], wivoveis viak |1, |1 ~ sup i < sup 191 el = il
takze plati ||[F || = HaH zobrazeni a — F, je tedy 1some’mcke

Pritadme nyni kazdému a ¢ Y funkei @ na mnoziné R(Y) pfedpisem

Do) =f@) (feRX) .

Podle 33 je zobrazeni @ — @, homomorfni; protoze podle 46 plati implikace
0<f<g,9eCY), feRY)=feC(Y), je podle 35 také zobrazeni @, — F,
homomorfni, pokladame-li F, za prvek K-linedlu R(C(Y)). AvSak svazové
operace v C(C(Y)) souhlasi se svazovymi operacemi v R(C(Y)); zobrazeni
a — F, je tedy homomorfni, i kdyZ pokladame F, za prvek C(C(Y)). Zjistili
jsme vSak, ze a — F, je zobrazeni isometrické, tedy prosté; je tudiz také iso-
morfni.

57. Bud Y normovany K-linedl, kde plati
Lo) a,beY, anb =0=|a+ b = [af| + [jb].

Pak fekneme, Ze Y je Ly-linedl. Plati-li dokonce implikace
Lya,beY,anb > 0=|la+ b =|a|| + |b,
nazveme Y L-linedlem.

Poznamka. V&imnéme si, Ze L,-linedl by se dal definovat jako normovany
K-lineél, kde plati

llafl = lla|l + [l

pro kazdé a.

58. Véta: Bud Y K-linedl; necht f € R(Y) a necht plati implikace

aeY, a>0=fa)>0.
PoloZme

/Bl = £([e])
pro kaZdé b € Y. Pak je Y L-linedl.
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Dikaz:b + 0= [b| > 0= [|b]| = f([b|) > 0. Déle plati |la]| + [|b]| = f(la]) +
+ 1)) = f(la] + B) = f(la + b)) = Jla + ] pro anb>=0 plati ziejms
rovnost. ‘

Pro ¢ B, jo |aa| = f(laal) = (x| [a]) = [»[f(la]) = |s] . |a]. Tim jsme
dokézali, Ze plati O 1), O 2), H), L); ziejmé plati i OK 1), OK 2).

Poznédmka. Piedpokladdme-li, Ze v néjakém K-linedlu Y je kazdému
prvku a piifazeno &islo |ja|| > 0 tak, Ze plati O 1), OK 1), L), je jiz Y L-linedl;
poloZime-li totiZ f(a) = ||a|| pro @ = 0, mtZeme podle 26 rozsifit funkei f na
nezapornou funkciondlu, ktera spliiuje podminky véty 58. Podle OK 1) je pak
f(J]) = ||| pro kazdé b.

59. Véta: Bud Y L-linedl. Necht a + b > 0, |ja 4 b|| = ||a|| + ||b]|. Pak
platt anb > 0.

Dukaz: Budc =a +b =c¢,—cy, kde ¢, =a, + b,, ¢, =a_ + b_. Pak
plati

lall = lla+l| + [l ,
Bl = [1o+]l + [lo-1
lleal] = lla || + [o+]]
lleall = lla—I| + [lb-
tedy || = [la + B]| = [la]| + [[]] = lleal| +- llc2], tedy
lleall = liell — leall -
Protoze v8ak ¢, = ¢ + ¢y, je [|cy]| = |lc|| + ||co||, takZe mame zaroven
lleall = lleall — [lell -

Odtud plyne |jcg| = 0,¢, =0,a_ =b_ =0,anb > 0.

60. BudiZz Y normovany K-lineal, kde plati

M,) a,b €Y, anb = 0= |avd| = max (la||, |5])).

Pak nazveme Y M, — linedlem.

Plati-li dokonce

M) a,b <Y, anb > 0= [avh]| = max (Ja], [B]),
fekneme, Ze Y je M-linedl. '

Poznédmka. Kakutani a Bohnenblust dokazali v [3], Ze je kazdy M,-lineal
zdroveli M-linedlem. V této praci je rownéz podan ditkaz tohoto tvrzeni (viz
vétu 92, ktera rikd téz, Ze je kazdy L,-linedl zaroven L-lineadlem), a to v pod-
statd stejnym zplisobem jako v [3]. Naskyta se oviem otazka, zda nelze podat
n&jaky jednodussi dukaz.

61.Véta: Bud Y My-linedl. Pak je C(Y) Ly-linedl.

Dukaz: Necht f,, f, e C(Y), fyAfs = 0. Zvolme ¢ > 0. Existuji a; €Y tak,
ze plati

el £ 1, fda) > [Ifill —e (¢ =1,2);

dale miZeme predpoklédat a; > 0. Protoze f,Af, = 0, existuji (viz 31) a;, a;
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tak, e plati ajad) > 0, a + af = a,, f1(a) + fo(@) < & fo(as) + falan) <'e,
tedy /i(a:‘) = fia, ——a:) = fia;) — f.‘(a:) > fia;) —e Bud b = a; A ag, b; =
= a;—h (1 =1, 2). Pak je fy(h) = fl(a’a) <& folh) < fa(ai) < &, tedy fi(b;) =
= i) — fi(h) > fdla) — & — & > ||fll — 3e. Podle 13 je b;Ab, = 0; zfejmé
je by < a,, tedy ||b]| < 1. Bud b = b, vb,. Protoze je Y M,-linedl, je té% ||b]| =
= max (Hblll, Hbzll) é 1, tedy ”fl . sz g (f + fa) (b) = f(6) + fa(b) > ”fl“ +
+ ||f2l| — 6e. Odtud plyne ||f; + fal| = [Ifal| + |If2ll; plati zde ovSem rovnost.

62. Véta: Budif Y M-linedl. Pak je C(Y) L-linedl.
Diukaz: Necht f,, f, € OF), firfa =0, 2; €Y, [z <1 (2 =1, 2) Bud
Y = (21) 4 V(@) 4 Pak je “y” = max (H(x1)+”, ”(xs)+n) £ L tedy fi(x,) +

+ fa(@s) < fil(@1)4) + faol(@2)) < h@) + fay) = (fhh+f) ) <|fL + fall, tedy
Ifll + |ifell < |Ifs + f.l|- Plati oviem rovnost.

63. Véta: Je-li Y Ly-linedl, je C(Y) My-linedl.

Dukaz: Necht f,, fo e O(Y), fiAfy =0. Zfejmé muiZeme predpokladat
max (|f]|, |Ifo]]) = 1; stadi pak dokézat, Ze If1Vfall £ 1. Zvolme proto a €Y,
a >0, ||la|| < 1; dale zvolme &islo £ > 0. Protoze fiAf, = 0, existuji a,, a, tak,
e a;Nay > 0, a; + ay = a, f1(@s) + fol@) <&, tedy

fia) = fday) + filay) < fila)) + €
fi (@ nay) < & .
Bud b; = a;, — (a;7ay). Pak je f(a;) < fi(b:) + &, tedy
fila) < fi(b:) + 2¢ .
Protoze je ||f]] < 1. je f.(b;) < ||b[; protoze je (podle 13) byAb, =0, je ||ba]] -+
+ [[bal] = [[b1 + B4ll, tedy [[ba]] + [lbal] < llaf] < 1. Odtud plyne
(fr + f2)(@) = fi(@) + fala) < f1(by) + 2¢ + fa(bs) + 2& < lba]| +
+ |lbgl] +4e S 1+ 4e,

v fell = lIfs + fo| £ 1.
64. Véta: Bud Y Kj-linedl?) s jednotkou j. PoloZme pro kadé a ¢ Y
la|| =infx, kde of = |aj .

tedy

Pak je Y M-linedl.
Ditkaz: Zfejmé je 0 < ||| < oo pro kaidé a. Napfed dokaZeme, Ze pro
kazdé a € Y plati také
llallj = la|
takze prislugné infimum je dokonce minimem. Zfejmé pro kazdé prirozené

1 1
n plati ([la]l + ;) .j = a], tedy —j = |a| — Jlall 5

3) Viz 22.
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jzmn.(la]—lalf)+
tedy (la| — [lallj), =0, la| —alli < 0, |a] < [allj -
Zejména pro ||a|| = 0 je také
Protoze |a|[j 2 |a|, [Blli = [b], je (lall + [1B)j = la| + [o] = |a + B], tedy
llall + [18l] = [l + B]l. : .
Pro libovolné f € E,, a € Y plati nyni || . |lallj = || . |a| = |Ba|, tedy [B] .

a| =a =0.

. |lall = ||Bal|. Pro B = 0 plati oviem rovnost; pro f = 0 je téz l% |IBall =

=

= |lal, tedy plati zdroveii [|a|| = |B| - [lall, [|Ball = |A] - [lal

Ty

Vatah [a] = |a]]| jo zéejmy.

Jedi 0< a < b, je [Bj = o] =b=a — [a], tedy [B] = a]. Pro and>
>0, 2= max (|af, [8) je %= la|=a, 4 =[b|=b, tedy 4 =avb—
= |avb|, A > |avb|. Plati zde oviem rovnost.

65. Véta: Bud Y L-linedl. Pak je C(Y) Kj-linedl s jednotkou j(x) = |jx .| —
— ||z—||. Norma, definovand v C(Y) podle 64, souhlasi s obvyklou normou.

Dukaz: Protoze Y je L-lineal, je podle 26 funkce j(x) = |jz.|| — [lz_]|
aditivni; zfejmé je to nezdporné a spojitd funkciondla. Je-li f e C(Y), a €Y,
a>0, je [fl@ < V|- la] =l i@ tedy plati |f| < [|f]j. Oznacimeli
normu, definovanou v C(Y) podle 64, na okamzik symbolem [f], vidime, Ze
[f1 < |If|l- Protoze viak podle 64 je |f| < [fIj, je pro libovolné a €Y |f(a)] <
< Ifl(la]) < [f1-4(ja]) = [f] |lal; odtud plyne (viz poznamku 2 k 52) téz [|f| <
<[l

Poznémka. Vidime zejména, Ze C(Y) je M-linedl, je-li ¥ L-lineal.

66. Veta: BudY Kj-linedl s jednotkou j; pokldddame-li Y za M-linedl s normou,
definovanou podle 64, je R(Y) = C(Y) a plati

IAll = 1£1G)
pro kaZdé f e R(Y). _
Dukaz: Podle 31 je |f|(j) =|s|up flx) = "s}llp f(x) = ||f|| pro kazdé f e R(Y);
z| <=4 2| <1
vidime zéaroveti, ze R(Y) C C(Y), tedy R(Y) = O(Y).

67. K-okruhem nazveme K-linedl Y, v némz je definovéno nasobeni tak, Ze
je Y zéroveti komutativnim okruhem s jednotkovym prvkem a Ze plati

xekEy a,beY = a(ab) = (xa)b ,
a,b,c €Y, c>0= (avb)c =acvbc .

68. Je-lic > 0, plati také (aAb)c = — [(—a)V(— b)lc = —[(—ac)V(—bc)] =
= acAbe.
Jelia >0,b02>0,jeab = (av0)b =abv0 = 0.
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69. Véta: Jestlize anb = 0, pak ab = 0.
Dikaz: Podle 12 je zde a + b =avb, tedy a®4 2ab+ b* = (avb).
(@ + b) = a(a + b)vb(a + b) = (a® 4 ab)V (ba + b?) = ab 4+ (a?vb?), tedy
a? 4 ab + b2 = a2vb? .
Protoze viak @ > 0, b > 0, je a® > 0, ab > 0, b* = 0, tedy také a® + b2 =
> a2vb?, ab = a?vb — (a® 4 b%) < 0. Odtud plyne
ab =0 .

70. Véta: Pro libovolné a € Y plati a® = 0.
Dukaz: a® = (a,)? — 2a,a_ + (a_)? kde (a,)? = 0, (@a_)* = 0, a, .a_

= 0.
Poznamka. Je-li j jednotkovy prvek okruhu Y, jej = j% > 0.
71. Véta: Jsou-li a, b proky K-okruhu Y, plati

la] [b] = |ab] .
Dukaz: ab = (@, —a_)b, —b_) =ab, +ab_—a,b_—a_b,. Plati
a.b,.nab_ =a, (b, nb_) = 0 atd., takze podle pozndmky k 16 mame
(@b), =a,b, +a b_, (ab)_ =a,b_ +a_b,, tedy lab| = (@+ +a-).

by +bo) = la] . Jp] -

72. Véta: Bud Y K-okruh; bud j jeho jednotkovy prvek. Je-li f mezdpornd
funkciondla na Y takovd, Ze f(j) = 0, je f = 0.

Dikaz: Zvolme a ¢ Y a &slo x. Pak je 0 < f((a — j)?) = f(a® — 2a0j +
+ &%) = f(a?) — 2&f(a), tedy 2xf(a) < f(a?). Odtud plyne snadno fl@) =0,

f=0.
Poznamka. Budte f, g prvky R(Y) takové, Ze plati
f(x) = g(x), kdykoli 0 <2z <7j

utvorme h = f —g. Pak je h,(j) = suph(x) =0, tedy h.(j) =0, h, =0,
0_x_"7J
rovnéz h_(j) = h,(j) —h(j) =0, h_ = 0,tedyh = h, —h_ = 0. Odtud plyne

S = g .
73. Véta: Bud Y K-okruh. PoloZme pro f € R(Y)
1Al = IF1G) -
Pak je R(Y) L-linedl.
Dukaz: Klademe-li J(f) = f(j) pro f € R(Y), vidime, Ze funkciondla J
spliiuje podminky véty 58.
Poznamka. VSimnéme si, ze ||f| = sup f(z).
l#l<d
74. Vita: Bud Y K-okruh, f € R(Y), f > 0; bud
A = f[i(lxl) =0] .

Pak je U idedl.
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Dikaz: Jestlite a,b ¢ %, je 0 < f(la + b)) < f(la] + b)) = f(al) + f(B]) =
=0, tedy a + b e Y.
Zvolme nyni a € Y a polozZme
’ h(@) = f(lalz)
pro kazdé = ¢ Y. Snadno se zjisti, Ze je f, nezdporna funkcionéla a Ze f,(j) = 0;
podle 72 je f, = 0, tedy zejména f,(|z]) = f(|a| |x|) = f(|laz]) = 0. Vidime, Ze
ax € ¥ pro kazdé x e Y.

Kdyby platilo j e %, bylo by f(j) =0, f = 0; je tedy % opravdu (vlastnim)
idedlem.

Poznamka. Je-li B libovolny idedl vY, x € E,, b € B, je ab = (aj)b € B.

75. Véta: Bud Y K-okruh; poklddejme podle 73 R(Y) za L-linedl. Pak funkcio-
ndla f € R(Y) je okruhovym homomorfismem,*) pravé kdyz plati

1) {20,

2) anb = 0= f(a). f(b) =0,

3) |Ifll = 1.

Dukaz: Budi? f e R(Y) homomorfismem. Je-li anb = 0, je podle 69 také
ab = 0, tedy 0 = f(ab) = f(a) . f(b). Podle 37 je bud f = 0 nebo f < 0. Protoze
pro ka?dé a ¢ Y plati f(a) = f(aj) = f(a) . [(j), je bud f = 0 nebo f(j) = L.
Piipad f = 0 vyludujeme, tedy je f(j) = 1. Odtud plyne f > 0, [|f|| = f(j) = 1.

Necht naopak mé f vlastnosti 1), 2), 3). Podle poznamky k vété 37 plati
f(a) = 0<=>f(|a]) = 0; podle 74 je tedy mnozina U = E[f(x) = 0] ideal. Podle
3), 1) je ddle 1 = ||f|| = |f[(7) = f(j) (tedy f = 0). :

Pro libovolné x € Y plati 0 = f(x) — f(j) . f(z) = f(x —j . f(2)), tedy

x=7J.f(®) mod ¥ .
Je-lliyeY, je téz
y=17.1@
j-Hey) =ay =7 f@).Hy) =7 ) @)

i . (flay) — f(x) - f(y) € A,
0 = (f(zy) — f(z) . f@)) - F5) = Flay) — f(@) - f(@)
flxy) = f(x) . f(y) -

76. Budte a, b rizné body linedrniho prostoru Y. Budiz 7 mnoZina viech
¢ e Y tvaru

tedy

c =oa-+ pb, (*)

kde «, f € E,, af = 0, « -+ B = 1. Pak mnozinu 7' nazveme dseckou o konco-
vych bodech a, b.

4) Nulovou funkciondlu nepoklddéme za homorfismus.
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Je-liceT, a + c + b, fekneme, Ze bod ¢ je vnitFnim bodem tsecky 7'. To
nastane, pravé kdyz jsou obé éisla «, # ve vyraze (*) kladna. .

Rekneme, %e bod ¢ je vrcholem mnoziny A C Y, jestlize plati c € A a jestlize
bod ¢ neni vnitinim bodem Zadné tsedky, obsaZzené v A.

77. Véta: BudiZ Y normovany linedrni prostor, kteryj obsahuje vice nef jeden
prvek. Budif S jednotkovd koule prostoru Y, t.j. S = Elzx €.Y, |jz| < 1]. Pak je
@

bod x vrcholem S, pravé kdyZ md tyto vlastnosti:

1) [lof] =1,
2) jestlizex =y + z, |[y|| + ||zl = 1, pak jsou y, z ndsobky x.

Dukaz: Necht ma bod x vlastnosti 1), 2); nechf & = 2, + a2, [z < 1,
Xy F Xy ;> 0, Bex; =1 (¢ =1, 2). Pak je |lozif| £ i, 1 = Zox; 2> Zlovgy|| =
2 |[Baxy|| = ||z|| = 1. Vidime, Ze plati vSude znameni rovnosti; zejména
plati ||z,]| = 1. Podle 2) jsou «x; nasobky z, tedy jsou také x; ndsobky x a na
pfimce, uréené poéatkem a bodem z, lezi tii body s normou 1, coZ neni mozné.
Odtud plyne, Ze z je vrchol mnoziny S.

Bud naopak 2 vrcholem S. Snadno zjistime, Ze je ||z = 1 (pouZijeme toho,
Ze ma Y vice nez jeden prvek; jinak by byla nula vrcholem §). Necht z = y + z,
llvll + ||zl = 1. Je-li na pt. ||ly|| = 0, jsou y, z nasobky z. JestliZe ||y . ||z]| > 0,
je

Yo
= ol g+ Vel g -

Protoze = 1 a protoze z je vrchol, nemize byt

Y | ? _3_ ;
n‘yﬂ\ =T Tl * R >
|

tedy “3/7“ = l7“ =t Pak je x = |yllt + ||2llt = (|l + ||2l]) ¢ = ¢, tedy

y = lylle, =z =|¢= .
78. Véta: Necht Ly-linedl Y obsahuje vice neZ jeden prvek; bud v vrchol jed-
notkové koule v Y. Pak je bud v > 0 nebov < 0.
Dikaz: Protoze Y je L,-linedl, je
ol = llo+ll + llo-[| 5
podle 77 plati v, = av, v_ = fv. Je-lina pf. & + 0, je
v=a"1l.v, .
79.Véta: Bud Y L-linedl, v bud kladny vrchol jednotkové koule; necht 0 < x <
< v. Pak je x ndsobkem v.
Dikaz: Plati 1 = ||v]| = |j«|| 4+ |lv — |); podle 77 je z ndsobkem v.

80. Véta: Bud Y L-linedl, v,, v, budte kladné vrcholy jednotkové koule. Pak
je bud v, = v, nebo vy Avy = 0.
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Dikaz: Bud 0 < 2 < v, Av,. Podle 79 je x = av;, = fv,, kde ovem «, f >
20, tedy 0 < [l2]] = af|os]| = Bllvel] = & = B, tedy v; = v,.

81. Véta: MnoZina vdech kladnijch vrcholiv jednotkové koule v L-linedlu Y je
linedrné nezdvisld.

Dikaz: Plyne snadno z 80 a z poznamky k 16.

82. Véta: Bud Y K-linedl; bud K-linedl R, ¢dsti R(Y).

Necht platt implikace

feR,, g,he RY), ghh =0, g+h =f=>g,heR,.

Predpokladejme ddle, Ze je R, Ly-linedlem, ktery obsahuje vice neZ jeden prvek.
Pak je kady vrchol jednotkové koule v R, multiplikativnt funkciondlou®) (a md
normu '1). Je-li R, dokonce L-linedlem, je naopak té£ kaZdd multiplikativni
funkciondla s normou 1 vrcholem jednotkové koule v R,.

Dikaz: Bud f vrchol jednotkové koule v R,. Podle 78 miZeme piedpokla-
dat f > 0. Pfedpokladejme déle, zZe existuji a, b tak, Ze plati anb = 0, f(a) .
. f(b) >"0. Podle 32 existuji g, b ¢ R(Y) tak, ze plati

gAh =0, g+4+h=f,
ha) = f(a), g(b) = [(®) .
Podle piedpokladu g, & € R;; protoze je R, Ly-lineal, je |lg|| + ||2]| = ||f||- AvSak
g, b zfejmé nejsou nasobky f, coZ je ve sporu s vétou 77; tim je dokazano, Ze
f je multiplikativni funkcionala.

Budiz nyni R, L-lineal; bud f multiplikativni funkcionala, f e R,, |/f|| = 1.
Podle 37 muzeme predpokladat f > 0. Necht f =f, + f;, 1 =||f|| =|If.l] +
+ |Ifol|- Podle 59 je f; = 0 (i = 1, 2). Je-li f(a) = 0, je (viz poznamku k 37) také
f(|a|) = 0, tim spige f,(|a|) = 0, f;(@) = 0. Podle zndmé véty (viz na pf. [6],
véta 1.17) jsou f, nasobky f. Podle 77 je f vrchol.

Poznamka. Obsahuje-li normovany linearni prostor Y vice nez jeden
prvek, obsahuje mnozina C(Y) také vice nez jeden prvek. (K dikazu mizeme
pouzit na p¥. véty 6.2 z [6], kde vezmeme za  mnozinu, obsahujici samotnou
nulu, a kde volime a + 0.) Je-li zejména ¥ M -linedl (resp. M-lineal), ktery
obsahuje vice nez jeden prvek, muzeme podle 46 a 61 (resp. 62) poloZit v pie-
deslé vété R, = C(Y). '

Dostavame tak tyto véty:

Je-li Y M,-linedl, je kazdy vrchol jednotkové koulev C(Y ) multiplikativni funkcio-
ndlou (s normou 1).Je-li Y M-linedl, je mnofina vdech vrcholi jednotkové koule
v C(Y) rovna mnoZiné vdech multiplikativnich funkciondl s normou 1.

83. Véta: Bud Y K-okruh. Poklidejme podle 73 R(Y) za L-linedl. Pak je
funkciondla f € R(Y) kladnym vrcholem jednotkové koule v R(Y), prdvé kdyz je
okruhovym homomorfismem.

5) Viz 36.
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Dikaz: Plyne ihned z 75 a 82.

Poznimka. Viimnéme si, Ze véta 83 charakterisuje jen ty homomorfismy,
které patii do R(Y). V nékterych K-okruzich vsak existuji homomorfismy,
které zobrazuji okruh na téleso redlnych ¢&isel a které nejsou regularnimi funk-
ciondlami. BudiZ na p¥. ¥ mnozina vSech funkei v intervalu <0, 1), které lze
,,po &astech* vyjadiit polynomy. Pitadme kazdé funkei z € Y ¢&islo f(z) timto
predpisem: Existuje ¢islo ¢ > 0 a polynom p(t) tak, ze pro t € {0, &) je x(t) =
= p(t); poloime

f@) = p(=1) .
Snadno se zjisti, Ze f je homomorfismus a Ze sup f(z) = co. Pfitom je Y do-
konce Kj-linedlem. o0=rst

Ma-li viak K-okruh Y tu vlastnost, 7e ke kazdému a € ¥, a > 0 existuje b
tak, e b2 = a, je oviem f(a) = f(b?) = (f(b))* = 0 pro kazdé @ = 0 a pro kazdy
homomorfismus f. Vidime, Ze je v tomto pifpadé kazdy homomorfismus, ktery
zobrazuje Y do télesa realnych ¢&isel, nezapornou (a tedy regularni) funkciona-
lou.

84. Je-li P libovolné neprazdnéd mnozina, pak systém F viech konetnych
funkei na mno#ing P muzeme poklidat za topologicky kartézsky soucin tolika
piimek, kolik prvki ma mnoZina P.

Je-li P dokonce linedrni prostor, je-li dale L mnozina vSech aditivnich a
homogennich funkei na P a poklddédme-li L za podprostor topologického pro-
storu F, fikédme, e jsme v L definovali slabou topologii. Definujici okoli bodu
fo € L jsou pak mnoziny tvaru

U(f07 xb Lgy « ooy Lp, 8) = F;’[f € L; lf(xz) "fo(“%)‘ <e (i = 1’ -2’ LT n)];

kdez,, 7,, ..., ¥, € P, 0 < ¢ € E,;snadno zjistime, Ze zde miZeme piedpokladat
¢ = 1. Je-li P dokonce normovany linedrni prostor, mizeme piedpoklidat
el < 1proi = 1, 2, ..., n; pak se oviem jiZ nesmime omezovat na & = 1.

Jednotkovou kouli v normovaném linedrnim prostoru ¥ budeme znadit
S; je tedy 8 = E[z € ¥, ||z|| < 1]. Jednotkovou kouli v C(Y) budeme znadit
S,. Pak plati: °

85. Véta: Mnofina S, je kompakint ve slabé topologii.

Dikaz: Bud B mno#ina viech funkef  na ¥, pro n& plati |p(z)| < |j2f| pro
kazdé x € Y. Pak je B kartézskym soutinem interval (—][z||, ||2||>. Z¥ejmé plati
S, C B; definujeme-li v B topologii jako v kartézském soudinu topologickych
prostorii, snadno se zjisti, Ze S, je ve slabé topologii podprostorem B. Podle
znémé véty je B (Hausdorffiv) kompaktni prostor; stati tedy dokdizat, Ze
mnoZina S, je v B uzaviend. Zvolme ¢ € B, ¢ € 8,; dokaZeme napfied, Ze je ¢
aditivni. Budte z, y prvky Y; zvolme jesté ¢ > 0. Pak v okolf funkce ¢, urde-
ném body z, y, x + y a &slem e, lezi n&jaky prvek f € S,; plati tedy

lp(@) —f@)] <& |p@)—f@)] <e lp@+y) —fz+y)l<e.
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Odtud viak snadno plyne [p(z) 4 @(y) —@(x + y)| < 3¢, tedy ¢(2) + ¢(y) =
=g+ 9)

Tim jsme dokazali, Ze je ¢ aditivni funkce; protoze pro kaidé = ¢ Y plati
lp@)] < [l je ¢ <o

86. Véta: Bud Y normovany linedrnt prostor. Necht @ + A C C(Y ); bud A4
kompakint ve slabé topologii. Necht x € Y. Pak existuje vrchol v mnoZiny A tak,
Ze platt

v(x) = f(2)
‘pro kaZdé f € A. .

Dikaz:®) Bud x = z,; budte z,, z,, ..., z,, ..., Z,, ... ostatni prvky prostoru
Y v n&jakém dobrém uspotadani. Polozme K, = A. Jsou-li dany mnoZiny
K, pro £ < », které jsou neprazdné, kompaktni ve slabé topologii.a které tvori
nerostouci systém, utvorme napfed mnozinu

L =11k, .

<y
Mnozma L, je opét neprazdnd a kompaktni ve slabé topologii. Funkce z,
na mno%ing C(Y), urdend vztahem z(f) = f(x,), je spojitd; mnozina M téch
bodd z L,, kde funkce z, nabyvé (na mnoziné L,) svého maxima, neni tudiz
prazdné. Dale je M uzaviend v L,, tedy kompaktni, a plati M C K, pro kazdé
& < v. MiZeme proto polozit

K,=M.
Tak definujeme transfinitni monotonni posloupnost neprazdnych kompakt-
nich mnozin K,; bud @ jeji prunik. Je oviem opét @ + @. Necht f,g € @,
z, € Y. Protoze Q C K, C L,, nabyva funkce z, v bodech f, g maximilni hod-
noty na L,; zejména plati
z(f) ==,(9) =9(@=) = fx,) .

Je tedy f(x) = g(x) pro kazdé z, f = g.

Vidime, Ze mnoZina @ je jednobodova; bud v jeji prvek. Dokazeme nyni,
Ze v je vrcholem mnozZiny 4. Necht tedy v = of 4 fg, kde s > 0, + g =1,
f,ged, f + g. ProtoZze @ obsahuje jen jeden prvek, existuji & tak, Ze neni
zérovell f € K¢, g € K;; bud » nejmensi takovy index. Necht na pf. f non € K ,;
je oviem » > 0, protoze f e 4 = K,. Je viak feK,, geK, pron <, tedy
feL, gelL,.

Protoze v ¢ K,, je pro y = z,

fly) <oly) .
9y) < v(y) ,

tedy v(y) = af(y) + fg(y) < av(y) + Pu(y) = v(y) — spor.
Tim je dokézino, Ze v je vrchol mnoZiny A.

%) Dukaz je ptevzat z [5].
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Protoze ve K, C L, = K, = A, plati (pro x, = x)
v(z) = f(x)
pro kazdé f e A. '

87. Véta: Bud Y normovany linedrni prostor; necht z € Y. Pak existuje vrchol
v jednotkové koule v O(Y) tak, e plati v(x) = |jx||.

Dukaz: Podle znamé véty (viz na pt. [6], véta 6.2) existuje f e O(Y), [|f|| =1
tak, ze f(x) = ||z||. Zvolime-li v pfedeslé vétd A = S,, vidime, Ze existuje vrehol
v mnoziny S, tak, Ze plati v(x) > f(x) = ||z|. Plati oviem rovnost.

Poznamka. Je-li P libovolna neprazdna mnozina, pak pro kazdou funkei f
na mnoziné P klademe
Ifll = sup |[f(x)|, kde x P .
Je-li Y linedrni prostor, jehoz prvky jsou omezené funkce na mnoziné P, stane
se tak ¥ normovanym linearnim prostorem.
Z véty 87 nyni plyne:
Bud Y normovany linedrni prostor; bud V mno#ina vech vrcholi jednotkové

koule v C(Y). Pfifadme kaZdému x €Y funkci x na mnoZiné V obvyklym zpiso-
bem. Pak je zobrazent x — z aditivni, homogennt a isometrické.

(Dtikaz provede ¢étenaf snadno sam.)

88. Véta: Bud Y normovany K-linedl. Bud N mno¥ina viech nezdpornyjch
funkeiondl z C(Y), M budif mnofina vech multiplikativnich funkciondl z C(Y).
Pak jsou mno¥iny N, M uzaviené v O(Y) ve slabé topologii.

Duakaz: Zvolme f e»ﬂ, x,yeY, xAy = 0 a piedpoklidejme, Ze neni f(x) .
. f(y) = 0. Bud ¢ = min (|f(z)], |{(y)|). Pak existuje g ¢ M tak, Ze plati

f@) —g@)| <& [fy)—9@)] <e .
Je-li v8ak na pr. g(x) = 0, je |f(x)| < &, coZ je spor.

Bud nyni f ¢ N, a > 0; predpokladejme, Ze neni f(a) = 0, nybrz f(a) < 0.

Bud ¢ = — f(a). Opét existuje g € N, t. j. g = 0, tak, Ze plati
l9(@) — f@)| <e ,
tedy ¢ = —f(a) < g(a) — f(a) < & op&t mame spor.

89. Véta: Bud’YKy -linedl.’) Bud @ = E[O < feCX), |fl =1]. Pak je @

kompaktnt ve slabé topologii.

Dukaz: Podle 85 stadi dokazat, %e je mnozina @ v C(Y) uzaviena (pfi slabé
topologii). Zvolme tedy f € @. Vime, Ze je ||f| < 1; podle 88 je f = 0, podle 66
je tedy [Ifl| = f(j). Kdyby bylo ||f|| < 1, bylo by pro jisté g « @

1—f() = lg@) — 16)] < 1—Ifl =1—f()

coz neni mozné. Je tedy ||f|l = 1.

7) Viz 22.
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Poznamka. Bud Y normovany linearn{ prostor, v némz existuje nekoneéna
linedrné nezavisld mnoZina. Bud @, = E[f e C(Y), ||f|| = 1]. Necht ,, z,, ...
!

..., x, € Y. Bud Z mnoZina viech linearnich kombinaci prvku x,, x,, ..., Z,.
Podle zndmé véty (viz [6], véta 4.6) je Z Gplny prostor, tedy je Z uzaviené
v Y. Je oviem Z =+ Y; existuje tedy (viz [6], véta 6.2) funkciondla f e C(Y)
tak, Ze plati ||f| = 1, ale f(x) = 0 pro kaZdé = € Z. Je tedy f € @, ale f(z;) = O
pro¢ =1, 2, ..., n. Vidime, Ze v kazdém okoli U(0; z,, ,, ..., z,; ¢) lezi n&jaky
prvek f € @,, tedy 0 € @,; mnozina @, nenf ve slabé topologii uzaviena. Tvrzeni
véty 89 nenf tedy nijak trivialni.

90. Véta: Bud Y mormovany K-linedl. Pak je mnoZina vdech mezdpornijch
multiplikativnich funkciondl z jednotkové koule v C(Y) kompakini ve slabé
topologii. Je-li Y Kj-linedl, je také mnofina vdech kladnych vrcholt jednotkové
koule v C(Y) kompakint ve slabé topologii.

Dikaz: Prvni tvrzeni plyne ihned z 85 a 88.

Je-li nyni Y Kj-lineél, je podle 64 také M-linedlem. Podle pozndmky k vété
82 jsou kladnymi vrcholy jednotkové koule v C(Y) pravé vSechny nezaporné
multiplikativni funkciondly s normou 1; ty vSak tvoii podle 88 a 89 kompaktnt
mnozinu.

91. Véta: Bud Y M-linedl, ktery obsahuje vice nez jeden prvek; bud V mno-
Zina vdech kladngch vrcholi jednotkové koule v C(Y). Pritadme kafdému x ¢ ¥
funkeci  na mnofiné V predpisem

x(v) = v(x) pro katdé v eV .
Pak je zobrazent x — x isomorfni a isometrické.

P¥i slabé topologii je V diplné reguldrni, funkce x jsouna V spojité a ke katdym
dvéma bodam v, + v,z V existuje x € Y tak, Ze vi(x) = 0 + v,(x).

Dikaz: Kladné vrcholy jsou podle pozndmky k vété 82 kladnymi multi-
plikativnimi funkciondlami; podle 39 je zobrazeni x —> x homomorfni. Budiz
nyni 0 < z €Y. Podle 87 existuje vrchol v jednotkové koule v C(Y) tak, Ze
v(z) = ||z||. Podle 78 je bud v > 0 nebo v < 0; protoze z > 0 a v(z) > 0, je
v > 0, tedy v e V. Vidime, ze plati ||z]| < ||#]| (vyznam |jz|| definujeme oviem
podle poznamky k 87). Je viak |z(v)| = |v(z)| < ||| . ||| = || pro kazdé
v eV, tedy je téz ||| < |||, takZe plati

ll#l| = =]
pro kazdé x > 0. Pro libovolné = € ¥ plati nyni ||z]| = || |z||| = I(|z])|| = || |x||| =
= -

Je zfejmé, Ze je V uplnd regularni a %e funkce z jsou na V spojité. Zvolme
nyni vy, vy €V, v; + v,. Kdyby platila implikace v,(z) = 0 => vy(z) = 0, bylo
by podle znamé véty (viz [6], véta 1.17) v, nasobkem v,, coz neni mozné.
Existuje tedy z « Y tak, Ze plati 2(v;) = v,(x) = 0, ale x(v,) = vy(x) + 0.
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92. Véta: Kaidy M,-linedl je zdrovet M-linedl; kaZdy Ly-linedl je zdroves,
L-linedl.

Dukaz: Podle piedeslé véty je M,-linedl ¥ isometricky a isomorfni s K-li-
nedlem Y, viech -funkei z; ¥, je v8ak zfejm& M-linedl, tedy je ¥ také M-linedl.
Budiz nyni Z L,-lineal. Podle 63 je C(Z) M,lineal, tedy M-lineal; podle 62
je C(C(Z)) L-lineal. Podle 56 je Z isometrické a isomorfni s néjakou ¢asti
C(C(Z)); je tedy Z také L-lineal.

Poznamka. Ve vété 91 jsme dokazali, Ze 1ze kazdy M-lineal representovat
(se zachovanim vsech operaci) jako jakysi systém funkei, které jsou spojité
na Gplné reguldrnim topologickém prostoru. Misto mnoZiny V viech kladnych
vrchold jsme mohli vzit také na pf. mnoZinu 7' vSech nezdpornych multipli-
kativnich funkciondl s normou < 1 nebo mnozinu V C 7. Je celkem zfejmé,
Ze bychom dostali ,,stejné dobrou‘ representaci a zakladni prostor by byl
dokonce kompaktni; z na&i véty by vSak neplatila poznamka o ,,oddé&litelnosti*
bodt zdkladniho prostoru pomoci funkei .

Ukézeme na pitklads, ze mize byt V == V. Budiz ¥ mnozina viech posloup-
nosti realnych &isel, které konverguji k nule. Definice linearnich operaci a polo-
uspofadani lezi nasnadé; pro x = {£,} € Y klademe ||z = sup |£,| = max |§,|.

n n

Zvolme x,, x,, ..., z, € Y, ¢ > 0. Pak existuje N tak, ze pron > N je
BN =g, & =12, .0, 0
(klademe x; = {£¥}). Zvolme né&jaké n, > N a utvorme funkcionilu
f(@) = &y,

(kde z = {&,}). Pak je f zfejmé& kladnd multiplikativni funkciondla s normou 1
a plati |f(x;)] < e pro i =1,2,...,m. Vidime, Ze nulovd funkciondla le#
v uzédvéru mnoziny V.

Oznaéime-li symbolem P mnozinu 7' nebo mnozinu V, vidime, ze ke ka¥-
dému t ¢ P — V existuje &islo « a prvek v e V tak, ze plati 0 < &« < 1, ¢ = aw;
pak je oviem

x(t) = t(r) = av(x) = ax(v)

pro kazdé z ¢« Y. Vidime, Ze hodnoty funkei # na mnozingé P—V jsou v tomto
smyslu uréeny jejich hodnotami na mnoziné V. Odtud plyne, Ze mnoZina viech
funkei x neni vidy rovna mnoziné vSech spojitych funkei na prostoru P.
(To je ostatné patrné jiZ z toho, Ze mnoZina viech spojitych funkei na prostoru
P je Gplnym prostorem, zatim co M-linedl ¥ jim byt nemusi.) Zachovame-li
v8ak oznadeni, miZeme vyslovit tuto vétu:

BudiZ P kompakini prostor, pro néjZ plati V C P C T. Ptifadme katdému
teP—V proek ¢(t) e V a &slo «(t) tak, aby platilo

t = (). p(t) .
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Budif Z mnoZina véech funkct z, které jsou spojité na prostoru P a které pro ka#dé
t e P —V splivuji vztah

2(t) = «(t) . 2(g(t))-
Pak je mno#ina vdech funket x hustd v Z.

Tuto vétu v podstaté dokazuje Kakutani v [2]. Poddme zde ponékud jiny
dikaz; dokdZeme totiZz nasledujici vétu, ktera podle 91 je obecn&j¥i neZ véta
pravé uvedena.

93. Véta: BudiZ P kompakini prostor; mech{ P = P, + P,, PP, = 0.
Bud katdému t e P, pfifazen prvek o(t) € P, a &islo x(t). Oznaéme pismenem Z
mmnoZinu véech funkct z na P, které jsou spojité a splivujt pro katdét e P, vztah

2(t) = «(t) . 2(p(?)) -
Bud ddle Y K-linedl, ktery md vice neZ jeden prvek a ktery je édsti Z. Necht ke
kaZzdé dvojici t, + t,bod# z P, existuje funkcey €Y tak, Ze plati y(t,) =0, y(t,;) = 1.
Pak je Y husté v Z.
Dikaz: Zvolme libovolné z € Z a libovolné ¢ > 0. Napied dokizeme, Ze ke
ka¥dému ¢, € P existuje takové y* ¢ Y, %e plati
Y (k) = () } *)
y <zt
Zvolme tedy ¢, e P. Rozeznavejme dva pripady:
a) t, € P,. Z nasich piedpokladii snadno plyne, Ze ke kazdému ¢ ¢ P, existuje
Y, € Y tak, Ze plati
Yilto) = 2(ky),  y.(t) = 2(t) (:)
(mé-li mnozina P, jen jeden prvek, je tieba pouzit toho, Ze ¥ ma vice neZ jeden
prvek). Je-li s € P,, polozme ¢(s) = ¢; pro funkei y, pak plati
Yi(s) = x(s) . yut) = x(s) . 2(t) = 2(s)
(a oviem y(t) = 2(4)).
Klademe-li pro s € P, y, = y,, kde t = ¢(s), vidime tedy, Ze ke kazdému
t ¢ P existuje funkce y,, kterd spliuje vztahy (%). Pfifadme nyni kazdému

t e P okoli U, tak, aby pro kazdé ¢’ € U, platilo y,(t') < z(¢') + ¢. JestliZe nyni
okoli U,, ..., U, pokryvaji P, pak funkce

Y =y Ao AY,
spliiuje oba vztahy (*).

b) ¢, € P,. Polozime-li y*) = 4™, kdet, = ¢({,) akde funkce y* je urdena
podle bodu a), jsou vztahy (*) zfejmé opét splnény.

Odtud plyne ihned, %Ze miZeme kazdému ¢ ¢ P pfifadit funkeci ¥ a okoli
U® tak, Ze plati y(t') > 2(t') — ¢ pro ka?dé ¢ « U® a dile y® <z + .
Jestlife op&t okoli U, ..., U pokryvaji P, pak funkce y = y*v... vy
zfejmé spliluje podminku [z — y| < & tim je dikaz proveden.
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Poznamka 1. Ctenaf snadno zjisti, Ze Z4dné z &isel «(t), ktera se vyskytuji
v této véts, nemiZe byt zdporné (jinak by Y nebylo K-lineilem).

Pozndmka 2. Z pravé dokdzané véty plyne na pt. tento dusledek:

Je-li P kompakint prostor a je-li Y K-linedl, jehof proky jsou spojité funkce
na P a ktery md tu vlastnost, Ze ke kaZdé dvojici t; + t, proka z P existujey € Y,
pro né% plati y(t,) = 0, y(t;) = 1, pak je Y husté v mnoZiné vdech spojityjch funkct
na prostoru P, pokud md prostor P aspor dva body nebo Y vice neZ jeden prvek.

Podobné Ize dokazat na pi. tuto vétu:

Bud P kompakint prostor; bud x spojitd funkce na P. Bud Y K-linedl, jeho
proky jsou spojité funkce na P. Necht ke kaZdé dvojici t,, ty bodi z P existuje
y €Y tak, Ze plati

yt,) =z(t;) (@ =1,2).

Pak ke kazdému ¢ > 0 existuje y € Y tak, Ze plati

le(t) —y ()] < e
pro kazdé ¢ € P.

Poznamka 3. Je-li Y Kj-lineal, je podle 90 mnozina V kompaktni; podle
nasi véty je pak mnoZina viech z hustd v mnozing vSech spojitych funkei
na prostoru V. Odtud plyne ihned: '

Je-li Kj-linedl Y iplny jako metricky prostor, je mno¥ina vdech x rovna mno-
Ziné vdech funkct, které jsou spojité na prostoru V.

94. Véta: Budiz P uplné reguldrni topologicky prostor; bud Y mnoZina vech
omezenyjch spojitych funkci na prostoru P. Pak mnoZina vdech kladnyjch vrchold
jednotkové koule v prostoru vsech reguldrnich funkciondl na Y je p¥i slabé topologis
homeomorfni s f-obalem prostoru P.

Dukaz: Vime, Ze f-obal miZeme poklidat za mnozinu viech homomorf-
nich zobrazeni okruhu Y na téleso redlnych ¢isel; mnozinu vSech spojitych
funkei na B(P) tvoii funkce x tvaru

(v) = v(x) ,

kde z € Y a kde v je piislusny homomorfismus. Protoze okruh Y obsahuje
s kazdym svym nezdpornym prvkem druhou odmocninu, je kaidy takovy
homomorfismus nezépornou (a tedy regularni) funkciondlou. Podle 83 je tedy
mnoZina V vSech kladnych vrcholi jednotkové koule v prostoru vsech regu-
larnich funkeciondl totoZnd s mnoZinou viech takovychto homomorfismi.

Protoze Y je Kj-linedl, ktery je Gplnym metrickym prostorem, je podle
poznamky 3 k 93 mnoZina viech x rovna mno%ind viech funkei, které jsou
Pri slabé topologii spojité na mnoZiné V. Mnozina V je viak kompaktni, tedy
uplng regulérni, a jeji topologie je proto mnoZinou vech spojitych funkei
uréena jednoznaéné; je tedy toto#né s obvyklou topologii v f-obalu.
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Poznédmka. Je-li prostor P kompaktni, je oviem P = P a mnozina V je
homeomorfni s prostorem P. Vidime, Ze mnozinou ¥ miize byt libovolny kom-
paktni prostor.

95. Ve své praci [4] uvadi Hewitt tuto vétu:

Budif P uplné reguldrni topologicky prostor; bud Y mnofina vdech spojityjch
funkct na P. Pak je mnofina vdech funkciondl | tvaru

fle) = 2 ~ewlty

(xeY,x; e E,,t; € P)ve slabé topologit hustd v R(Y).

Hewittuv dikaz je v podstaté velmi sloZity; uziva se pfi ném dokonce né-
kterych hlubgich vét z theorie miry v topologickych prostorech. Nase véta 98
ukazuje, Ze Hewittovu vétu lze snadno zobecnit; z dalsich ivah je pak patrné,
Ze lze tuto vétu jistym zptsobem formulovat i pro abstraktni prostory. To
ve snadno vyplyne z nasledujici pomocné véty.

96. Véta: Bud Y linedrni prostor, jehoZ proky jsou (koneéné) funkce na ne-
prazdné mnofing P. BudiZ L mmofina vdech aditivnich a homogennich funkct
na Y; budiZ L, mnofina vdech g € L, k nimZ existujt ty, t,, ..., t,, € P a &isla «,,
Gy, oo vy &,y tak, Ze platt

pro kaidé x € Y.

Pak ke katdému | € L a ke kaidé koneéné skupiné z,, x,, ..., z, € Y existuje

g € L, tak, Ze plati
g(@:) = f(x:)
proi =1,2,...,n.

Dukaz: Napied dokdZeme, ze ke kazdé linearné nezavislé skupiné z,, x,, ...
wo X, € Y existuji £, ¢, ..., ¢, € P tak, Ze determinant o prveich z,(t;) (4,5 =
=1, 2,...,n) je rizny od nuly. Pro n = 1 to zfejmé plati; necht to plati pro
jisté n. Zvolme linedrné nezavislou skupinu z,, ,, ..., z,, ,,,. Podle induké-
niho piedpokladu existuji ¢, ¢, ..., f, € P tak, Ze determinant o prveich z,(¢;)
(+,7 =1,2,...,m) je rizny od nuly. Utvofme matici I o prveich z,(¢;), kde
1 =12 ..,mn+1, §j=1,2,...,n. Bud D; determinant matice, ktera
vznikne z matice M vynechdnim i-tého Fadku; bud D; = (—1)**"*1. D,
Budiz dale

y =201 + D5 + ... + 2,05 + 241D}, -
Protoze prvky 2,, @,, ..., Z, , , jsou linearn& nezévislé a protoze D, ,, = D, +
%+ 0, neni y = 0; existuje tedy ¢,,, e P tak, Ze plati y(f,,,) + 0. Rozvedeme-li
nyni determinant o prveich z(t;) (4,7 = 1,2, ...,n + 1) podle prvka posled-
niho sloupce, dostaneme prav® &islo y(f;,,,) = 0. Tim je proveden indukéni
krok a nafe tvrzeni je dokazano.
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M¢gjme nyni libovolnou koneénou skupinu z,, 2, ..., %, € Y a libovolné

f € L. Budte 2y, ..., x,, linearné nezavislé, x,, ,,, ..., , budte jejich linearnimi
kombinacemi. Podle dokazaného tvrzeni existujit,, t,, ..., t,, € P tak, Ze systém
rovnic

o) =Somft) G=1,2 .. m
i=1

ma feSeni v «;. Uréime-li g € L, vztahem

§=1
vidime, Ze plati
fa:) = g(=:)
pro ¢ =1, 2, ..., m; z aditivity a homogenity plyne nyni snadno, Ze tento
vztah plati také prot =1, 2, ..., m, m + 1, ..., n. Tim je v8e dokazéano.

Poznamka. Véta 96 ma charakter Cisté algebraicky; ziejmé bychom misto
o funkcich mohli mluvit o zobrazenich do libovolného télesa atd. a véta i dikaz
by platily dale.

97. Véta: Necht Y, L, L, maji tijz vijznam jako v prededlé vété. Pak je L, pti
slabé topologit husté v L. :

(Plyne ihned z 96.)

98. Véta: Bud P topologicky prostor; bud @ hustd édst P. Bud Y linedrné pro-
stor, jehoZ proky jsou spojité funkce na prostoru P. Bud L mnoZina véech aditivnich
a homogennich funkci na Y; bud L, mnofina vdech g € L tvaru g(x) = %aix(ti),
kdet,, ..., t, € Q. Pak je L, pfi slabé topologii husté v L. !

Dikaz: Prifadme kazdé funkei z € Y parcialni funkei z, na mnoziné Q.
Zobrazeni x — x, je ziejmé isomorfismus; odtud véta snadno plyne.

99. Véta: Budiz ¥ normovany linedrni prostor; bud V mnofina vech vrcholi
jednotkové koule v C(Y). Bud [V] mnofina vech linedrnich kombinact prvkd
mnoZiny V. Pak je pfi slabé topologii [V] husté v C(Y).

Dukaz: Podle poznamky k vété 87 lze ¥ pokladat za jakousi mnozinu
funkef na V. Nyni pouZzijeme véty 97.

Poznéamka. Je-li Y dokonce M-linedl, mizeme vzit za V také jen mnozinu
vsech kladnych vrchold.

Podobnou vétu lze zfejmé dokazat pro libovolny linedrni prostor Y, vezme-
me-li za ¥ takovou mnozZinu aditivnich a homogennich funkei, aby ke kazdému
y €Y, kdey = 0, existovalo v € V tak, aby bylo v(y) + 0; pak miZeme totiz ¥
representovat jako systém funkeci y, definovanych na mnozing ¥V obvyklym
zpisobem. Mnozina [V] je pak pfi slabé topologii hustd v mnoZing vSech adi-
tivnich a homogennich funkei na Y.

39"



LITERATURA

[1] /1. B. Kanmoposux, B. 3. Byaux, A. I'. Muncrep: OyHKOMOHATBHEHA aHATN3 B nory-
YNOpPAOYeHHHX NpocTpancTBax, MockBa-Jlenunrpan 1950.

[2] S. Kakutani: Concrete representation of abstract (M )-spaces, Annals of Mathematics,
42 (1941), str. 994—1024.

[3] H. F. Bohnenl:luat - 8. Kakutani: Concrete representation of (M)-spaces, Annals of
Mathematics, 42 (1941), str. 1025—1028.

[4] E. Hewitt: Linear functionals on spaces of continuous functions, Fundamenta Mathe-
maticae, 37 (1950), str. 161—189.

[6] M. Krein - D. Milman: On extreme points of regular convex sets, Studia Mathematica,
IX (I), 1940, str. 133—138.

[6] M. Katétov: O normovanych vektorovych prostorech, Rozpravy II. ttidy Ceské
akademie, LIII, &. 45.

40



	
	Article


