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Casopis pro pdstovéni matematiky, rot. 79 (1954)

ou  Pu 2u

DVE VETY O RESENI ROVNICE - = —— + e

KAREL REKTORYS, Praha.

(Doslo 4. tnora 1954.) DT: 517.947.43

V této préci je podéno ¥éSeni dvou zékladnich problémi pro vedeni
tepla ve dvojrozmé&rnych pravoihlych oborech pfi velmi obecnych po-
&atetnich a krajovych podminkéich. Na zéklad$ téchto dvou fefeni je

; moZno sestavit ¥e¥eni pfislu¥ného obecného problému vedeni tepla ph'
* . Jasové nepromdnnych krajovych podminkéch. - L

Jadro prace tvoii dvé véty, tykajlcl se prvniho a druhého problému vedeni
tepla:

I Problém (stacwnirni vedenf tepla):

Necht v mtervalu <0; 7:} je dana funkce f(x) spopta. ve viech bodech tohoto
mterva,lu 8 vyjimkou bodd, tvoficich mnozinu M miry nula,) p¥i demi [f(z)| <
< M v {0; =>. Hledejme funkei V(z, y) definovanou ve étverci P (0 < z < m,
0 < y < w), téchto vlastnosti

1. V(x, y) j je harmomeka uvmtr P t j. vyhovu]e rovnici

2V AV

"

2. V(z, y)jev P omezen4 konstantou M (stejnou, jako funkee f(x) v {0; 7).
3. V(z, y) je spojitd voboru 0 < ¢ < w, 0 < y < m, pii Gemz

a) ¥(0,y) = V(=, =0 (0<y é =), ' (2)

b) Vi, =) =0 (0 z< =) (3)

¢ 4. V ka?dém vnitinim bod® @, intervalu (0, =) (y = 0), v ném% je f(z) spo-

jita, je V(z, y) spopté, jako funkce proménnych z a y, a plati

V(%, 0) = f(%)

=0 0<z<moOo<y<m. - (1)

' 1) Integrace funkoi a ]ejleh ‘métitelnost jsou mysleny podle Lebesgued. : '
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Tvrdim:

Vi&ta |. Existuje jedna a (aZ na body mnofiny M) jen jedna funkce V(x, y)
téchio vilastnostt, a tato funkce je ddna pro y > 0 fadou

-

@ : h _
Vi, y) = Sansinne T2 —Y) o)
2 P '
(a,,=—;ff(x)smna: dz), (5)
proy =20 ’
V(z, 0) = f(z) . (6)

Il. problém (Zasov& promé&nny):

Budi% ve &tverci P (0 < 2z < 7, 0 < y < w) déna funkoe f(z, y) [|[f(z, )| <
< N}, spojité ve viech bodech étverce P s vyjimkou bodi, které tvoii mnozinu
N miry nula. Hledejme funkoei F(z, y, t), omezenou v P a pro ¢t = 0 touZ kon-
stantou N, spojitou v P pro ¢ > 0, vyhovujici rovnici

oF o&F &F "
Tt:—a?-i——-——ayn uvnitt P, t > 0, (7
Ppfi demz :

a) F(0,y,t) = F(n,y,t) = F(z,0,t) = F(z, =, t) = 0 (¢t > 0), (8)
' b) ve vlech bodech, kde f(z, y) je spojité, je také F(z, y, t) pro ¢ = 0 spojita
jako funkce prom&nnych z, y, ¢ a je v nich F(z, y, 0) = f(z, y).

Tvrdim:

Véta ll. Existuje jedna a (a2 na body mnofiny N) jen jedna funkce F(x, y, t)
téchio vlastnosti, a tato funkce je ddna ‘

pro t > 0 fadou
F(z,9,1) = 3 (3, Amn sin ma e~™") sin ny e~ (9)
n=1m=1
(Amn == ni’ff f(x’, ¥') sin ma’ sin ny’ dz’ dy')) (10)
P
aprot =0
' o F(z,y,0) = f(z,y) . (11)
Pozndmka. , : o

Dikazy jednoznadnosti fefeni jsou velmi jednoduché. ObtiZnost dikazi
obou v&t je v tom, Ze je tfeba dokézat, Ze funkoce V(z, y) a F(x, y, t), definované
rovnicemi (4), (6)s (9), (11), spliiuji poZadavky, na né kiladené, zejména bod 4
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prvniho problému a obdobny bod b) druhého problému. O Fourierovych fadédch
(4) a (9) pro y = 0 a ¢ = 0 totiZ nic nevime (fady nemusf konvergovat v #4dném
bod&). Tato obtiZ se projevuje zejména u druhého problému, kde dosavadni
kriteria pro konvergenci dvojnych Fourierovych ¥ad jsou velmi nepiehlednd
(viz na pf¥. ToNELLI, Serie trichonometriche, str. 450).

V prvni kapitole je poddna formulace problému. V druhé kapitole je poddn
dikaz omezenosti feSeni, ktery je podkladem pro dalii dvahy. Ve tfeti kapitole
je proveden dikaz véty I, ve étvrté kapitole dikaz véty II.

Kapitola I. Formulace problému

Pii feSeni rovnice

ou u  Pu Pu

%0 T op TR
s danymi krajovymi a podateénimi podminkami, jakoz i pii dikazu jedno-
znadnosti Fefeni, kladou se zpravidla velké pozadavky na spojitost a spojitou
diferencovatelnost funkei, které vystupuji v téchto podminkéch (mimo poza-
davky, kladené na samotny obor, v némZ je problém formulovin). AvSak
ve skuteénych matematicky formulovanych fysikélnich a technickych alohach
jsou tyto pozadavky ziidka splnény, a to jak pii krajovych podminkéch (téleso
v tepelné lazni), tak pfi poddteénich podminkdch uvnitt télesa (tepelny dotyk
dvou nebo vice t&les, tvoficich jediné téleso). Nejdastéji se setkdvame s t¥idou
funkei po &4stech spojitych. Zde jiZz nastdvaji z matematického hlediska znaéné
obtize. ) :

Ve své disertadni praci (,,Jednoznatnost reSeni parcidlnich diferencidlnich
rovnic pro vedeni tepla pii nespojitych krajovych podminkach‘) zabyval jsem
se pfipadem, kdy jeden rozmér uvaZovaného télesa pievlddal nad druhymi
dvéma, takZe tlohu bylo lze poklddat za rovinny problém. Mimo to jsem pied-
pokladal, Ze priifez uvaZovaného télesa je obdélnikového tvaru (pro jedno-
duchost -byl uvazovan &tveree, coz na charakteru tlohy ni¢eho neméni) a Ze
krajové podminky (t. j. tepelnd lizeil) jsou dasové neproménné. Ve zminéné
pract jsem odvodil za pfedpokladu, Ze funkce (a jejich derivace), vystupujici
v krajovych a poditeénich podminksch, jsou po Shstech spojité, rizné vlast-
nosti FeSeni, z fysikdlnfho hlediska dileZité, dok4zal jsem jednoznaé&nost feSen,
a mimo to jsem se zde zabyval otdzkami numerického vypodtu, zejména stejno-
mérnou konvergenci piislusnych fad. Po strince fysikdlni je zde problém
fefen zcela postacujicim zptisobem.

S matematického hlediska je v8ak otdzka, jak se budou chovat V(z, y) resp.
F(z, y, t), definované rovnicemi (4), (6) a (9), (11), pFipustime-li u funkof f(z)
resp. f(, y) nekoneény podet nespojitosti. Rady (4) a (9) maji smysl pro y > 0
resp. ¢ > 0 pii kazdé integrovatelné funkei f(z) resp. f(z, y). Jde o to, budou-li
tyto fady i pak ,,spojité piiléhat‘‘ k okrajovym funkeim f(z), f(z, y).

(1.1)
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.V této préoi je dokdzéne, Ze za piedpokladu, Ze f(z) (resp. f(z; y)) je spojita
skoro viude, t. j. aZ na mneZinu miry nula, pak funkoce, definovana pro y > 0.
fadou (4) (pro ¢ > 0 ¥adou.(9)) je spojité prodluZitelna skoro vSude na okraj
y = 0 (resp. ¢ =0) a jeji spojité prodlouZeni je pravé rovno odpovidajici hod-
not® f(zY (resp. f(z, y)). Metoda dilkazu je podstatné odlisna od metody uzité
v citované mé préei, kde diikaz spojité prodluZitelnosti funkei, definovanych
fadami (4) a (9), se'opiré o stejnomérnou konvergenci téchto fad pro y = 0
resp. ¢ > 0 v urditych eborech. Pfi nasich predpokladech o f(z) a f(x, y) fady (4)
a (9) nemusi pro ¥y = 0 resp. ¢ = 0 konvergovat nikde, tim méné pak stejno-
mérng.

Uvedeme zde jesté nékteré znamé véty, které v daldim textu citujeme:

1. Véta o maximu a minimu harmonické funkce (viz na pt. PETROVSK1J, Par-
cialni diferencidlni rovnice, Praha 1952, str. 193):
" Harmonicks funkce u(z, y) spojitd na uzaviené oblasti @ = G + I" nemuze
uvnitt této obla.st1 nabyvat vétiich hodnot, neZ je jeji maximum na I, a ne-
miZe nabyvat men§ibh hodnot, ne# je jeji minimum na I.

2. Véta o mazimu a mmtmu Fedent parabolické rovnice (viz na pf. Petrovskij,
L c., str. 267). o
2
Ka#dé Feleni rovnice % ; g;: pro vedeni tepla, definované a spojité na
obdélnfku Qo= <w < 1,0 £ t< T), nabyvé své nejvétsi a nejmensf hodnoty

bud na jeho doln{ zékladnd (pro ¢ = 0) nebo na jedné z jeho bo&nych stran.

3. Abelova véta o stejnomérné konmvergenci (viz na pi. CARSLAW, Theory of
Fourier’s Series and Integrals, Londyn 1930, str. 149. Oznaceni je jiné).

Necht fada u,(z) + us(x) + ... konverguje stejnomérn& v {a, b) a necht po-
sloupnost 7'(¢), T4(t), ... je monotonni pro ka?dé pevné ¢ > 0 a stejnomérné
omezené (t. j. [T,(t)) < K pro viechna n a t). Pak fada u,(z) Ty(¢) + uy(2) .

T4t) + ... je stejnom¥rnd konvergentni pro viechna z z (a, b> a pro viechna
t=>0. ’ : -

4. Weierstrassova véta (NaranNsox, Téorija funkeij veddestvennoj peremennoj,
Moskva 1950, str. 99).
BudiZ f(z) spojitd v {a, b). Pak k libovolnému & > 0 existuje takovy poly-
nom P(x) Ze pro viechna x € (a, b) je
:T |f(z) — P(z)| < ¢.
5 Véta Fubintho (Natanson, l. c., str. 296).

Bud.li v pravothelniku R (@ < z < b,¢ < y < d) ddna integrovatelna funkoe
i(x 4).. Pak :

a7 rfgpkw §(x, y). uvaZovani jako funkee y bude mtegmva.telné pro skoro
viechna z { <a; b>£ ) I :
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2. Oznac¢me mnozinu téchto'x A. Pak funkce. «. .. ¢
a . .
[i, ) dy
bude integrovatelnd na 4.
3. Plati

a
i y) dz dy = [de.[flz. y) dy ..

Kapitola 2. Omezenost FeSeni

Véta 21. BudiZ v intervalu {0, ) ddna méfitelnd funkce f(x). Necht ddle
[f(@)] < M v tomto intervalu. Pak funkce S(x, t), definovami prot > 0 fadou

S, t) = Za“ sin nxe—"‘ . (2.1)
( :—ff(x ) sin na’ dx) (2.2)

a pro t = 0 vztahem : ¢ "
S(z, 0) = f(z), (2.3)

je pro vdechna x € {0, ©) a pro vdechna t > 0 omezend tou? konstantou M.
Poznémka: Funkei S(z, f) definujeme jinak pro ¢ > 0 a' jinak pro ¢ = 0,

nebot pro { = 0 nemusi mit fada (2.1) nikde smysl.

 Abychom dokéazali vétu 2.1, dokédZeme nejprve dvé lemmata.

Lemma 1. Necht g(x) je polynom v {0, n), g(0) = g(x) = 0, |g(z)| < K. Pak
funkce G(z,t), definovand .

pro t > 0 Fadou

Gz, t) = ib,, sin nx e- "'t ‘ | | o (2.4)
(b,, — 72:- fg(x') sin na’ dx’) ; (2.5)

pro t = 0 rovnict ' ; ‘.
Gz, 0) = g(z) , B (2.6)

je omezend pro vdechna x a t > 0 konstantou K.

Dukaz plyne pfimo z citované véty o maximu a minimu spoptého Teseni
parabolické rovnice. 2 -
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Funkce G(z, t) spliluje toti% pro ¢ > .0 rovnici

oG 2@
pfi podminkéch '
G(0,t) = G(m,t) = 0. (2.8)
Je
[ » .
3% (b, sin nx e~'t) = — b, sin nx . nte—™"*
6% (b,, sin nx ™) = — b, sin nx . nle" !
a Fada

@©®
> b, sinnx. ne-n"t
n=1

konverguje stejnomérné pro ¢ > 0, protoze
oo
z nle-n't

n=1

konverguje. Tedy plati (2.7).]
Mimo to g(x) je pofynom, tedy Fourierova rada

2, b sin nz . (2.9)
n=

je stejnomé&rné konvergentni v intervalu (0, =), a stejné (podle Abelovy véty)
i fada

> b, sin nx e-"'t . (2.10)

n=1
Je tedy G(z, t) spojitd pro viechna z z <0, 1:)1 a pro viechna ¢ > 0, a z toho
plyne podle zminéné véty o maximu lemma 1.
Lemma 2. Budif h(z) spojitd v {0, ), h(0) = h(x) = 0, |h(x)| < M. Pak
funkce H(z,t), definovand
pro t > 0 fadou

H(x,t) = 3 c,sin na et (2.11)
n=1
. ki
(c,, = %fh(x’) sin nx’ dx’) - (2.12)
0
a pro t = 0 vztahem )
H(x, 0) = h(z), . (2.13)

je omezend pro véechna x € {0, n) a t = 0 konstantou M.
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Dukaz: Podle Weierstrassovy véty lze sestrojit posloupnost polynomu
gi(x) (pfi femZz g,(0) = g,(n) = 0!), stejnom&rnd konvergujiof k funkoi A(x)
v {0, n). T. j. k danému ¢ > 0 lze najit N tak, Ze

lg:(x) — h(z)| < & (2.14)
pro viechna z z (0, =) a pro viechna 2 > N.

Oznadéme G,(z, t) funkoi, definovanou
pro ¢t > 0 fadou

Gz, t) = > b sin nxe-n"t (2.15)
=1
n’l
(b;.‘) = -T%fg,.(x’) sin na’ dx’) ; (2.16)
0
a pro ¢ = 0 relaci
G(z, 0) = g.(x) . (2.17)

Jestlize |g,(z)| < K, pak podle lemmatu 1 bude také |Gy(z, t)| < K.
Méme nyni dokézat, Ze pro kazdé ¢t > 0 bude |H(z, t)| < M.
Vezméme uréité ¢, > 0. Protoze

lim g,(z) = A(x)

{—»> o
stejnomérné v <0, n), je pro viechna ¢ > N
K. <M+e |9 <2(M + ¢), |c,—bP| < 2¢.
Tedy rady (2.15) jsou pro ¢, stejnomérné konvergentni (vzhledem ke viem
z z {0, =) a ke v8em ¢ > ), a protoze

lim b = ¢,
11— ©

stejnomémé pro viechna n, je

lim Gy(x, t,) - H(z, t,) . (2.18)
i—>® C
A protoze |Gy(z, )] < M + & pro i > N, je také
IH(x’ to)l é M + €, ‘ (219)
&ili, vzhledem k libovolnosti &
[Hz, )| < M, (2.20)

coz jsme méli dokézat.

Dukaz véty 2.1. Podle Luzinovy véty (Natanson, T&ofija funkeij vesdest-
vennoj peremennoj, Moskva 1950, str. 96), existuje ke ka%dé funkei y(z) méri-
telné v {0, =) a omezené konstantou M a ke kazdému 4 > 0 funkce g(x) spo-
jitd v 0, ™) a omezend touZ konstantou tak, Ze

mE(y + ¢) < 4. . (2.21)
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Symbolem mE:(y . rozumime miru mnozmy E, t -3 mnoimy bodt 2

z 0, f);. v mich¥ ()% . @(). .
Existuje tedy k na&f funkei f(x) a k ¢ < 0 takové funkee tp(:c) spopta v <O ),

pii demZ je§té miuzeme Zidat ¢(0) = p(r) = 0, Ze

‘ - T

flf(x)-—??(z)l dz <e. o (2.22)

Sestrojme posloupnost ¢; > 0 tak %e lim ¢; = 0 a prisluénou posloupnost

i—>®
S}?O]ltYCh funkei () (|gi(x)] < M, ¢,(0) = g,(x) = 0) tak, %e
™
, JiH@) —pi@)] do <. (2.23)

‘" Oznadime-li '{
k17

2 .
dP = f(p,(x ) sin nz’ da’ , (2.24)
9

pak pro libovolné n bude ziejms

|an —-d"’l <&, (2.25)

éili
lim 4% = a,, (2.26)
stejnomérné pro viechna n.
Oznadme ;
| Dz, t) = de sin nz e~ (> 0) (2.27)
n=1
a zvolme urdité ¢, > 0.
Je
!Qi(x! to)l é M

pro kazdé i (podle lemmatu 2).

Ze stejnomérné konvergence Fad (2.27) pro dané ¢, > 0 a pro viechna 1,
& 2 (2.26) plyne opét
lim @(z, ¢,) = S(z, t,) , (2.28)

z &ehoz
1S(z, )] < M (2.29)
pro libovolné ¢, >. 0, coz bylo dokazati, nebof pro ¢ = 0 je |S(z, O)[ = |f(z)| <
<M podle predpokladu.
Pozndmka. Z dikazii’ je viddt, Ze je- 1i 0 < f(z) < 2M, pak také 0 <8, )<
< 2M. To plati pfedn& pro kazdy polynom g(z) 0< () L 2M, g(O) =g(n) =
=0), podle véty o maximu a minimu (viz lemma 1). Toté? plati — viz dikaz

340



lemmatu 2 — pro kaZdou funkcl h(x) spoptou V. (0 ) (0 < M=), _<1_§_ 2M),
h(0) = h(ﬂ:) = 0. . , ORI
Nyni k f(z) = f(x) — M muzeme sestropt spojitou funkei (p(x) tak ie

0”7("7) - P(x)| dz < e,

pii dems [g(z)] < M, §(0) = F(m) = — M (srv. (2.22)).

Pak funkee p(x) = @(z) + M bude kladné, 0 < ¢(x) < 2M, ¢(0) = @(x) = 0
a - .

flf(x)~¢ (@) dz < &.

Vztahy (2.23) aZ (2 28) zlstanou stejné, jen misto |(D (z, t,)] £ M je nutno
psit 0 < Dy(x, t) < 2M. Z (2,28) pak plyne 0 < Sz, t) < 2M.

Vé&ta 2.2. Budi? ddna v intervalu {0, &> funkce f(x), splfiujict stejné podminky
jako ve vété 2.1, t. j. f(x) je méfFitelnd v {0, m), pfi demé [f(x)] < M v <0, ).

Pak funkce V(x,y), defmovana, nma P (0Za<n 0y<m) pro y>0
fadou
sinh n(n — y)

V(z, y) 'Zla sin nx e o (2.30)
- : »
(an = —;?—t-f/(x’) sin na’ dx’) , (2.31)
0
a pro y = 0 vztahem
V(x’ O) = f(x) ’

je omezend pro vdechna x a y (0 < y < w) fislem M.

Diukaz je zcela stejny, jako dilkaz véty 2.1, nebot. ‘pro polynom g(z), pro
ktery g(z) < M, g(0) = g(n) = 0, je piislusnd funkce V(z, y) omezend kon-
stantou M, jak plyne z véty o maximu funkce harmonické na P; dalsi body
ditkazu probihaji jiz Gplné obdobné jako v dikazu véty 2.1,

Kapitola 3

Véta 3.1. BudiZ v intervalu {0, =) ddna funkce f(x), magjici tyto viastnosti.
1. |f(x)| < M pro viechna z z 0, ©). )
2 f(x) je spojitd ve vdech bodech intervalu {0, ) s vijjimkou bodu, které tvori
mmoZinu M miry nula (tedy f(x) je méFitelnd funkce).

Tvrdim: Ezistuje jedna a (aZ na body mnofiny M) jen jedna funkce V(z,y) de-
finovand na &erci P (0 < < m, 0 < y < ) takovd, Ze \

a;;;-{—%zz—Ouvmt'rP ‘ S (3.i)
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2. V(@ y)| < M na P. .
3. V(z,y)jespojitd voboru 0 < 2 <m0 <y< = a
a) ¥(0, y) = V(m, =0 (0<y é ), (3.2)
b) ¥(z,®) =0 (0 < ). (3.3)
4. V kaZdém vnitfnim bodé z, intervalu {0, =) (y = 0), v némZ je f(z) spojitd,
je V(, y) spojitd jako funkce obou proménniyjch z a y, a je V(z,, 0) = f(z,).
Tato funkce je ddna
proy > 0 (y < =) fadou

. < . sinh n(x — y) 3.4
V(x, y) —”Zla,, 81N nx -—W . ( )
™
___Ef( ’ : Id ’
On = — f(x’) sin nz’ dz') ,
0
pro y = 0 vztahem
V(z,0) = f(z) : (3.5)

Dukaz. DokédZeme nejprve, Ze funkce V(z,y) mé pozadované vlastnosti.
1. V(z, y) je harmonicka uvniti P, protoZe kazdy ¢len Fady (3.4) je harmonic-
k4 funkce uvnitf P a (3.4) je stejnomé&rng konvergentni pro y, < y < m,
¥ > 0. (Rada
< sinh n(r — y)
o] sinh nx

konverguje pro vSechna y > 0.)

2. [V(x,y)| <M v P.

Plyne z véty 2.2 predchézejici kapitoly.

3. Jsou splnény viechny t¥i podminky bodu 3. Ziejmsé.

Zbyvé dokézat bod 4.

Vezméme urdity bod o soufadnici 2, (0 < #, < =), v némz je f(x) spojitd,
a oznadme jej A. Mime dokézat, Ze k danému ¢ > 0 existuje g, > 0 tak, Ze
[V(B) — V(A4)| < ¢ pokud g(4, B) < g,. Pfitom B je bod z P o soufadnicich
z,y, o(4, B) je vzddlenost bodi A(z,, 0) a B(z,y), V(4) = V(z,, 0) = f(z,),
V(B) = V(z, y). ;

Oznadme

f(@) = () + g() - (3.6)

v (O, n). Je g(x,) = 0 a g(z) je v z, spojitd. Existuje tedy ke kladnému ¢ ta-
kové o,, Ze

lg@)| < && pro |z — 2| < 01 (01 < %, 01 < T — ) -
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Definujme funkei g,(x) takto: ;
9:(z) = g(x) pokud z, — %o, Sz <z + 30 ' (3.7)
gi(x) = 0 v ostatnich bodech intervalu (0, =) . (3.8)
Je tedy viude v €0, ©) |g,(%)| < %e.
Déle definujme funkoi gy(x):

gs(x) = 0 pokud %, — o, Sz == < %+ dors (3.9)
_ gs(x) = g(x) v ostatnich bodech intervalu . (3.10)
Tedy
g(x) = gi(x) + g5(@) v <0, 7, (3.11)
¢ili
fz) = f(x) + 91(x) + gal2) v <0, 7> . (8.12)

Funkei ptislusnou k f(x) a definovanou rovnicemi (3.4) a (3.5), jsme nazvali
V(z, y). Funkei, definovanou obdobné a p¥islusnou ke g,(z) nazveme Gy(, y),
funkei p¥islugnou ke gy(x) nazveme Gy(z, y), funkei ptisluinou k f(z,) nazveme
Vo(x, y) (f(z,) je konstantni v (0, =)). Zfejmé plati

) Viz, y) = Volx, y) + Gi(z, y) + Go(@, 9) - (3.13)
Podle véty 2.2 je vSude v P ‘
|G (=, y)| < 3e. (3.14)

Dokazeme snadno, e Vo(z, y) je funkce spojitd v bodé 4. Bod , je vnitinim
bodem intervalu <0, n). Fourierova fada '

ib,, sin ne , (3.15)
n=1

(b,. = —i—f/(xo) sin na’ dx’) (3.16)
0

konverguje stejnomé&rné v kazdém uzavieném intervalu uvnit¥ (0, ), a stejnd
(podle Abelovy véty) i fada

ib sin nz sinh ol —g)

R sinh nw
takze V,y(x, y) je spojité v oboru 0 < z < =, 0 < y < «. Existuje tedy k na-
Semu ¢ &islo gy > 0 (0 < %, 02 < ™ — %,) tak, Ze

[V(B) — Vo(4)] < 3o,

; (3.17)

pokud o(4, B) < 0,.

Z tého# diivodu jako funkce V(z, y) je také Gy(x, y) v bodé A4 spojitd, takze
k témuz ¢ existuje o3 > 0 (05 < #0,) tak, Ze

IGB(B) - Ga(A)l < *6 ’
pokud o(4, B) < gs.
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Oznadime-li min, (g,, 05) = 0o, Pak podle (3.13) je ‘
~ V(B —V(4)| < e, \ (3.18)

pokud L - ._
- o4, B) < gg, . (3.19)
coz bylo dokazati. ‘

Dikaz plati i pro piipad, Ze z, = 0, jestliZe f(0) = 0 a f(x) je spdjité, Zprava
v bod8 x = 0. Obdobné, kdyz x, = =, f(r) = 0 a f(z) je v bod8 z = = spojitd
zleva. ; y - - P

Poznamka: VSimn&me si, Ze doposud jsme pro funkei f(z) nepotfebovali nic
jiného, ne# Ze je méfitelna v <0, n) a [f(x)] < M. Toho, Ze f(x) je skoro viude
spojitd v (0, n), pouZijeme teprve nyni.

Jednoznaénost fefeni.?) , .

M¥jme dvé feSent V,(z,y) a V,(z,y) Apo'iadova,r.lych \rla.stnoé_ﬁ a budiz
u(x, y) = Vl(xf ¥)— Vz(?.: Y).

Definujme funkei

x A .
L 6(y) = [wiz, y)de. (3.20)
0

Dokézeme, Ze G(y) = 0 pro viechna y. ProtoZe u(x, y) je podle predpokladu
8pojitd pro 0 < y < = vyplyne z toho, Ze V,(z, y) = V,(x, y) pro viechna y > 0
(v < =). ' . :

u(z, y) je pro y = 0 spojitd a rovna nule ve v8ech bodech intervalu <0, =)
s vyjimkou nejvyse bodi mnoZiny M. Je tedy

G(0)=0. _ (3.21)

Déle |u(z, y)| < 2M v celém P. Dok4Zeme nejprve, e G(y) je spojitd v bodd
y=0.

Zvolme ¢ >0 a sestrojme otevienou mnozinu M, tak, Ze M c M, m(MW;) <
<9, 6= éﬁ 3) Budiz déle P mnotina v P, bod B(w, y) € kdy? a jen
kdyZz x e M,. (Znatime P [(z, y) e P, x ¢ M,]). TedyP je oteviend mnozina

@

,9)
v P. Mnozina P — 9P je u;a.vf‘ené v P, tedy funkce u(z, y), spojitd na P — P
je na této mnoZiné stejnomérnd spojitd (P — P je kompaktni), pFi dem? je
tam u(z, 0) = 0. Z toho plyne, fe existuje k ¢ > 0 takové 7, %e |u(z, y)| <

<V%VP—S», pokud 0 < y < 5. Tedy

%) Ditkaz jednozna¥nosti fefent se providi zpravidla s pomocf Greenovy vity. Zde viak
{)zi-edpoklady Greenovy vty nejsou spln¥ny a Greenova véta také skute&nd neplati, jak se
e ptesvédlit pimym vypodtem, jsou-li na pt. f(z), f'(x) & f"(x) po Ehstech spojité funkce
v <0, ). Zde viak lze Greenovu v&tu snadno obejit.
8) To lze, nebot M je mno¥ina miry nula.
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Q(y) = ?u’(w, y)dx < e, o .(3.22)
0

pokud 0 < y < 7, ¢&ili G(y) je spojitd v bodd y = 0.
Spojitost funkoe Q(y) pro y > 0 (y < =) plyne ze spojitosti funkoe u(z, ) pro '
y> 0.
Funkee G(y) mé pro y > 0 (y < =) prvni i druhou derivaci, a je

™ .

oqQ ou
- 2f aydx», (3.23)

°q ?
%yz - f( “) de + 2fu—dx (3.24)

Ale u(z, y) je harmonické pro y > 0, ¢ili

otu 2u
W =—7= (3.25)
a
%u 0 ou ou\?

Dosadime-li (3.25) a (3.26) do (3.24), mame

dz@ ou\’ r 0 ou ou
w0 o[ [ fali)or  flefo] om
0 0

Integral _
T
o ou
f E (u —a;) dz
0

je roven nule, protoZe proy > Ojeu =Oproz =0az ==, a g—: je spojita
a tedy omezené na P, pokud y > y, > 0.
Z (3.27) tedy plyne, Ze
8 <0 (3.28)
dy? = ’
pro y > 0 (y < =) .
Z (3.20), (3.28) a z toho, Ze G(0) = G(x) = 0 snadno odvodime, Ze G(y) = 0
v <0, ).
Vezméme urdité
% (0 <y <m)

4) Srv. nésledujicf pozndémku.
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a pfedpoklidejme, Ze

d@
% (y)) = 4> 0. | | (3.29)

aq A 4@
ProtoZe Ip je stéle nezépornd, je pro y > y, stile 35 = A:

Ale G(y,) = 0, G(n) = 0, tedy A
* Qm) — G(yo) = (x — 3o) .»‘(—ig Yo + tulm — yo)] (0 <, <1), (3.30)

coz je spor, protoZe na pravé strané je veﬁéina vétiéi neZ (nebo rovna) (m — y,) 4,
na levé strand je veli¢ina zdporné nebo nula.
Jestlize pfedpokladame, Ze

d@ :
EleJ(yo) =B <0, (3.31)

pak g%; je stale mensf nebo rovno B v (0, y,). Podle véty o stfedn{ hodnoté je

d
Byo) — 6(0) = yog (Bage) (0 <0y < 1), (3.32)

coZ vede opét ke sporu.
Je tedy stéle v (0, 7) g-g(j = 0, a protoze G(0) = Q(x) = 0, je v 0, =) iden-
ticky. ‘
, . Gy =0. o (3.33)
* Protoze pro y > 0 jeu(z, y) spojité, plyne z toho, Ze
u(z, y) =0
pro v8echna y > 0 (y < =), coZ bylo dokézati.
Poznémka. Kriticky étenaf mize zde opravnéné namitnout, Ze derivovani
za integraénim znaménkem, které jsme provedli v rovnicich (3.23) a (3.24),
neni nikterak odiivodnéno, protoZe jsme ve v&té 3.1 nevyslovili Zidné predpo-

klady o spojitosti derivaci funkce V(z, y) v P pro y > 0, resp. o spojité prodlu-
Zitelnosti téchto derivaci na strany &étverce z = 0, = n. Také zévér, Ze in-

tegral
T
o[ ou
(1]
je roven nule, protoZe pro y > 0 je % rovno nule na # = 0 a z = =, nenf zcela
ou ‘

spravny, protofe nevime nic o vzristu funkce 35 PO %> 0ax—>m, takZe

~

nemuiizeme tvrdit nic o limité vyrazu u g—: proz —>0ax — m.
L] )
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Zde bychom mohli zjednat népravu tim, Ze bychom #4dali, aby V(z, y) méla
uvniti P spojité derivace do druhého fddu, a tyto derivace aby byly spojitd
prodluzitelné na x = 0, x = &. Z fysikélniho hlediska tyto poZadavky jsou témé¥
samoziejmé a nale nalezené fefeni je také spliiuje. Hledisko matematické je
oviem jiné, a proto zde ukdZeme druhy dikaz, kde tyto pfedpoklady potiebo-
vat nebudeme.5) ' ' :

Checeme dokazat, %e funkce u, splitujici pfedpoklady véty 3.1 (na rozdil od
funkce V(z, y) omezend konstantou 2M) a na y = 0 viude rovné nule s vyjim-
kou nejvyse bodi mnoziny M, nemiize byt rizné od nuly uvnitf P.

Zvolme tedy uvniti P bod z,, 4. Necht u(z,, ;) = 4 + 0. Oznadme soudet

®, sinh n(r — y,)

£y sinh n(m — 3y,) - (3:9€)

Zvolme uréité a takové, ze 0 < a < 3y,. Funkce u(, a) je podle predpo-
kladu spojitd pro viechna z € {0, ), spojité diferencovatelnd v (0, x) a je
(0, @) = u(w, @) = 0. Oznadme tuto funkei f,(z). Na funkei u(x, y) se mi-
Zeme pro y > 0 divat tak, %e vznikla jako feSenf problému, formulovaného ve
vété 3.1, ale daného ne na &tverci P, ale na obdélnfku 0 (0 z2< &, a <
< y < =), pfi dem% na strané y = a tohoto obdélniku je dana funkce f,().
Ale zde ji%, jak plyne z véty o maximu a minimu harmonické funkce, je jedno-
znaténost FeSenf zarulena, protoZe u(z,y) je spojitd na celém uzavieném
obdélniku O. Je tedy nutné

o)

= @ qi w
u(%o, Yo) ’_,Zla" sin iy (3.35)
kde
' k13
a® = 2 ff,,(x') sin na’ dz’. " (3.36)
7T
0

(O spravnosti tvaru fefeni (3.35) se snadno piesvédéime. Piedné kazdy ¢len
rady
© .
s it sinh n(mr — y)
,Z:l“"" ST Sinh n(r — a) (2)

je harmonicky a rada

=d 2 Sinh n(m — 9)

w1 sinh n(w — a)
~ 8) Zde bychom mohli uit Schwarzovy vty o zrcadlenf; funkce u j‘e harmonické pro
¢ > 0 a rovna nule na stranich &tverce, tedy je pfes tyto strany prodluZitelné jako har-

monické funkce, z &ehoZ vyplyvé spojitost uvaZovanych derivaci na stranich z = 0,
x = n. Poddme viak dikaz, ktery znalost této v&ty nepfedpoklédé.
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konverguje pro kazdé y > a, z ¢ehoZ plyne, Ze fada

L]

. sinh n(x — y)
2, (@) e N
,21"' @n’ SID N sinh n(x — a)

konvergﬁje stejnomérnd. Tedy fada (a) definuje harmonickou funkei.

Proz =0,z == (y > 0) a y = n (x libovolné) je funkece, definovand touto
fadou, rovna nule, pro y = a je rovna funkei f,(z), tedy spliiuje krajové pod-
minky.)

Ale jestlize 0 < a < 4y,, pak
- & ginhn(r — y,) < sinhn(r — y,)

,.21 sinh n((n' —yTo) <,,-§1 sinh n(m — $y,) ’
nebot sinh  je pro z > 0 kladné rostouci funkce, tedy kazdy &len rady na
pravé strand nerovnosti (3.37) je vétsi neZ piisludny élen fady na levé strand
(3.37). :

Budeme tedy hledat a tak malé, aby a{® byly takové, ze

(3.37)

00

- . sinh n(x —
”lea,','l . |sin na,| Sk ol

i")) < |4] (3.38)
(4 = wu(zo, Yo))-

Tim se dostaneme (vzhledem k rovnici (3.35)) do sporu s predpokladem
u(x®, y%) = A:

Sestrojme v <0, ®) otevienou mnozinu M, tak, e M C M,, mM, < ﬁ—s— .

(8 je déno rovnicf (3.34), M, jak vime, je mnoZina bodi nespojitosti funkce

f(z) v €0, =), mM, znadi miru mnoziny M,.) Budiz P mnozina v P, pfi cemz

(%, y) €Y tehdy a jen tehdy, kdyZz x ¢ M, &ili P[(z, y) € P, x ¢ M;]. Vzhledem
@)

ke stejnom&rné spojitosti funkce u(x, y) na P — P, pii ¢emz pro ¥y = 0 je na
P —9 u(x, y) = 0, miZeme najit a, > 0 (g, < $y,) tak, Ze pro vSechna a
(0<a<ay)jenaP —9Y

4]
lfat@)| < g - (3.39)

Zvolme tedy jedno takové a. Pak je ziejmé

ja] < 4. (3.40)

pro viechna n, a tedy

@

o ] = | St in i, BT = )| 3 Wlsimhntr o) _
n=1 n=

sinh n(w — a) sinh n(z—3$y,)
. (3.41)

4im# dostdvéme ¥4dany spor s predpokladem w(z,, ¥,) = 4. Tim je véta (3.1)
tiplng dokdzana.
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Kapitola 4

Véta 4.1. Budif ve ftverci P (0 < 2z < w, 0 < y < =) ddna funkee f(z,y),
spojitd véude v P 8 vijjimkou bodi, tvoFicich mnofinu M miry nula, a takovd, Ze
If(x,y)] < N v P (tedy méfitelnd). Pak existuje jedna a (nejvyde s vyjimkou bodi
mnoziny N) jen jedna funkce F(x, y, t), kierd

1. Vyhovuje diferencidlnt rovnici

2 2
=t (4.1)
(uvnitf P, t > 0).
2. Je omezend pro vdechny body x,y z P at = 0 konstantou N.
3. Je spojitd v P pro t > 0, pfi CemZ
F(0,y,t) = F(n,y,t) = F(x,0,t) = F(x, 7, t) = 0 (4.2)
0<Lz<m 0<y<m, t>0).
4. Je-li (xy, yo) vritfnt bod P, v némé f(x, y) je spojitd, pak F(z, y, t) je spojitd
v bod¢ (x4, Yo, 0) jako funkce vech tFt proménnyjch, a F(xy, Yo, 0) = f(2o, Yo)-
Funkce F(x,y,t) je dina
pro t > 0 Ffadou

@ @
F(z,y,t) =3 (3 Amnsin mx e-™*) sin ny e-"'* (4.3)
n=1m=1
(A,,m = % fff(x’, y') sin mz’ sin ny'1dx’ dy’) , (4.4)
P

a prot = 0 vztahem
F(z,y,0) = f(z,9) - (4.5).
Abychom dokazali vétu (4.1), dokédZeme nejprve nésledujici lemmata:

Lemma 1. Prot > 0 funkce

@ @

F(z,y,t) =3 (3 Amnsin mz e-™'*) gin ny e~ (4.6)

n=1m=1
4 ’ ’ . o ’ ’ ’
(A,,,,,———?fff(a:,y)smmx sin ny’ da’ dy’ ,
P

f(&', y') méFitelnd funkce v P, |f(z', y')| < M)
a) vyhovuje diferencidlni rovnics

oF o&F &@F
F + Erl C(47)
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 b) spliiuje podminky SR

FO,.0) = Fr,y,0) = F,0,§) = Fla, = ) = 0, (4.8)
' ©) plati B
: 2 (ZA""‘ smmxe—"' ‘) smnye n't
=1 mm=l '
= Z (2 A,,,8in ny e~""t) sin mxe™" . (4.9)
m=1n=1

Dukaz: a) Pro ¢t > 0 je fada (4.6) a také fady

2 (ZAmn(‘—mz)Slnme'm‘)smnye mt
fn=l =»

2 (Z Ay 8InME 0~ ™')(— 7?) sin ny et ,
n=lm=1l

stejnomérnd konvergentni (|4,,,| < 4M a E (Zm“e—"' t)g-n't 2 (Z e-m't)pe-n't

n=1m=1 m=1m=1

konvergu]i), stadi tedy dokazat, Ze kazdy dlen rady (4.6), t. j. ¢len

a..(w Y t) = Z A pyn SI M 8i0 nY € (' + 78 (4.10)

spliiuje diferencidlni rovnici
agﬂ azg n O g n

o e ey
Ale to je evidentni, nebof fada (4.10) i jeji derivace opét konverguji stejno-
mérnd pro ¢ > 0 a kaZdy jeji ¢len vyhovuje zminéné rovnici.
b) Ze F(z, y, t) splituje podminky (4.8) je z¥ejmsé.
0) Zvolme uréité ¢ > 0. Déle zvolme uréité k a oznatme

(4.11)

., .k ©
Gy(@, 4, 8) =3 (3 Amnsinmze-m")sinny e-"¢ ' (4.12)
n—l m-l .
G,(:v, v, f) = z (2 A pn8inny e—" ‘) sin mxe-™'t (4.13)
; m=1n=1
Doké,ieme nejprve, Ze Gl(x, Yy, t) = (a:, Y, t).
Jlsté je
z (ZA,,,.smmxe-"' t)ginnye-"'t = Z (ZA,,,,,smnye n ‘)smmxe-"' t (4.14)
n=1m=]l m=1n=1
kdy?% k a [ jsou koneén4 d&fsla. '
Pfi nafem pevné® zvoleném ¢ > 0 budiZ ‘ S oy
Jewt=K,. (4.15)
mml :



Protoze |4 .| < 4M miteme najit L, tak, %e pro viechna > L, je

2, [Ama| o < . (4.16)
&li pro 1> L, je |
k 4 ;
0, —3 (3 Amasinmze-m")sinnye-"| < e. (4.17)
m=1m=1
BudiZ pfi stejném ¢ jako diive : o : T
k . :

Se "t =K,. o (4.18)

n=1 '

Miizeme najit L, tak, Ze pro v8echna I > L, je

@

S4MKe ™t <, (4.19)
m=1" : o
Ik \
16— (O Amnsinnye-*)sinmzre-"* < &. (4.20)
m=1 n=1

Oznadime-li L = max (L,, L,), pak pro viechna ! > L plati (4.17) a (4.2b),
co? implikuje vzhledem ke (4.14) a vzhledem k libovolnému & rovnici
H
Gyi(z, y, t) = Gy, y, 1) . (4.21)
Na zéklad® rovnice (4.21) dokaZeme jiz snadno (4.9). Oznaéme levou-stranu
rovnice (4.9) H,(z, y, t), pravou stranu H(z, y, ¢).
Pfi naem pevné zvoleném ¢ > 0 budiz

(-

> 4aMe-m't =K, . (4.22)

m=1
Pak vzhledem ke stejnomérné konvergenci fady -
v : ) : Z Kae—";‘

n=1

bude, zvolime-li dostateénd velké L,, pro viechna L > L4

t @© '
|Hy@, 9,8) — S (3 Ampsinmze-m"*)sinnye-"" < e. (4.23)
: a=1m—1 . S
BudiZ obdobng &
Se ™ =K,. . (4.24)
n=1 . ’ '
Zvolime-li dostate&nd velké L,, bude pro kazdé ! > L,
- wo &
|An| €™ > = . (4.28)
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S S Apale-me-rt < ¢,
n=1m=]
¢ili

1
|Hy(z, y,t) — D (3, Amn 8in mze-m") sin nye-""t| < ¢ . (4.26)

=1 me=l
Je-li L = max (L,, L,), pak pro viechna ! > L plati (4.23) a (4.26), a protoze
pro kazdé koneéné ! jsou si dvojné Fady ve (4.23) a (4.26) rovny a ¢ je libovolné,
je Hy(z, y, t) = Hy(x, y, t), coZ bylo dokdzati.
Zvolme nyni bod z,, y, uvnitt R a urdité » > 0 (h je mensi (nejvyse rovno)
ne} vieohna z &sel: 2y, ¥, * — 2, ®* — y,). Ctverec P rozd&lime na &ty¥i obory,
R,, R, R, a R,. )

Obor R;:
Ctverec o stiedu z,, y, se stranami rovnob&znymi s osami soufadnicovymi
a délky 2h, tedy obor
fo—hz<w+h, Yp—h<y<y +h.
Obor R,

Pis0< 2 < n, 9 —h < y < 9 + b s vyjmutim Stverce R,, tedy,
0Zzr<z—h, Z+h<z<m,
Yo—hy<y+h.

Obor Ry

Piszy —h < o <y + b, 0 < y < = s vyjmutim &tverce R,, tedy

o—h <29+ h,
0Sy<#%p—h, pt+th<y<m.
Obor R,:
' - R,=P—R, —R,—R,.

Lemma 2. Budi? f,(x, y) definovand a méfitelnd v R,, pfi éem? |f,(z, y) |< M.
V P — R, budi f(z,y) = 0. '

Pak funkce F(z, y, t), definovand

pro t > 0 fadou

Fy(z,y,t) = 3 (3, Bunsinmae-m"t)sinny e-'t, (4.27)
n=1m=1

(B,,,,l = %ff/l(x’, y') sin ma’ sin ny’ dz’ dy') , (4.28)
R, .

a pro t = 0 rovnici .
Fl(x’ Y,0) = fl(xs y) ’ (4.29)
je provdechna x,y z P at = 0 v absoluint hodnoté omezend konstantou M.

352



Diukaz: Prot = 0 je Fy(z, y, t) = f,(z, y), tedy podle pfedpokladu

|Fi(z,y, 0| < M.

Zvolme urdité ¢, > 0.

Podle Fubiniovy véty je funkoe f(z, y) pii pevném y méfitelnd a integrova-
telnd podle x pro skoro viechna y z (y, — h, ¥, + k). MnoZinu téch y, pro né%
f(z, y) tuto vlastnost nemé, oznadime .

Definujme nyni prd 0 <2<, 0< ¢y’ <= a f, > 0 funkei G(z,¥,4)
takto:

Pro y' €Y budiz

Qz,y',t,)=0.
Pro ostatni y’ z <0, =) budiz
G,y b)) = 2 b sinmze-"", (4.30)
m=1
2o +h
(bm — '72—; f/(z’, y') sin mx’ dx’) : (4.31)
2o—h

Podle véty 2.1 je funkoe G(x, ¥', ¢,) pro viechna y’ z (g, — h, yo + k> (s Vy-
jimkou téch y’, kterd patff do mnoziny U) omezend ¢islem M, a pro ostatni y’
z {0, =) je identicky rovna nule.

Podle Fubiniovy véty je kazdy ¢élen fady (4.30) pii pevném z a ¢, (¢, > 0)
méfitelnou a integrovatelnou funkef ¥’ v {0, ©). ProtoZe Fada (4.30) konverguje
stejnomérné k funkei G(z, y', ) v <0, =), je také G(z, y', {,) méfitelnd, a pro-
toZe je omezena konstantou M, je integrovatelnd v (0, ). Lze tedy pfi kazdém
x sestrojit opét obdobnou fadu k funkei Q(z, ¥/, ¢,), t. j. fadu

2 ®© Ytk
= Z fG(x y', ty) sin ny’ dy’ . sin nye "t = (4.32)

”"lih
© Ye+A © 24+h

== Z / (Z f fi(&@’, y') sin ma’ dz’ . sin mx e=™") sin ny’ dy’ sin ny e—™".
T a=1ly,—h m=1 z,—i (4 33)

Protoze G(z,y’, t,) je omezend konstantou M, je také funkce, definovana
fadou (4.32), resp. (4.33) omezend touz konstantou M (podle véty 2.1).

Rada (4.30) konverguje stejnomérnd (f, > 0, |bn| < 2M), tedy
Yot+h ®© z4+h
[ G ffx(x ') sin ma’' dz’ sin mx e-™"%) gin ny’ dy’ =

Yo—h m=1 z,—,

= 21 .Lf fi(&', y’) sin ma’ sin ny’ da’ dy’ sin ma e ™", (4.34)
m = 1
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¢ili fada (4.32) resp. (4.33) neni nic jiného nez Fy(z, y, t,). Je tedy pro kazdé
t>0

[Fy(z, y, )| < M, (4.35)
co% bylo dokézati.

Lemma 3. BudiZ v Ry ddna méfitelnd funkce fol@, y), pfi éem? |fy(z, y)| < K.
V P — R, definujme fq(z, y) = 0.

. Pak funkce Fy(z, y, t) definovand v P prot > 0 fadou

Fy(z,y,t) = Z (Z Cnn 8in mx € ~™%) gin ny e ™™ | (4.36)
n=1m=1
4 '
(C’mn = [ [to', y') sin ma’ sin ny’ da’ dy’) (4.37)
R,

aprot=20
Fﬂ(z: Y, 0) = fz(x, Y),
je spojitou funkct z,y, t wonitF K, (t. j. ve vdech vnitinich bodech R,) pro t > 0.

Dukaz: Obor R, je dén nerovnostmizy —h < 2 <, + h, y —h <y <
< ¥ + k. Zvolme libovolné 5 > 0, n < k. Obor

Gy—h—nszst+t—n), p—hIy<y+h

nazveme R;. Protofe v R; je Fyz,y, 0) = 0, stadi dokazat Zze k danému
e > 0 existuje £, > 0 tak, Ze pro v8echna ¢, 0 <t < ¢,, je

IFa(x, Yt <e (4.38)
v Rl 8) g

Zvolme ¢ > 0. Funkeoe f,(z, y) je podle Fublmovy véty integrovatelnd podle »
pro viechna y s vyjimkou mnoziny B miry nula.
Budiz
Hx, y',t) = > c,sinmxe™™, - (4.39)
= .
kde

Com —_——ffz(a: y)sinmz'dz’ . . (4.40)

pro véeohna y' pro néz je f(m y') 1ntegrovatelna podle z’. Pro %’ vng intervalu
{yo —h, y,, + h)'je H(z, y,t)=0. Pro y' z R4 definujme také H(z, y’, t) = 0.
Chceme ne]prve dokézat, e existuje £, > 0, e
- H@y, <8
pro viechna z, y' z By 8 0'< ¢ < #,. NemiZeme zde pouit ani st&jndfnémé spo-
jitosti, protoZe funkce H(z, y', t) neni obecn& spojitd v R,” pro #4dné ¢, ani stej-

. 4y Zo Fy(x, Y, t) jespojité v R, pro ¢ > 0 plyne eviem zestejnomsrné konvergence fady
(4.36) a ze spojitosti jejich &lenti.
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nomérné konvergence fady (4.39) pro ¢ > 0, protoZe ani tato podminka neni
obecné splngna. Tato obtiZ se véak d4 snadno piekonat:

Vezmdme urdité y' z {yo —h, Yo + k). Je fy(a’,y’) = 0 pro =’ z {x, —h,
Zy + b a [fo(z’, y')] £ K pro ostatni z’. Oznatme

H(z,y,t) = fcm sin mz e™™* (¢ > 0) (4.41)

m=1
funkei, pfislusnou k funkei g(2’, y’), kde

gz, y)=0pro zg—h ' <l + h

g(z', y’) = K pro ostatni =’ } YW—hSyY<y+h

2 T
(7:,.. == fg(x', y') sin ma’ dx’) .
o
Pro y' vné intervalu (y, — h, y, + k) budiz g(z', y') = 0.

Tvrdim: pro libovolnét > 0ay’ z{y, — h, y, + k> je H(z, y', t) = H(z, y',t).
Dikaz je snadny, nebot funkce g(z’, y') — fy(2’, ¥’) je v8ude nezaporna, a tedy
H(z,y',t) — H(z,y', t) nemize byt také nikde zdporn4, jak plyne z poznamky
k véts (2,1).

Av8ak Fourierova rada
(-]

> € Sin ma
m=1
je stejnomérné konvergentni na R,’ a tedy H(z, y', t) je tam spojit4 jako funkce
viech tii proménnych pro ¢ > 0. Existuje tedy k nafemu ¢ takové ¢, > 0, Ze
H(z, y,t) <e
pro vSechna z,y" z B,/ a 0 <t <{,. Tim spiSe je v R, pro 0 <t < ¢,
H(z, y',t) <e.
Zcela stejné dokazeme, %e pii stejném ¢, je viude v R," pro 0 < ¢ < ¢,
' Hz,y',t)> —¢,
&ili
|H(z, y',t)| < e.
Ale stejné jako jsme ukdzali v pfedeSlém lemmatu, je H(z, y’, f) integrova-
telnd pro £ > 0 a plati

n ) ' - . .
%2 {H(z, ¥, t) sin ny’ dy’ sin ny e—™*t < ¢ (4.42)
pro z, y ZRi a0 <t <t Ale vyraz ve znaménkéch prb absolutni hodnotu
ve (4.42) neni op&t nic jiného nez Fy(x,y, ¢). Je tedy funkce Fy(z, y, t) spojitd

v R,’. A protoze jsme zvolili % libovolng, plyne z toho, Ze F,(x, ¥, 1) je spopta.
uvnitt celého R,, coZ bylo dokazati.
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Lemma 4, Budi% v R, ddna méfitelnd funkce fy(x,y), |fs(x,y)| < L. VP —R,
definujme fq(z, y) = 0. Pak funkce Fy(z,y, t), definovand v P pro t > 0 fadou

Fyz,y,t) =3 (3 Dp, sin mae~™") sin ny e ™" (4.43)
n=1m=1

(Do = 7% [fs(x', y') sin ma’ sin ny’ dz’ dy’) , (4.44)
R,

a pro t = 0 vztahem
Fa(z’ y,0) = fa(x’ Y), (4'45)
je spojitou funket x, y, t uvnitF R, prot > 0.

Duikaz. Podle predeslého lemmatu (jen obory R, a R, a soufadnice x a y jsou
zde zamé&n&ny) je funkce G4(, y, t), definovana v P

pro ¢ > 0 fadou

Gy, y,t) = > (3, D sinny e™*) sin ma o (4.46)

m=1n=1
(Dpn je definovano rovnici (4.44))
a pro ¢ = 0 vztahem
Gy(x, y, 0) = f4(x, ) ,
spojitou funkei z, y, ¢ uvnitié R, pro ¢ = 0.
" Ale podle lemmatu 1 je
Fy(z,y,t) = Gy(, y, 1)
pro viechna (z, y) e P at > 0, ¢imZ je lemma 4 dokazano.

Lemma 5. BudiZ v R, ddna méfitelnd funkce fy(x, y), |fu(x, y)| <T. V P—R,
budif f,(x, y) = 0. Pak funkce

@©

Fyz,9,8) =3 (O Epnsinmze ™)sinnye™ (&> 0) (4.47)

n=1m=1
(E,,,,, = %fff‘(a:', y') sin ma’ sin ny’ d=’ dy’) ) (4.48)
R,
(Fol=, y, 0) = fi(x, y)) (4.49)

je spojitd jako funkce x, y, t uvnitf R, prot = 0.

Dikaz. Sestrojime funkci H,(z, ', t) zcela obdobné jako v lemmatu 3, rov.
(4.39), (4.40). Zvolime 4 > 0 (y < h) a k danému ¢ > 0 najdeme op&t £, > 0
tak, Ze _'

[Hy(x, ¥, 8)| < & _ (4.50)

v oboru z, — (b —17) < 2 < 2 + (b —17), y vnd intervalu (y, — h, y, + h)
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pro viechna ¢, 0 < ¢ < ¢,. Pak také pro vSechna tato ¢ bude vz, — (b —17) <
Sz +(h—n),yz0,m

Fyz,y,t =% 2 fH‘x y', t) sin ny dy sin ny e~ (4.51)
v absolutni hodnoté mensi nez ¢. Protoze F,(z, y, 0) = 0 uvnitf R, a  jsme
zvolili libovolné, plyne z nerovnosti
[Fa(@, y,8)| < &

prox,—(h—n) S22+t —n), % —ry<y +h 0<t <t spo-
jitost funkee F,(z, y, t) uvnitt celého R, pro ¢ > 0, coZ jsme méli dokazat.

Lemma 6. Budi? f4(x, y) = k pro véechna x,y v P. Pak funkce

Fo@,y,8) = (O Fpnnsinmee ™) sinny e™™ (¢ > 0) (4.52)

n=1m=1

je spojitou funkct z, y, t uvnitfF P prot > 0.

(F,,,,, — iz [ [k sin ma’ sin ny' dz’ dy') . (4.53)
Tt p
Véta je trivialni, nebot fada
-]
Ge(z, y', t) = z.fmn sin max e~™* (¢ Z 0) (4.54)
m=1
2 ™
.(f,,m = = [sin ma’' dx’)
T o

konverguje stejnomérné v kaidém uzavieném oboru, leZicim uvniti P pro
t = 0 a definuje tam tedy spojitou funkei z, ¥, ¢ pro ¢ => 0. Stejnou vlastnost
ma i fada

2 & F
Fy(z, y,t) == Z: ({ (@, y', t) sin ny’ dy' sin ny e, (4.55)

a protoze jednotlivé Gleny jsou spojité funkce z, y, ¢, je Fq(x, y, t) spojitd na
kazdém uzavieném oboru, lezicim uvmtt" P pro ¢t > 0, &ili viude uvniti P pro -
t > 0, coz bylo dokézati.

Dukaz véty (4.1). Na zakladé uvedenych lemmat dokdZeme jiz snadno
%e funkce F(z, y, ) md zminéné vlastnosti.

Vlastnosti 1 a 3 vyplyvaji z lemmatu 1. (Rovnice (4.2) jsou evidentni, spoji-
tost pro ¢ > 0 vyplyva ze stejnomérné konvergence fad a ze spojitosti jednotli-
vych ¢lent.)

Vlastnost 2 plyne z lemmatu 2, poloZime-li R, = P.

Zbyvé dokazat bod 4.
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Zvolme ¢ > 0. Vezméme urdity bod z,, ¥, uvniti P, v ndmz je f(z, y) spojit4.
Existuje tedy takové A > 0 (pfi demz h volime mensi neZ z,, ®1 — 2z, ¥, © — ¥,),
Ze

. f=y ) — f(2o: 90)| < 3¢, (4.56)

pokud x,y le#f v oboru 2y, —h 2 < 2+ b, yo—h < y < y, + h. Tento
obor nazveme shodné s pfedchazejicim R,. Stejnym zptisobem jako diive defi-
nujeme obory R,, R, a R, (viz pfisludné definice pfed lemmatem 2).

Budiz f(x,, ¥,) = k a definujme nyni funkce f,(z, y) aZ f4(z, y) takto:
fl(x: y) = f(x’ ?/) —kv Rl

=0 . : v P— R
fﬂ(x:y) =f(.’2:, y) —kv Rz
=0 v P—R,
fo(x, y) = f(x, y) —k v By (4.57)
=0 vP—R,
fal@, y) = f(x, y) — k v R,
=0 v P—R,

sz, y)=Fk v P.
Je ziejms :
5
fle,9) = 3.tz v)
v P, pii emi |fy(z,y)| < 3¢ v R,. ‘
Méme dokézat, Ze existuje jisté okoli bodu (%, ¥,, 0) tak, ze
[P, y,8) — k| < e, ‘ (4.58)
pokud z, y, t lezi v tomto okoli.
Necht funkce F(z, y, t) pfislusi funkeim f,(z,y) (: = 1, 2, ..., 5) podle de-
finic v lemmatech 2 a% 6. Pak
5
.F(x, Y, ) = _lei(x, Y, t). (4'59)
Ale pro Fy(z, y, t) plati, Ze
P2, 9, 1)| < %e (4.60)

pro viechna z, y z P a pro¢ 2> 0 (lemma 2). Ostatni funkoe jsou spojité uvnitt B,
prot = 0 (lemma 3 aZ 6).
Tedy existuji pro kazdou z téchto funkei takova g, (1 = 2, 3, 4, 5), pfi temz
o < h, Ze . '
|[Fo(x, y,t) — F(2, %0, 0)| < e (1 =2,...,5) (4.61)

pro viechna z, y, ¢ (¢ = 0), pro néz .

o(x, ¥, t; o, Yo, 0) < s



Lo(z, ¥, t; %o, Yy, 0) je vzdalenost bodu (z, ¥, t) od bodu (z,, ¥,, 0)]- Ozn&éime-h 0o
nejmendi z téchto p;, pak bude

|F(x, y, t) — (%0, %0)| < & (4.62)
pro viechna z, y, ¢ (¢ = 0), pro néz

o(x, Y, & %o, Yo, 0) < @0 >
coZ bylo dokazati.

Poznamka: Dikaz zistdva v platnosti i tehdy, jestlize bod z,, y, nelezi
uvnit¥ P. Pak je oviem nutno, aby f(z,, ¥,) = 0, a funkece f(z, y) aby byla
v bod$ z,, ¥, spojita zevnit¥, t. j. aby k libovolnému ¢ > 0 existovalo takové
okoli bodu =z,, ¥, aby If(x y)| < e pro viechna z,y tohoto okoli, pokud
(x, y) € P.

Doposud jsme nikde nepouzili toho, ze f(x,y) je skoro vSude spojita v P
(stadilo ndm, Ze je méfitelnd a Ze |f(z, y)| < N v P). Této vlastnosti pouZijeme
teprve ted, pii dikazu jednoznaénosti feSeni.

Jednoznadnost Yeleni.

Méjme dvé Feseni Fy(x, y,t) a Fy(z, y, ) vlastnosti, uvedenych ve vété 4.1.
Oznacme

u(®, Y, t) = Fy(z,y,t) — Fy(x, 9, 0) . (4.63)
Mime dokazat, Ze u(x, y, t) = 0 pro ¢ > 0. Sestrojme integral
J(t) == ffu2 (@, y,t)dx dy . (4.64)
Funkee % je podle své definice (4.63) pro ¢ > 0 spojitd v P, pfi ¢emZ je rovna
nule na viech étyfech strandch tverce P. Dile je |u| < 2N v P a pro ¢ = 0.

Pro t = 0 je u(z, y, t) spojitd a rovnd nule v P aZ na mnoZinu N miry nula.
Je tedy -

' J(0)=0.
Mimo to k ¢ > 0 existuje ¢, > 0, Ze

J(it) <e ' (4.65)
pro vSechna ¢, 0 < ¢ < ¢,.

O platnosti (4.65) se snadno presvédéime.

Zvolme ¢ > 0, A > 0. MnoZinu viech z, 4, £, prondz2 0 < 2 <, 0 S y < m,
05t= A nazveme R. Sestrojme v P otevienou mnoZinu N, tak, ze N C N,

mN < 3 N To lze, protoze N je mnoima. miry nula. Dale sestrojme v R
mno%inu N tak; e (z, y, t) € N kdy? a jen kdy¥ (¢, y) e N, 2 0 <t < A.

€ je oteviend v K, R — N je kompaktni, a protoze u je v R — N spojits,
je tam stejnomérné spojitd. Pro t =0 je v R — N u = 0. Tedy existuje
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th> 0 (t, < A), Ze |u| <
plyne (4.65).

Tedy J(t) je funkee spojitda v podatku a J(0) = 0. Pro ¢ > 0 mé J(¢) derivaoi
podle ") & je

“2ff |5+ e aean
) 2SI e o

f f [ax( 7:) aay(“ ?,_,,)] dody =0, (4.67)

protoZe u je na strandch ¢étverce rovno nule, tedy, jak plyne z (4.66),
dJ
dat =

Podle véty o stiednf hodnoté (ktera plati vzhledem ke spojitosti funkce J(t)
v bod§ ¢t = 0), je

2ﬂ_’v§R N pro viechna t (0 < ¢t < ¢y). Z toho

Ale

< 0 pro viechna ¢ > 0. (4.68)

Jt)y L J(0)=0, (4.69)
a protoze
: J(t) >0
pro viechna ¢ (podle definice (4.63)), je
J#)=0. (4.70)
Ale u(z, y, t) je funkce spojité pro ¢ < 0, a tedy
u(z, y,t) =0

pro viechna ¢ > 0, coZ jsme méli dokazat.

Poznédmka. Stejnd jako p¥i dikazu jednoznaénosti feSeni problému 3.1 mo-
hou také vzniknout opravnéné namitky proti derivovani za integraénim zna-
ménkem a proti rovnici (4.67). Napravu bychom op&t mohli zjednat vyice-
nim novych pfedpokladi o derivacich funkce F(z,y,#), pfi ¢emZ bychom byli
zoela ve shodd s fysikédlnim ndzorem.

Z matematického hlediska dosahneme napravy zcela stejnym zpisobem jako
v pozndmee k ditkazu jednoznaénosti YeSeni v kapitole 3. Tam jsme se opirali
o vétu o jednoznadénosti feSeni harmonického problému, je-li pfislu¥néd harmo--

7} Srv. nédsledujict poznémku.
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nické funkce spojitd na uzavieném oboru. Tato véta plyne z véty o maximu
a minimu harmonické funkce. Ale tuto vétu méme dokézénu i pro né§ druhy
problém (|F(x, y, t)] < M pro viechna z ¢ P a t > 0). Zbytek dikazu je Gplné
stejny jako v citované poznimce (kap. 3). Zvolime opét {, > 0 a predpokla.d{v
me, Ze u(xy, Yo, ty) = A =+ 0 (x,, Y, je vnitint bod étverce P).

Bude nutné

-2 =)

u(xOs Yo, to) = Z (z E(a) Sln mx, G_Jm.(t'—.a)) sin nY, e"”'(‘o —a)
n=1m=1

oznadeni je stejné jako ve treti kapitole).
] jne j P
Obdobné budiz ‘
o alo ofe
> Ce "e "t =48.
n=1 m=1
Pro kazdé a, 0 < a < %¢,, bude
z (z e‘“mi(la“‘")) e_”'("_a) < S .
n=1m=1
Zvolime a tak malé, aby |4@,| < l‘; ’
Potom

[u(xo, Yo, to)| = IZ Z A@ sin mx, e—""(“"‘"))sm nY, e‘“"("—‘"‘ <
=

i Z IAI emit—a)) g—nNt—a) |A| (4.71)

=1m=1 s
Ale nerovnost (4.71) je ve sporu s predpokladem

u(%o, Yo, ty) = 4,

ém% je véta 4.1 Gplné dokazana.

Peswome.

JIIBE TEOPEMBI O PENIEHUYM YPABHEHUA
o P
ot ox® ' oy?
KAPEJI PEKTOPHC (Karal Rektorys), IIpara.
(ITocrymuno B pegaxmuio 4/IT 1954 r.)

Ilpn pemenun ypasnenus

ou 0%u ou o*u
% o T a2
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¢ JAHAKMH KpPaeBHMH ¥ HAYAJbLHEIMH YCIOBUAMHE, TAK 7Ke KAK U IpA AOKasa-
TeIbCTBE OfAHOBHAYHOCTY peIlleHNdA, K HelpPePHBHOCTH U HempepuBHOU Audde-
penmupyemocTs GyHKnuMit, PUrypupyONMX B BTHX YCJIOBUAX, OPeABABIAIOTCA
006nruHO0 Gosbmme TpeGoBaHMA (HOMUMO TpeGOBaHMI, NPeABABIAEMHX K caMol
o6racti, B KoTOpo# mpoGiema gopmymmposana). OnHaKo, B peaibHHX Mare-
MaTudecKy GopMyIMpOBaHHHX (USMYECKMX M TeXHHYECKMX Bajjauyax 9TH Tpe-
GoBaHMA peAKo BBIIOJHAIOTCA, KAK IPH KPaeBHX YCIOBUAX (Tello B TEeIJOBOM
BaHHE), TAK M IPY HAYAJIBHEIX YCJIOBUAX, BHYTPHM TeJla (TeII0BOe KacaHue [[BYX
nu 6oree Ted, 06pasyomux ofHo Hejoe). Yame Bcero Mu BeTpedaeMcsA ¢ Kiac-
COM KYCOYHO-HEeINpPePHBHHX (PYHKIMIA, Ile ¢ MaTeMATHIECKONX TOYKM SpeHUs
BOBHMKAIOT y#ie BHAYMTeJbHEIE BaTpPY/NHEHUS.

B cBoeft pucceprammm (,,OpHosHauHOCTh pemenua Au(PepeHmmaIBHEX
YpPaBHeHMIl B YaCTHHX HPOMBBOAHEIX TEOPMHU TEIJIONPOBOJHOCTH IIpH pas-
PHBHEX KPaeBHX YCJIOBHMAX ‘) aBTOD 3aHMMAJICA CIIyJaeM, KOX/ia ORUH pasMep
paccMaTpuBaeMoro Teia npeoGiajall Hay APYTMME ABYMA, TAK 9TO 3af4adyy
MO3HO 6BLIO0 cuuTaTh MIockoit. Kpome Toro aBrop mpepmosaras, 9ro momeped-
HOe CeYeHNe pacCMaTpMBaeMOroTesa NPAMOYTOJIBHO (JJLA IPOCTOTH paccMaTpu-
BaJIOCh KBAaJpaTHOE CedeHMe, OT Yero Xapakrep Bajaud He MBMEHMJICA) M 9TO
KpaeBHle yCJI0BHA (T. e. TelliioBad BaHHA) He UBMeHAIOTCA BO BpeMenu. Mexona
M3 IpefNoJIOMeHus, 9T0 GUrypupyomue B KpaeBHX M HAYAIbHKX YCJIOBHAX
¢yHrIMM (M MX IPOMBBOAHKIE) KYCOYHO-HENpepHBHH, B paboTe BHBomsTCA
pasiMyHHEE BaKHEe ¢ (UsMIecKOl TOYKY 3PeHUA CBOICTBA pelleHUA U [JOKa3Hl-
BaeTCs OJHOBHAYHOCTh PeIIeHNA; KPOMe TOr0 aBTOp BaHUMAaEeTCA BOIPOCAMH
YMCIEHHHIX pacdyeToB, B 0COOGEHHOCTM paBHOMEDHON CXOAMMOCTBIO (ecKoHed-
HHX pAMOB, OpefcraBisAiommx co6oii pemenue ypapuenua. G Qusmueckoit
TOYKH BpeHMA NpobieMa paspelleHa B IUTHPOBAHHOM paboTe BIOJHe yHoBIIe-
TBOpHTEJIbHEM 06pasom.

C maremaTM4ecKOll TOYKHM BpeHHMs, OfHAKO, paboTa BOBGY:KJaeT BHHMaHME
K peIIeHnI0 HECKONBKMX MHTepeCHHX Bompocos. Koaddumuents Gecromeqnnx
PAROB, 0 KOTOPHX YNOMWHAJOCH BHIIE, BaBHCAT OT HAYAJBHHX ¥ KPaeBHX
ycaoBuit mpoGiems. Pagst cxopAaTes npu sHAIMTENHHO Gostee oOMMX HadYasb-
HHIX ¥ KPAeBHX YCJIOBHAX, 9eM YCJIOBUA KYCOYHO-HempepHBHOCTH (PyHKIMM).
Bosaukaer Bompoc, KakuMu cBoifcrBamu Gymyr obmamate QyHKIUHU, ompepe-
JleHHHe STHMM PANAMH, B YACTHOCTH, KOTJja oT# Qynkumu eme GyayT ,,Hempe-
pHBHO NpubmmxKaTbea’’ K HAYaJIBHEIM M KPaeBHIM YCIIOBHAM.

9roit npobuemMaTiKe ¥ mOCBAmeHa Hacrosamast paGora. fInpo pabora obpa-
ByeT [0KaBaTeJIbCTBO CJIEAYIOMHUX ABYX TeopeM (BcTpedaeMcs 3fech ¢ MOHATH
AIMA MHTerpupyeMas QYHKIMA 1 usMepuMasa QyHKIUA (MHOKECTBO); STH IOHA-
THA TpEMeHAIOTCA B cMucie JleGera): ‘

Ilpo6aema I (crammonapusii cxysail Temronposognoctn): Ilycts B muTep-
Baxe (0, =) nana $ynxnus f(z), HempepHBHAA BO BCeX TOYKAX BTOXO MHTEpBAJIA
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8a MCKIIOYeHMeM TodueK, ofpasyiommx MHomecrBo I MepH HYyJub, IpHIEM
lfz) £ M B 0, n). Oreimem $ynxmuio V(z, y), onpefeleHHyI0 B KBajpare
POL z2< 7, 0< y < =), c TakumMu cBoficTBAMA:
1. V(z, y) ABnaercsa rapmonndecKolt BHyTpu P, T. e. yioBIeTBOpAET ypaB-
HEHHIO .
oV | oW
AT =0 0<z<m 0<y<m). (1)

2. V(z, y) orpanmuena B P xoHcranTolt M (roit e, xax m Pynxnua f(x)
B €0, 7).

3. V(z, y) menpepsisna B obmacn 0 < z < =, 0 < y < =, npuyem

a) V(0,9) = V(m,9) =0 0<y=n), (2)

6) Viz,n) =0 0z 7). (3)

4. B ramjoit BHyTpeHHe# Touke x, muTepBana {0, =) (y = 0), B KoTOpOIX
f(x) menpepmBra, u V(z,y) Gymer HenmpepmBHO! Kak QYHKIUA NepeMEHHEIX
Z ¥ Y, IpudeM IMeeT MecTO

V(z,, 0) = f(,) .

M=u yTBepskaeM:

Teopema I. Cywecmsyem odna u (¢ mounocmvio 0o mouer muomcecmea M)
moavko odna gynkyus V(z,y) ¢ maxumu ceodicmeamu u sma Pynkyus dana
d0as y > 0 padom

-} h .
(Va, y Z: sin nx W (4)
( =%f ) sinnz’ dx) (5)
oas y=0
V(z, 0) = (=) . : (6)

IIpoGaema II (Caygaii saBmemmoctE or Bpemennm): Ilycrs B kBajpare
PO<Lz<x 0<y<n) samana ¢ynxmua f(z,y) (f(z,y), < N), nenpe-
PHBHAA Bo BeeX ToYKax Ksajpara P sa mckmowenmeM Todek, oGpasylommux
MHOecTBO It Meprr Hyab. Oramem ¢ynxuuio F(z, ¥, t), orpanutenuyo B P
n oA t > 0 Tolt me camoit xoHcraurolt N, Hempepusrylo B P pua ¢ > 0,
Y0BIIETBOPAIOIYI0 YPaBHEHMIO

oF o*F | &F
at ax’ + 'a—y—s BHYTpH P, t> 0 5 (7)
npuiem
&) F(Ovyvt) =F(“1y’t) =F(x10’t) =F($,1t,t)= 0 (t> 0) ) (81

6) BO BCeX TOYKAax, B KOTOPHX f(z, y) mempepwsna, u F(z, y, t) pus ¢t = 0
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fyner HempepHBHOH KaK QYHKIMA MepeMeHHHIX , Y, {, ¥ AaJiee B 9THX TOYKAX
mmeer mecro F(z, y, 0) = f(z, ¥).1) . '
Mu yrBepsrnaem:
Teopema II. Cywecmsyem odna u (¢ mounocmvlo do mouex modxncecmsd )

moavko o0na gynryus F(z, y, t) ¢ makumu ceéoiicmeamu u sma gyrnkyus oana
0aa t > 0 padom

: F(z,y,t) = 2 (3 Apasinmze ™) sinny e ™ (9)
‘ n=1m=1
(Amn.= ﬂi,fff(x', y’) sin mz’ sin ny’ da’ dy’) s (10)
P
aodant=0
: F(z,y, 0) = f(z, y) . (11)

Summary

TWO THEOREMS CONCERNING THE EQUATION
ou Pu  Pu
W o

KAREL REKTORYS, Praha.
(Received February 4, 1954.)

When boundary value problems for the differential equation

ou Pu  Pu | Pu

A
are solved and existence and uniqueness theorems established, considerable
restrictions are put as to the continuity and differentiability of functions,
appearing in the boundary conditions, taking no account of restrictions, put
on the region itself, in which the problem is defined. But in the mathematically
formed problems of the practice, these restrictions are rarely fulfilled, indeed as
well in boundary conditions (a body in a thermic bath) as in initial conditions
in the interior of the body (thermal contact of two or several bodies, forming
one single body). The most freguent case of functions, that we meet in boundary
conditions, are the sectionally continuous ones. From the mathematical point
of view, considerable difficulties arise in this case, when the belonging boundary
value problem is solved.

+" 1) K npABefeHHKM IBYM IPO0IeMaM CBOTUTCA IO CYIIECTBY OGIIAA MPOGIeMa Temionpo-
BOJXHOCTH B NPaMOYrojIbHHX 00JIaCTAX NPM HEM3MEHAWIINXCA BO BPEMEHM KPAEBHIX YCIO0-
BHAX. .
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In: his dissertation (,,Uniqueness theorems for partial differential equations
for heat. — conduction when discontinuous boundary conditions are .prescri+
bed‘‘) the author dealt with the case, when one dimension of the body conside-
red was considerably large in regard to the two remaining, so that the problem
could be taken as twodimensional. In addition, the author supposed reotan-
gular profile of the body (to get the problem more simple, the profile was sup-
posed to be a square, which does not change the character of the problem, of
course), and the boundary conditions (e. g. the thermic bath) not changing
with the time.

On the supposition, that functions (and their derivatives), appearing in
boundary and initial conditions, are sectionally continuous, several properties
of the solution, important from the physical stand of view, are derived, unicity
theorems are proved, and in addition, the author deals with several questions,
touching the numerical calculation, especially with the uniform convergence of
infinite series, by which the solution is defined. From the physical standpoint,
the problem is solved in the mentioned dissertation in a considerably sufficient
manner.

From the mathematical standpoint, the work suggests the solving of some
curious questions. The coefficients of the quoted unfinite series are depending
on initial and boundary conditions (functions) of the problem. The series con-
verge for much more general initial and boundary functions than are the sec-
tionally continuous ones. A question arises about the properties of the func-
tions, defined by these series in this case, namely under what suppositions
these functions will ,,continuously fit* to initial and boundary conditions.

These problems are being solved in this work.

The essence of the work-is formed by the two following theorems (when the
terms ,,integrable function and ,,measurable function* are used, they are
understood in the Lebesgue — sense):

I. Problem (Stationary. Heat — Conduction):

Let f(x) be continuous in the interval (0, =) with the exception of points
forming a set M of measure zero. Let |[f(z)| < M in €0, n). A function V(z, y)
defined in a square P (0 < x < w, 0 < y < =) of following properties is foynd:

1. V(z, y) is harmonic in the interior of P, e. g. satisfies the equation

2u Pu .
’5;—1*5?—0 <<z O<y<m). (1)

2. V(x, y) is bounded in P by the same constant M as the function f(z) in
<0, ).

3. V(z, y) is continuous in the region 0 < z < n, 0 < y < = and

a) V(0,9) =V(my) =0 (0 <y< ), (2)

b) Viz,®) =0 (02X w). (3)

365



4. In each interior point z, of the interval <0, =) (y = 0), in which f(z) is con-
tinuous, the function V(z, y) is continuous as function of the both variables
z,y, and

V(2o, 0) = f() -

For the I. problem holds

Theorem l. There exists one and (with the exception of poinis of the set M) only
one function V(z, y) of the required properties, and this function is defined

for y > 0 by the series

© inh .
V(z, y) =,Z,la,. sin nx W) (4)
(a,. = E f/(x') sin nx’ dx’) , (5)
T 0 d
and for y = 0 by
V(,0) = f(x) . (6)

Il. Problem (Time-Variable Heat-Conduction)

Let f(z, y) be continuous in the square P (0 < 2z < =, 0 < y < =) with the
exception of the set M of measure zero. Let |f(z,y)| > N in P. A function
F(z, y, t) is found in P and for ¢ > 0, continuous in P for { > 0 and bounded in
P, t > 0 by the same constant N as the function f(x, y), such that

2
aBIt‘ = 8 : + 6;1: in the interior of P, ¢t > 0, (7)

while
a) F(0,y,t) = F(n,y,t) = F(z,0,t) = F(z,=,t) =0 (¢ > 0), (8)
b) in each point, where f(z,y) is continuous, F(x,y,?) is continuous as

function of all the three variables z, y,t for t = 0, and F(z,y, 0) = f(z, y)
there.?)

It holds
Theorem Il. There exists one and (with the exception of the poinis of the set )

only one function F(z, y, t) of the properties required, and this function s defined
far t < O by the series

F(z,y,t) = i (iA,,,,, sin mx e ™) sin ny e ™™ (9)
n=1m=1
(A,,‘,, = -n:i“ if/(a:’, y') sin mz’ sin ny’ da’ dy’) (10)
and for t = 0 by
F(x’?/’ 0) = f(=,y) (11)

1) To these two quoted problems it is possible to reduce a general heat — conduction
problem in rechmglﬂa.r regnons when boundary conditions do not vary with time.
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