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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky dstav CSAY
SVAZEK 79 # PRAHA, 30. XIl. 1954 % CISLO 4

CLANKY

GEOMETRIE SIMPLEXU V E,
(prvni &ast)

MIROSLAV FIEDLER, Praha.
(Doslo dne 25. listopadu 1953.) - DT 513.821.2

V této prvni 8asti préce, kterd u¥ivé barycentrickych soufadnic ke
studiu simplexii v E,, jsou jednak studovany geometrické vlastnosti
simplexu (jejich existence a unicita a% na shodnost pti danych veli-
kostech hran nebo vnitinich hli), jednak jsou uvedeny vzorce v bary-
centrickych soutadnicich, kterych bude t¥eba v dalsich &astech. Mimo to
jsou uvedeny v8ty o minimalnim poStu ostrych vnitfnich vhli, jejich
rozloZen{ v simplexu, a definuje se pojem pravoiihlého simplexu.

1. Uvod. Eukleidovskym n-rozmérnym prostorem E,, kde n je prirozené
¢islo, rozumime metricky prostor, isometricky s prostorem E; vSech uspo¥d-
danych n-tic redlnych &sel (prvkiim prostoru ¥ikdme body a znaéime je velkymi
latinskymi pismeny) tvaru 4 = (a,, @y, ..., a,), se vzdélenosti definovanou
vztahem

o4, B) = {6y — a1 + (b; — @) + ... + (b, —ant. (L)

Budeme déle ugivat pojmi pi#{mka, nadrovina, m-rozmérny linedrni pod-
prostor, thel, koule a j., zavddénych v udebnicich geometrie (na p¥. E. CEca,
Zsklady analytické geometrie, zkrdcend AG).

Simplexem v E, rozumime Gtvar sloZeny z n + 1 linedrnd hezavislych bodi
v E, (t. j. bodd, které nelézi v nadroving), kterym f{kdme vrcholy simplexu,.
a pro n > 1 ze viech m-rozmérnych linedrnich prostori, 0 <m < n—1,
spojujicich vidy m + 1 z t&chto bodd; t&mto linedrnim prostortm f{kdme pro
m = 1 hrany simplexu, pro m = n —1 (a = > 2) stény simplexu. '

2. Barycentrické souFadnice; vyjad¥eni vzdilenosti v t&chto souFadnicich.
Shodnost simplexti. Necht v E, je ddno n + 1 linedrnd nez4vislych bodi
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0,, O, ..., 0,,,, jejichZ vzijemné vzdalenosti oznaéme V(T,, t.j.pros,j =1,
...,n + 1 plati
e; = [0(0;, 0))F . (2,1)

Necht v pevné zvoleném E*, isometrickém s £,, maji body OF, odpovida-

jici bodiim O,, tvar OF = (1;1, &.2, _— ;,,) pro: =1,2,...n - 1, takze
) . X ) ,
ey = (B — @1 + (@ — @) + ...+ (@0 — @) . (2,2)

Vzhledem k linedrni nezavislosti bodi O; plati, e matice

1 1 1
a, Ay, ..., G, 1
2 2 2
A a;, @, y @, 1
n+l n+1 n+1 '
@y, Ay, ..., @, 1
je regularni. Definujme c;,,,“ =1prot=1,2...,n + 1, takie lze psit
- ‘ : .
A = |lay||, 4, k= 1,..,n + 1. Oznadme jedté o; doplnék prvku a; v matici 4.
Potom platf
"+1i i n+lt. E
2 X = D an; = |A]. 0y, (2,3)
Jj=1 j=1
kde |A| je determinant matice 4, takze )
4| + 0, (2.4)

ad; = {(1) 5 iz 1 i ]I: je Kroneckerovo delta, kterého budeme éasto uzivat.

Nyni budiz X bod v E,,,‘X* = (Xy, Xy, ..., X,) odpovidajici mu bod v EX.
Bodu X pftifadime bod (x,, 2y, ..., #,,,) projektivniho prostoru P, vztahem
(=12 ..n+1)

TR R TSR (2,5)
Soustava z,, &, ..., Z,,, skutetnd neni pro zadny bod X z E, nulové (t. j.
neni z; = 3 = ... = Z,,; = 0), nebof podle (2,3) je (polozime-li X,,,= 1)
n+1l ‘ n+l‘ i
_2:1371 = Za'n+’:i ='kzlan+1(kak = IAI ;‘sk,nﬂxk = Xn+1‘Ai = IA] * 0,
1= i k=
n+1
dx; £0. (2,6)
i=1
Obdobné se snadno zjisti, e pro k = 1, ..., n je
ntl. : -
2 ax = |4]. X, . (2,7)
i=1
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Ponévadi 3 z; — |A|, plyne z (2,6) a (2,7), e naopak ka?dému bodu (z,,
¢ :

Zy ... Tny1) 2 Py, pro ktery plati (2,6), lze ptifadit bod X* = (X,, ..., X,) pro-
storu Ey, a tedy i bod X prostoru E,, vztahem (k = 1, ..., n)

X, = =1 : (2,8)

Je tedy (2,5) a (2,8) jednojednoznaéné piifazeni Ej (a tedy i E,) a P, — N,

n+1

oznadime-li N mnozinu téch bodu (z,, 2y, ..., n.,) 2 P,, pro nd je > z, = 0.
i=1

V tomto pfifazeni odpovidaji bodim O, z E,, body (8,1, 5, ..., 6;,4.1) 2P, — N

linedrnim prostorim v E, lineérni prostory v P, — N.

Nez odvodime dalsi vlastnosti tohoto prifazeni, dokdZeme tuto vétu:

Vé&ta 1. Necht X resp. Y jsou body v E,, a necht jim wvedenyjm pFifazentm odpo-

vidaji body (1, @, ..., Tniy) 7€8P. (Y1, Yy - s Y1) © P, — N. Potom plats, %e
tverec vzddlenosti bodw X a Y je roven

. ._(exx) (exy) (eyy)
2 — =i
e OF = = e T Sezy T 2Ty =
&ily
1 0, Xz;, Xy,
[e(X, V)P = 55 | S%0 (exx), (exy) |, (2,9
2(Zx;)2(Zy;)?
S Zy;, (eyx), (eyy)
n+l
kde (exy) = > ejxy; atp. a e; = e;; jsou ddny vztahy (2,1).
1,7—1

Dikaz. Jsou-li X* = (X, X,, ..., X,)resp. Y* = (¥, Y,, ..., Y,) bodyv E,,
odpovidajici bodiim X resp. Y, platf podle (2,8) a (2,2) postupné ‘

n+1 zakx Zaky,
2 __ * *)]2 — —_ 2 = — =
[o(X, ¥)]* = [o(X*, T*)I* = Z E-Nt =2 s — ) -

(Zx Z Zakx. Zym g&ym - Zx.-)z -

(zx (Ey Z[Z{ak - a’k\ xiym] [Z ak - ak 7?/!] -

1 i m_j 1
2(ay — ap)(ar — ay) x,x —
Z(Zx (2.?/,, u-,kz,z,m (B Gallls — ) 2.2 e



. P . ; ] m £ SN e
T 2‘%”:)‘(2‘3%)* [_i.f,?,;,m(ak il S Jr,i.k,zt.m(ak B a,,)f P
; j n ., i 1 o
o) (@ — 0a) 2 1Ym — Z (@ — @) 2.2591ym] =
i,5,klm 1,3,k,l,m

1
=~ T )2 Yy — 2
Tim je dokazan vztah (2,9) i (2,9').

Jiz jsme ukdzali, Ze bodu O, v E, odpovidé bod (1,0,...,0) v P, —N,
bodu O, bod (0, 1,0, ..., 0) atd., a to nezivisle na tom, pomoci kterého E*
provadime piifazeni (2,5) a (2,8). Tento vysledek zobecnime v této véts:

Véta 2. Popsané pfifazent bodd v B, a v P, — N nezdvist na volbé E.

. Dikaz. Nejprve dokazeme, Ze plati tato pomocné véta:

Bod v £, je jednoznaéné uréen vzdalenostmi od bodt 0;,7 = 1, 2, ...,n + 1.
Necht totiz jsou P a @ dva body v E, takové, Ze prok =1,2,...,n + 1
plati o(P, O,) = 0(@, Ox). Bodu P resp. @ nechf odpovidaji v P, — N
(prostfednictvim EF) body (py, ..., Pns1) TSP. (¢4, . - ., gn+1), takie podle (2,9)

zfiﬂcpt
plati [o(P, O] = =

(epp) :
':JP.' ~ ATp a _obdobne pro Q. Z g(P,0,) =

= 0(@, 0y) Plyne pro k =1,2,...,n + 1

zeikpi zeikq,-
i .

_ (epp) . n (eqq) _
Zp; 2(Zp;? Xy 2(2g; ’
i ‘ i i

Nasobime-li k-tou rovniei -2—%— a seéteme-li, dostaneme
: 2
__lepp)  (ep)  (eq9) _
2(Zp,)? Zp; g, 2(2g,)? ’
i PR i

t. j. po’(ue (2.9) e(P, Q) = 0, takie oba body P & Q splyvaj.

Nyni snadno dokézeme vétu 2. Necht E* a E* jsou prostory uspoiédanych
n-tic a necht bodu X z E, je pomoci E¥ piitazen bod (z,, ..., %,,,) z P,—N,
pomoci E¥ bod (z, ..., Z,,,) v prostoru P,, — N. Bodu v P, — N o soufadni-
cich (2,, ..., #,.,) (je totiz Zz; + 0) odpovida v E, (pomoci E¥) bod X. Z (2,9)
viak ihned plyne, Ze o(X,0,) = o(X,0;) pro k= 1,2,...,n + 1, jestlize
o(X, O,) poditdéme pomoci soufadnic v P, — N, o(X, O;) pomoci souiadnic
v P, — N. Odtud vyplyvé, Ze body X a X jsou totoZns, t. j. také body.(z, ...,
Zpiq) & (Ty, ooy Tnyq) V Po— N resp. v P, — N maji (a% ptip. na faktor) tyté
soutadnice, které tedy nezavisi na volbé E¥. -

.
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- Tim jsme piifadili kazdé soustavé n + 1 linedrné nezavislych bodi v £,
urditou vyznaénou soustavu soufadnic. Tyto soufadnice se nazyvaji bary-
centrické soufadnice vzhledem k simplexu, uréenému témito body.

Definujme nyni, %e simpléx s vrcholy 0,,0,, ..., 0,., (v tomto po¥adi)
v prostoru E, je shodny se simplexem O}, Oy, ..., O, ,, (v tomto pofadi) v pro-
storu E,, existuje-li isometrické jednojednoznadéné ptifazeni bodt v E, a E,
tak, ze bodim O, odpovidaji body O; proi = 1, 2, ...,n + 1. Prostory B, a E,
mohou ov8em splyvat; protoze jsou isometrické, lze to dokonce piredpoklédat.
Potom je zfejmé, Ze shodnost dvou simplexi v £, je relace ekvivalence, takze
mnozina v8ech simplexi v E, se rozpadd ve tiidy navzijem shodnych sim-
plexu.

Plati véta:

Vé&ta 3. Simplexy s vrcholy Oy, O, ..., O, resp. Oy, 0y, ..., 0, ., v B, jsou
shodné pravé tehdy, plati-li o(0,, 0;) = 0(0;, 0;) pro i,7=1,2,...,n+ 1,
t. 9., jsou-lv velikosti odpovidajicich si hran*) stejné.

Dikaz. Zavedme jako v (2,1) &isla e, resp. e;,.

. Jsou-li simplexy shodné, plati zfejmé o(0;, 0;) = o(0;, 0)), t. j. e;; = €}, pro
,,j=1,2,...,n + 1. .

Necht obricens plati, Ze e;; = e;; pros,j = 1, 2, ..., n + 1. Pfitadme kazdé-
mu bodu X z E,, bod X’ v E, timto pfedpisem: odpovida-li bodu X bod z P, —
— N o barycentrickych soufadnicich (zy, ..., ,,,) vzhledem k prvnimu sim-
plexu, pak bod X’ necht je ten bod z E,, jehoz barycentrické souradnice vzhle-
dem k druhému simplexu jsou opét (,, ..., ,,). Snadno se zjisti, Ze toto pii-
fazeni je vzdjemnd jednoznaéné, a Ze bodim O, odpovidaji body O;. Z (2,9) pak
plyne, Ze pfifazeni zachovavé vzddlenost, t. j., Ze je isometrické. Oba simplexy
jsou tedy shodné.

Tim jsme dokézali, Ze &isly e,; (e;; = 0, e;; = e;;) je urlen (aZ na simplexy
shodné) nejvySe jeden simplex. V daldi v&té uvedeme nutnou a postacujici
podminku pro existenci takového simplexu, kterd ndm bude velmi uZiteéna.

' V&ta 4. Budif ddna soustava redingch &sel e, i,j = 1,2, ...,n + 1, tak, %
e =0, e;=cey;. (2,10)

Nuind a postaéujict podminka, aby existoval alespori jeden simplex v E,
s vrcholy 0y, Oy, ..., 0,,, tak, Ze prot,j=1,2,...,n + 1

€ij = [Q(Oﬁ 0:«‘)]sa s (2,11)
n+1l
je, aby kvadratickd forma (exx) = 3 e;xx; méla tuto viastnost:
: i,j=1
Y T
je-li Y &; = 0 pro nenulovou soustavu redlnyjch isel x;, potom je (exz) < 0.
i=1

*) Velikostf hrany simplexu, spojujicf jeho vrcholy O;a0;pro + §, rozumime vzdéle-
nost bodi 0; a 0.
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Diukaz. Necht pfednd v ¥, existuje simplex s vrcholy O,, O,, ..., 0, ,, tak,

Ze plati (2,11) a necht pro nenulovou soustavu reilnych &isel r,, r,, ..., 7,4 je
n+1 .

2.7:="0. Zvolme v E,, libovolny pevny bod P, jehoz barycentrické soufadnice
i=1

vzhledem k danému simplexu necht jsou (p,, ..., p,,,), takie Zp, + 0. Bod Q,
jehoZ barycentrické soufadnice jsou g, = pi+r; pro t=1,2...,n+ 1,
existuje (je Zg; = Ip, + 0) a je rizny od P (kdyby ¢; = op;, pak r, =
=(e—1)p, z2Zr;,=0by plynulo p=1,7,=0pro i =1, 2,....n + 1,
0oz je spor). Vzdélenost o(P, Q) je tedy kladné a podle (2,9) plati

0 <[e(P, Q) — —(2‘7)— [— (epp) + 2(epp) + 2Aepr) —

7 1 (87‘7’ )
) — (epp) — 2(epr) — (err)] = — TPt
takZe vskutku (err) < 0. Uvedend podminka je tedy nutn4.

Necht obrdcend pro kvadratickou formu (exx) plati (2,10) a podminka véty.
Snadno se presvédt¢ime, e tato podminka je ekvivalentni s podminkou: je-li
(3, 2y, ..., x,) nenulové soustava, pak plati

n n
Z z; Z €ins1%i — % Ze,-,-x,-x; >0.

i=1 i=1 5,j=1
Podle zndmé véty z algebry*) existuje k matici M = l3(eins1 + €jme1—
— ¢é,5)]| této positivng definitni kvadratické formy reguldrni &tvercova matice
s redlnymi prvky 4 = |la,|, 4,j = 1,2,...,n, tak, 2e M = A . A", kde A’ je
matice transponované k matici 4, t. j. plati

n
$(es,ni1 + €i,ni1— €ij) :kz i Qi - (2,12)
=1 :
BudiZ nyni E¥ prostor n-tic z odst. 1, isometricky s danym E,. Oznaéme pro
i=12..,n O} body (ay,a,,...,a:;), OF,,; bod (0,0,...,0). Je pak
¢ .
[o(OF, OF. )1 = Zafk == €;,n+1 Podle (2,12) pros <z + 1; pro i, <mn + 1
E=1
je dale

n

[9(0:‘ ’ 07 )P = Z (@ — a)? :kzla:k — 2kZ A3k +kzl“¢ak =
= =1 =

= €jn+1— 2. '}(ei,ru»l + €ini1— eu) + ei,n+1 = €45 -

TudiZ pro body O, v E,, odpovidajici bodiim O} v E¥, plati (2,11), a p¥itom
body O, a tedy i O,, jsou linedrnd nezvislé, jak plyne odtud, e determinant
lai;| = 0. Je proto podminka véty 4 také postadujici.

V *) Na ptiklad Gelfand: Linearni algebra, Praha 1953, str. 201.
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Vratime se ted ke studiu pevného simplexu v £, s vrcholy Oy, O, ..., 0, ;.
Opét definujme pro ¢, = 1, 2, ..., n + 1 &isla e;; vatahy (2,1), déle definujme

oo =10, €y=-¢;,=1 (2,13)
prot=1,2,...,n + 1 a umluvme se, Ze indexy ¢, j, k, ! oznaduji s¢itani resp.
jiné operace mezi indexy 1, 2, ..., n + 1, indexy r, s, f mezi indexy 0, 1, 2, ...,

n + 1. Tak nfa pF. matici (kde oviem ¢;; = 0 a e;; = ¢;,)

0, 1, 1, S |
l) €11 €13 cees ni1
!
B =, 1, e, €39, R RS |
1’ Cn-1;15 €nsie €nit,n i1
7 0, ]. |
budeme psat struéné u = nebo u = | e,|l.
1, e :

|| © matice u =

eisl| jsou reguldrni.
Diukaz. Kdyby totiZ |e,,| = 0, pak by existovalo n + 2 &isel pg, Py, - .-, Pni1
ne vesmés rovnych nule tak, ze Zp, = 0 (z prvého Fadku) a Ze p, + Ze,kp,c =0

proi=1,2,...,n + LN asobemm poslednioh rovnic vzdy p; a seétemm plyne
Ze,-kp,.p,, == 0, takze podle véty 4 je p, = py = ... = p,., = 0, a tedy i p, = 0,

oot je spor.
Kdyby pak |e;;| = 0, emstovalo byn + 1 ¢&isel py, pg, - - -, Pn .1 D€ Vesmés nulo-
vych tak, Ze Ze,,p, =0proz=12,...,n 4+ 1. Je Zp. =+ 0 (nebot (epp) = 0)

podle véty 4, takze existuje bod P v £, tak, Ze ]eho barycentrické soufadnice
jsou (p,). Aviak z (2,9) se snadno zjisti, e pak P splyne se viemi O, (Ze totiz
o(P,0;)=0)proit=1,2,...,n + 1, co je spor, nebof n = 1 a body O; jsou
navzajem razné.

Oznadme nyni dopliiky prvki e,, v matici u = |le,|| (t. j. determinanty
(n + 1)-ho stupng) znaky g,,, takZe na pf. g4y = |e,;|, ddle determinant matice u
znakem A, takze podle véty 5 je

A= ler| + 0, goo+0. ' (2,14)
Plati tedy
Zengn = Adrt; (2715)
podrobnéji :
' oo + Zeikgm =0, ' (2,15a)
Jor + Zeiigik = Ady , - _ (2,15b)
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S 'Zg“:A’ ‘ ' .(2',150)
S0a=0. (2,15d)

Vyznam &isel g,, objasnime pozd&ji. Zavérem tohoto odstavce dokéiZzeme
]eﬁté tuto pomocnou vétu: :

Pro libovolnou (n + 1)-tict redinyjch &isel x,, x,, ..., , ., platt

(exz) < g°° Zx , (2,16)

a pfitom rovnost nastane prdve tehdy, je-li x; = ogo; prot =1,...,n + 1.

Diikaz. Ze pro z; = gg,, plati (2,16) se znamenim rovnosti, plyne z (2,15a)
a (2,150). .
" Necht tedy (x,, z,, .., Z,,1) je takova soustava, %e x; = gg,; neplati soudasnd
pro %4dné o; potom &isla y, = go > #; — Az, nejsou vesmés rovna nule, dale
T

>y; = 0, takie podle véty 4 je (eyy) < 0:

“l’.

, (in)é geugoigoi —24 zma zeugoﬂf + A*(exz) = A%(exx) + 9004(2:‘5:‘)2 <0,
a odtud

(ez2) < — T2 Cm)? .
. Tim je pomocné véta dokazina.

- 3. Vyj4d¥enf Ghlu. Eukleidovsky prostor E, se dopliiuje v geometrii v pro-
stor &, sloZeny jednak ze viech bodu E,, které se pak nazyvaji vlastni body
a mezi nimi# existuje pojem vzdélenosti ve shods se vzdalenosti v £, jednak ze
viech sméri F,, pfifazenych tfiddm nenulovych a navzéjem rovnobéznych
vektort (nebo, coz je totéz, t¥iddm rovnob&inych pfimek). Témto smérim se
pak ¥ké nevlastni body Z,. Mezi dvéma nevlastnimi body (¢ili sméry) nebo
mezi bodem vlastnim a nevlastnim neni pojem vzdélenosti definovan, avsak
mezi dvéma nevlastnimi body &ili sméry je definovén pojem tuhlu. Dile se
zavédi pojem orientovaného sméru, ktery odpovidé t¥iddm nenulovych a sou-
hlasn& rovnob&znych vektori v E, (nebo ti{ddm souhlasné rovnobéinych polo-
pﬂmek) '

' Lze bez obtif ukazat, e konstrukee doplnéni E, v E, odpovidi pro bary-
centrické soufadnice doplngni P, — N v P, t. j., Ze smérim v E, odpowda]i

]eanJednoznaéné takové homogenni nenulové (n 4 1)-tlce (@15 ®ay «+ o5 Tyt
n+1

pro néZ je Zaa =0, tedy body N. V P, jsou tedy jednak body vlastni, které
nele#f v N ]edna.k body nevlastni, které lezi v N. N je nadrovina prostoru P,
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a nazyvé se nevlastni nadrovina, zatim co ka?d4 jind nadrovina se nazyvé
vlastni. Déle orientovanym smérim odpovidaji kladng homogenni nenulové

n+1
(n + 1)-tice (x;, s, ..., Tpyy), Prondije > x; = 0, povaZujeme-li totiz za totozné
i=1

nenulové (n +. 1)-tice (1, ..oy Zns1) & (Y15« Ynsa) (B2, = Zy; = 0), jestliZe

existuje o > 0 tak, ze pro 1 =1,...,n2 + 1 je z; = py;. Body (24, ..., Z5,1),
n+1

2% =08 (—®a,...,— &,,,) pak odpovidaji opadnym smdrim.

i=1

Jsou-li v barycentrickych soufadnicich 4 = (ay,...,@,44), B= (by, ...,
b,.1) dva ruzné vlastni body, pak body (uzaviené) useéky 4B maji (aZ na ne-
nulovy faktor) tvar X = (zy, ..., ,.4)

b

S %)

1

— %
2w
i

kde 0 < 2 < 1. Body polopfimky 4B (s poddtkem A4) maji tvar (3,1), kde

Xy (3.1)

y

n+1

A > 0,t.j.tvar (aZ na nenulovy faktor) x;, = Za_; + App, kde A>0a > p, =
i i=1

= 0 (a ne v8echna p; jsou rovna nule). Bod (py, ..., Pn4+,) tedy je nevlastni, je

to (orientovany) smér polopiimky AB.

Uhlem dvou orientovanych smértt P = (1, ..+, Pus1)s @ = (§1 -+ +» ns1)s

>pi = >q; = 0 je pak thel ¢, 0 < ¢ < =, pro ktery je

— (epq)

V= (epp) | — (eqq) ,
(pravé strana (3,2) je skuteénd v absolutni hodnot® nejvye rovna jedné: kdyby
totiz (epq)® > (eppMeqq), pak body P, jsou ruzné, takie pro bod R =
= (71 -+ Tnsa)s T = (ePq) P — (ePP) Grs jo 27i= 0, t.j. (err) <0 podle véty 4;
avSak je (err) = (epp)(epp)(eqq) — (epq)*] > 0, nebot (epp) <0 a (epp) .
. (eqq) — (epq)* < 0 podle predpokladu, coZ je spor).

Uhel ¢ neorientovanych sméri P, @ je pak dén vztahy

cos @ = (3,2)

(epg)® -
2 — ——~ 117 " < o<
cos? @ et 09 in. (3,3)

Odtud Plyne’ ze sméry P= (pl’ we ey pn+1) & Q = (ql’ 8y ‘qﬂ+1)’ Zp' = ZQi =

= 0, jsou kolmé pravé tehdy, je-li (epg) = 0. Lze dile uké,zat: Ze smér P,
kolmy k dané vlastni nadroving « o rovnioi’.'iloqw‘ = 0 (ktery existuje a je je-
diny) mé barycentrické soufadnice o
| Pi =n§:19a’x: ‘ | (3,4)

N i=1
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(podle (2,15d) je skutednd Zp,. = 0)*). Je-li obricend P = (py, ..., Pn.1),
> p; = 0 dany smér, pak nadr(:vina « je kolma ke sméru P pravé tehdy, exis-
t‘uje-li rez‘ilné éi(;lo A tak, Ze x je (aZ na nenulovy faktor) tvaru

©(epo) £ A 3w =0 * (3,5)
(pfitom vsechny nadroviny tvaru (3,5) existuji a jsou vlastni, nebot pro bod P

je (epp) + A 2p; = (epp) * 0).
Pondvadz tihel ¢ dvou vlastnich nadrovin « = Yaa; = 0a = >z, =0

Ize definovat jako tihel k nim kolmych sméri, je po snadném vypodétu
(g *
coslyp = ———u 0< @ < i, 3,6
. R P 7 R &4
kde je psino struén® (gap) = >gix:f; atp.
¥

To plyne ihned ze (3,3) a ze vztahu

(epg) = A(gxP) , . (3,7
kde

n+1 n+1

P = zlgik«‘i y e = zgvkﬁi
i= i=1
. n+1 n+1 n+1
(je (epg) = > ewmgugnxbi=— Z eodiorifs+ A D 0ugnnifs = Algxp));
klij=1 ijl=1 ik =1

pfitom nejsou viechna p, rovna nule, nebot podle vét o minorech adjungova-

n+1
ného determinantu ma matice ||g,;|| hodnost pravé =, t. j. soustava > g, = 0,

, k=1 ’
1 =1,...,n 4+ 1'mé (az na faktor) jediné feSeniz, = 1, k=1, ..., n + 1.

2 4

Z (3,7) dale plyne: definujeme-li
" y=—sign4d, (3.8)

n+1
potom pro kazdou vlastni nadrovinu x = > x2; = 0 je
i=1

y(gxx) > 0. (3,9)

Je-li totiZz smér P = (p,, ..., Pn.,) dén vztahem (3,4), potom je podle véty 4
(epp) < 0, takZe vzhledem k (2,14), (3,7) a (3,8) plati (3,9).

*) MuXeme ted najit vyznam &isel g,;. ProtoZe bod P je podle (3,4) polarné sdruZen
s nadrovinou « (lépe se véemi sméry v «, nebof P je sdru¥en i s nadrovinou Zxx; +
+ A Zz; = 0, které obsahuje tytéZ sméry jako «) vzhledem ke kvadrice v nadrovinnych
soufadnicich I' = Zg,,£,;&; = 0, je kolmost konjugovanostidle I', t. j. I' je absolutni kvad-
rikou prostoru E, (AG II, str. 160).

.
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Zavedeme-li je§td pojem thlu ¢ dvou vlastnich nadrovin « - Sag; =0,
i
B= Zﬂ,.x,- — 0 vzhledem k vlastnimu bodu C = (¢, ¢y, ..., €, 1), ktery nelezi

na %4dné z nich, jako thel vyplikovy (thly ¢ a ¢ jsou vyplikové, je-li ¢ +
+ v = =) k hlu orientovanych kolmic z bodu C k nadrovindm « a f; oriento-
vand kolmice z bodu k nadroving je polop¥imka s poéitkem v tomto bodé,
kolmé k dané nadroving a protinajici tuto nadrovinu. Snadno se zjisti, Ze smér
orientované kolmice z C k « je (az na kladny faktor)

Pr=¢ Zgik("t‘ >
kde & = — sign (y Daic; . 2 ¢).

Najdeme-li obdobné smér orientované kolmice z C k f, dostaneme ze (3,2),
(3,7) a (3,8), Ze thel g je dan vztahem
Vigax)(9BB)

kde n = — sign (y Z“ch LB

©

IN

cos @ = T, (3,10)

Budeme jesté potfebovat, jak se vyjadii v barycentrickych soufadnicich
(pro n > 2) (n — 1)-dimensionalni obsah stény simplexu. To v8ak vyplyne
jako specialni p¥ipad tohoto vztahu, ktery lze bez obtiZi dokdzat ze zndmych

vzorcl z analytické geometrie v K, *):

1 2 m+1 3
Jsou-li P, P,..., P vlastni body o barycentrickych soufadnicich P =

= (Py, Pa> -+ Pnsy), & = 1, ..., m + 1, které jsou linedrné nezavislé, potom
m-dimensionalni obsah simplexu (v E,,, obsahujicim tyto body), ktery je ma

1 2 m+1
za vrcholy, je roven nezdpornému o(P, P, ..., P), jehoz étverec je

i @ i 1 2 m+1
n 1 elp, P, -
[Q(Py P: R P) R = 2m(m|)2 l[p p2 pm]+l (3’11)
e[p].e[p]...e[P]

0’ th Zqi: sisi sy Zvi

Z% (epp), (epq), ..., (epv)
e[P, q; ... ’U] = Zqi’ (eqp)’ (EQQ), .

Zv,-, (evp), (evq), ..., (evw)

kde je oznaceno

—_
[\3

_
<

~

*) K. Borsuk: Geometria analityczna, 1950, str. 105.
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takze e[;] = — (21;‘)’. Vzorec (2,9’) je skuteéné specialnim j)i'ipadem (3,11)
<

pro m = 1.
Snadno se také najde vyjadieni vzdilenosti vlastniho bodu 4 = (a,, ...,

n+l

a,.+1) od vlastni nadroviny « = Z agm; = 0: Etverec této vzdélenosti je

[e(4, ¥)P = —

Z(x @;)?
2. (3,12)

(gox) Za

4. VnitFni Ghly simplexu. Dalsi v&ty o shodnosti simplexi. V naSem za-

kladnim simplexu o vrcholech O, O,, ..., O, ., a o stranich velikosti VZ naj-
deme ted velikost t. zv. vnitinich hli. Nejprve nazveme jako obvykle vnit¥-
nim bodem simplexu kaZzdy vlastni bod 4, ktery nelezi v Zddné ze stén w; =
= z; = 0 simplexu, ktery vSak lezi ve v8ech poloprostorech*) w,0; pro ¢ =
='1, ...,n + 1. Snadno se zjistf, Ze v barycentrickych soufadnicich je bod
= (@, @y, ..., @p,1) vnitini bod simplexu pravé tehdy, existuje-li clslo
s*;i:ltakzeproz_l sn+1je
ea; > 0. (4,1)
Vnitinimi ahly ¢, ¢ 5, 4,7 = 1, .., » + 1, n > 1, naseho simplexu pak
rozumime thly nadrovin w,, w, vzhledem k pevnému vnitinimu bodu A4.
Z vyjadreni (3,10) je zfejmé, Ze ¢,; nezdvisi na volbé vnitiniho bodu 4 a Ze
plati

cos¢i,=i, 0< gy <m, (4,2)
V29, Vrgss
kde y je definovéno v (3,8) a pfitom podle (3,9) je
Y9:> 0. (4,3)

NemitiZe byt oviem ¢;; = 0 nebo ¢;; = =, t. j. cos® ¢,; = 1, nebot pak by
9i;= g:.94; & existovala by nenulovs redlns dvojice c;, ¢, tak, Ze g;,c; + 2g,,c.¢c; +
+ 4¢3 = 0, t. j. pro vlastni nadrovinu ¢z; + c;&; = 0 (je n > 1) by platilo
y(gec) = 0 (kde e, = Oprok == 14,5,k =1, .., n + 1) ve sporu s (3,9).

Podle (3,11) je $tverec n-dimensionélniho obsahu daného simplexu roven
(— 1)»+1 4

2(nl2

Ve = (4,4)

takZe pro kazdy simplex v £, je
y=(—1". (4,6)
*) Poloprostor a4, kde a = Zaw; = 0 je vlastni nadrovina a A4 = (ay, ..., Gp4)
vlastni bod, ktery nele¥f v o, je mnoZina vSech vlaestnich bodi X takovych, %e usedka

AX nemé s « spoledny %4dny vnitfni bod. Je-li X = (2y, ..., Tpyq), le¥f X v a4 pravé
tehdy, je-li ).“.a:‘ + 0ajelie Ea‘z, Ex‘ = 0, kde ¢ = sign Ea,a, 2a;.
i
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Abychom mohli snize formulovat vétu -6, zavedeme si tuto imluvu: definus
jeme pro ¢ ='1,...,n + 1 vnit¥ni ahel '

Pit =T, (4,8)
takZe pak na pf. plati (4,2) i pro ¢ =j.
Vé&ta 6. Jsou-li p;5, 1,5 = 1,...,n + 1 vnitFnt dhly simplexu, potom pro lxbo-
volnd reding &ela &, ..., ., plath

n+1

Z §ibjco89,y < 0; _(4’7)

ii=1

pfitom rovnost nastane prdvé tehdy, je-li

\

£ = oo, | (4,8)

kde Ty, Ogy - .-y Op 1 j€ Pevnd soustava kladnych &isel,
o;>0. . N . (4,9)

Necht obrdcené je ddana soustava redlnijch éisel ay, 4, § = 1, ..., n + 1, tak, %e

1. a':ti =—1, Qi3 = Qj; (4’10)
2. pro kaZdou soustavu (&y, ..., &n.y) je '
n+l :
Z ayé&; <0, - (4,11)
‘,_ 1 L A )

3. existuje soustava kladnych &isel (o4, ..., 0, +1), a; > 0, tak, Ze ve (4,11) na-
stane rovnost prdvé tehdy, je-li &; = po; prot = 1,...,n + 1.
Potom existuje simplex v B, jehof vnitind 4hly ¢p,, vyhovuyi vetakim (v, = 1,
,n+ 1)
COS @45 = @yg « . (4,12)

Dikaz. Ze vztaht (3,9), (2,15d), (4,2) a (4,3) plyne ihned prvni dast véty
pro o; = V?’gﬁ- ‘
Nechtf tedy pro soustavu &isel a,; plati 1, 2, 3. Definujme &isla ey, 4,7 = 1,

...,n + 1, vztahy
ey =1+ay;. (4,13)

Snadno se pfesvédtime, Ze tato &isla vyhovuji pfedpokladim véty 4, takize
existuje simplex v &, s vrcholy 0, ..., O, tak, %e [o(0}, O))I = e, Oznag-
me o, nadroviny, jejichZ rovnice v barycentrickych soufadnicich vzhledem
k simplexu 0, ..., 0, jsou

w; = ezlxl + e.zxa + o4 e¢$+1xn =0.

Jestlize zavedeme opdt &fsla gi,, goss 900 4’ jako v 2, plati podle véty 5, Ze
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leis| % 0, t. j. nadroviny w, jsou linedrn¥ nezavislé. Snadno se podle (2,15) dosa-
zenim piesvéddime, Ze prisedik O, nadrovin w,, j + i, m4 souradnice
0. = (Gofir — oo - > Joot,n +1— Jo,n41901) -
Body U,, ..., 0,,, tvoii vrcholy simplexu. DokdZeme, %e tento simplex ma
vniténi Ghly ¢,;, pro né plati (4,12).
Podle pomocné véty z 2 (vztah (2,16)) plati

(ewz) < — 90 (522,

a pfitom rovnost nastane pravé tehdy, je-li #; = ogy,;. Dosazenim z (4,13) je

tedyproc:——l—?A—"‘,’ A -
Iaxx; < c(Zx,)?, . (4,14)

a pfitom rovnost nastane pravé pro z; = og,,. DokéZeme, ze ¢ = 0: kdyby
¢ > 0, pak by Da;g0g0; = c(Zgo;)? = ¢4 > 0, coi je spor s (4,11); kdyby

LY
¢ < 0, potom by pro ¢&isla o, z 3 S a,,0,0; < ¢(D0;)* < 0, coz je spor s 3. Odtud
i i

¢ = 0, takze

Jo+ A4 =0; (4,15)
srovnanim obou piipadt, kdy nastane ve (4,11) a (4,14) rovnost, dostavame, ze

Fo: = 00y , (4,16)
kde

A9>0, (4,17)

jak plyne sedtenim rovnic (4,16).

Jednoduchym vypodtem se presvédéime, Ze vlastni bod s = (go, ..., go n 1)
je vnitinim bodem simplexu O,, ..., 0,,,. Vnitini Ghel ¢, ¢+ & j, nadrovin
w;, »; tohoto simplexu je tedy podle (3,10) vyjddifen vztahem

. ’ A/ l . ol 1
Co8 @;; = 7i5(g0o i ¢is) = 144 (€5 ) = 1,8 8ign 4" = a,; ,

Vet 4]
nebot 7,; = sign (4" . Deygo - D endo) = sign (4'ges) = sign 4'. Tim je vita
% 3

dokézéna, nebot jsme takovy simplex zkonstruovali.

Z rovnice (2,15d) plyne, Ze je pro &isla g,; v simplexu )
' lgul = 0. (4,18)

-'Vzhledem ke (4,2) a tmluvé (4,6) proto. plati
|cos @yy| = 0. (4,19)
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Vnitini Ghly @,; = @;;, ¢ = §, jsou tedy vazédny rovnici (4,19). Je-li N podet

téchto uhld, t. j.
N = (”er l) , (4,20)

pak plati tato véta:

Véta 7. Libovolnymi N — 1 vnitinimi dhly simplexu je zbyly vnitint dhel
jednoznaéné uréen.

Dikaz. Pfedpoklddejme totlz Ze pro dva simplexy ((‘,a,rkovany a neéarko-
vany) v E, s vnit¥nfmi ahly g,;, ¢;; plati (s tmluvou ¢;; = ¢;; = =)

Qi =@, Prot +7>3,¢,7=1,....,n+ 1, aviak ¢, + @15 .
Potom je podle véty 6 pro kazdou soustavu (&, ..., &, ., ZE &;c08,; <0,

a pfitom za,a, cos ¢;; = 0, g, > 0; rovnéz Zf & cos g, <0, 20‘0 c0s @;;= 0,
o; > 0. Pla,tl proto také > &.&(cos ;5 + cos @) < 0. Speclalné

i)

Zoioi(cos @i + €08 @;) = 2(CO8 g1, — 008 @y,) 717, < 0,

2Y)
t. . cos @12 = 008 @1y, & obdobnd Y0i'a;(cos g;; + cos i5) = 2(c08 @1y —

i’j

— 008 @1,) 0105 < 0, t. j. €08 @1y < COS @ra, P1a = @1g, COZ-je spor. Plyne tedy
z @;; = @;; Pro ¢ + j > 3, Ze také ¢;, = @;,. Protoze predislovanim vidy mi-
zeme dosdhnout toho, Ze zbyly thel je ¢,,, je tim véta dokdzana.

Véta 8. Dva simplexy v E,, n = 2, jsou shodné, shoduji-li se ve velikosti jedné
hrany*) a ve velikostech N — 1 vnitfnich dhld.

Dikaz. Podle véty 7 jsou viechny odpovidajici si vnitini uhly obou sim-
plext rovny, t. j.
(PiJ':(P;ja 7’,7= 1,2,..,n 4+ 1;
necht dile e, = e;,.

Vzhledem k (4,2) a (4,5) plati

Jij 9is
Voga Ve Veda Vogi
Pongvads podle (4,3) a (4,5) jsou g;; a g;; tého# znament, existuji kladnd &isla
0,1=1,...,n+ 1, tak, %e g,; = o.g,;. Vzhledem k predchozimu vztahu je
prot,j=1,...,n+1

’
G = 00945 -

-

*) Ve formulacich vét 8,9, 10 vynechadvame pro struénost oznadenf simplexi a rdenf
,»,které si odpovidaji‘‘.
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Aviak podle (2,16d) je Zg,, = 0, tedy zg;,a,= Opros=1,...,n4+1;
n+1
proto je z g:40,0;= 0. Vzhledem k (3,9) nemiiZe v barycentrickych soufadnicich
J=1
d4rkovariého simplexu existovat vlastni nadrovina Zo2z; = 0, je tedy o; = o
prot=1,...,n+ 1, t. .
9y = 0’5+ (4,21)
Utzijeme ted této véty z theorie determinanti*):
Je-li |a,| nenulovy determinant n-tého ¥idu, |4, determinant vytvoi’-eny
z dopliikd jeho prvkid, pak kazdy subdeterminant m-tého ¥adu, 1 < m < n
determinantu |4, je a% na nenulovy faktor (na volbé tohoto subdeterminantu
nezavisly) roven doplitku stejnolehlého subdeterminantu v determinantu
|a1f I
V nafem piipads je |g,,| skuteénd determinant dopliikéi nenulového determi-
nantu |e,,|, takZe (prom = n — 1) plati pro¢ =+ ja 4 = 0 (podle 2,13)

€00> €oi> €oj :
Ao € €| = 24e; = |9n|r:t=o,§,;; = |9k1|ka:§,,_- . (4,22)
€oss €ijs €55 i i
Obdobné pro 4’ #+ 0
’ 2Z'e£7. — 'g;:llk#:i,i , (4,22")
IFi,]
takZe vzhledem k (4,21) a (4,22)
2}»6” _— 02(”—1) Ig;llk#‘-‘,! =5 21'0’2(”—1)8% .
iFig
Pondvadz podle predpokladu je e, ='ej,;, je 24 = 21'0%*-1) a e, = e;; pro
t,7=1,...,mn + 1. Podle v&ty 3 jsou tedy oba simplexy shodné.

V&ta 9. Dva simplexy v E,,n > 2, jsou shodné, shodujt-li se ve velskostech v¥ech
hran s jednim spoleénym vrcholem a ve vzdjemnych vnitfnich whlech vdech stén,
které prochdzejt timto vrcholem.

Dikaz. Necht uvedenj’r vrehol je O, . ,, takZe plati e; ,,; = e:',,n, Pes = Pesy
i,7=1,2,..., n. Potom podle (4,22) a (4,2) jeprod = 0ai <n + L

2lez,n+1 = (—y)"- l(ng”)lcos 'Pnlk:tn,n+11
=1, n+
7:#%

a obdobnd pro édrkovany simplex; srovndnim plyne pros = 1,...,n

9u =09y, 0>0,
takze ze (4,2) prot,j=1,...,n )
Gis = 09y -

%) B. Bydfovsky: Uvod do theorie determinanti, Praha 1947, str. 129.
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Vzhledem k (2,15d) viak plati také

Jint1 = Ug;,nu & Fniyner = 0'9:.+1,n+1 .
Podle (4,2) je tedy ¢;; = @;; pro4,j =1,...,n + 1, a protoZe e, n.; = €y p11,
jsou podle véty 9 oba simplexy shodné.

Vé&ta 10. Dva simplexy v E,, n = 2, jsou shodné, shoduji-li se ve velikostech
vdech hran v jedné sténé a ve vdech vnitfnich wihlech k této sténé pfilehlych.
Dikaz. Je-li uvedend sténa w,,,,, plati tedy
€y = e;:: Pin+1 = ‘p;,n+1’ Li=1L2..,n
Je prednd

gn+1 n+l — Ieﬂqu:n+l == lenl::mpl gu+l n+lo
sfn+1l

takze z (4,2)
Jiyn+1 9¢n+1
V?’gﬁ V?’gu
Pro ¢ = 1, ..., n existuji kladné &isla o; tak, Ze

i = 045 (4,23)

podle predchozi rovnice je.tedy
Gini1 = OFgns1- , (4,24)
Utzijeme-li opét uvedené v&ty z theorie determinantii, plati pro 4,5 =
=1,...,na AF0

Giis Jini1
Jin+1s In+,n+1

= (— 1)+ Alen|r:|:¢,n+1 ! (4,25)

stj, n+l

a obdobné pro éarkovany simplex. Podle (4,23), (4,24) a (4,25) pro¢ = j

7
gw gi n+l T ’ 2
=2 Uflerllf:‘.:i,n+1 = A'o; lera|r:::i,n+1 .
i, n+l sti,n+1

Alers!r:tt n+l — G
s$i,n+1

g{ n+1s gn+1 n+l

Je (jako za rovmici (4,2)) giufn+1,n1 — Gint1 + 0, tedy Ienlrid n+l +0,a

it+1

proto o} = i, = 0%, 0, = 0. Podle (2,15d) a (4,24) vak plati 0 = >, Toner =
i=1

A

= G,Zlyi.m + gni1,ne1 = (1 — 0) Gy, ne1, takie o =1, celkem pro i =

g=1 a A=1.

Vzhledem k témto vztahim plyne z (4,25) a analogické rovnice pro ¢irkova-
ny simplex, Ze i pro 4,7 = 1, 2, ..., n plati

’
9ii = Gi35
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oba simplexy se tedy shoduji ve vech vnitinich tihlech a alespoii v jedné hrang,
a proto jsou podle véty 8 shodné.

V daliich v&téch jesté najdeme minimalni podet a rozloZeni ostrych vnitinich
thla vsimplexu. Nejprve nazveme dva simplexy v £ , (struén3 n-simplexy) #hlové
ekvivalentnt, jsou-li odpovidajici si thly ¢,; a ¢;; vZdy soudasné ostré, pravé nebo
tupé. Vzhledem k této ekvivalenci se v8echny n-simplexy rozpadajina koneéné

mnoho tf'id,.a, to ménd nez 37 '(N = (n ;_ 1)) ; neni totiz na pf. moZné, aby

simplex mél viechny vnit¥ni Ghly pravé (plyne z véty 6). V nésledujici v&tsé je
. (v terminologii theorie grafii)*) uvedena nutné a postadujici podminka pro to,
aby takové tfida simplext byla neprdzdnd.

Véta 11. Nuind a postalujici podminka, aby existoval n-simplex, je-li o vsech
jeho vnitinich thlech pfedepsdno, kieré jsow ostré, které pravé a kieré tupé, je:
graf, ktery md n + 1 uzliés —— oznabime je 1, 2, ..., n + 1 — a prdvé ty hrany 1j,
pro které je pfedepsdno, e whly ¢,; jsou ostré, je souvisly.**) '

Dikaz. Nechf je pfedné dan n-simplex a pfedpokladejme, Ze piislusny grak
nenf souvisly. To znamend, %e mnoZinu indexu {1, 2, ..., 7 + 1} lze rozdélit
na dvé disjunktni neprazdné mnoziny indext M, a M, tak, Ze v pFisludném
grafu Zddné hrana nespojuje uzel s ¢islem z M, s uzlem s éislem z M,, t. j.
@ap = 3 Pro x e M,, Be M,. Je tedy podle (4,2) v obvyklém oznaden{
Y9ap = 0 pro « e My, f € M,, a proto

Zygaﬂ = 0
aeM,
PeM,
Avsak podle (2,15d) je
Z?gaﬂ = _zygaa >
oaeM, «,0eM,
BeM,
takze
g z Gas é 0. (4)26)
«,0eM, '

Oznaéime-li v8ak » nadrovinu o rovnici x = > x; = 0 v barycentrickych sou-
1eM,

fadnicich, je to (M, i M, jsou neprazdné) vlastni nadrovina, takZe podle (3,9)

plati y > g,s > 0, coZ je spor s (4,26).
«,0eM,

Necht obricené je predepsino, zZe z dvojic indext D = {(1, 2), (1, 3), ...,
(n,n 4+ 1)} maji byt ty Ghly simplexu, které maji indexy z D,, ostré, thly
8 indexy z D, pravé a s indexy z D, tupé, kde D,, D, a D, tvoii disjunktni roz-
klad mnoZiny D; necht je pfitom pro pifsludny graf splnéna podminka véty.

*) Na pt. D. Kénig: Theorie der endlichen und unendlichen Graphen, Leipzig 1936.
**) Nesmi tedy také byt 24dny uzel isolovén.
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Potom kvadratickd forma

fe= Z (e — &
(i,7)eDq
je nezaporné a nabyvéa hodnoty nula jen pro & = &, = ... = &,,,, coZ snadno

plyne ze souvislosti grafu. Hlavni minory matice p¥{slu¥né této kvadratické
formsé jsou az do n-tého ¥adu véetnd kladné (a jeji determinant je roven nule).
Existuje tedy kladné ¢&islo ¢ tak, Ze také forma

n+1

r=f—e > (5i— &P = 3 v,

(2,7)eD,q =1

ma uvedenou vlastnost, t. j. je nezdporna a rovna nule jen pro &, = &, =

= ...== &,,,. Pro cos ¢;; = I/————& existuje podle véty 6 simplex, ktery m4
V55
ahly ¢;; vyhovujici podmince véty. Tim je ditkaz proveden.

Pongvadz souvisly graf o m uzlech m4 alespoii m — 1 hran, a pFitom exis-
tuji grafy o m — 1 hranéch (t. zv. stromy), plyne odtud ihned vé&ta:

Véta 12. KaZdy n-simplex md alespoti m ostrych vnitinich hli.. Existujt
n-simplexy, které maji pravé n ostryjch vnitfnich whla (a 2bylé 4hly tupé nebo
pravé).

Véta 13. Z vnitinich «hli piilehlyjch k jedné sténé simplexw je alespor jeden
ostry. » .

Dikaz. Kdyby Zidny z téchto ahlt nebyl ostry, byl by pfisluiny uzel
v grafu isolovén. .

Jesté si zavedeme tuto definici, kterd zobectiuje pojem pravouhlého troj-
thelnika:

Definice. T'akovy n-simplex, kterjj md prdvé n ostrych vnitfnich uhla a vdechny
ostatni (t. j. (3)) vnitini ihly pravé, nazveme pravoihly.

Z véty 12 plyne existence pravothlych simplexd. Je jich pro n > 2 vice typt,
z nichZ nékteré budeme studovat pozdsji.

5. Koule. Nazveme (m — 1)-kouli (podle AG) mnoZinu bodd v E,, této
vlastnosti: existuje bod S v £, a kladné &islo r tak, Ze tato mnozina je totoZné
s mnozinou bodi v E,,, které maji od bodu S vzdélenost r (bod S je stied a r
polomér této (m — 1)-koule).

Ve vété 14 popiseme strukturu vSech (n — 1)-kouli v nafem E, v bary-
centrickych soufadnicich vzhledem k danému simplexu o hranéch |/e;:

Vé&ta 14. V E, md (n — 1)-koule v barycentrickijch soutadnicich tvar

n+1 n+1
xolexx) — 22‘”-’ Zo‘ixi =0, (5,1)

i=1 i=1
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Xo 4= 0 (5’2)
a
n+1
. 7 z Fraxexs > 0. (5,3)
7,8=0

Obrdcené, kabdd mno¥ina s vlastnosts (5,1), (5,2), (5,3) je koule o stfedu S =

— (811 vees 8n+1),
n+1

8 = zg:’r‘xr (5,4)

r=0

n+1
\/ %gn‘xr‘xs
r = — —ma— . (5,5)

Dikaz. Budiz ddna (n — 1)-koule, t. j. existuje vlastni S = (s, ..., 8p41)
ar> 0tak, 2e X = (zy, ..., Z,,,) leZi na této kouli pravé tehdy, je-li

a poloméru

(exx) (esx)  (ess) 2 =0

2T, s; T 2(Zs;)?

Gili plati-li - 2(33,)%(exx) — 2D x,[2(esz) Ts; — (ess) Za; — 2r*(s,)* Tw,] = 0,
tedy (5,1), kde oy = 2(Z8;)? & 0, & = 2D8; Ze,-ks,- — (ess) — 2r%(Zs;)2. Je pro-
to podle (2,15)

n+1
> Grxe= 24 skZSi = —ZA——ocosk cvk=1,..,n 4+ 1, (5,6)
r=0 € i
n+1l ' A
D Gortty = — A[(ess) + 2r3(Ts;)?] = — s l(ess) + 23(Ts;Pl g . (5,7)
r=0 2(2s;)?
n+1
Odtud > g,,0,x, = — 4dagr®(Es,)? = — 24agr?, takie podle (3,8) skuteéns
7,8=0

plati (5,3).

Je-li obricen$ déna mnoZina bodd vyhovdjicich (5,1), (5,2) a (5,3), potom
levé strany rovnie (5,8) nejsou vesmés rovny nule, nebof jejich soudet je podle
(2,16a) a (2,15d) roven Adwx, + 0. PoloZme

n41
8k=zgkr0‘r’ k=1’---’n+1’

‘ r=0
takie >8, = Ay bod 8 = (8y, ..., 8n41) je tedy vlastni.

- n+1 .
z g"s“'“&
Déle éfslo — "";T existuje a je kladné, jeho odmocnina r a bod 8
0
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maji u vlastnost, e (n — 1)-koule o stiedu S a poloméru r je totoZné s danou
mpnoZinou, jak plyne ihned vypoétem.

Pozndmka I. Vztah (5,1) vznikne eliminaci z, z

n+1 n+1
Z eyl = 0, Z o, = 0. (5,8)

r,8=0 r=0
Poznémka II. V&ta 14 nis opraviiuje pfifadit kazdé (n — 1)-kouli v E,
uspofddanou (n + 2)-tici homogennich soufadnic (xg, &y, ..., %p.1), Pro niz
plati (5,2), (5,3) a naopak.
Véta 15. Necht (xg, &y -+ Ony1) @ (Bos B -+ Ba+1) jsou dvé (n — 1)-koule,

které maji spoleényj viastnt bod Y = (¥, ..., Yn.1). Potom telné nadroviny k obéma
(n — 1)-koultm v bod¢ Y sviraji whel @, pro ktery je

( "il g,sxrﬂs)z

r,8=0

( ”il sk 5 )( ﬂilognﬁ P )

r,8=0 r,8=

cos?p =

10§¢§%n‘ (579)

Dikaz. Teénd nadrovina v ¥ k (&g, &y, «+.; &4, 1) M4 rovnici

S = oglexy) — Bx; Togy; — Ty, Tovge; = 0.

n+1 n+1

Podle (2,15a, b, ¢, d) je > gux; = Axgyr — ZY; > Jurcky, takZe (pfi obdobnd
i=1 r=0

nalezené tetné nadroving If;x; = 0) plati

n+1- . n+1
z gik‘x(ﬂk = (Zy,)? Z gn“rﬂa s
,k=1 r,8=0
obdobné
n+1 , n+1 n-+1 , n+1
2 JinX30 = (Zyi)z 2 JrsXrXs 5 z gikﬂcﬂk = (Zyt)z z gnﬁrﬂa ’
k=1 1 r,8=0 t,k=1 % r,8=0

takze z (3,6) plyne (5,9).

Poznémka I. Uhel ¢ nezévisi na bodu Y, alespoii v tom smyslu, e je-li ¥
jiny spoleény bod obou (n — 1)-kouli, je tihel piisluinych teénych nadrovin
opét ¢. Mizeme tedy pro nékteré dvojice kouli definovat thel vztahem (5,9).

Poznidmka II. Kdybychom hledali Ghel nadroviny a te¢né nadroviny
(n — 1)-koule, postupovali bychom obdobng a vysledek by byl opét (5,9), kde
xo = 0. Ze (5,9) plati (pro «o = B, = 0) i pro tthel dvou nadrovin, plyne z (3,6).

n+l
Mizeme tedy ztotoZnit nadroviny > ax; = 0 a (n + 2)-tice (0,0y, ...y ¥ns1)e

i=1

Jako v AG II miZeme prosté prohlésit kvadriku o rovnici (6,1) za (n— 1)-

317



	
	Article


