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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky dstav CSAY
SVAZEK 79 # PRAHA, 30. XIl. 1954 % CISLO 4

CLANKY

GEOMETRIE SIMPLEXU V E,
(prvni &ast)

MIROSLAV FIEDLER, Praha.
(Doslo dne 25. listopadu 1953.) - DT 513.821.2

V této prvni 8asti préce, kterd u¥ivé barycentrickych soufadnic ke
studiu simplexii v E,, jsou jednak studovany geometrické vlastnosti
simplexu (jejich existence a unicita a% na shodnost pti danych veli-
kostech hran nebo vnitinich hli), jednak jsou uvedeny vzorce v bary-
centrickych soutadnicich, kterych bude t¥eba v dalsich &astech. Mimo to
jsou uvedeny v8ty o minimalnim poStu ostrych vnitfnich vhli, jejich
rozloZen{ v simplexu, a definuje se pojem pravoiihlého simplexu.

1. Uvod. Eukleidovskym n-rozmérnym prostorem E,, kde n je prirozené
¢islo, rozumime metricky prostor, isometricky s prostorem E; vSech uspo¥d-
danych n-tic redlnych &sel (prvkiim prostoru ¥ikdme body a znaéime je velkymi
latinskymi pismeny) tvaru 4 = (a,, @y, ..., a,), se vzdélenosti definovanou
vztahem

o4, B) = {6y — a1 + (b; — @) + ... + (b, —ant. (L)

Budeme déle ugivat pojmi pi#{mka, nadrovina, m-rozmérny linedrni pod-
prostor, thel, koule a j., zavddénych v udebnicich geometrie (na p¥. E. CEca,
Zsklady analytické geometrie, zkrdcend AG).

Simplexem v E, rozumime Gtvar sloZeny z n + 1 linedrnd hezavislych bodi
v E, (t. j. bodd, které nelézi v nadroving), kterym f{kdme vrcholy simplexu,.
a pro n > 1 ze viech m-rozmérnych linedrnich prostori, 0 <m < n—1,
spojujicich vidy m + 1 z t&chto bodd; t&mto linedrnim prostortm f{kdme pro
m = 1 hrany simplexu, pro m = n —1 (a = > 2) stény simplexu. '

2. Barycentrické souFadnice; vyjad¥eni vzdilenosti v t&chto souFadnicich.
Shodnost simplexti. Necht v E, je ddno n + 1 linedrnd nez4vislych bodi
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0,, O, ..., 0,,,, jejichZ vzijemné vzdalenosti oznaéme V(T,, t.j.pros,j =1,
...,n + 1 plati
e; = [0(0;, 0))F . (2,1)

Necht v pevné zvoleném E*, isometrickém s £,, maji body OF, odpovida-

jici bodiim O,, tvar OF = (1;1, &.2, _— ;,,) pro: =1,2,...n - 1, takze
) . X ) ,
ey = (B — @1 + (@ — @) + ...+ (@0 — @) . (2,2)

Vzhledem k linedrni nezavislosti bodi O; plati, e matice

1 1 1
a, Ay, ..., G, 1
2 2 2
A a;, @, y @, 1
n+l n+1 n+1 '
@y, Ay, ..., @, 1
je regularni. Definujme c;,,,“ =1prot=1,2...,n + 1, takie lze psit
- ‘ : .
A = |lay||, 4, k= 1,..,n + 1. Oznadme jedté o; doplnék prvku a; v matici 4.
Potom platf
"+1i i n+lt. E
2 X = D an; = |A]. 0y, (2,3)
Jj=1 j=1
kde |A| je determinant matice 4, takze )
4| + 0, (2.4)

ad; = {(1) 5 iz 1 i ]I: je Kroneckerovo delta, kterého budeme éasto uzivat.

Nyni budiz X bod v E,,,‘X* = (Xy, Xy, ..., X,) odpovidajici mu bod v EX.
Bodu X pftifadime bod (x,, 2y, ..., #,,,) projektivniho prostoru P, vztahem
(=12 ..n+1)

TR R TSR (2,5)
Soustava z,, &, ..., Z,,, skutetnd neni pro zadny bod X z E, nulové (t. j.
neni z; = 3 = ... = Z,,; = 0), nebof podle (2,3) je (polozime-li X,,,= 1)
n+1l ‘ n+l‘ i
_2:1371 = Za'n+’:i ='kzlan+1(kak = IAI ;‘sk,nﬂxk = Xn+1‘Ai = IA] * 0,
1= i k=
n+1
dx; £0. (2,6)
i=1
Obdobné se snadno zjisti, e pro k = 1, ..., n je
ntl. : -
2 ax = |4]. X, . (2,7)
i=1
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Ponévadi 3 z; — |A|, plyne z (2,6) a (2,7), e naopak ka?dému bodu (z,,
¢ :

Zy ... Tny1) 2 Py, pro ktery plati (2,6), lze ptifadit bod X* = (X,, ..., X,) pro-
storu Ey, a tedy i bod X prostoru E,, vztahem (k = 1, ..., n)

X, = =1 : (2,8)

Je tedy (2,5) a (2,8) jednojednoznaéné piifazeni Ej (a tedy i E,) a P, — N,

n+1

oznadime-li N mnozinu téch bodu (z,, 2y, ..., n.,) 2 P,, pro nd je > z, = 0.
i=1

V tomto pfifazeni odpovidaji bodim O, z E,, body (8,1, 5, ..., 6;,4.1) 2P, — N

linedrnim prostorim v E, lineérni prostory v P, — N.

Nez odvodime dalsi vlastnosti tohoto prifazeni, dokdZeme tuto vétu:

Vé&ta 1. Necht X resp. Y jsou body v E,, a necht jim wvedenyjm pFifazentm odpo-

vidaji body (1, @, ..., Tniy) 7€8P. (Y1, Yy - s Y1) © P, — N. Potom plats, %e
tverec vzddlenosti bodw X a Y je roven

. ._(exx) (exy) (eyy)
2 — =i
e OF = = e T Sezy T 2Ty =
&ily
1 0, Xz;, Xy,
[e(X, V)P = 55 | S%0 (exx), (exy) |, (2,9
2(Zx;)2(Zy;)?
S Zy;, (eyx), (eyy)
n+l
kde (exy) = > ejxy; atp. a e; = e;; jsou ddny vztahy (2,1).
1,7—1

Dikaz. Jsou-li X* = (X, X,, ..., X,)resp. Y* = (¥, Y,, ..., Y,) bodyv E,,
odpovidajici bodiim X resp. Y, platf podle (2,8) a (2,2) postupné ‘

n+1 zakx Zaky,
2 __ * *)]2 — —_ 2 = — =
[o(X, ¥)]* = [o(X*, T*)I* = Z E-Nt =2 s — ) -

(Zx Z Zakx. Zym g&ym - Zx.-)z -

(zx (Ey Z[Z{ak - a’k\ xiym] [Z ak - ak 7?/!] -

1 i m_j 1
2(ay — ap)(ar — ay) x,x —
Z(Zx (2.?/,, u-,kz,z,m (B Gallls — ) 2.2 e



. P . ; ] m £ SN e
T 2‘%”:)‘(2‘3%)* [_i.f,?,;,m(ak il S Jr,i.k,zt.m(ak B a,,)f P
; j n ., i 1 o
o) (@ — 0a) 2 1Ym — Z (@ — @) 2.2591ym] =
i,5,klm 1,3,k,l,m

1
=~ T )2 Yy — 2
Tim je dokazan vztah (2,9) i (2,9').

Jiz jsme ukdzali, Ze bodu O, v E, odpovidé bod (1,0,...,0) v P, —N,
bodu O, bod (0, 1,0, ..., 0) atd., a to nezivisle na tom, pomoci kterého E*
provadime piifazeni (2,5) a (2,8). Tento vysledek zobecnime v této véts:

Véta 2. Popsané pfifazent bodd v B, a v P, — N nezdvist na volbé E.

. Dikaz. Nejprve dokazeme, Ze plati tato pomocné véta:

Bod v £, je jednoznaéné uréen vzdalenostmi od bodt 0;,7 = 1, 2, ...,n + 1.
Necht totiz jsou P a @ dva body v E, takové, Ze prok =1,2,...,n + 1
plati o(P, O,) = 0(@, Ox). Bodu P resp. @ nechf odpovidaji v P, — N
(prostfednictvim EF) body (py, ..., Pns1) TSP. (¢4, . - ., gn+1), takie podle (2,9)

zfiﬂcpt
plati [o(P, O] = =

(epp) :
':JP.' ~ ATp a _obdobne pro Q. Z g(P,0,) =

= 0(@, 0y) Plyne pro k =1,2,...,n + 1

zeikpi zeikq,-
i .

_ (epp) . n (eqq) _
Zp; 2(Zp;? Xy 2(2g; ’
i ‘ i i

Nasobime-li k-tou rovniei -2—%— a seéteme-li, dostaneme
: 2
__lepp)  (ep)  (eq9) _
2(Zp,)? Zp; g, 2(2g,)? ’
i PR i

t. j. po’(ue (2.9) e(P, Q) = 0, takie oba body P & Q splyvaj.

Nyni snadno dokézeme vétu 2. Necht E* a E* jsou prostory uspoiédanych
n-tic a necht bodu X z E, je pomoci E¥ piitazen bod (z,, ..., %,,,) z P,—N,
pomoci E¥ bod (z, ..., Z,,,) v prostoru P,, — N. Bodu v P, — N o soufadni-
cich (2,, ..., #,.,) (je totiz Zz; + 0) odpovida v E, (pomoci E¥) bod X. Z (2,9)
viak ihned plyne, Ze o(X,0,) = o(X,0;) pro k= 1,2,...,n + 1, jestlize
o(X, O,) poditdéme pomoci soufadnic v P, — N, o(X, O;) pomoci souiadnic
v P, — N. Odtud vyplyvé, Ze body X a X jsou totoZns, t. j. také body.(z, ...,
Zpiq) & (Ty, ooy Tnyq) V Po— N resp. v P, — N maji (a% ptip. na faktor) tyté
soutadnice, které tedy nezavisi na volbé E¥. -

.
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- Tim jsme piifadili kazdé soustavé n + 1 linedrné nezavislych bodi v £,
urditou vyznaénou soustavu soufadnic. Tyto soufadnice se nazyvaji bary-
centrické soufadnice vzhledem k simplexu, uréenému témito body.

Definujme nyni, %e simpléx s vrcholy 0,,0,, ..., 0,., (v tomto po¥adi)
v prostoru E, je shodny se simplexem O}, Oy, ..., O, ,, (v tomto pofadi) v pro-
storu E,, existuje-li isometrické jednojednoznadéné ptifazeni bodt v E, a E,
tak, ze bodim O, odpovidaji body O; proi = 1, 2, ...,n + 1. Prostory B, a E,
mohou ov8em splyvat; protoze jsou isometrické, lze to dokonce piredpoklédat.
Potom je zfejmé, Ze shodnost dvou simplexi v £, je relace ekvivalence, takze
mnozina v8ech simplexi v E, se rozpadd ve tiidy navzijem shodnych sim-
plexu.

Plati véta:

Vé&ta 3. Simplexy s vrcholy Oy, O, ..., O, resp. Oy, 0y, ..., 0, ., v B, jsou
shodné pravé tehdy, plati-li o(0,, 0;) = 0(0;, 0;) pro i,7=1,2,...,n+ 1,
t. 9., jsou-lv velikosti odpovidajicich si hran*) stejné.

Dikaz. Zavedme jako v (2,1) &isla e, resp. e;,.

. Jsou-li simplexy shodné, plati zfejmé o(0;, 0;) = o(0;, 0)), t. j. e;; = €}, pro
,,j=1,2,...,n + 1. .

Necht obricens plati, Ze e;; = e;; pros,j = 1, 2, ..., n + 1. Pfitadme kazdé-
mu bodu X z E,, bod X’ v E, timto pfedpisem: odpovida-li bodu X bod z P, —
— N o barycentrickych soufadnicich (zy, ..., ,,,) vzhledem k prvnimu sim-
plexu, pak bod X’ necht je ten bod z E,, jehoz barycentrické souradnice vzhle-
dem k druhému simplexu jsou opét (,, ..., ,,). Snadno se zjisti, Ze toto pii-
fazeni je vzdjemnd jednoznaéné, a Ze bodim O, odpovidaji body O;. Z (2,9) pak
plyne, Ze pfifazeni zachovavé vzddlenost, t. j., Ze je isometrické. Oba simplexy
jsou tedy shodné.

Tim jsme dokézali, Ze &isly e,; (e;; = 0, e;; = e;;) je urlen (aZ na simplexy
shodné) nejvySe jeden simplex. V daldi v&té uvedeme nutnou a postacujici
podminku pro existenci takového simplexu, kterd ndm bude velmi uZiteéna.

' V&ta 4. Budif ddna soustava redingch &sel e, i,j = 1,2, ...,n + 1, tak, %
e =0, e;=cey;. (2,10)

Nuind a postaéujict podminka, aby existoval alespori jeden simplex v E,
s vrcholy 0y, Oy, ..., 0,,, tak, Ze prot,j=1,2,...,n + 1

€ij = [Q(Oﬁ 0:«‘)]sa s (2,11)
n+1l
je, aby kvadratickd forma (exx) = 3 e;xx; méla tuto viastnost:
: i,j=1
Y T
je-li Y &; = 0 pro nenulovou soustavu redlnyjch isel x;, potom je (exz) < 0.
i=1

*) Velikostf hrany simplexu, spojujicf jeho vrcholy O;a0;pro + §, rozumime vzdéle-
nost bodi 0; a 0.
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Diukaz. Necht pfednd v ¥, existuje simplex s vrcholy O,, O,, ..., 0, ,, tak,

Ze plati (2,11) a necht pro nenulovou soustavu reilnych &isel r,, r,, ..., 7,4 je
n+1 .

2.7:="0. Zvolme v E,, libovolny pevny bod P, jehoz barycentrické soufadnice
i=1

vzhledem k danému simplexu necht jsou (p,, ..., p,,,), takie Zp, + 0. Bod Q,
jehoZ barycentrické soufadnice jsou g, = pi+r; pro t=1,2...,n+ 1,
existuje (je Zg; = Ip, + 0) a je rizny od P (kdyby ¢; = op;, pak r, =
=(e—1)p, z2Zr;,=0by plynulo p=1,7,=0pro i =1, 2,....n + 1,
0oz je spor). Vzdélenost o(P, Q) je tedy kladné a podle (2,9) plati

0 <[e(P, Q) — —(2‘7)— [— (epp) + 2(epp) + 2Aepr) —

7 1 (87‘7’ )
) — (epp) — 2(epr) — (err)] = — TPt
takZe vskutku (err) < 0. Uvedend podminka je tedy nutn4.

Necht obrdcend pro kvadratickou formu (exx) plati (2,10) a podminka véty.
Snadno se presvédt¢ime, e tato podminka je ekvivalentni s podminkou: je-li
(3, 2y, ..., x,) nenulové soustava, pak plati

n n
Z z; Z €ins1%i — % Ze,-,-x,-x; >0.

i=1 i=1 5,j=1
Podle zndmé véty z algebry*) existuje k matici M = l3(eins1 + €jme1—
— ¢é,5)]| této positivng definitni kvadratické formy reguldrni &tvercova matice
s redlnymi prvky 4 = |la,|, 4,j = 1,2,...,n, tak, 2e M = A . A", kde A’ je
matice transponované k matici 4, t. j. plati

n
$(es,ni1 + €i,ni1— €ij) :kz i Qi - (2,12)
=1 :
BudiZ nyni E¥ prostor n-tic z odst. 1, isometricky s danym E,. Oznaéme pro
i=12..,n O} body (ay,a,,...,a:;), OF,,; bod (0,0,...,0). Je pak
¢ .
[o(OF, OF. )1 = Zafk == €;,n+1 Podle (2,12) pros <z + 1; pro i, <mn + 1
E=1
je dale

n

[9(0:‘ ’ 07 )P = Z (@ — a)? :kzla:k — 2kZ A3k +kzl“¢ak =
= =1 =

= €jn+1— 2. '}(ei,ru»l + €ini1— eu) + ei,n+1 = €45 -

TudiZ pro body O, v E,, odpovidajici bodiim O} v E¥, plati (2,11), a p¥itom
body O, a tedy i O,, jsou linedrnd nezvislé, jak plyne odtud, e determinant
lai;| = 0. Je proto podminka véty 4 také postadujici.

V *) Na ptiklad Gelfand: Linearni algebra, Praha 1953, str. 201.
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Vratime se ted ke studiu pevného simplexu v £, s vrcholy Oy, O, ..., 0, ;.
Opét definujme pro ¢, = 1, 2, ..., n + 1 &isla e;; vatahy (2,1), déle definujme

oo =10, €y=-¢;,=1 (2,13)
prot=1,2,...,n + 1 a umluvme se, Ze indexy ¢, j, k, ! oznaduji s¢itani resp.
jiné operace mezi indexy 1, 2, ..., n + 1, indexy r, s, f mezi indexy 0, 1, 2, ...,

n + 1. Tak nfa pF. matici (kde oviem ¢;; = 0 a e;; = ¢;,)

0, 1, 1, S |
l) €11 €13 cees ni1
!
B =, 1, e, €39, R RS |
1’ Cn-1;15 €nsie €nit,n i1
7 0, ]. |
budeme psat struéné u = nebo u = | e,|l.
1, e :

|| © matice u =

eisl| jsou reguldrni.
Diukaz. Kdyby totiZ |e,,| = 0, pak by existovalo n + 2 &isel pg, Py, - .-, Pni1
ne vesmés rovnych nule tak, ze Zp, = 0 (z prvého Fadku) a Ze p, + Ze,kp,c =0

proi=1,2,...,n + LN asobemm poslednioh rovnic vzdy p; a seétemm plyne
Ze,-kp,.p,, == 0, takze podle véty 4 je p, = py = ... = p,., = 0, a tedy i p, = 0,

oot je spor.
Kdyby pak |e;;| = 0, emstovalo byn + 1 ¢&isel py, pg, - - -, Pn .1 D€ Vesmés nulo-
vych tak, Ze Ze,,p, =0proz=12,...,n 4+ 1. Je Zp. =+ 0 (nebot (epp) = 0)

podle véty 4, takze existuje bod P v £, tak, Ze ]eho barycentrické soufadnice
jsou (p,). Aviak z (2,9) se snadno zjisti, e pak P splyne se viemi O, (Ze totiz
o(P,0;)=0)proit=1,2,...,n + 1, co je spor, nebof n = 1 a body O; jsou
navzajem razné.

Oznadme nyni dopliiky prvki e,, v matici u = |le,|| (t. j. determinanty
(n + 1)-ho stupng) znaky g,,, takZe na pf. g4y = |e,;|, ddle determinant matice u
znakem A, takze podle véty 5 je

A= ler| + 0, goo+0. ' (2,14)
Plati tedy
Zengn = Adrt; (2715)
podrobnéji :
' oo + Zeikgm =0, ' (2,15a)
Jor + Zeiigik = Ady , - _ (2,15b)
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S 'Zg“:A’ ‘ ' .(2',150)
S0a=0. (2,15d)

Vyznam &isel g,, objasnime pozd&ji. Zavérem tohoto odstavce dokéiZzeme
]eﬁté tuto pomocnou vétu: :

Pro libovolnou (n + 1)-tict redinyjch &isel x,, x,, ..., , ., platt

(exz) < g°° Zx , (2,16)

a pfitom rovnost nastane prdve tehdy, je-li x; = ogo; prot =1,...,n + 1.

Diikaz. Ze pro z; = gg,, plati (2,16) se znamenim rovnosti, plyne z (2,15a)
a (2,150). .
" Necht tedy (x,, z,, .., Z,,1) je takova soustava, %e x; = gg,; neplati soudasnd
pro %4dné o; potom &isla y, = go > #; — Az, nejsou vesmés rovna nule, dale
T

>y; = 0, takie podle véty 4 je (eyy) < 0:

“l’.

, (in)é geugoigoi —24 zma zeugoﬂf + A*(exz) = A%(exx) + 9004(2:‘5:‘)2 <0,
a odtud

(ez2) < — T2 Cm)? .
. Tim je pomocné véta dokazina.

- 3. Vyj4d¥enf Ghlu. Eukleidovsky prostor E, se dopliiuje v geometrii v pro-
stor &, sloZeny jednak ze viech bodu E,, které se pak nazyvaji vlastni body
a mezi nimi# existuje pojem vzdélenosti ve shods se vzdalenosti v £, jednak ze
viech sméri F,, pfifazenych tfiddm nenulovych a navzéjem rovnobéznych
vektort (nebo, coz je totéz, t¥iddm rovnob&inych pfimek). Témto smérim se
pak ¥ké nevlastni body Z,. Mezi dvéma nevlastnimi body (¢ili sméry) nebo
mezi bodem vlastnim a nevlastnim neni pojem vzdélenosti definovan, avsak
mezi dvéma nevlastnimi body &ili sméry je definovén pojem tuhlu. Dile se
zavédi pojem orientovaného sméru, ktery odpovidé t¥iddm nenulovych a sou-
hlasn& rovnob&znych vektori v E, (nebo ti{ddm souhlasné rovnobéinych polo-
pﬂmek) '

' Lze bez obtif ukazat, e konstrukee doplnéni E, v E, odpovidi pro bary-
centrické soufadnice doplngni P, — N v P, t. j., Ze smérim v E, odpowda]i

]eanJednoznaéné takové homogenni nenulové (n 4 1)-tlce (@15 ®ay «+ o5 Tyt
n+1

pro néZ je Zaa =0, tedy body N. V P, jsou tedy jednak body vlastni, které
nele#f v N ]edna.k body nevlastni, které lezi v N. N je nadrovina prostoru P,
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a nazyvé se nevlastni nadrovina, zatim co ka?d4 jind nadrovina se nazyvé
vlastni. Déle orientovanym smérim odpovidaji kladng homogenni nenulové

n+1
(n + 1)-tice (x;, s, ..., Tpyy), Prondije > x; = 0, povaZujeme-li totiz za totozné
i=1

nenulové (n +. 1)-tice (1, ..oy Zns1) & (Y15« Ynsa) (B2, = Zy; = 0), jestliZe

existuje o > 0 tak, ze pro 1 =1,...,n2 + 1 je z; = py;. Body (24, ..., Z5,1),
n+1

2% =08 (—®a,...,— &,,,) pak odpovidaji opadnym smdrim.

i=1

Jsou-li v barycentrickych soufadnicich 4 = (ay,...,@,44), B= (by, ...,
b,.1) dva ruzné vlastni body, pak body (uzaviené) useéky 4B maji (aZ na ne-
nulovy faktor) tvar X = (zy, ..., ,.4)

b

S %)

1

— %
2w
i

kde 0 < 2 < 1. Body polopfimky 4B (s poddtkem A4) maji tvar (3,1), kde

Xy (3.1)

y

n+1

A > 0,t.j.tvar (aZ na nenulovy faktor) x;, = Za_; + App, kde A>0a > p, =
i i=1

= 0 (a ne v8echna p; jsou rovna nule). Bod (py, ..., Pn4+,) tedy je nevlastni, je

to (orientovany) smér polopiimky AB.

Uhlem dvou orientovanych smértt P = (1, ..+, Pus1)s @ = (§1 -+ +» ns1)s

>pi = >q; = 0 je pak thel ¢, 0 < ¢ < =, pro ktery je

— (epq)

V= (epp) | — (eqq) ,
(pravé strana (3,2) je skuteénd v absolutni hodnot® nejvye rovna jedné: kdyby
totiz (epq)® > (eppMeqq), pak body P, jsou ruzné, takie pro bod R =
= (71 -+ Tnsa)s T = (ePq) P — (ePP) Grs jo 27i= 0, t.j. (err) <0 podle véty 4;
avSak je (err) = (epp)(epp)(eqq) — (epq)*] > 0, nebot (epp) <0 a (epp) .
. (eqq) — (epq)* < 0 podle predpokladu, coZ je spor).

Uhel ¢ neorientovanych sméri P, @ je pak dén vztahy

cos @ = (3,2)

(epg)® -
2 — ——~ 117 " < o<
cos? @ et 09 in. (3,3)

Odtud Plyne’ ze sméry P= (pl’ we ey pn+1) & Q = (ql’ 8y ‘qﬂ+1)’ Zp' = ZQi =

= 0, jsou kolmé pravé tehdy, je-li (epg) = 0. Lze dile uké,zat: Ze smér P,
kolmy k dané vlastni nadroving « o rovnioi’.'iloqw‘ = 0 (ktery existuje a je je-
diny) mé barycentrické soufadnice o
| Pi =n§:19a’x: ‘ | (3,4)

N i=1
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(podle (2,15d) je skutednd Zp,. = 0)*). Je-li obricend P = (py, ..., Pn.1),
> p; = 0 dany smér, pak nadr(:vina « je kolma ke sméru P pravé tehdy, exis-
t‘uje-li rez‘ilné éi(;lo A tak, Ze x je (aZ na nenulovy faktor) tvaru

©(epo) £ A 3w =0 * (3,5)
(pfitom vsechny nadroviny tvaru (3,5) existuji a jsou vlastni, nebot pro bod P

je (epp) + A 2p; = (epp) * 0).
Pondvadz tihel ¢ dvou vlastnich nadrovin « = Yaa; = 0a = >z, =0

Ize definovat jako tihel k nim kolmych sméri, je po snadném vypodétu
(g *
coslyp = ———u 0< @ < i, 3,6
. R P 7 R &4
kde je psino struén® (gap) = >gix:f; atp.
¥

To plyne ihned ze (3,3) a ze vztahu

(epg) = A(gxP) , . (3,7
kde

n+1 n+1

P = zlgik«‘i y e = zgvkﬁi
i= i=1
. n+1 n+1 n+1
(je (epg) = > ewmgugnxbi=— Z eodiorifs+ A D 0ugnnifs = Algxp));
klij=1 ijl=1 ik =1

pfitom nejsou viechna p, rovna nule, nebot podle vét o minorech adjungova-

n+1
ného determinantu ma matice ||g,;|| hodnost pravé =, t. j. soustava > g, = 0,

, k=1 ’
1 =1,...,n 4+ 1'mé (az na faktor) jediné feSeniz, = 1, k=1, ..., n + 1.

2 4

Z (3,7) dale plyne: definujeme-li
" y=—sign4d, (3.8)

n+1
potom pro kazdou vlastni nadrovinu x = > x2; = 0 je
i=1

y(gxx) > 0. (3,9)

Je-li totiZz smér P = (p,, ..., Pn.,) dén vztahem (3,4), potom je podle véty 4
(epp) < 0, takZe vzhledem k (2,14), (3,7) a (3,8) plati (3,9).

*) MuXeme ted najit vyznam &isel g,;. ProtoZe bod P je podle (3,4) polarné sdruZen
s nadrovinou « (lépe se véemi sméry v «, nebof P je sdru¥en i s nadrovinou Zxx; +
+ A Zz; = 0, které obsahuje tytéZ sméry jako «) vzhledem ke kvadrice v nadrovinnych
soufadnicich I' = Zg,,£,;&; = 0, je kolmost konjugovanostidle I', t. j. I' je absolutni kvad-
rikou prostoru E, (AG II, str. 160).

.
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Zavedeme-li je§td pojem thlu ¢ dvou vlastnich nadrovin « - Sag; =0,
i
B= Zﬂ,.x,- — 0 vzhledem k vlastnimu bodu C = (¢, ¢y, ..., €, 1), ktery nelezi

na %4dné z nich, jako thel vyplikovy (thly ¢ a ¢ jsou vyplikové, je-li ¢ +
+ v = =) k hlu orientovanych kolmic z bodu C k nadrovindm « a f; oriento-
vand kolmice z bodu k nadroving je polop¥imka s poéitkem v tomto bodé,
kolmé k dané nadroving a protinajici tuto nadrovinu. Snadno se zjisti, Ze smér
orientované kolmice z C k « je (az na kladny faktor)

Pr=¢ Zgik("t‘ >
kde & = — sign (y Daic; . 2 ¢).

Najdeme-li obdobné smér orientované kolmice z C k f, dostaneme ze (3,2),
(3,7) a (3,8), Ze thel g je dan vztahem
Vigax)(9BB)

kde n = — sign (y Z“ch LB

©

IN

cos @ = T, (3,10)

Budeme jesté potfebovat, jak se vyjadii v barycentrickych soufadnicich
(pro n > 2) (n — 1)-dimensionalni obsah stény simplexu. To v8ak vyplyne
jako specialni p¥ipad tohoto vztahu, ktery lze bez obtiZi dokdzat ze zndmych

vzorcl z analytické geometrie v K, *):

1 2 m+1 3
Jsou-li P, P,..., P vlastni body o barycentrickych soufadnicich P =

= (Py, Pa> -+ Pnsy), & = 1, ..., m + 1, které jsou linedrné nezavislé, potom
m-dimensionalni obsah simplexu (v E,,, obsahujicim tyto body), ktery je ma

1 2 m+1
za vrcholy, je roven nezdpornému o(P, P, ..., P), jehoz étverec je

i @ i 1 2 m+1
n 1 elp, P, -
[Q(Py P: R P) R = 2m(m|)2 l[p p2 pm]+l (3’11)
e[p].e[p]...e[P]

0’ th Zqi: sisi sy Zvi

Z% (epp), (epq), ..., (epv)
e[P, q; ... ’U] = Zqi’ (eqp)’ (EQQ), .

Zv,-, (evp), (evq), ..., (evw)

kde je oznaceno

—_
[\3

_
<

~

*) K. Borsuk: Geometria analityczna, 1950, str. 105.
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takze e[;] = — (21;‘)’. Vzorec (2,9’) je skuteéné specialnim j)i'ipadem (3,11)
<

pro m = 1.
Snadno se také najde vyjadieni vzdilenosti vlastniho bodu 4 = (a,, ...,

n+l

a,.+1) od vlastni nadroviny « = Z agm; = 0: Etverec této vzdélenosti je

[e(4, ¥)P = —

Z(x @;)?
2. (3,12)

(gox) Za

4. VnitFni Ghly simplexu. Dalsi v&ty o shodnosti simplexi. V naSem za-

kladnim simplexu o vrcholech O, O,, ..., O, ., a o stranich velikosti VZ naj-
deme ted velikost t. zv. vnitinich hli. Nejprve nazveme jako obvykle vnit¥-
nim bodem simplexu kaZzdy vlastni bod 4, ktery nelezi v Zddné ze stén w; =
= z; = 0 simplexu, ktery vSak lezi ve v8ech poloprostorech*) w,0; pro ¢ =
='1, ...,n + 1. Snadno se zjistf, Ze v barycentrickych soufadnicich je bod
= (@, @y, ..., @p,1) vnitini bod simplexu pravé tehdy, existuje-li clslo
s*;i:ltakzeproz_l sn+1je
ea; > 0. (4,1)
Vnitinimi ahly ¢, ¢ 5, 4,7 = 1, .., » + 1, n > 1, naseho simplexu pak
rozumime thly nadrovin w,, w, vzhledem k pevnému vnitinimu bodu A4.
Z vyjadreni (3,10) je zfejmé, Ze ¢,; nezdvisi na volbé vnitiniho bodu 4 a Ze
plati

cos¢i,=i, 0< gy <m, (4,2)
V29, Vrgss
kde y je definovéno v (3,8) a pfitom podle (3,9) je
Y9:> 0. (4,3)

NemitiZe byt oviem ¢;; = 0 nebo ¢;; = =, t. j. cos® ¢,; = 1, nebot pak by
9i;= g:.94; & existovala by nenulovs redlns dvojice c;, ¢, tak, Ze g;,c; + 2g,,c.¢c; +
+ 4¢3 = 0, t. j. pro vlastni nadrovinu ¢z; + c;&; = 0 (je n > 1) by platilo
y(gec) = 0 (kde e, = Oprok == 14,5,k =1, .., n + 1) ve sporu s (3,9).

Podle (3,11) je $tverec n-dimensionélniho obsahu daného simplexu roven
(— 1)»+1 4

2(nl2

Ve = (4,4)

takZe pro kazdy simplex v £, je
y=(—1". (4,6)
*) Poloprostor a4, kde a = Zaw; = 0 je vlastni nadrovina a A4 = (ay, ..., Gp4)
vlastni bod, ktery nele¥f v o, je mnoZina vSech vlaestnich bodi X takovych, %e usedka

AX nemé s « spoledny %4dny vnitfni bod. Je-li X = (2y, ..., Tpyq), le¥f X v a4 pravé
tehdy, je-li ).“.a:‘ + 0ajelie Ea‘z, Ex‘ = 0, kde ¢ = sign Ea,a, 2a;.
i
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Abychom mohli snize formulovat vétu -6, zavedeme si tuto imluvu: definus
jeme pro ¢ ='1,...,n + 1 vnit¥ni ahel '

Pit =T, (4,8)
takZe pak na pf. plati (4,2) i pro ¢ =j.
Vé&ta 6. Jsou-li p;5, 1,5 = 1,...,n + 1 vnitFnt dhly simplexu, potom pro lxbo-
volnd reding &ela &, ..., ., plath

n+1

Z §ibjco89,y < 0; _(4’7)

ii=1

pfitom rovnost nastane prdvé tehdy, je-li

\

£ = oo, | (4,8)

kde Ty, Ogy - .-y Op 1 j€ Pevnd soustava kladnych &isel,
o;>0. . N . (4,9)

Necht obrdcené je ddana soustava redlnijch éisel ay, 4, § = 1, ..., n + 1, tak, %e

1. a':ti =—1, Qi3 = Qj; (4’10)
2. pro kaZdou soustavu (&y, ..., &n.y) je '
n+l :
Z ayé&; <0, - (4,11)
‘,_ 1 L A )

3. existuje soustava kladnych &isel (o4, ..., 0, +1), a; > 0, tak, Ze ve (4,11) na-
stane rovnost prdvé tehdy, je-li &; = po; prot = 1,...,n + 1.
Potom existuje simplex v B, jehof vnitind 4hly ¢p,, vyhovuyi vetakim (v, = 1,
,n+ 1)
COS @45 = @yg « . (4,12)

Dikaz. Ze vztaht (3,9), (2,15d), (4,2) a (4,3) plyne ihned prvni dast véty
pro o; = V?’gﬁ- ‘
Nechtf tedy pro soustavu &isel a,; plati 1, 2, 3. Definujme &isla ey, 4,7 = 1,

...,n + 1, vztahy
ey =1+ay;. (4,13)

Snadno se pfesvédtime, Ze tato &isla vyhovuji pfedpokladim véty 4, takize
existuje simplex v &, s vrcholy 0, ..., O, tak, %e [o(0}, O))I = e, Oznag-
me o, nadroviny, jejichZ rovnice v barycentrickych soufadnicich vzhledem
k simplexu 0, ..., 0, jsou

w; = ezlxl + e.zxa + o4 e¢$+1xn =0.

Jestlize zavedeme opdt &fsla gi,, goss 900 4’ jako v 2, plati podle véty 5, Ze
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leis| % 0, t. j. nadroviny w, jsou linedrn¥ nezavislé. Snadno se podle (2,15) dosa-
zenim piesvéddime, Ze prisedik O, nadrovin w,, j + i, m4 souradnice
0. = (Gofir — oo - > Joot,n +1— Jo,n41901) -
Body U,, ..., 0,,, tvoii vrcholy simplexu. DokdZeme, %e tento simplex ma
vniténi Ghly ¢,;, pro né plati (4,12).
Podle pomocné véty z 2 (vztah (2,16)) plati

(ewz) < — 90 (522,

a pfitom rovnost nastane pravé tehdy, je-li #; = ogy,;. Dosazenim z (4,13) je

tedyproc:——l—?A—"‘,’ A -
Iaxx; < c(Zx,)?, . (4,14)

a pfitom rovnost nastane pravé pro z; = og,,. DokéZeme, ze ¢ = 0: kdyby
¢ > 0, pak by Da;g0g0; = c(Zgo;)? = ¢4 > 0, coi je spor s (4,11); kdyby

LY
¢ < 0, potom by pro ¢&isla o, z 3 S a,,0,0; < ¢(D0;)* < 0, coz je spor s 3. Odtud
i i

¢ = 0, takze

Jo+ A4 =0; (4,15)
srovnanim obou piipadt, kdy nastane ve (4,11) a (4,14) rovnost, dostavame, ze

Fo: = 00y , (4,16)
kde

A9>0, (4,17)

jak plyne sedtenim rovnic (4,16).

Jednoduchym vypodtem se presvédéime, Ze vlastni bod s = (go, ..., go n 1)
je vnitinim bodem simplexu O,, ..., 0,,,. Vnitini Ghel ¢, ¢+ & j, nadrovin
w;, »; tohoto simplexu je tedy podle (3,10) vyjddifen vztahem

. ’ A/ l . ol 1
Co8 @;; = 7i5(g0o i ¢is) = 144 (€5 ) = 1,8 8ign 4" = a,; ,

Vet 4]
nebot 7,; = sign (4" . Deygo - D endo) = sign (4'ges) = sign 4'. Tim je vita
% 3

dokézéna, nebot jsme takovy simplex zkonstruovali.

Z rovnice (2,15d) plyne, Ze je pro &isla g,; v simplexu )
' lgul = 0. (4,18)

-'Vzhledem ke (4,2) a tmluvé (4,6) proto. plati
|cos @yy| = 0. (4,19)
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Vnitini Ghly @,; = @;;, ¢ = §, jsou tedy vazédny rovnici (4,19). Je-li N podet

téchto uhld, t. j.
N = (”er l) , (4,20)

pak plati tato véta:

Véta 7. Libovolnymi N — 1 vnitinimi dhly simplexu je zbyly vnitint dhel
jednoznaéné uréen.

Dikaz. Pfedpoklddejme totlz Ze pro dva simplexy ((‘,a,rkovany a neéarko-
vany) v E, s vnit¥nfmi ahly g,;, ¢;; plati (s tmluvou ¢;; = ¢;; = =)

Qi =@, Prot +7>3,¢,7=1,....,n+ 1, aviak ¢, + @15 .
Potom je podle véty 6 pro kazdou soustavu (&, ..., &, ., ZE &;c08,; <0,

a pfitom za,a, cos ¢;; = 0, g, > 0; rovnéz Zf & cos g, <0, 20‘0 c0s @;;= 0,
o; > 0. Pla,tl proto také > &.&(cos ;5 + cos @) < 0. Speclalné

i)

Zoioi(cos @i + €08 @;) = 2(CO8 g1, — 008 @y,) 717, < 0,

2Y)
t. . cos @12 = 008 @1y, & obdobnd Y0i'a;(cos g;; + cos i5) = 2(c08 @1y —

i’j

— 008 @1,) 0105 < 0, t. j. €08 @1y < COS @ra, P1a = @1g, COZ-je spor. Plyne tedy
z @;; = @;; Pro ¢ + j > 3, Ze také ¢;, = @;,. Protoze predislovanim vidy mi-
zeme dosdhnout toho, Ze zbyly thel je ¢,,, je tim véta dokdzana.

Véta 8. Dva simplexy v E,, n = 2, jsou shodné, shoduji-li se ve velikosti jedné
hrany*) a ve velikostech N — 1 vnitfnich dhld.

Dikaz. Podle véty 7 jsou viechny odpovidajici si vnitini uhly obou sim-
plext rovny, t. j.
(PiJ':(P;ja 7’,7= 1,2,..,n 4+ 1;
necht dile e, = e;,.

Vzhledem k (4,2) a (4,5) plati

Jij 9is
Voga Ve Veda Vogi
Pongvads podle (4,3) a (4,5) jsou g;; a g;; tého# znament, existuji kladnd &isla
0,1=1,...,n+ 1, tak, %e g,; = o.g,;. Vzhledem k predchozimu vztahu je
prot,j=1,...,n+1

’
G = 00945 -

-

*) Ve formulacich vét 8,9, 10 vynechadvame pro struénost oznadenf simplexi a rdenf
,»,které si odpovidaji‘‘.
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Aviak podle (2,16d) je Zg,, = 0, tedy zg;,a,= Opros=1,...,n4+1;
n+1
proto je z g:40,0;= 0. Vzhledem k (3,9) nemiiZe v barycentrickych soufadnicich
J=1
d4rkovariého simplexu existovat vlastni nadrovina Zo2z; = 0, je tedy o; = o
prot=1,...,n+ 1, t. .
9y = 0’5+ (4,21)
Utzijeme ted této véty z theorie determinanti*):
Je-li |a,| nenulovy determinant n-tého ¥idu, |4, determinant vytvoi’-eny
z dopliikd jeho prvkid, pak kazdy subdeterminant m-tého ¥adu, 1 < m < n
determinantu |4, je a% na nenulovy faktor (na volbé tohoto subdeterminantu
nezavisly) roven doplitku stejnolehlého subdeterminantu v determinantu
|a1f I
V nafem piipads je |g,,| skuteénd determinant dopliikéi nenulového determi-
nantu |e,,|, takZe (prom = n — 1) plati pro¢ =+ ja 4 = 0 (podle 2,13)

€00> €oi> €oj :
Ao € €| = 24e; = |9n|r:t=o,§,;; = |9k1|ka:§,,_- . (4,22)
€oss €ijs €55 i i
Obdobné pro 4’ #+ 0
’ 2Z'e£7. — 'g;:llk#:i,i , (4,22")
IFi,]
takZe vzhledem k (4,21) a (4,22)
2}»6” _— 02(”—1) Ig;llk#‘-‘,! =5 21'0’2(”—1)8% .
iFig
Pondvadz podle predpokladu je e, ='ej,;, je 24 = 21'0%*-1) a e, = e;; pro
t,7=1,...,mn + 1. Podle v&ty 3 jsou tedy oba simplexy shodné.

V&ta 9. Dva simplexy v E,,n > 2, jsou shodné, shodujt-li se ve velskostech v¥ech
hran s jednim spoleénym vrcholem a ve vzdjemnych vnitfnich whlech vdech stén,
které prochdzejt timto vrcholem.

Dikaz. Necht uvedenj’r vrehol je O, . ,, takZe plati e; ,,; = e:',,n, Pes = Pesy
i,7=1,2,..., n. Potom podle (4,22) a (4,2) jeprod = 0ai <n + L

2lez,n+1 = (—y)"- l(ng”)lcos 'Pnlk:tn,n+11
=1, n+
7:#%

a obdobnd pro édrkovany simplex; srovndnim plyne pros = 1,...,n

9u =09y, 0>0,
takze ze (4,2) prot,j=1,...,n )
Gis = 09y -

%) B. Bydfovsky: Uvod do theorie determinanti, Praha 1947, str. 129.
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Vzhledem k (2,15d) viak plati také

Jint1 = Ug;,nu & Fniyner = 0'9:.+1,n+1 .
Podle (4,2) je tedy ¢;; = @;; pro4,j =1,...,n + 1, a protoZe e, n.; = €y p11,
jsou podle véty 9 oba simplexy shodné.

Vé&ta 10. Dva simplexy v E,, n = 2, jsou shodné, shoduji-li se ve velikostech
vdech hran v jedné sténé a ve vdech vnitfnich wihlech k této sténé pfilehlych.
Dikaz. Je-li uvedend sténa w,,,,, plati tedy
€y = e;:: Pin+1 = ‘p;,n+1’ Li=1L2..,n
Je prednd

gn+1 n+l — Ieﬂqu:n+l == lenl::mpl gu+l n+lo
sfn+1l

takze z (4,2)
Jiyn+1 9¢n+1
V?’gﬁ V?’gu
Pro ¢ = 1, ..., n existuji kladné &isla o; tak, Ze

i = 045 (4,23)

podle predchozi rovnice je.tedy
Gini1 = OFgns1- , (4,24)
Utzijeme-li opét uvedené v&ty z theorie determinantii, plati pro 4,5 =
=1,...,na AF0

Giis Jini1
Jin+1s In+,n+1

= (— 1)+ Alen|r:|:¢,n+1 ! (4,25)

stj, n+l

a obdobné pro éarkovany simplex. Podle (4,23), (4,24) a (4,25) pro¢ = j

7
gw gi n+l T ’ 2
=2 Uflerllf:‘.:i,n+1 = A'o; lera|r:::i,n+1 .
i, n+l sti,n+1

Alers!r:tt n+l — G
s$i,n+1

g{ n+1s gn+1 n+l

Je (jako za rovmici (4,2)) giufn+1,n1 — Gint1 + 0, tedy Ienlrid n+l +0,a

it+1

proto o} = i, = 0%, 0, = 0. Podle (2,15d) a (4,24) vak plati 0 = >, Toner =
i=1

A

= G,Zlyi.m + gni1,ne1 = (1 — 0) Gy, ne1, takie o =1, celkem pro i =

g=1 a A=1.

Vzhledem k témto vztahim plyne z (4,25) a analogické rovnice pro ¢irkova-
ny simplex, Ze i pro 4,7 = 1, 2, ..., n plati

’
9ii = Gi35
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oba simplexy se tedy shoduji ve vech vnitinich tihlech a alespoii v jedné hrang,
a proto jsou podle véty 8 shodné.

V daliich v&téch jesté najdeme minimalni podet a rozloZeni ostrych vnitinich
thla vsimplexu. Nejprve nazveme dva simplexy v £ , (struén3 n-simplexy) #hlové
ekvivalentnt, jsou-li odpovidajici si thly ¢,; a ¢;; vZdy soudasné ostré, pravé nebo
tupé. Vzhledem k této ekvivalenci se v8echny n-simplexy rozpadajina koneéné

mnoho tf'id,.a, to ménd nez 37 '(N = (n ;_ 1)) ; neni totiz na pf. moZné, aby

simplex mél viechny vnit¥ni Ghly pravé (plyne z véty 6). V nésledujici v&tsé je
. (v terminologii theorie grafii)*) uvedena nutné a postadujici podminka pro to,
aby takové tfida simplext byla neprdzdnd.

Véta 11. Nuind a postalujici podminka, aby existoval n-simplex, je-li o vsech
jeho vnitinich thlech pfedepsdno, kieré jsow ostré, které pravé a kieré tupé, je:
graf, ktery md n + 1 uzliés —— oznabime je 1, 2, ..., n + 1 — a prdvé ty hrany 1j,
pro které je pfedepsdno, e whly ¢,; jsou ostré, je souvisly.**) '

Dikaz. Nechf je pfedné dan n-simplex a pfedpokladejme, Ze piislusny grak
nenf souvisly. To znamend, %e mnoZinu indexu {1, 2, ..., 7 + 1} lze rozdélit
na dvé disjunktni neprazdné mnoziny indext M, a M, tak, Ze v pFisludném
grafu Zddné hrana nespojuje uzel s ¢islem z M, s uzlem s éislem z M,, t. j.
@ap = 3 Pro x e M,, Be M,. Je tedy podle (4,2) v obvyklém oznaden{
Y9ap = 0 pro « e My, f € M,, a proto

Zygaﬂ = 0
aeM,
PeM,
Avsak podle (2,15d) je
Z?gaﬂ = _zygaa >
oaeM, «,0eM,
BeM,
takze
g z Gas é 0. (4)26)
«,0eM, '

Oznaéime-li v8ak » nadrovinu o rovnici x = > x; = 0 v barycentrickych sou-
1eM,

fadnicich, je to (M, i M, jsou neprazdné) vlastni nadrovina, takZe podle (3,9)

plati y > g,s > 0, coZ je spor s (4,26).
«,0eM,

Necht obricené je predepsino, zZe z dvojic indext D = {(1, 2), (1, 3), ...,
(n,n 4+ 1)} maji byt ty Ghly simplexu, které maji indexy z D,, ostré, thly
8 indexy z D, pravé a s indexy z D, tupé, kde D,, D, a D, tvoii disjunktni roz-
klad mnoZiny D; necht je pfitom pro pifsludny graf splnéna podminka véty.

*) Na pt. D. Kénig: Theorie der endlichen und unendlichen Graphen, Leipzig 1936.
**) Nesmi tedy také byt 24dny uzel isolovén.
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Potom kvadratickd forma

fe= Z (e — &
(i,7)eDq
je nezaporné a nabyvéa hodnoty nula jen pro & = &, = ... = &,,,, coZ snadno

plyne ze souvislosti grafu. Hlavni minory matice p¥{slu¥né této kvadratické
formsé jsou az do n-tého ¥adu véetnd kladné (a jeji determinant je roven nule).
Existuje tedy kladné ¢&islo ¢ tak, Ze také forma

n+1

r=f—e > (5i— &P = 3 v,

(2,7)eD,q =1

ma uvedenou vlastnost, t. j. je nezdporna a rovna nule jen pro &, = &, =

= ...== &,,,. Pro cos ¢;; = I/————& existuje podle véty 6 simplex, ktery m4
V55
ahly ¢;; vyhovujici podmince véty. Tim je ditkaz proveden.

Pongvadz souvisly graf o m uzlech m4 alespoii m — 1 hran, a pFitom exis-
tuji grafy o m — 1 hranéch (t. zv. stromy), plyne odtud ihned vé&ta:

Véta 12. KaZdy n-simplex md alespoti m ostrych vnitinich hli.. Existujt
n-simplexy, které maji pravé n ostryjch vnitfnich whla (a 2bylé 4hly tupé nebo
pravé).

Véta 13. Z vnitinich «hli piilehlyjch k jedné sténé simplexw je alespor jeden
ostry. » .

Dikaz. Kdyby Zidny z téchto ahlt nebyl ostry, byl by pfisluiny uzel
v grafu isolovén. .

Jesté si zavedeme tuto definici, kterd zobectiuje pojem pravouhlého troj-
thelnika:

Definice. T'akovy n-simplex, kterjj md prdvé n ostrych vnitfnich uhla a vdechny
ostatni (t. j. (3)) vnitini ihly pravé, nazveme pravoihly.

Z véty 12 plyne existence pravothlych simplexd. Je jich pro n > 2 vice typt,
z nichZ nékteré budeme studovat pozdsji.

5. Koule. Nazveme (m — 1)-kouli (podle AG) mnoZinu bodd v E,, této
vlastnosti: existuje bod S v £, a kladné &islo r tak, Ze tato mnozina je totoZné
s mnozinou bodi v E,,, které maji od bodu S vzdélenost r (bod S je stied a r
polomér této (m — 1)-koule).

Ve vété 14 popiseme strukturu vSech (n — 1)-kouli v nafem E, v bary-
centrickych soufadnicich vzhledem k danému simplexu o hranéch |/e;:

Vé&ta 14. V E, md (n — 1)-koule v barycentrickijch soutadnicich tvar

n+1 n+1
xolexx) — 22‘”-’ Zo‘ixi =0, (5,1)

i=1 i=1
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Xo 4= 0 (5’2)
a
n+1
. 7 z Fraxexs > 0. (5,3)
7,8=0

Obrdcené, kabdd mno¥ina s vlastnosts (5,1), (5,2), (5,3) je koule o stfedu S =

— (811 vees 8n+1),
n+1

8 = zg:’r‘xr (5,4)

r=0

n+1
\/ %gn‘xr‘xs
r = — —ma— . (5,5)

Dikaz. Budiz ddna (n — 1)-koule, t. j. existuje vlastni S = (s, ..., 8p41)
ar> 0tak, 2e X = (zy, ..., Z,,,) leZi na této kouli pravé tehdy, je-li

a poloméru

(exx) (esx)  (ess) 2 =0

2T, s; T 2(Zs;)?

Gili plati-li - 2(33,)%(exx) — 2D x,[2(esz) Ts; — (ess) Za; — 2r*(s,)* Tw,] = 0,
tedy (5,1), kde oy = 2(Z8;)? & 0, & = 2D8; Ze,-ks,- — (ess) — 2r%(Zs;)2. Je pro-
to podle (2,15)

n+1
> Grxe= 24 skZSi = —ZA——ocosk cvk=1,..,n 4+ 1, (5,6)
r=0 € i
n+1l ' A
D Gortty = — A[(ess) + 2r3(Ts;)?] = — s l(ess) + 23(Ts;Pl g . (5,7)
r=0 2(2s;)?
n+1
Odtud > g,,0,x, = — 4dagr®(Es,)? = — 24agr?, takie podle (3,8) skuteéns
7,8=0

plati (5,3).

Je-li obricen$ déna mnoZina bodd vyhovdjicich (5,1), (5,2) a (5,3), potom
levé strany rovnie (5,8) nejsou vesmés rovny nule, nebof jejich soudet je podle
(2,16a) a (2,15d) roven Adwx, + 0. PoloZme

n41
8k=zgkr0‘r’ k=1’---’n+1’

‘ r=0
takie >8, = Ay bod 8 = (8y, ..., 8n41) je tedy vlastni.

- n+1 .
z g"s“'“&
Déle éfslo — "";T existuje a je kladné, jeho odmocnina r a bod 8
0
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maji u vlastnost, e (n — 1)-koule o stiedu S a poloméru r je totoZné s danou
mpnoZinou, jak plyne ihned vypoétem.

Pozndmka I. Vztah (5,1) vznikne eliminaci z, z

n+1 n+1
Z eyl = 0, Z o, = 0. (5,8)

r,8=0 r=0
Poznémka II. V&ta 14 nis opraviiuje pfifadit kazdé (n — 1)-kouli v E,
uspofddanou (n + 2)-tici homogennich soufadnic (xg, &y, ..., %p.1), Pro niz
plati (5,2), (5,3) a naopak.
Véta 15. Necht (xg, &y -+ Ony1) @ (Bos B -+ Ba+1) jsou dvé (n — 1)-koule,

které maji spoleényj viastnt bod Y = (¥, ..., Yn.1). Potom telné nadroviny k obéma
(n — 1)-koultm v bod¢ Y sviraji whel @, pro ktery je

( "il g,sxrﬂs)z

r,8=0

( ”il sk 5 )( ﬂilognﬁ P )

r,8=0 r,8=

cos?p =

10§¢§%n‘ (579)

Dikaz. Teénd nadrovina v ¥ k (&g, &y, «+.; &4, 1) M4 rovnici

S = oglexy) — Bx; Togy; — Ty, Tovge; = 0.

n+1 n+1

Podle (2,15a, b, ¢, d) je > gux; = Axgyr — ZY; > Jurcky, takZe (pfi obdobnd
i=1 r=0

nalezené tetné nadroving If;x; = 0) plati

n+1- . n+1
z gik‘x(ﬂk = (Zy,)? Z gn“rﬂa s
,k=1 r,8=0
obdobné
n+1 , n+1 n-+1 , n+1
2 JinX30 = (Zyi)z 2 JrsXrXs 5 z gikﬂcﬂk = (Zyt)z z gnﬁrﬂa ’
k=1 1 r,8=0 t,k=1 % r,8=0

takze z (3,6) plyne (5,9).

Poznémka I. Uhel ¢ nezévisi na bodu Y, alespoii v tom smyslu, e je-li ¥
jiny spoleény bod obou (n — 1)-kouli, je tihel piisluinych teénych nadrovin
opét ¢. Mizeme tedy pro nékteré dvojice kouli definovat thel vztahem (5,9).

Poznidmka II. Kdybychom hledali Ghel nadroviny a te¢né nadroviny
(n — 1)-koule, postupovali bychom obdobng a vysledek by byl opét (5,9), kde
xo = 0. Ze (5,9) plati (pro «o = B, = 0) i pro tthel dvou nadrovin, plyne z (3,6).

n+l
Mizeme tedy ztotoZnit nadroviny > ax; = 0 a (n + 2)-tice (0,0y, ...y ¥ns1)e

i=1

Jako v AG II miZeme prosté prohlésit kvadriku o rovnici (6,1) za (n— 1)-
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sféru, kdykoliv «y, ..., ,,, jsou redlna éisla, ne vesmés rovna nule, a klasifi-
n+1

kovat tyto sféry ([gaa] = 3 grx,x,):
0

oo ¥ 0, ylgax] > 0 ... (n— 1)-koule,
c 09+ 0, y[goa] = 0 ... bodové (n — 1)-sféra,
xg ¥ 0, y[gax] <0 ... formalng redlnd sféra,
xg =0, y[gxx] > 0 ... planarni sféra,
g =0, y[ga] = 0 ... (dvojndsobna) nevlastni nadrovina.

Poznédmka III. Pro tuplnost uvedeme jednoduché vzorce pro stied a polo-
m¥r (pokud existujf) priseéné sféry linearné nezéavislych sfér (x), (8), ..., (8):
Pro st¥ed § = (8,) a polomér r plati

0, %oy Bos eens O
29y [gaad, [gafl, ..., [g0]
8; = zgifﬁf’ (981, [9BB], ..., [gﬂd] ’ (5,10)

-----------------------------

Zgirars [950‘], [géﬂ]’ CICE) [966]

[gxa], [gxB], .., [gad]
(98], [9BB1, --., [9Bd]
| (901, [g0B], .., [906]
0,, %o Bos .6 Op
ooy [gxe], [9xpl, ..., [gxd]
24 | By, [98x], [9BB], ---. [9B9]

.......................

8o, [g0x1, [g0pl, ..., [gd] |

pokud oviem zlomek v (5,11) mé smysl a pokud nejsou s; vesmés rovna nule.

, (5,11)

PesoMme.

IFEOMETPUA CUMIIJIEKCA B E, (nepsasa 4acrs)

MHPOCJIAB ®UJIEP (Miroslav Fiedler), Ilpara.
‘ (ITocrymmao B pegakumio 25/X1 1953 r.)

B pa6oTe mayualorcAa CMMINIEKCH B eBKJINMI0BOM mpocrpancre. IlpmBoparcs
TEOPEMHI 0 CYIECTBOBAHME ¥ OJHOBHAYHOCTH CHMILIEKCA (C TOYHOCTHIO [0 TOM-
KECTBEHHHX CHMIIEKCOB) DY JAQHHHX BeJINYMHAX HEKOTOPHX pebep M HEKO-
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TOPHX BHYTPEHHUX YIVIOB Me:ay rpanAMn. OCHOBHAA TeopeMa CYIIeCTBOBAHMA
dopMyanpyercA TaK:

Heo6xodumoe u docmamouroe ycaosue 043 mozo, ¥mobi 8 E, cywecmeosan cum-
naexc O,, ..., 0,., makoii, umo xeadpamu: 0auk e20 pebep pasHsl OanHblm Oeli-
CMBUMENLHBIM YUCAAM €45:

92(0,-, 0,-)=ei,-, e”‘=eji., e,-,-=0, i,jz 1, ...,n+1 , .

caenymooiee: keadpamuueckas gopma

n+1
> ey << 0
=1
0as kaxcOoll HeHyaesoll cucmemvl 0elicCMEUMEsbHBIL YUCeA Xy, ..., X, ; MAKOU,
n+1
umo > x; = 0.

1=1

B panbHeiinieM CTpONTCA aHAJNTUYECKMI ammapaT, MCIOJIb3YyeMEIA BO BTO-
poit wactu (mpu momomm GapunenTpmgeckux kooppaumar). Ilommmo apyrux
Tpo6IIeM pelIaeTcHa TaKMKe CIefyIomas:

ITpu raxux obcmosamenbcmsax cyujecmsyem mn-cUMnieKc, ecau npednucaro,
Kakue eHYmMpeHHue Y2abl IGAKIOMCH OCMPHIMU, KAKUE NPAMBIME U KGKUE MYNsimu’

Pemenne Mo3HO mpocTo cOpPMyIMpPOBATH, MOJB3YACH TEPMUHOJIOIHEH, Ba-
MMCTBOBAaHHOI U3 Teopuu rpados:

Takoii n-cumnaerc cywecmsyem mo20a u moavko mozda, ecau epag, umenuui
n + 1yswel, 2, ...,n + 1 ukak pas me pebpa ij, 048 Komopwx 6HYMpeHHUl
Yeoa @ ;; AsALeMes ocmpuim, 6yoem ceA3IHBIM.

Orciona HeMOCPeACTBEHHO BHITEKAET, YTO B KAMIOM N-CHMILTEKCe 10 KpaifHei
Mepe 7 BHYTPEHHNX YIVIOB ABIAIOTCA ocTphiMil. CyIecTBYIOT CHMITEKCH,
Y KOTOPHIX KaK pas 7 BHYTPEHHUX YIVIOB ABJIAIOTCA OCTPHIMH, a BCe OCTaJb-
HHlEe — TpAMEe. TaKkue CHUMIUIEKCH HABEBAIOTCA NPAMOY20LbHBIMU .

B zawrimouenme npuBojarcA (QOPMYJIH [JA PAAUYCOB, IEHTPOB U YIJIOB
nepeceuenus (m — 1)-chep mepecevyenus B E, B Buie IMOArOTOBKM JIA [aJb-
HeWmMx yacreid.

Summary

GEOMETRY OF THE SIMPLEX IN £, (1** part)

MIROSLAV FIEDLER, Prague.
(Received November 25, 1953.)

In the paper simplexes in Euclidean spaces are studied. Some theorems are
proved concerning the existence and unicity of a simplex (omitting congruent
simplexes) when the lengths of some edges and the sizes of some (interior)
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angles of the faces are given. The main existence theorem is formulated in the
following way:

The necessary and sufficient condition for the existence of a simplex in E,, such
that the squares of the lengths of its edges 0,0, (O; are the vertices) are equal to given
numbers e, (e = ey, ¢, =0, 1,7 = 1,2,...,n + 1) is: the quadratic form

n+1

Ze“z,-x, <0
ii=1

for any non-zero system of real numbers x,, x,, ..., z, , ;, such that
n+1
Z xi S O .
i=1

Further the apparatus (by means of barycentric coordinates) for the use in
the second part is built up and the following problem is solved: What are the
conditions for the existence of a simplex in £, when prescribed which of the
‘angles of the faces are acute, which right and which obtuse.

The answer can be simply formulated in the terminology of the theory of
graphs:

The necessary and sufficient condition for the existence of such simplex is that
the graph with n +- 1 nodes 1, 2, ...,n + 1 and with those edges ij for which the
angle @;; has to be acute, be connected.

It follows that for every n-simplex at least n angles are acute. There exist
simplexes in E, with exactly n acute angles and all remaining angles right.
Such simplexes are called rectangular and some types (for n > 2) will be studied
in the further parts.

Finally formulae for the radii and centres of the intersection spheres in bary-
centric coordinates are given.
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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 79 (1954)

ZAKRESLOVANf PROJEKTOVANYCH OBJEKTU DO FOTO-
GRAFIE

JAROSLAV SLECHTA, Praha.
DT:526.918.51
(Doslo dne 26. listopadu 1953.) 72.012

Na nékolika b&%n&ji se vyskytujicich pfipadech je v tomto élénku
naznadgeno, jak lze pouZitim elementarnf geometrie pomérn& piesné za-
kresliti jakykoliv projektovany objekt do fotografie. VSude jest uveden
i konstruktivni postup, aby vlastni provedeni zakresleni bylo z textu
a z obrazkt ziejmé patrno.

Pfi navrhovani technickych dél se nékdy pozaduje, aby bylo zjisténo pokud
mozno piesnd, jak vhodné bude projektované dilo umisténo v terénu, do jaké
miry bude v souladu s jiz postavenymi objekty, resp. jak dalece porusi raz
mésta nebo krajiny.

K posouzeni projektovaného dila po této strance, at jiz jde o most, Zeleznici,
silnici, primyslovou budovu nebo i celé sidlists, nejlépe se hodi zakresleni
objektu do fotografie onoho tzemi, na némz mé byt objekt z¥izen. Ma-li oviem
zakresleni poskytnouti sprdvny obraz krajiny, jak bude tato vypadati po zii-
zeni projektovaného objektu, musi byti provedeno pfiméfend piesns.

K fefeni tGlohy je pfedeviim tfeba si uvédomiti, jaké podklady pro FeSeni
méme zpravidla k disposici, a pak tlohu formulovati geometricky. Pokud jde
o podklady feSeni, 1ze pFedpoklddati, Ze je k disposici podrobny plan fotografo-
vaného tzemi véetnd vyskovych két, ptipadné vrstevnic, Ze do tohoto planu je
zakreslena situace navrhovaného dila a Ze jsou p¥irozend znémy i vyskové po-
méry dila. Dal$im nutnym pfedpokladem pro Fefeni je, Ze se ndm podaii najiti
na fotografii pét bodd, jichZ situaci i vySky zndme (jsou patrny v situaénim
planu), a Ze z t&chto péti bodu lezi étyfi v jedné roving, kterd miZe mit jakou-
koliv polohu; ale FeSeni je obzvlasts jednoduché, je-li tato rovina horizontalni.

Pii zakreslovani do fotografie n&jaké Gdsti mésta lze fefeni jesté dale zjedno-
dusiti, nebot zminéné étyfi body tvoii tu dasto obdélnik, nebo dokonce Etverec.
Kdyz zminéné body 4, B, C, D, le#i v roving, kters neni horizontdlni, pak lze
tlohu provést takto:

1. Méme dva priméty roviny o = (ABCD), a to stiedovy primét o®=
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= (4*B*C*D*) na fotografii (obr. la) a orthogonalni primét (obr. 1b) na hori-
zontdlni roving z (situadni plin) ¢ = (4°B°C°D®). Kéty bodu jsou A(— 23),
B(+ 170), C(+4 76), D(4 22). Mimo to zndme na snimku i v planu dali{ bod E.

=
Q

&

B i

Obr. la.

Ulohou je sestrojiti stfed promiténi snimku, distanci promiténi a Gb&#nici vodo-

rovné roviny.

Jeito zndme praméty bodii téZe roviny, lze body A¢, B, C¢, D* povasovati
za elementy bodového pole o, jeZ jest kolinedrni s polem ¢° = (4°B°CYD").
Najdeme-li v této kolineaci k b&#né piimce u) pole o° odpovidajici pfimku
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uy, je tato piimka ubéZnici roviny o na fotografii. Uréime ddle v situaénim
planu tzemi (obr. 1b) kolmy priamét patého zvoleného bodu E(+ 70) do ro-
viny o = (4°B°C°D®) a oznadime E°. Rovné% k tomuto bodu lze najiti bod od-
povidajicf v poli ¢*, a to nejlépe tak, Ze v situaénim plénu (obr. 1b) vytkneme
na spojnici boda E°B°, t. j. v fadé bodu a® = (4°B°M°) body @° a R° (z nich%
Q° dostaneme v priseéiku spojnice E;C? s a% R° pak vznikne v prisediku pfim-
ky E;D° rovnéz s a°). K témto dvéma bodim najdeme body odpovidajici -
v prométné fadé a* = (4°B*M*) na fotografii (obr. la). Konstruktivné lze to

Obr. 1b.

provésti elementarné prevedenim fad do polohy perspektivni, nejlépe pomoci
prouzku papiru (koincidenéni trojiny) — viz piiklad v nésledujicim odstavei
(obr. 2). Ziskali jsme tedy v obr. 1a jiZ ab&Znici % a bod E:. V prusediku piimek
b* = (B*(C"), d* = (A°D?) a e* = (B*D*) s Gbéznici u* jsou piistupné ubézniky

3 Ug, Us stran Styfrohu A*B*C*Ds (zbyvajici t¥i Gbézniky stran a?, ¢, f* vy-
chézeji v obr. 1a mimo ndkresnu). Pri sestrojovani stfedového primétu dostali
bychom Gbézniky, jak znamo, tak, Ze bychom stiedem S perspektivni kolineace
mezi stfedovym primétem a sklopenim roviny vedli rovnobézky se sméry
stran a, d, e.

Kdybychom tedy vedli obracend zminénymi GbéZniky rovnobézky se sméry
stran a,d, e, dostali bychom hledany stfed kolineace S. Oznaéime-li tdhel
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piimek b, e pismenem «, tihel pfimek e, d pismenem f a thel pfimek b, d pisme-
nem y (skutedné velikosti hla «, , ¥ byly uréeny ve sklopeni v situaénim
plénku —- obr. 1b), tu lze, jak patrno, sestrojiti stfed kolineace 8" jako spoletny
prisedik kruZnic k=, k? a k? které sestrojime jako geometrickd mista bodi,
z nich# spatfujeme tse¢ky UyUs, pod tthlem «, U3U, pod thlem g a UaU3 pod
dhlem .

Sestrojeni kruznice k+: Uréime symetralu tsec¢ky UyU;, naneseme thel U =
= o, & vedeme bodem Uj pfimku r | ¢, na symetrale Gsecky UyU, dostaneme
pak stfed O= kruznice k. Obdobné sestrojime k# a k?. Spustime-li déle ze stfedu
kolineace 8’ kolmici ¢ na Gbé&Znici u;, dostaneme tib&znik U* pfimek spadovych
roviny o¢. V prusediku piimky ¢ se spojnici E*E; dostaneme ubé&znik normal
roviny o, ktery jest v obr. la oznaden Uy,. OpiSeme déle nad tseckou U*U,, jako
priamérem kruznici, kterou protneme kruzniei sestrojenou z bodu U* polomérem
UsS’, ¢im% vznikne bod (S). Na kolmici spusténé z tohoto bodu na U*U,, dosta-
neme orthogondlni primét stfedu promitani §,. Vzdalenost §,(8S) je, jak patrno.
distance stfedového prumétu (fotografie).

Polohu stopy p;, roviny ¢ uré¢ime z podminky, ze v perspektivni kolineaci mezi
body fotografie a sklopenymi body roviny musi ve sklopeni vyjiti spravné
rozméry &tyirohu ABCD ve skuteéné velikosti. Konstruktivné lze této pod-
mince vyhovéti tak, Ze na paprsku 8'B* zvolime libovolny bod !B a timto
bodem vedeme 1B'C || §'U3. Uéinime pak 1B'C rovno skuteéné délce tsedky BC
(ziskédna ve sklopeni v obr. 1b a oznadena svorkou jak v obr. 1b, tak po piene-
seni v obr. la). Dile vedeme, jak patrno v obr. la bodem !C rovnobézkou
s pfimkou 1BS’ a na prodlouZeni usetky S8’'C® dostaneme bod (C). Vedeme-li
dale (C)(B) || 1B'C || 8'U3, dostaneme v priseéiku (B)(C) s b = (B*C*) bod P,
jimZ vedeme stopu p; rovnobézné s «;. Kdyby body 4BCD byly vesmés v ho-
rizontalni roving, bylo by jiZ nyni moZno celou situaci z obr. 1b prenésti na
fotografie podle pravidel stfedového promitani. Je-li v8ak rovina bodu ABCD
naklonéna k horizontdlni roving, pak by vynéSeni bylo velmi zdlouhavé a ne-
pohodlné, proto zavedeme si do fotografie ibéznici a stopu horizontalni roviny.
Oznaéme horizontdlni rovinu pismenou z (prvni primétna kétovaného pro-
mitdni — situadéniho pldnu). Priseénice roviny o a n se sestroji v situaénim
plénu snadno jako stopa roviny ¢ na prvni primétné (v obr. 1b oznadena I°).
Stfedovy primét priseénice I* dostaneme nejkratéeji tak, Ze sestrojime body
N* a T* odpovidajici bodim N° a 7' na strandch a® a d° opét pomoci projektivni
piibuznosti bodovych fad. Tam, kde I* protne u;, dostaneme Gb&Znik Uj, kde
protne I* stopu p!, dostaneme stopnik Pj. Znime tedy stopnik a ub&inik
pHmky 1, jeZ lezi v rovind ». K urdeni stopy a tbé&Znice roviny = potfebujeme
jesté znéti jeden bod této roviny. Pomérné snadno lze urditi stfedovy pramét
bodu E:, v ném% norméla n = EE, protind rovinu n. Na faddch n* (obr. 1la)
a n® (obr. 1b) znéme tii druziny vzajemnsd si odpovidajicich bodd: Na n® jsou to
body E°, E? a Gb&#ny bod normély U?. Témto bodiim odpovidaji sdruZené
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body E*, E%, a Ui. K bodu E? fady n° najdeme pak odpovidajici bod £’ zase
nejlépe prouzkem papiru (koincidenéni trojiny). Stfedovy obraz piimky =*
doplnime pak jesté stopnikem P,: vedeme spojnici U*E, aZ protne p’, a timto

bodem vedeme rovnob&zku se spojnici U, U*. Tato rovnobézka vytne na n* bod

*, jak ostatné plyne ze zésad stfedového promitédni. Vedeme-li déle pfimku
m || 1 a uréime jeji stopnik P;,, dostaneme (v obr, la vedena spojnice bodu U;
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8 bodem U* a bodem P}, vedeno P;P;, || UU%) ve spojnici P%,P} stopu p, hori-
zontélnf roviny a bodem U, vedeme pak tb&#nici ' rovnob&ing. V obr. 1a
sestrojen jestd abéinik normal horizontélni roviny U? a st¥ed kolineace 18’, ddle
spustény kolmice z bodi 4, B, C, D, ¢im# vznikly priméty do roviny =: 4,,
B,, 0y a D,. Sklopime-li 4,, B,, C, a D,, dostaneme &tyiroh (4,), (B,), (C,) &
(D,), ktery je shodny se situaénim pldnem (kétovanym primétem) A°B°C°D°.

Obr. 2b.

Toto sklopeni jest v obr. la provedeno tetkovang, &tyfroh (A4°)(B°)(C°)(D°)
proveden derchovang., -

2. Konstrukee se znaéné zjednodusi, kdyz body 4, B, C, D le#i v roviné
horizontélni, &ili kdyZ roviny o a x se ztotozni. Obvykle lze takové body vy-
hledati, takZe pfi praktickém provddé&ni se tloha vyskytuje spiSe v této jedno-
duisi formd. V obr. 2a je uvedena reprodukee leteckého snimku jistého tzemi,
v obr. 2b pak je schematicky situaéni plan tého% tizemi. Na fotografii vytydeny
body A#, B, O*, D", které le#f v téze horizontslni roving a maji, jak patrno
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z obr. 2b, viechny nadmotskou vysku 410 m. C4st vrstevnice 410 v okoli bodu
A°, B°, C° D° v obr. 2b je vyznacena éarkované — kéta 410 pifipsdna. K Gbéz-
nému bodu UY (obr. 2b) thlopttky e® = (E°D°G?) uréime kolinedrny bod
(obr. 2a) v fadé e* = (B*D*G*) tak, Ze preneseme body B°, G¢, D* na prouZek
papiru a v obr. 2b posunujeme tento papir tak dlouho, az pfisluiné body na
prouzku papiru budou na paprscich F°D°, F°G°, F°B°. Tato poloha prouzku
je v obr. 2b zakreslena plnou d¢arou a oznadena le® = (1Ds, 1G*, 1B®). Vedeme-li
bodem F° rovnobézku s e° vytneme, jak patrno, na le® bod U3, jenz odpovidd
ubéznému bodu rady e°. Tento bod preneseme na zminéném prouzku papiru do
obr. 2a, ¢imz dostaneme na e* bod Uj,. Obdobné dostaneme na ¢ = (C*DsB*)
bod U} a na f* = (4°C*G*) bod U;. Body U;, U, a Uj lezi oviem na jedné piimce,
na tbéznici horizontédlni rovin u;. St¥ed perspektivni kolineace mezi stfedovym
prumétem (fotografii) a sklopenim roviny = uréime tak, jak popsdno v pre-
deslém oddile pro rovinu o, t. j. bod 8’ uréime jako spoleény prisecik t¥i kruznic
k=, k8, kv. KruZnici k> sestrojime jako geometrické misto bodi, z nichZ spatiu-
jeme usedku U U; pod thlenm «, ktery sviraji strany ¢, e étyfrohu EBCD a tudiz
téz strany c°, e° étyfrohu A°B°C°D°. Obdobng uréime k4 jako geometrické misto
bodt, z nichz spatiujeme tsecku U;U; pod thlem f, ktery sviraji strany c?, f°.
Kruznici k7 stanovime pak stejnym postupem na zdkladé dhlu y, ktery sviraji
strany e, f°. Dale postupujeme stejnd jako v oddile pfedchozim: Spusténim
kolmice z 8’ na wu; vznikne tb&inik spadovych piimek U®. Polohu stopy p*
uréime pak z podminky, Ze sklopend délka tGseéky AC se musi rovnati 4°C°.
Naneseme tedy od libovolného bodu 14 paprsku S’4? rovnobézné s S’'U; délku
A°B® do bodu 'C' a bodem 1C vedeme s 8’4? rovnobéiku, az protne paprsek
S8'C* v bodé (C). Pak vedeme (C)(4) rovnobéiné s 1A'C a v prisediku s AC*
dostaneme bod X, jimz vedeme p;, || u;,. Abychom mohli sestrojiti orthogonalni
primét stfedu promitani, jest nutno i zde uréiti Gb&inik normal k horizontalni
roviné ¢ili Gbéznik vertikal. Na fotografii tohoto Gizemi je patrna celd fada ver-
tikdlnich hran, takZe neni nutno urdovati vertikdlu pomoci zvlastniho bodu £
leziciho mimo rovinu ABCD. V obr. 2a byly prodlouZeny obrazy vertikalnich
hran (narozi) n&kolika budov a ziskan tak na pifimece S'U* béinik vertikal U;.
Nad U, U? jako primérem opiSeme kruznici, kterou pfetneme polomérem U8’
z bodu Us. Tim dostdvame bod (8), z néhoz vedeme (S)S, | S’Us. Tak vznikne
S, obdobné jako v obr. la.

Chceeme-li pak zobraziti do fotografie néjaky objekt dany v situaénim planu,
_ postupujeme jiz déle jako pii konstrukei stfedového primétu.

3. K daliimu podstatnému zjednodufeni konstrukei dojde, kdyz body
A, B, C, D jsou v roviné horizontalni a kdyZ abéznik vertikél je v nekoneénu,
¢ili kdyz obrazy vertikdl na fotografii jsou svislé. (Rovina snimku je svisld.)
Jako piiklad tohoto pripadu je uvedena v obr. 3a fotografie pohlednice zobra-
zujici nékolik prazskych mosti, z nichz most Ménestiv a Karliiv jsou v popfedi.
Body A4¢, B, C¢, D* voleny na hlading Vltavy, a to body 4¢ a B* pod licem vidi-
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telnyoch patek oblouki, body O¢ a D* pak rovnéz na hlading, aviak v hrotech
pétého, resp. prvého nédvodniho pilite. V obr. 3b je schematicky snimek pii-
sluné dasti katastrdlni mapy a vreholy &tyfrohu odpovidajici bodim A¢, Be,
C*, D* jsou v této situaci oznadeny A4°, B°, C° D°. Obdobnd jako v piipads
pfedchozim i zde uréime k Gb&*nému bodu U] uhloptitky e® = (B°D°G?) ko-
linedrny bod v fadé e* = (B*D*G*) tak, Ze preneseme body B¢, G¢, D* na prouzek
papiru a v obraze 3b posunujeme prouzkem papiru tak dlouho, a% tyto body
budou incidentn{ s paprsky, jimiZ se promit fada bodovs e® = (B°G°D") z libo-

~
~

volnd zvoleného bodu S°. Tato poloha prouzku je v obr. 3b oznadena les =
= ("D, '@, 'B*). Vedeme-li bodem S° rovnobé&zku s e?, vytne tato rovnobéika
na ‘e* bod U7 a po pieneseni prouzku na e* téz bod U? (obr. 3b). Obdobné& dosta-
neme na f* = (4°, G*, C*) bod U; — fada bodt f° v obr. 3b promitnuta z libo-
volného bodu *8°, koincidenci stanovena poloha !f*, ddle bod 1U* a po pieneseni
do obr. 3a bod Uj. Spojnice bodit U} a U} d4vé tib&#nici roviny horizont4lni u?
¢ili horizont obrazu h. Kontrolou spravnosti konstrukee horizontu je to, %e
horizont takto uréeny musi vyjiti opravdu do horizontu fotografie ¢ili do
obrazu velmi vzdalenych objekt.

Stfed perspektivn{ kolineace mezi sttedovym pramétem (fotografif) a sklo-
penim roviny z uréime obdobné& jako v oddflech 1 a 2, t. j. jako spoleény
pruseéik t¥f kruZnic, z nich# spatfujeme tseé¢ku U3U% pod Ghlem ¢, USUY pod
thlem y a tsedku UiU§ pod ahlm w. Jeito tbé&infk vertikél je, jak patrno,
v nekoneénu, vznikne spusténim kolmice z bodu 8’ na horizont v paté této
kolmice hlavn{ bod H. Hlavn{ bod vychézi mimo obrazek, co svédd o tom,
%eé pohlednice vznikla zvét¥enim &isti negativu, jeho# stfed nebyl p¥lis od-
chylny od bodu H. Rovné poloha stopy horizontalni roviny &ili zékladnice
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obrazu z se uréf obdobné jako v odst. 2: Z podminky, Ze tise¢ka (B)(C) musf
byt rovnob&iné s §'U3, pti demi (B)(C) = B°CY, a %e soudasnd musf body (B)
a (C) leZeti na spojnici §'B* resp. §'C*, urdf se poloha bod (B) a (C). Zékladni-

Pt : .

¢ Qbr. 3b.

ce pak prochdzi prisedfkem spojnice (B)(€) se spojnici B*C* rovnobéiné
s horizontem. Sklopeni daldfch bodd A4¢, D¢ se provede podle pravidel zné-
mych ze stfedového promitini (obr. 3a). Kontrolou spravnosti konstrukee je,
ze étyfroh (4)(B)(C)(D) je shodny se ¢tyfrohem A°B°CeDP, V obraze 3b byla
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ve sklopenf vytéena pilkruZnice (k) o poloméru 50 m na hlading Vltavy a
mimo to pilkruZnice (k) v roving vertikdlni. Stfedové priméty k* i k* se-
strojeny v obr. 3a podle pravidel stfedového promiténi. Jak patrno, dotyké se
1k pravé horizontu, ¢ili zjistujeme, Ze bylo fotografovéno s vyiky as 50 m nad
hladinou Vitavy.

4. Jeitd dalif zjednodufeni konstrukce nastane, kdyZ na fotografii je mozno
najiti objekt, jeho primst do roviny horizontélni je pravidelny mnohothelnik.
V obr. 4 jest uvedena fotografie vnitiku kupole chrimu sv. KiiZe v D&iné,

Obr. 4a.

kters se tvarem velmi podobé zndmé kupoli chrému sv. Petra v Rimé. Na foto-
grafii kupole bylo vyhledéno nékolik péri rovnobézek, které uréi piimo body na
b&%nici horizontélni roviny «’,. Zvolené body jsou na fotografii erné okrouzko-
vény. Z vlastnosti pravidelného osmithelnika pak plyne, Ze thel ABC je pravy.
PHmky a* = (4*B*) a b* = (B*C®) urdi pak na u; body U, resp. U;. Potiebny
st¥ed kolineace S’ bude pak zfejmé na kruznici opsané nad tsetkou U Uj jako
primérem, nebot z bodi této kruznice spatiujeme uvedenou ase¢ku pod pra-
vym thlem. Mimo to musi jeité byti bod $’ na kolmici spuiténé z Gbéznika
vertikal U, na u?. Ub&#nik U? dostaneme v prisediku obrazi prodlouzenych
vertikélnfch hran. V prisediku kolmice s kruznici & je hledany stfed ko-
lineace S’. Obdobn® jako v obr. 3a i zde uréime bod (§) v priseéiku kruZnice
opsané nad UU*. Oznadime-li dile patu kolmice spusténé s U na u; pismenem
U* (tb&%nik p¥mek spadovych horizontélni roviny x), pak ze zédkladnich kon-
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strukef stfedového promiténi vychézi, e sklopeny stied promiténi () je v pri-
setiku kruZnice % opsané nad U,U* jako primdrem a kru¥nice *4 opsané ze
stfedu U* polomérem U*S’. Hlavni bod dostaneme pak, kdy? vedeme (8)S, |
1 URU*. Najdeme-li na fotografii obraz tisedky, leZicf v horizontélni roving, a
zndme-li skutednou velikost této asedky, pak lze vidy urditi polohu stopy p#i-
slusné horizontalni reviny zpiisobem popsanym v odst. 2. Neznadme-li takovou
délku, lze p; voliti libovolng, aviak rovnob&inou s u}. Z fotografie nelze pak

Obr. 4b.

dostati skuteéné velikosti tsedek, nybri pouze velikosti pom&rné. Na obr. 4
zvolena stopa roviny obsahujici patu véleové &isti kupole p! jako te¥na
k obrazu piisluiné patedni d4ry na fotografii, a to rovnob&ind s u’. V této rovind
pak sestrojen jako ptiklad Stvercovy zéklad télesa, sloZeného ze &ty¥ rovno-
ramennych pravothlych trojihelnikid, jich% strany jsou rovny &tvrting pri-
méru véleové &asti kupole. (T8leso je ve svislé ose klenby.) PFisluiné elementér-
ni konstrukee byly v obrdzku vynechdny, aby nebyl p¥ili§ zaplngn darami.
Stejnym zptisobem bychom postupovali, kdyby &lo o objekt nad obdélnikem
nebo &étvercem. Pro stanoveni bodu 8’ pouzili bychom pak thlu thlopFiek.

5. Kdyby na fotografii byl zobrazen objekt nad pravidelnym mnohothel-
nikem, piip. &tvercem nebo obdélnikem, a kdyby mimo to byl ab&znik vertikal
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v nekoneénu, pak vyu#fvajice jednoho pravého thlu a Ghlu GhlopHdek, se-
strojili-bychom doln{ distandnfk v prisetiku. dvou kruZnie, z nich¥ spatiujeme
vzd§letosti piislunych Gb&iniki na horizontu pod thlem pravym, event. pod
Ghlem fihlopfitek. Tento piipad neni doloZen obrazem, nebof je tak jednodu-
ohy, Ze jej lze na zdklad$ predchoziho bezpeéns zvlidnout.
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Casopis pro pdstovéni matematiky, rot. 79 (1954)

ou  Pu 2u

DVE VETY O RESENI ROVNICE - = —— + e

KAREL REKTORYS, Praha.

(Doslo 4. tnora 1954.) DT: 517.947.43

V této préci je podéno ¥éSeni dvou zékladnich problémi pro vedeni
tepla ve dvojrozmé&rnych pravoihlych oborech pfi velmi obecnych po-
&atetnich a krajovych podminkéich. Na zéklad$ téchto dvou fefeni je

; moZno sestavit ¥e¥eni pfislu¥ného obecného problému vedeni tepla ph'
* . Jasové nepromdnnych krajovych podminkéch. - L

Jadro prace tvoii dvé véty, tykajlcl se prvniho a druhého problému vedeni
tepla:

I Problém (stacwnirni vedenf tepla):

Necht v mtervalu <0; 7:} je dana funkce f(x) spopta. ve viech bodech tohoto
mterva,lu 8 vyjimkou bodd, tvoficich mnozinu M miry nula,) p¥i demi [f(z)| <
< M v {0; =>. Hledejme funkei V(z, y) definovanou ve étverci P (0 < z < m,
0 < y < w), téchto vlastnosti

1. V(x, y) j je harmomeka uvmtr P t j. vyhovu]e rovnici

2V AV

"

2. V(z, y)jev P omezen4 konstantou M (stejnou, jako funkee f(x) v {0; 7).
3. V(z, y) je spojitd voboru 0 < ¢ < w, 0 < y < m, pii Gemz

a) ¥(0,y) = V(=, =0 (0<y é =), ' (2)

b) Vi, =) =0 (0 z< =) (3)

¢ 4. V ka?dém vnitinim bod® @, intervalu (0, =) (y = 0), v ném% je f(z) spo-

jita, je V(z, y) spopté, jako funkce proménnych z a y, a plati

V(%, 0) = f(%)

=0 0<z<moOo<y<m. - (1)

' 1) Integrace funkoi a ]ejleh ‘métitelnost jsou mysleny podle Lebesgued. : '
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Tvrdim:

Vi&ta |. Existuje jedna a (aZ na body mnofiny M) jen jedna funkce V(x, y)
téchio vilastnostt, a tato funkce je ddna pro y > 0 fadou

-

@ : h _
Vi, y) = Sansinne T2 —Y) o)
2 P '
(a,,=—;ff(x)smna: dz), (5)
proy =20 ’
V(z, 0) = f(z) . (6)

Il. problém (Zasov& promé&nny):

Budi% ve &tverci P (0 < 2z < 7, 0 < y < w) déna funkoe f(z, y) [|[f(z, )| <
< N}, spojité ve viech bodech étverce P s vyjimkou bodi, které tvoii mnozinu
N miry nula. Hledejme funkoei F(z, y, t), omezenou v P a pro ¢t = 0 touZ kon-
stantou N, spojitou v P pro ¢ > 0, vyhovujici rovnici

oF o&F &F "
Tt:—a?-i——-——ayn uvnitt P, t > 0, (7
Ppfi demz :

a) F(0,y,t) = F(n,y,t) = F(z,0,t) = F(z, =, t) = 0 (¢t > 0), (8)
' b) ve vlech bodech, kde f(z, y) je spojité, je také F(z, y, t) pro ¢ = 0 spojita
jako funkce prom&nnych z, y, ¢ a je v nich F(z, y, 0) = f(z, y).

Tvrdim:

Véta ll. Existuje jedna a (a2 na body mnofiny N) jen jedna funkce F(x, y, t)
téchio vlastnosti, a tato funkce je ddna ‘

pro t > 0 fadou
F(z,9,1) = 3 (3, Amn sin ma e~™") sin ny e~ (9)
n=1m=1
(Amn == ni’ff f(x’, ¥') sin ma’ sin ny’ dz’ dy')) (10)
P
aprot =0
' o F(z,y,0) = f(z,y) . (11)
Pozndmka. , : o

Dikazy jednoznadnosti fefeni jsou velmi jednoduché. ObtiZnost dikazi
obou v&t je v tom, Ze je tfeba dokézat, Ze funkoce V(z, y) a F(x, y, t), definované
rovnicemi (4), (6)s (9), (11), spliiuji poZadavky, na né kiladené, zejména bod 4
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prvniho problému a obdobny bod b) druhého problému. O Fourierovych fadédch
(4) a (9) pro y = 0 a ¢ = 0 totiZ nic nevime (fady nemusf konvergovat v #4dném
bod&). Tato obtiZ se projevuje zejména u druhého problému, kde dosavadni
kriteria pro konvergenci dvojnych Fourierovych ¥ad jsou velmi nepiehlednd
(viz na pf¥. ToNELLI, Serie trichonometriche, str. 450).

V prvni kapitole je poddna formulace problému. V druhé kapitole je poddn
dikaz omezenosti feSeni, ktery je podkladem pro dalii dvahy. Ve tfeti kapitole
je proveden dikaz véty I, ve étvrté kapitole dikaz véty II.

Kapitola I. Formulace problému

Pii feSeni rovnice

ou u  Pu Pu

%0 T op TR
s danymi krajovymi a podateénimi podminkami, jakoz i pii dikazu jedno-
znadnosti Fefeni, kladou se zpravidla velké pozadavky na spojitost a spojitou
diferencovatelnost funkei, které vystupuji v téchto podminkéch (mimo poza-
davky, kladené na samotny obor, v némZ je problém formulovin). AvSak
ve skuteénych matematicky formulovanych fysikélnich a technickych alohach
jsou tyto pozadavky ziidka splnény, a to jak pii krajovych podminkéch (téleso
v tepelné lazni), tak pfi poddteénich podminkdch uvnitt télesa (tepelny dotyk
dvou nebo vice t&les, tvoficich jediné téleso). Nejdastéji se setkdvame s t¥idou
funkei po &4stech spojitych. Zde jiZz nastdvaji z matematického hlediska znaéné
obtize. ) :

Ve své disertadni praci (,,Jednoznatnost reSeni parcidlnich diferencidlnich
rovnic pro vedeni tepla pii nespojitych krajovych podminkach‘) zabyval jsem
se pfipadem, kdy jeden rozmér uvaZovaného télesa pievlddal nad druhymi
dvéma, takZe tlohu bylo lze poklddat za rovinny problém. Mimo to jsem pied-
pokladal, Ze priifez uvaZovaného télesa je obdélnikového tvaru (pro jedno-
duchost -byl uvazovan &tveree, coz na charakteru tlohy ni¢eho neméni) a Ze
krajové podminky (t. j. tepelnd lizeil) jsou dasové neproménné. Ve zminéné
pract jsem odvodil za pfedpokladu, Ze funkce (a jejich derivace), vystupujici
v krajovych a poditeénich podminksch, jsou po Shstech spojité, rizné vlast-
nosti FeSeni, z fysikdlnfho hlediska dileZité, dok4zal jsem jednoznaé&nost feSen,
a mimo to jsem se zde zabyval otdzkami numerického vypodtu, zejména stejno-
mérnou konvergenci piislusnych fad. Po strince fysikdlni je zde problém
fefen zcela postacujicim zptisobem.

S matematického hlediska je v8ak otdzka, jak se budou chovat V(z, y) resp.
F(z, y, t), definované rovnicemi (4), (6) a (9), (11), pFipustime-li u funkof f(z)
resp. f(, y) nekoneény podet nespojitosti. Rady (4) a (9) maji smysl pro y > 0
resp. ¢ > 0 pii kazdé integrovatelné funkei f(z) resp. f(z, y). Jde o to, budou-li
tyto fady i pak ,,spojité piiléhat‘‘ k okrajovym funkeim f(z), f(z, y).

(1.1)
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.V této préoi je dokdzéne, Ze za piedpokladu, Ze f(z) (resp. f(z; y)) je spojita
skoro viude, t. j. aZ na mneZinu miry nula, pak funkoce, definovana pro y > 0.
fadou (4) (pro ¢ > 0 ¥adou.(9)) je spojité prodluZitelna skoro vSude na okraj
y = 0 (resp. ¢ =0) a jeji spojité prodlouZeni je pravé rovno odpovidajici hod-
not® f(zY (resp. f(z, y)). Metoda dilkazu je podstatné odlisna od metody uzité
v citované mé préei, kde diikaz spojité prodluZitelnosti funkei, definovanych
fadami (4) a (9), se'opiré o stejnomérnou konvergenci téchto fad pro y = 0
resp. ¢ > 0 v urditych eborech. Pfi nasich predpokladech o f(z) a f(x, y) fady (4)
a (9) nemusi pro ¥y = 0 resp. ¢ = 0 konvergovat nikde, tim méné pak stejno-
mérng.

Uvedeme zde jesté nékteré znamé véty, které v daldim textu citujeme:

1. Véta o maximu a minimu harmonické funkce (viz na pt. PETROVSK1J, Par-
cialni diferencidlni rovnice, Praha 1952, str. 193):
" Harmonicks funkce u(z, y) spojitd na uzaviené oblasti @ = G + I" nemuze
uvnitt této obla.st1 nabyvat vétiich hodnot, neZ je jeji maximum na I, a ne-
miZe nabyvat men§ibh hodnot, ne# je jeji minimum na I.

2. Véta o mazimu a mmtmu Fedent parabolické rovnice (viz na pf. Petrovskij,
L c., str. 267). o
2
Ka#dé Feleni rovnice % ; g;: pro vedeni tepla, definované a spojité na
obdélnfku Qo= <w < 1,0 £ t< T), nabyvé své nejvétsi a nejmensf hodnoty

bud na jeho doln{ zékladnd (pro ¢ = 0) nebo na jedné z jeho bo&nych stran.

3. Abelova véta o stejnomérné konmvergenci (viz na pi. CARSLAW, Theory of
Fourier’s Series and Integrals, Londyn 1930, str. 149. Oznaceni je jiné).

Necht fada u,(z) + us(x) + ... konverguje stejnomérn& v {a, b) a necht po-
sloupnost 7'(¢), T4(t), ... je monotonni pro ka?dé pevné ¢ > 0 a stejnomérné
omezené (t. j. [T,(t)) < K pro viechna n a t). Pak fada u,(z) Ty(¢) + uy(2) .

T4t) + ... je stejnom¥rnd konvergentni pro viechna z z (a, b> a pro viechna
t=>0. ’ : -

4. Weierstrassova véta (NaranNsox, Téorija funkeij veddestvennoj peremennoj,
Moskva 1950, str. 99).
BudiZ f(z) spojitd v {a, b). Pak k libovolnému & > 0 existuje takovy poly-
nom P(x) Ze pro viechna x € (a, b) je
:T |f(z) — P(z)| < ¢.
5 Véta Fubintho (Natanson, l. c., str. 296).

Bud.li v pravothelniku R (@ < z < b,¢ < y < d) ddna integrovatelna funkoe
i(x 4).. Pak :

a7 rfgpkw §(x, y). uvaZovani jako funkee y bude mtegmva.telné pro skoro
viechna z { <a; b>£ ) I :
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2. Oznac¢me mnozinu téchto'x A. Pak funkce. «. .. ¢
a . .
[i, ) dy
bude integrovatelnd na 4.
3. Plati

a
i y) dz dy = [de.[flz. y) dy ..

Kapitola 2. Omezenost FeSeni

Véta 21. BudiZ v intervalu {0, ) ddna méfitelnd funkce f(x). Necht ddle
[f(@)] < M v tomto intervalu. Pak funkce S(x, t), definovami prot > 0 fadou

S, t) = Za“ sin nxe—"‘ . (2.1)
( :—ff(x ) sin na’ dx) (2.2)

a pro t = 0 vztahem : ¢ "
S(z, 0) = f(z), (2.3)

je pro vdechna x € {0, ©) a pro vdechna t > 0 omezend tou? konstantou M.
Poznémka: Funkei S(z, f) definujeme jinak pro ¢ > 0 a' jinak pro ¢ = 0,

nebot pro { = 0 nemusi mit fada (2.1) nikde smysl.

 Abychom dokéazali vétu 2.1, dokédZeme nejprve dvé lemmata.

Lemma 1. Necht g(x) je polynom v {0, n), g(0) = g(x) = 0, |g(z)| < K. Pak
funkce G(z,t), definovand .

pro t > 0 Fadou

Gz, t) = ib,, sin nx e- "'t ‘ | | o (2.4)
(b,, — 72:- fg(x') sin na’ dx’) ; (2.5)

pro t = 0 rovnict ' ; ‘.
Gz, 0) = g(z) , B (2.6)

je omezend pro vdechna x a t > 0 konstantou K.

Dukaz plyne pfimo z citované véty o maximu a minimu spoptého Teseni
parabolické rovnice. 2 -
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Funkce G(z, t) spliluje toti% pro ¢ > .0 rovnici

oG 2@
pfi podminkéch '
G(0,t) = G(m,t) = 0. (2.8)
Je
[ » .
3% (b, sin nx e~'t) = — b, sin nx . nte—™"*
6% (b,, sin nx ™) = — b, sin nx . nle" !
a Fada

@©®
> b, sinnx. ne-n"t
n=1

konverguje stejnomérné pro ¢ > 0, protoze
oo
z nle-n't

n=1

konverguje. Tedy plati (2.7).]
Mimo to g(x) je pofynom, tedy Fourierova rada

2, b sin nz . (2.9)
n=

je stejnomé&rné konvergentni v intervalu (0, =), a stejné (podle Abelovy véty)
i fada

> b, sin nx e-"'t . (2.10)

n=1
Je tedy G(z, t) spojitd pro viechna z z <0, 1:)1 a pro viechna ¢ > 0, a z toho
plyne podle zminéné véty o maximu lemma 1.
Lemma 2. Budif h(z) spojitd v {0, ), h(0) = h(x) = 0, |h(x)| < M. Pak
funkce H(z,t), definovand
pro t > 0 fadou

H(x,t) = 3 c,sin na et (2.11)
n=1
. ki
(c,, = %fh(x’) sin nx’ dx’) - (2.12)
0
a pro t = 0 vztahem )
H(x, 0) = h(z), . (2.13)

je omezend pro véechna x € {0, n) a t = 0 konstantou M.
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Dukaz: Podle Weierstrassovy véty lze sestrojit posloupnost polynomu
gi(x) (pfi femZz g,(0) = g,(n) = 0!), stejnom&rnd konvergujiof k funkoi A(x)
v {0, n). T. j. k danému ¢ > 0 lze najit N tak, Ze

lg:(x) — h(z)| < & (2.14)
pro viechna z z (0, =) a pro viechna 2 > N.

Oznadéme G,(z, t) funkoi, definovanou
pro ¢t > 0 fadou

Gz, t) = > b sin nxe-n"t (2.15)
=1
n’l
(b;.‘) = -T%fg,.(x’) sin na’ dx’) ; (2.16)
0
a pro ¢ = 0 relaci
G(z, 0) = g.(x) . (2.17)

Jestlize |g,(z)| < K, pak podle lemmatu 1 bude také |Gy(z, t)| < K.
Méme nyni dokézat, Ze pro kazdé ¢t > 0 bude |H(z, t)| < M.
Vezméme uréité ¢, > 0. Protoze

lim g,(z) = A(x)

{—»> o
stejnomérné v <0, n), je pro viechna ¢ > N
K. <M+e |9 <2(M + ¢), |c,—bP| < 2¢.
Tedy rady (2.15) jsou pro ¢, stejnomérné konvergentni (vzhledem ke viem
z z {0, =) a ke v8em ¢ > ), a protoze

lim b = ¢,
11— ©

stejnomémé pro viechna n, je

lim Gy(x, t,) - H(z, t,) . (2.18)
i—>® C
A protoze |Gy(z, )] < M + & pro i > N, je také
IH(x’ to)l é M + €, ‘ (219)
&ili, vzhledem k libovolnosti &
[Hz, )| < M, (2.20)

coz jsme méli dokézat.

Dukaz véty 2.1. Podle Luzinovy véty (Natanson, T&ofija funkeij vesdest-
vennoj peremennoj, Moskva 1950, str. 96), existuje ke ka%dé funkei y(z) méri-
telné v {0, =) a omezené konstantou M a ke kazdému 4 > 0 funkce g(x) spo-
jitd v 0, ™) a omezend touZ konstantou tak, Ze

mE(y + ¢) < 4. . (2.21)
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Symbolem mE:(y . rozumime miru mnozmy E, t -3 mnoimy bodt 2

z 0, f);. v mich¥ ()% . @(). .
Existuje tedy k na&f funkei f(x) a k ¢ < 0 takové funkee tp(:c) spopta v <O ),

pii demZ je§té miuzeme Zidat ¢(0) = p(r) = 0, Ze

‘ - T

flf(x)-—??(z)l dz <e. o (2.22)

Sestrojme posloupnost ¢; > 0 tak %e lim ¢; = 0 a prisluénou posloupnost

i—>®
S}?O]ltYCh funkei () (|gi(x)] < M, ¢,(0) = g,(x) = 0) tak, %e
™
, JiH@) —pi@)] do <. (2.23)

‘" Oznadime-li '{
k17

2 .
dP = f(p,(x ) sin nz’ da’ , (2.24)
9

pak pro libovolné n bude ziejms

|an —-d"’l <&, (2.25)

éili
lim 4% = a,, (2.26)
stejnomérné pro viechna n.
Oznadme ;
| Dz, t) = de sin nz e~ (> 0) (2.27)
n=1
a zvolme urdité ¢, > 0.
Je
!Qi(x! to)l é M

pro kazdé i (podle lemmatu 2).

Ze stejnomérné konvergence Fad (2.27) pro dané ¢, > 0 a pro viechna 1,
& 2 (2.26) plyne opét
lim @(z, ¢,) = S(z, t,) , (2.28)

z &ehoz
1S(z, )] < M (2.29)
pro libovolné ¢, >. 0, coz bylo dokazati, nebof pro ¢ = 0 je |S(z, O)[ = |f(z)| <
<M podle predpokladu.
Pozndmka. Z dikazii’ je viddt, Ze je- 1i 0 < f(z) < 2M, pak také 0 <8, )<
< 2M. To plati pfedn& pro kazdy polynom g(z) 0< () L 2M, g(O) =g(n) =
=0), podle véty o maximu a minimu (viz lemma 1). Toté? plati — viz dikaz
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lemmatu 2 — pro kaZdou funkcl h(x) spoptou V. (0 ) (0 < M=), _<1_§_ 2M),
h(0) = h(ﬂ:) = 0. . , ORI
Nyni k f(z) = f(x) — M muzeme sestropt spojitou funkei (p(x) tak ie

0”7("7) - P(x)| dz < e,

pii dems [g(z)] < M, §(0) = F(m) = — M (srv. (2.22)).

Pak funkee p(x) = @(z) + M bude kladné, 0 < ¢(x) < 2M, ¢(0) = @(x) = 0
a - .

flf(x)~¢ (@) dz < &.

Vztahy (2.23) aZ (2 28) zlstanou stejné, jen misto |(D (z, t,)] £ M je nutno
psit 0 < Dy(x, t) < 2M. Z (2,28) pak plyne 0 < Sz, t) < 2M.

Vé&ta 2.2. Budi? ddna v intervalu {0, &> funkce f(x), splfiujict stejné podminky
jako ve vété 2.1, t. j. f(x) je méfFitelnd v {0, m), pfi demé [f(x)] < M v <0, ).

Pak funkce V(x,y), defmovana, nma P (0Za<n 0y<m) pro y>0
fadou
sinh n(n — y)

V(z, y) 'Zla sin nx e o (2.30)
- : »
(an = —;?—t-f/(x’) sin na’ dx’) , (2.31)
0
a pro y = 0 vztahem
V(x’ O) = f(x) ’

je omezend pro vdechna x a y (0 < y < w) fislem M.

Diukaz je zcela stejny, jako dilkaz véty 2.1, nebot. ‘pro polynom g(z), pro
ktery g(z) < M, g(0) = g(n) = 0, je piislusnd funkce V(z, y) omezend kon-
stantou M, jak plyne z véty o maximu funkce harmonické na P; dalsi body
ditkazu probihaji jiz Gplné obdobné jako v dikazu véty 2.1,

Kapitola 3

Véta 3.1. BudiZ v intervalu {0, =) ddna funkce f(x), magjici tyto viastnosti.
1. |f(x)| < M pro viechna z z 0, ©). )
2 f(x) je spojitd ve vdech bodech intervalu {0, ) s vijjimkou bodu, které tvori
mmoZinu M miry nula (tedy f(x) je méFitelnd funkce).

Tvrdim: Ezistuje jedna a (aZ na body mnofiny M) jen jedna funkce V(z,y) de-
finovand na &erci P (0 < < m, 0 < y < ) takovd, Ze \

a;;;-{—%zz—Ouvmt'rP ‘ S (3.i)
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2. V(@ y)| < M na P. .
3. V(z,y)jespojitd voboru 0 < 2 <m0 <y< = a
a) ¥(0, y) = V(m, =0 (0<y é ), (3.2)
b) ¥(z,®) =0 (0 < ). (3.3)
4. V kaZdém vnitfnim bodé z, intervalu {0, =) (y = 0), v némZ je f(z) spojitd,
je V(, y) spojitd jako funkce obou proménniyjch z a y, a je V(z,, 0) = f(z,).
Tato funkce je ddna
proy > 0 (y < =) fadou

. < . sinh n(x — y) 3.4
V(x, y) —”Zla,, 81N nx -—W . ( )
™
___Ef( ’ : Id ’
On = — f(x’) sin nz’ dz') ,
0
pro y = 0 vztahem
V(z,0) = f(z) : (3.5)

Dukaz. DokédZeme nejprve, Ze funkce V(z,y) mé pozadované vlastnosti.
1. V(z, y) je harmonicka uvniti P, protoZe kazdy ¢len Fady (3.4) je harmonic-
k4 funkce uvnitf P a (3.4) je stejnomé&rng konvergentni pro y, < y < m,
¥ > 0. (Rada
< sinh n(r — y)
o] sinh nx

konverguje pro vSechna y > 0.)

2. [V(x,y)| <M v P.

Plyne z véty 2.2 predchézejici kapitoly.

3. Jsou splnény viechny t¥i podminky bodu 3. Ziejmsé.

Zbyvé dokézat bod 4.

Vezméme urdity bod o soufadnici 2, (0 < #, < =), v némz je f(x) spojitd,
a oznadme jej A. Mime dokézat, Ze k danému ¢ > 0 existuje g, > 0 tak, Ze
[V(B) — V(A4)| < ¢ pokud g(4, B) < g,. Pfitom B je bod z P o soufadnicich
z,y, o(4, B) je vzddlenost bodi A(z,, 0) a B(z,y), V(4) = V(z,, 0) = f(z,),
V(B) = V(z, y). ;

Oznadme

f(@) = () + g() - (3.6)

v (O, n). Je g(x,) = 0 a g(z) je v z, spojitd. Existuje tedy ke kladnému ¢ ta-
kové o,, Ze

lg@)| < && pro |z — 2| < 01 (01 < %, 01 < T — ) -
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Definujme funkei g,(x) takto: ;
9:(z) = g(x) pokud z, — %o, Sz <z + 30 ' (3.7)
gi(x) = 0 v ostatnich bodech intervalu (0, =) . (3.8)
Je tedy viude v €0, ©) |g,(%)| < %e.
Déle definujme funkoi gy(x):

gs(x) = 0 pokud %, — o, Sz == < %+ dors (3.9)
_ gs(x) = g(x) v ostatnich bodech intervalu . (3.10)
Tedy
g(x) = gi(x) + g5(@) v <0, 7, (3.11)
¢ili
fz) = f(x) + 91(x) + gal2) v <0, 7> . (8.12)

Funkei ptislusnou k f(x) a definovanou rovnicemi (3.4) a (3.5), jsme nazvali
V(z, y). Funkei, definovanou obdobné a p¥islusnou ke g,(z) nazveme Gy(, y),
funkei p¥islugnou ke gy(x) nazveme Gy(z, y), funkei ptisluinou k f(z,) nazveme
Vo(x, y) (f(z,) je konstantni v (0, =)). Zfejmé plati

) Viz, y) = Volx, y) + Gi(z, y) + Go(@, 9) - (3.13)
Podle véty 2.2 je vSude v P ‘
|G (=, y)| < 3e. (3.14)

Dokazeme snadno, e Vo(z, y) je funkce spojitd v bodé 4. Bod , je vnitinim
bodem intervalu <0, n). Fourierova fada '

ib,, sin ne , (3.15)
n=1

(b,. = —i—f/(xo) sin na’ dx’) (3.16)
0

konverguje stejnomé&rné v kazdém uzavieném intervalu uvnit¥ (0, ), a stejnd
(podle Abelovy véty) i fada

ib sin nz sinh ol —g)

R sinh nw
takze V,y(x, y) je spojité v oboru 0 < z < =, 0 < y < «. Existuje tedy k na-
Semu ¢ &islo gy > 0 (0 < %, 02 < ™ — %,) tak, Ze

[V(B) — Vo(4)] < 3o,

; (3.17)

pokud o(4, B) < 0,.

Z tého# diivodu jako funkce V(z, y) je také Gy(x, y) v bodé A4 spojitd, takze
k témuz ¢ existuje o3 > 0 (05 < #0,) tak, Ze

IGB(B) - Ga(A)l < *6 ’
pokud o(4, B) < gs.
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Oznadime-li min, (g,, 05) = 0o, Pak podle (3.13) je ‘
~ V(B —V(4)| < e, \ (3.18)

pokud L - ._
- o4, B) < gg, . (3.19)
coz bylo dokazati. ‘

Dikaz plati i pro piipad, Ze z, = 0, jestliZe f(0) = 0 a f(x) je spdjité, Zprava
v bod8 x = 0. Obdobné, kdyz x, = =, f(r) = 0 a f(z) je v bod8 z = = spojitd
zleva. ; y - - P

Poznamka: VSimn&me si, Ze doposud jsme pro funkei f(z) nepotfebovali nic
jiného, ne# Ze je méfitelna v <0, n) a [f(x)] < M. Toho, Ze f(x) je skoro viude
spojitd v (0, n), pouZijeme teprve nyni.

Jednoznaénost fefeni.?) , .

M¥jme dvé feSent V,(z,y) a V,(z,y) Apo'iadova,r.lych \rla.stnoé_ﬁ a budiz
u(x, y) = Vl(xf ¥)— Vz(?.: Y).

Definujme funkei

x A .
L 6(y) = [wiz, y)de. (3.20)
0

Dokézeme, Ze G(y) = 0 pro viechna y. ProtoZe u(x, y) je podle predpokladu
8pojitd pro 0 < y < = vyplyne z toho, Ze V,(z, y) = V,(x, y) pro viechna y > 0
(v < =). ' . :

u(z, y) je pro y = 0 spojitd a rovna nule ve v8ech bodech intervalu <0, =)
s vyjimkou nejvyse bodi mnoZiny M. Je tedy

G(0)=0. _ (3.21)

Déle |u(z, y)| < 2M v celém P. Dok4Zeme nejprve, e G(y) je spojitd v bodd
y=0.

Zvolme ¢ >0 a sestrojme otevienou mnozinu M, tak, Ze M c M, m(MW;) <
<9, 6= éﬁ 3) Budiz déle P mnotina v P, bod B(w, y) € kdy? a jen
kdyZz x e M,. (Znatime P [(z, y) e P, x ¢ M,]). TedyP je oteviend mnozina

@

,9)
v P. Mnozina P — 9P je u;a.vf‘ené v P, tedy funkce u(z, y), spojitd na P — P
je na této mnoZiné stejnomérnd spojitd (P — P je kompaktni), pFi dem? je
tam u(z, 0) = 0. Z toho plyne, fe existuje k ¢ > 0 takové 7, %e |u(z, y)| <

<V%VP—S», pokud 0 < y < 5. Tedy

%) Ditkaz jednozna¥nosti fefent se providi zpravidla s pomocf Greenovy vity. Zde viak
{)zi-edpoklady Greenovy vty nejsou spln¥ny a Greenova véta také skute&nd neplati, jak se
e ptesvédlit pimym vypodtem, jsou-li na pt. f(z), f'(x) & f"(x) po Ehstech spojité funkce
v <0, ). Zde viak lze Greenovu v&tu snadno obejit.
8) To lze, nebot M je mno¥ina miry nula.
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Q(y) = ?u’(w, y)dx < e, o .(3.22)
0

pokud 0 < y < 7, ¢&ili G(y) je spojitd v bodd y = 0.
Spojitost funkoe Q(y) pro y > 0 (y < =) plyne ze spojitosti funkoe u(z, ) pro '
y> 0.
Funkee G(y) mé pro y > 0 (y < =) prvni i druhou derivaci, a je

™ .

oqQ ou
- 2f aydx», (3.23)

°q ?
%yz - f( “) de + 2fu—dx (3.24)

Ale u(z, y) je harmonické pro y > 0, ¢ili

otu 2u
W =—7= (3.25)
a
%u 0 ou ou\?

Dosadime-li (3.25) a (3.26) do (3.24), mame

dz@ ou\’ r 0 ou ou
w0 o[ [ fali)or  flefo] om
0 0

Integral _
T
o ou
f E (u —a;) dz
0

je roven nule, protoZe proy > Ojeu =Oproz =0az ==, a g—: je spojita
a tedy omezené na P, pokud y > y, > 0.
Z (3.27) tedy plyne, Ze
8 <0 (3.28)
dy? = ’
pro y > 0 (y < =) .
Z (3.20), (3.28) a z toho, Ze G(0) = G(x) = 0 snadno odvodime, Ze G(y) = 0
v <0, ).
Vezméme urdité
% (0 <y <m)

4) Srv. nésledujicf pozndémku.
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a pfedpoklidejme, Ze

d@
% (y)) = 4> 0. | | (3.29)

aq A 4@
ProtoZe Ip je stéle nezépornd, je pro y > y, stile 35 = A:

Ale G(y,) = 0, G(n) = 0, tedy A
* Qm) — G(yo) = (x — 3o) .»‘(—ig Yo + tulm — yo)] (0 <, <1), (3.30)

coz je spor, protoZe na pravé strané je veﬁéina vétiéi neZ (nebo rovna) (m — y,) 4,
na levé strand je veli¢ina zdporné nebo nula.
Jestlize pfedpokladame, Ze

d@ :
EleJ(yo) =B <0, (3.31)

pak g%; je stale mensf nebo rovno B v (0, y,). Podle véty o stfedn{ hodnoté je

d
Byo) — 6(0) = yog (Bage) (0 <0y < 1), (3.32)

coZ vede opét ke sporu.
Je tedy stéle v (0, 7) g-g(j = 0, a protoze G(0) = Q(x) = 0, je v 0, =) iden-
ticky. ‘
, . Gy =0. o (3.33)
* Protoze pro y > 0 jeu(z, y) spojité, plyne z toho, Ze
u(z, y) =0
pro v8echna y > 0 (y < =), coZ bylo dokézati.
Poznémka. Kriticky étenaf mize zde opravnéné namitnout, Ze derivovani
za integraénim znaménkem, které jsme provedli v rovnicich (3.23) a (3.24),
neni nikterak odiivodnéno, protoZe jsme ve v&té 3.1 nevyslovili Zidné predpo-

klady o spojitosti derivaci funkce V(z, y) v P pro y > 0, resp. o spojité prodlu-
Zitelnosti téchto derivaci na strany &étverce z = 0, = n. Také zévér, Ze in-

tegral
T
o[ ou
(1]
je roven nule, protoZe pro y > 0 je % rovno nule na # = 0 a z = =, nenf zcela
ou ‘

spravny, protofe nevime nic o vzristu funkce 35 PO %> 0ax—>m, takZe

~

nemuiizeme tvrdit nic o limité vyrazu u g—: proz —>0ax — m.
L] )
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Zde bychom mohli zjednat népravu tim, Ze bychom #4dali, aby V(z, y) méla
uvniti P spojité derivace do druhého fddu, a tyto derivace aby byly spojitd
prodluzitelné na x = 0, x = &. Z fysikélniho hlediska tyto poZadavky jsou témé¥
samoziejmé a nale nalezené fefeni je také spliiuje. Hledisko matematické je
oviem jiné, a proto zde ukdZeme druhy dikaz, kde tyto pfedpoklady potiebo-
vat nebudeme.5) ' ' :

Checeme dokazat, %e funkce u, splitujici pfedpoklady véty 3.1 (na rozdil od
funkce V(z, y) omezend konstantou 2M) a na y = 0 viude rovné nule s vyjim-
kou nejvyse bodi mnoziny M, nemiize byt rizné od nuly uvnitf P.

Zvolme tedy uvniti P bod z,, 4. Necht u(z,, ;) = 4 + 0. Oznadme soudet

®, sinh n(r — y,)

£y sinh n(m — 3y,) - (3:9€)

Zvolme uréité a takové, ze 0 < a < 3y,. Funkce u(, a) je podle predpo-
kladu spojitd pro viechna z € {0, ), spojité diferencovatelnd v (0, x) a je
(0, @) = u(w, @) = 0. Oznadme tuto funkei f,(z). Na funkei u(x, y) se mi-
Zeme pro y > 0 divat tak, %e vznikla jako feSenf problému, formulovaného ve
vété 3.1, ale daného ne na &tverci P, ale na obdélnfku 0 (0 z2< &, a <
< y < =), pfi dem% na strané y = a tohoto obdélniku je dana funkce f,().
Ale zde ji%, jak plyne z véty o maximu a minimu harmonické funkce, je jedno-
znaténost FeSenf zarulena, protoZe u(z,y) je spojitd na celém uzavieném
obdélniku O. Je tedy nutné

o)

= @ qi w
u(%o, Yo) ’_,Zla" sin iy (3.35)
kde
' k13
a® = 2 ff,,(x') sin na’ dz’. " (3.36)
7T
0

(O spravnosti tvaru fefeni (3.35) se snadno piesvédéime. Piedné kazdy ¢len
rady
© .
s it sinh n(mr — y)
,Z:l“"" ST Sinh n(r — a) (2)

je harmonicky a rada

=d 2 Sinh n(m — 9)

w1 sinh n(w — a)
~ 8) Zde bychom mohli uit Schwarzovy vty o zrcadlenf; funkce u j‘e harmonické pro
¢ > 0 a rovna nule na stranich &tverce, tedy je pfes tyto strany prodluZitelné jako har-

monické funkce, z &ehoZ vyplyvé spojitost uvaZovanych derivaci na stranich z = 0,
x = n. Poddme viak dikaz, ktery znalost této v&ty nepfedpoklédé.
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konverguje pro kazdé y > a, z ¢ehoZ plyne, Ze fada

L]

. sinh n(x — y)
2, (@) e N
,21"' @n’ SID N sinh n(x — a)

konvergﬁje stejnomérnd. Tedy fada (a) definuje harmonickou funkei.

Proz =0,z == (y > 0) a y = n (x libovolné) je funkece, definovand touto
fadou, rovna nule, pro y = a je rovna funkei f,(z), tedy spliiuje krajové pod-
minky.)

Ale jestlize 0 < a < 4y,, pak
- & ginhn(r — y,) < sinhn(r — y,)

,.21 sinh n((n' —yTo) <,,-§1 sinh n(m — $y,) ’
nebot sinh  je pro z > 0 kladné rostouci funkce, tedy kazdy &len rady na
pravé strand nerovnosti (3.37) je vétsi neZ piisludny élen fady na levé strand
(3.37). :

Budeme tedy hledat a tak malé, aby a{® byly takové, ze

(3.37)

00

- . sinh n(x —
”lea,','l . |sin na,| Sk ol

i")) < |4] (3.38)
(4 = wu(zo, Yo))-

Tim se dostaneme (vzhledem k rovnici (3.35)) do sporu s predpokladem
u(x®, y%) = A:

Sestrojme v <0, ®) otevienou mnozinu M, tak, e M C M,, mM, < ﬁ—s— .

(8 je déno rovnicf (3.34), M, jak vime, je mnoZina bodi nespojitosti funkce

f(z) v €0, =), mM, znadi miru mnoziny M,.) Budiz P mnozina v P, pfi cemz

(%, y) €Y tehdy a jen tehdy, kdyZz x ¢ M, &ili P[(z, y) € P, x ¢ M;]. Vzhledem
@)

ke stejnom&rné spojitosti funkce u(x, y) na P — P, pii ¢emz pro ¥y = 0 je na
P —9 u(x, y) = 0, miZeme najit a, > 0 (g, < $y,) tak, Ze pro vSechna a
(0<a<ay)jenaP —9Y

4]
lfat@)| < g - (3.39)

Zvolme tedy jedno takové a. Pak je ziejmé

ja] < 4. (3.40)

pro viechna n, a tedy

@

o ] = | St in i, BT = )| 3 Wlsimhntr o) _
n=1 n=

sinh n(w — a) sinh n(z—3$y,)
. (3.41)

4im# dostdvéme ¥4dany spor s predpokladem w(z,, ¥,) = 4. Tim je véta (3.1)
tiplng dokdzana.
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Kapitola 4

Véta 4.1. Budif ve ftverci P (0 < 2z < w, 0 < y < =) ddna funkee f(z,y),
spojitd véude v P 8 vijjimkou bodi, tvoFicich mnofinu M miry nula, a takovd, Ze
If(x,y)] < N v P (tedy méfitelnd). Pak existuje jedna a (nejvyde s vyjimkou bodi
mnoziny N) jen jedna funkce F(x, y, t), kierd

1. Vyhovuje diferencidlnt rovnici

2 2
=t (4.1)
(uvnitf P, t > 0).
2. Je omezend pro vdechny body x,y z P at = 0 konstantou N.
3. Je spojitd v P pro t > 0, pfi CemZ
F(0,y,t) = F(n,y,t) = F(x,0,t) = F(x, 7, t) = 0 (4.2)
0<Lz<m 0<y<m, t>0).
4. Je-li (xy, yo) vritfnt bod P, v némé f(x, y) je spojitd, pak F(z, y, t) je spojitd
v bod¢ (x4, Yo, 0) jako funkce vech tFt proménnyjch, a F(xy, Yo, 0) = f(2o, Yo)-
Funkce F(x,y,t) je dina
pro t > 0 Ffadou

@ @
F(z,y,t) =3 (3 Amnsin mx e-™*) sin ny e-"'* (4.3)
n=1m=1
(A,,m = % fff(x’, y') sin mz’ sin ny'1dx’ dy’) , (4.4)
P

a prot = 0 vztahem
F(z,y,0) = f(z,9) - (4.5).
Abychom dokazali vétu (4.1), dokédZeme nejprve nésledujici lemmata:

Lemma 1. Prot > 0 funkce

@ @

F(z,y,t) =3 (3 Amnsin mz e-™'*) gin ny e~ (4.6)

n=1m=1
4 ’ ’ . o ’ ’ ’
(A,,,,,———?fff(a:,y)smmx sin ny’ da’ dy’ ,
P

f(&', y') méFitelnd funkce v P, |f(z', y')| < M)
a) vyhovuje diferencidlni rovnics

oF o&F &@F
F + Erl C(47)
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 b) spliiuje podminky SR

FO,.0) = Fr,y,0) = F,0,§) = Fla, = ) = 0, (4.8)
' ©) plati B
: 2 (ZA""‘ smmxe—"' ‘) smnye n't
=1 mm=l '
= Z (2 A,,,8in ny e~""t) sin mxe™" . (4.9)
m=1n=1

Dukaz: a) Pro ¢t > 0 je fada (4.6) a také fady

2 (ZAmn(‘—mz)Slnme'm‘)smnye mt
fn=l =»

2 (Z Ay 8InME 0~ ™')(— 7?) sin ny et ,
n=lm=1l

stejnomérnd konvergentni (|4,,,| < 4M a E (Zm“e—"' t)g-n't 2 (Z e-m't)pe-n't

n=1m=1 m=1m=1

konvergu]i), stadi tedy dokazat, Ze kazdy dlen rady (4.6), t. j. ¢len

a..(w Y t) = Z A pyn SI M 8i0 nY € (' + 78 (4.10)

spliiuje diferencidlni rovnici
agﬂ azg n O g n

o e ey
Ale to je evidentni, nebof fada (4.10) i jeji derivace opét konverguji stejno-
mérnd pro ¢ > 0 a kaZdy jeji ¢len vyhovuje zminéné rovnici.
b) Ze F(z, y, t) splituje podminky (4.8) je z¥ejmsé.
0) Zvolme uréité ¢ > 0. Déle zvolme uréité k a oznatme

(4.11)

., .k ©
Gy(@, 4, 8) =3 (3 Amnsinmze-m")sinny e-"¢ ' (4.12)
n—l m-l .
G,(:v, v, f) = z (2 A pn8inny e—" ‘) sin mxe-™'t (4.13)
; m=1n=1
Doké,ieme nejprve, Ze Gl(x, Yy, t) = (a:, Y, t).
Jlsté je
z (ZA,,,.smmxe-"' t)ginnye-"'t = Z (ZA,,,,,smnye n ‘)smmxe-"' t (4.14)
n=1m=]l m=1n=1
kdy?% k a [ jsou koneén4 d&fsla. '
Pfi nafem pevné® zvoleném ¢ > 0 budiZ ‘ S oy
Jewt=K,. (4.15)
mml :



Protoze |4 .| < 4M miteme najit L, tak, %e pro viechna > L, je

2, [Ama| o < . (4.16)
&li pro 1> L, je |
k 4 ;
0, —3 (3 Amasinmze-m")sinnye-"| < e. (4.17)
m=1m=1
BudiZ pfi stejném ¢ jako diive : o : T
k . :

Se "t =K,. o (4.18)

n=1 '

Miizeme najit L, tak, Ze pro v8echna I > L, je

@

S4MKe ™t <, (4.19)
m=1" : o
Ik \
16— (O Amnsinnye-*)sinmzre-"* < &. (4.20)
m=1 n=1

Oznadime-li L = max (L,, L,), pak pro viechna ! > L plati (4.17) a (4.2b),
co? implikuje vzhledem ke (4.14) a vzhledem k libovolnému & rovnici
H
Gyi(z, y, t) = Gy, y, 1) . (4.21)
Na zéklad® rovnice (4.21) dokaZeme jiz snadno (4.9). Oznaéme levou-stranu
rovnice (4.9) H,(z, y, t), pravou stranu H(z, y, ¢).
Pfi naem pevné zvoleném ¢ > 0 budiz

(-

> 4aMe-m't =K, . (4.22)

m=1
Pak vzhledem ke stejnomérné konvergenci fady -
v : ) : Z Kae—";‘

n=1

bude, zvolime-li dostateénd velké L,, pro viechna L > L4

t @© '
|Hy@, 9,8) — S (3 Ampsinmze-m"*)sinnye-"" < e. (4.23)
: a=1m—1 . S
BudiZ obdobng &
Se ™ =K,. . (4.24)
n=1 . ’ '
Zvolime-li dostate&nd velké L,, bude pro kazdé ! > L,
- wo &
|An| €™ > = . (4.28)
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S S Apale-me-rt < ¢,
n=1m=]
¢ili

1
|Hy(z, y,t) — D (3, Amn 8in mze-m") sin nye-""t| < ¢ . (4.26)

=1 me=l
Je-li L = max (L,, L,), pak pro viechna ! > L plati (4.23) a (4.26), a protoze
pro kazdé koneéné ! jsou si dvojné Fady ve (4.23) a (4.26) rovny a ¢ je libovolné,
je Hy(z, y, t) = Hy(x, y, t), coZ bylo dokdzati.
Zvolme nyni bod z,, y, uvnitt R a urdité » > 0 (h je mensi (nejvyse rovno)
ne} vieohna z &sel: 2y, ¥, * — 2, ®* — y,). Ctverec P rozd&lime na &ty¥i obory,
R,, R, R, a R,. )

Obor R;:
Ctverec o stiedu z,, y, se stranami rovnob&znymi s osami soufadnicovymi
a délky 2h, tedy obor
fo—hz<w+h, Yp—h<y<y +h.
Obor R,

Pis0< 2 < n, 9 —h < y < 9 + b s vyjmutim Stverce R,, tedy,
0Zzr<z—h, Z+h<z<m,
Yo—hy<y+h.

Obor Ry

Piszy —h < o <y + b, 0 < y < = s vyjmutim &tverce R,, tedy

o—h <29+ h,
0Sy<#%p—h, pt+th<y<m.
Obor R,:
' - R,=P—R, —R,—R,.

Lemma 2. Budi? f,(x, y) definovand a méfitelnd v R,, pfi éem? |f,(z, y) |< M.
V P — R, budi f(z,y) = 0. '

Pak funkce F(z, y, t), definovand

pro t > 0 fadou

Fy(z,y,t) = 3 (3, Bunsinmae-m"t)sinny e-'t, (4.27)
n=1m=1

(B,,,,l = %ff/l(x’, y') sin ma’ sin ny’ dz’ dy') , (4.28)
R, .

a pro t = 0 rovnici .
Fl(x’ Y,0) = fl(xs y) ’ (4.29)
je provdechna x,y z P at = 0 v absoluint hodnoté omezend konstantou M.
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Diukaz: Prot = 0 je Fy(z, y, t) = f,(z, y), tedy podle pfedpokladu

|Fi(z,y, 0| < M.

Zvolme urdité ¢, > 0.

Podle Fubiniovy véty je funkoe f(z, y) pii pevném y méfitelnd a integrova-
telnd podle x pro skoro viechna y z (y, — h, ¥, + k). MnoZinu téch y, pro né%
f(z, y) tuto vlastnost nemé, oznadime .

Definujme nyni prd 0 <2<, 0< ¢y’ <= a f, > 0 funkei G(z,¥,4)
takto:

Pro y' €Y budiz

Qz,y',t,)=0.
Pro ostatni y’ z <0, =) budiz
G,y b)) = 2 b sinmze-"", (4.30)
m=1
2o +h
(bm — '72—; f/(z’, y') sin mx’ dx’) : (4.31)
2o—h

Podle véty 2.1 je funkoe G(x, ¥', ¢,) pro viechna y’ z (g, — h, yo + k> (s Vy-
jimkou téch y’, kterd patff do mnoziny U) omezend ¢islem M, a pro ostatni y’
z {0, =) je identicky rovna nule.

Podle Fubiniovy véty je kazdy ¢élen fady (4.30) pii pevném z a ¢, (¢, > 0)
méfitelnou a integrovatelnou funkef ¥’ v {0, ©). ProtoZe Fada (4.30) konverguje
stejnomérné k funkei G(z, y', ) v <0, =), je také G(z, y', {,) méfitelnd, a pro-
toZe je omezena konstantou M, je integrovatelnd v (0, ). Lze tedy pfi kazdém
x sestrojit opét obdobnou fadu k funkei Q(z, ¥/, ¢,), t. j. fadu

2 ®© Ytk
= Z fG(x y', ty) sin ny’ dy’ . sin nye "t = (4.32)

”"lih
© Ye+A © 24+h

== Z / (Z f fi(&@’, y') sin ma’ dz’ . sin mx e=™") sin ny’ dy’ sin ny e—™".
T a=1ly,—h m=1 z,—i (4 33)

Protoze G(z,y’, t,) je omezend konstantou M, je také funkce, definovana
fadou (4.32), resp. (4.33) omezend touz konstantou M (podle véty 2.1).

Rada (4.30) konverguje stejnomérnd (f, > 0, |bn| < 2M), tedy
Yot+h ®© z4+h
[ G ffx(x ') sin ma’' dz’ sin mx e-™"%) gin ny’ dy’ =

Yo—h m=1 z,—,

= 21 .Lf fi(&', y’) sin ma’ sin ny’ da’ dy’ sin ma e ™", (4.34)
m = 1
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¢ili fada (4.32) resp. (4.33) neni nic jiného nez Fy(z, y, t,). Je tedy pro kazdé
t>0

[Fy(z, y, )| < M, (4.35)
co% bylo dokézati.

Lemma 3. BudiZ v Ry ddna méfitelnd funkce fol@, y), pfi éem? |fy(z, y)| < K.
V P — R, definujme fq(z, y) = 0.

. Pak funkce Fy(z, y, t) definovand v P prot > 0 fadou

Fy(z,y,t) = Z (Z Cnn 8in mx € ~™%) gin ny e ™™ | (4.36)
n=1m=1
4 '
(C’mn = [ [to', y') sin ma’ sin ny’ da’ dy’) (4.37)
R,

aprot=20
Fﬂ(z: Y, 0) = fz(x, Y),
je spojitou funkct z,y, t wonitF K, (t. j. ve vdech vnitinich bodech R,) pro t > 0.

Dukaz: Obor R, je dén nerovnostmizy —h < 2 <, + h, y —h <y <
< ¥ + k. Zvolme libovolné 5 > 0, n < k. Obor

Gy—h—nszst+t—n), p—hIy<y+h

nazveme R;. Protofe v R; je Fyz,y, 0) = 0, stadi dokazat Zze k danému
e > 0 existuje £, > 0 tak, Ze pro v8echna ¢, 0 <t < ¢,, je

IFa(x, Yt <e (4.38)
v Rl 8) g

Zvolme ¢ > 0. Funkeoe f,(z, y) je podle Fublmovy véty integrovatelnd podle »
pro viechna y s vyjimkou mnoziny B miry nula.
Budiz
Hx, y',t) = > c,sinmxe™™, - (4.39)
= .
kde

Com —_——ffz(a: y)sinmz'dz’ . . (4.40)

pro véeohna y' pro néz je f(m y') 1ntegrovatelna podle z’. Pro %’ vng intervalu
{yo —h, y,, + h)'je H(z, y,t)=0. Pro y' z R4 definujme také H(z, y’, t) = 0.
Chceme ne]prve dokézat, e existuje £, > 0, e
- H@y, <8
pro viechna z, y' z By 8 0'< ¢ < #,. NemiZeme zde pouit ani st&jndfnémé spo-
jitosti, protoZe funkce H(z, y', t) neni obecn& spojitd v R,” pro #4dné ¢, ani stej-

. 4y Zo Fy(x, Y, t) jespojité v R, pro ¢ > 0 plyne eviem zestejnomsrné konvergence fady
(4.36) a ze spojitosti jejich &lenti.
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nomérné konvergence fady (4.39) pro ¢ > 0, protoZe ani tato podminka neni
obecné splngna. Tato obtiZ se véak d4 snadno piekonat:

Vezmdme urdité y' z {yo —h, Yo + k). Je fy(a’,y’) = 0 pro =’ z {x, —h,
Zy + b a [fo(z’, y')] £ K pro ostatni z’. Oznatme

H(z,y,t) = fcm sin mz e™™* (¢ > 0) (4.41)

m=1
funkei, pfislusnou k funkei g(2’, y’), kde

gz, y)=0pro zg—h ' <l + h

g(z', y’) = K pro ostatni =’ } YW—hSyY<y+h

2 T
(7:,.. == fg(x', y') sin ma’ dx’) .
o
Pro y' vné intervalu (y, — h, y, + k) budiz g(z', y') = 0.

Tvrdim: pro libovolnét > 0ay’ z{y, — h, y, + k> je H(z, y', t) = H(z, y',t).
Dikaz je snadny, nebot funkce g(z’, y') — fy(2’, ¥’) je v8ude nezaporna, a tedy
H(z,y',t) — H(z,y', t) nemize byt také nikde zdporn4, jak plyne z poznamky
k véts (2,1).

Av8ak Fourierova rada
(-]

> € Sin ma
m=1
je stejnomérné konvergentni na R,’ a tedy H(z, y', t) je tam spojit4 jako funkce
viech tii proménnych pro ¢ > 0. Existuje tedy k nafemu ¢ takové ¢, > 0, Ze
H(z, y,t) <e
pro vSechna z,y" z B,/ a 0 <t <{,. Tim spiSe je v R, pro 0 <t < ¢,
H(z, y',t) <e.
Zcela stejné dokazeme, %e pii stejném ¢, je viude v R," pro 0 < ¢ < ¢,
' Hz,y',t)> —¢,
&ili
|H(z, y',t)| < e.
Ale stejné jako jsme ukdzali v pfedeSlém lemmatu, je H(z, y’, f) integrova-
telnd pro £ > 0 a plati

n ) ' - . .
%2 {H(z, ¥, t) sin ny’ dy’ sin ny e—™*t < ¢ (4.42)
pro z, y ZRi a0 <t <t Ale vyraz ve znaménkéch prb absolutni hodnotu
ve (4.42) neni op&t nic jiného nez Fy(x,y, ¢). Je tedy funkce Fy(z, y, t) spojitd

v R,’. A protoze jsme zvolili % libovolng, plyne z toho, Ze F,(x, ¥, 1) je spopta.
uvnitt celého R,, coZ bylo dokazati.
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Lemma 4, Budi% v R, ddna méfitelnd funkce fy(x,y), |fs(x,y)| < L. VP —R,
definujme fq(z, y) = 0. Pak funkce Fy(z,y, t), definovand v P pro t > 0 fadou

Fyz,y,t) =3 (3 Dp, sin mae~™") sin ny e ™" (4.43)
n=1m=1

(Do = 7% [fs(x', y') sin ma’ sin ny’ dz’ dy’) , (4.44)
R,

a pro t = 0 vztahem
Fa(z’ y,0) = fa(x’ Y), (4'45)
je spojitou funket x, y, t uvnitF R, prot > 0.

Duikaz. Podle predeslého lemmatu (jen obory R, a R, a soufadnice x a y jsou
zde zamé&n&ny) je funkce G4(, y, t), definovana v P

pro ¢ > 0 fadou

Gy, y,t) = > (3, D sinny e™*) sin ma o (4.46)

m=1n=1
(Dpn je definovano rovnici (4.44))
a pro ¢ = 0 vztahem
Gy(x, y, 0) = f4(x, ) ,
spojitou funkei z, y, ¢ uvnitié R, pro ¢ = 0.
" Ale podle lemmatu 1 je
Fy(z,y,t) = Gy(, y, 1)
pro viechna (z, y) e P at > 0, ¢imZ je lemma 4 dokazano.

Lemma 5. BudiZ v R, ddna méfitelnd funkce fy(x, y), |fu(x, y)| <T. V P—R,
budif f,(x, y) = 0. Pak funkce

@©

Fyz,9,8) =3 (O Epnsinmze ™)sinnye™ (&> 0) (4.47)

n=1m=1
(E,,,,, = %fff‘(a:', y') sin ma’ sin ny’ d=’ dy’) ) (4.48)
R,
(Fol=, y, 0) = fi(x, y)) (4.49)

je spojitd jako funkce x, y, t uvnitf R, prot = 0.

Dikaz. Sestrojime funkci H,(z, ', t) zcela obdobné jako v lemmatu 3, rov.
(4.39), (4.40). Zvolime 4 > 0 (y < h) a k danému ¢ > 0 najdeme op&t £, > 0
tak, Ze _'

[Hy(x, ¥, 8)| < & _ (4.50)

v oboru z, — (b —17) < 2 < 2 + (b —17), y vnd intervalu (y, — h, y, + h)
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pro viechna ¢, 0 < ¢ < ¢,. Pak také pro vSechna tato ¢ bude vz, — (b —17) <
Sz +(h—n),yz0,m

Fyz,y,t =% 2 fH‘x y', t) sin ny dy sin ny e~ (4.51)
v absolutni hodnoté mensi nez ¢. Protoze F,(z, y, 0) = 0 uvnitf R, a  jsme
zvolili libovolné, plyne z nerovnosti
[Fa(@, y,8)| < &

prox,—(h—n) S22+t —n), % —ry<y +h 0<t <t spo-
jitost funkee F,(z, y, t) uvnitt celého R, pro ¢ > 0, coZ jsme méli dokazat.

Lemma 6. Budi? f4(x, y) = k pro véechna x,y v P. Pak funkce

Fo@,y,8) = (O Fpnnsinmee ™) sinny e™™ (¢ > 0) (4.52)

n=1m=1

je spojitou funkct z, y, t uvnitfF P prot > 0.

(F,,,,, — iz [ [k sin ma’ sin ny' dz’ dy') . (4.53)
Tt p
Véta je trivialni, nebot fada
-]
Ge(z, y', t) = z.fmn sin max e~™* (¢ Z 0) (4.54)
m=1
2 ™
.(f,,m = = [sin ma’' dx’)
T o

konverguje stejnomérné v kaidém uzavieném oboru, leZicim uvniti P pro
t = 0 a definuje tam tedy spojitou funkei z, ¥, ¢ pro ¢ => 0. Stejnou vlastnost
ma i fada

2 & F
Fy(z, y,t) == Z: ({ (@, y', t) sin ny’ dy' sin ny e, (4.55)

a protoze jednotlivé Gleny jsou spojité funkce z, y, ¢, je Fq(x, y, t) spojitd na
kazdém uzavieném oboru, lezicim uvmtt" P pro ¢t > 0, &ili viude uvniti P pro -
t > 0, coz bylo dokézati.

Dukaz véty (4.1). Na zakladé uvedenych lemmat dokdZeme jiz snadno
%e funkce F(z, y, ) md zminéné vlastnosti.

Vlastnosti 1 a 3 vyplyvaji z lemmatu 1. (Rovnice (4.2) jsou evidentni, spoji-
tost pro ¢ > 0 vyplyva ze stejnomérné konvergence fad a ze spojitosti jednotli-
vych ¢lent.)

Vlastnost 2 plyne z lemmatu 2, poloZime-li R, = P.

Zbyvé dokazat bod 4.
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Zvolme ¢ > 0. Vezméme urdity bod z,, ¥, uvniti P, v ndmz je f(z, y) spojit4.
Existuje tedy takové A > 0 (pfi demz h volime mensi neZ z,, ®1 — 2z, ¥, © — ¥,),
Ze

. f=y ) — f(2o: 90)| < 3¢, (4.56)

pokud x,y le#f v oboru 2y, —h 2 < 2+ b, yo—h < y < y, + h. Tento
obor nazveme shodné s pfedchazejicim R,. Stejnym zptisobem jako diive defi-
nujeme obory R,, R, a R, (viz pfisludné definice pfed lemmatem 2).

Budiz f(x,, ¥,) = k a definujme nyni funkce f,(z, y) aZ f4(z, y) takto:
fl(x: y) = f(x’ ?/) —kv Rl

=0 . : v P— R
fﬂ(x:y) =f(.’2:, y) —kv Rz
=0 v P—R,
fo(x, y) = f(x, y) —k v By (4.57)
=0 vP—R,
fal@, y) = f(x, y) — k v R,
=0 v P—R,

sz, y)=Fk v P.
Je ziejms :
5
fle,9) = 3.tz v)
v P, pii emi |fy(z,y)| < 3¢ v R,. ‘
Méme dokézat, Ze existuje jisté okoli bodu (%, ¥,, 0) tak, ze
[P, y,8) — k| < e, ‘ (4.58)
pokud z, y, t lezi v tomto okoli.
Necht funkce F(z, y, t) pfislusi funkeim f,(z,y) (: = 1, 2, ..., 5) podle de-
finic v lemmatech 2 a% 6. Pak
5
.F(x, Y, ) = _lei(x, Y, t). (4'59)
Ale pro Fy(z, y, t) plati, Ze
P2, 9, 1)| < %e (4.60)

pro viechna z, y z P a pro¢ 2> 0 (lemma 2). Ostatni funkoe jsou spojité uvnitt B,
prot = 0 (lemma 3 aZ 6).
Tedy existuji pro kazdou z téchto funkei takova g, (1 = 2, 3, 4, 5), pfi temz
o < h, Ze . '
|[Fo(x, y,t) — F(2, %0, 0)| < e (1 =2,...,5) (4.61)

pro viechna z, y, ¢ (¢ = 0), pro néz .

o(x, ¥, t; o, Yo, 0) < s



Lo(z, ¥, t; %o, Yy, 0) je vzdalenost bodu (z, ¥, t) od bodu (z,, ¥,, 0)]- Ozn&éime-h 0o
nejmendi z téchto p;, pak bude

|F(x, y, t) — (%0, %0)| < & (4.62)
pro viechna z, y, ¢ (¢ = 0), pro néz

o(x, Y, & %o, Yo, 0) < @0 >
coZ bylo dokazati.

Poznamka: Dikaz zistdva v platnosti i tehdy, jestlize bod z,, y, nelezi
uvnit¥ P. Pak je oviem nutno, aby f(z,, ¥,) = 0, a funkece f(z, y) aby byla
v bod$ z,, ¥, spojita zevnit¥, t. j. aby k libovolnému ¢ > 0 existovalo takové
okoli bodu =z,, ¥, aby If(x y)| < e pro viechna z,y tohoto okoli, pokud
(x, y) € P.

Doposud jsme nikde nepouzili toho, ze f(x,y) je skoro vSude spojita v P
(stadilo ndm, Ze je méfitelnd a Ze |f(z, y)| < N v P). Této vlastnosti pouZijeme
teprve ted, pii dikazu jednoznaénosti feSeni.

Jednoznadnost Yeleni.

Méjme dvé Feseni Fy(x, y,t) a Fy(z, y, ) vlastnosti, uvedenych ve vété 4.1.
Oznacme

u(®, Y, t) = Fy(z,y,t) — Fy(x, 9, 0) . (4.63)
Mime dokazat, Ze u(x, y, t) = 0 pro ¢ > 0. Sestrojme integral
J(t) == ffu2 (@, y,t)dx dy . (4.64)
Funkee % je podle své definice (4.63) pro ¢ > 0 spojitd v P, pfi ¢emZ je rovna
nule na viech étyfech strandch tverce P. Dile je |u| < 2N v P a pro ¢ = 0.

Pro t = 0 je u(z, y, t) spojitd a rovnd nule v P aZ na mnoZinu N miry nula.
Je tedy -

' J(0)=0.
Mimo to k ¢ > 0 existuje ¢, > 0, Ze

J(it) <e ' (4.65)
pro vSechna ¢, 0 < ¢ < ¢,.

O platnosti (4.65) se snadno presvédéime.

Zvolme ¢ > 0, A > 0. MnoZinu viech z, 4, £, prondz2 0 < 2 <, 0 S y < m,
05t= A nazveme R. Sestrojme v P otevienou mnoZinu N, tak, ze N C N,

mN < 3 N To lze, protoze N je mnoima. miry nula. Dale sestrojme v R
mno%inu N tak; e (z, y, t) € N kdy? a jen kdy¥ (¢, y) e N, 2 0 <t < A.

€ je oteviend v K, R — N je kompaktni, a protoze u je v R — N spojits,
je tam stejnomérné spojitd. Pro t =0 je v R — N u = 0. Tedy existuje
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th> 0 (t, < A), Ze |u| <
plyne (4.65).

Tedy J(t) je funkee spojitda v podatku a J(0) = 0. Pro ¢ > 0 mé J(¢) derivaoi
podle ") & je

“2ff |5+ e aean
) 2SI e o

f f [ax( 7:) aay(“ ?,_,,)] dody =0, (4.67)

protoZe u je na strandch ¢étverce rovno nule, tedy, jak plyne z (4.66),
dJ
dat =

Podle véty o stiednf hodnoté (ktera plati vzhledem ke spojitosti funkce J(t)
v bod§ ¢t = 0), je

2ﬂ_’v§R N pro viechna t (0 < ¢t < ¢y). Z toho

Ale

< 0 pro viechna ¢ > 0. (4.68)

Jt)y L J(0)=0, (4.69)
a protoze
: J(t) >0
pro viechna ¢ (podle definice (4.63)), je
J#)=0. (4.70)
Ale u(z, y, t) je funkce spojité pro ¢ < 0, a tedy
u(z, y,t) =0

pro viechna ¢ > 0, coZ jsme méli dokazat.

Poznédmka. Stejnd jako p¥i dikazu jednoznaénosti feSeni problému 3.1 mo-
hou také vzniknout opravnéné namitky proti derivovani za integraénim zna-
ménkem a proti rovnici (4.67). Napravu bychom op&t mohli zjednat vyice-
nim novych pfedpokladi o derivacich funkce F(z,y,#), pfi ¢emZ bychom byli
zoela ve shodd s fysikédlnim ndzorem.

Z matematického hlediska dosahneme napravy zcela stejnym zpisobem jako
v pozndmee k ditkazu jednoznaénosti YeSeni v kapitole 3. Tam jsme se opirali
o vétu o jednoznadénosti feSeni harmonického problému, je-li pfislu¥néd harmo--

7} Srv. nédsledujict poznémku.
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nické funkce spojitd na uzavieném oboru. Tato véta plyne z véty o maximu
a minimu harmonické funkce. Ale tuto vétu méme dokézénu i pro né§ druhy
problém (|F(x, y, t)] < M pro viechna z ¢ P a t > 0). Zbytek dikazu je Gplné
stejny jako v citované poznimce (kap. 3). Zvolime opét {, > 0 a predpokla.d{v
me, Ze u(xy, Yo, ty) = A =+ 0 (x,, Y, je vnitint bod étverce P).

Bude nutné

-2 =)

u(xOs Yo, to) = Z (z E(a) Sln mx, G_Jm.(t'—.a)) sin nY, e"”'(‘o —a)
n=1m=1

oznadeni je stejné jako ve treti kapitole).
] jne j P
Obdobné budiz ‘
o alo ofe
> Ce "e "t =48.
n=1 m=1
Pro kazdé a, 0 < a < %¢,, bude
z (z e‘“mi(la“‘")) e_”'("_a) < S .
n=1m=1
Zvolime a tak malé, aby |4@,| < l‘; ’
Potom

[u(xo, Yo, to)| = IZ Z A@ sin mx, e—""(“"‘"))sm nY, e‘“"("—‘"‘ <
=

i Z IAI emit—a)) g—nNt—a) |A| (4.71)

=1m=1 s
Ale nerovnost (4.71) je ve sporu s predpokladem

u(%o, Yo, ty) = 4,

ém% je véta 4.1 Gplné dokazana.

Peswome.

JIIBE TEOPEMBI O PENIEHUYM YPABHEHUA
o P
ot ox® ' oy?
KAPEJI PEKTOPHC (Karal Rektorys), IIpara.
(ITocrymuno B pegaxmuio 4/IT 1954 r.)

Ilpn pemenun ypasnenus

ou 0%u ou o*u
% o T a2
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¢ JAHAKMH KpPaeBHMH ¥ HAYAJbLHEIMH YCIOBUAMHE, TAK 7Ke KAK U IpA AOKasa-
TeIbCTBE OfAHOBHAYHOCTY peIlleHNdA, K HelpPePHBHOCTH U HempepuBHOU Audde-
penmupyemocTs GyHKnuMit, PUrypupyONMX B BTHX YCJIOBUAX, OPeABABIAIOTCA
006nruHO0 Gosbmme TpeGoBaHMA (HOMUMO TpeGOBaHMI, NPeABABIAEMHX K caMol
o6racti, B KoTOpo# mpoGiema gopmymmposana). OnHaKo, B peaibHHX Mare-
MaTudecKy GopMyIMpOBaHHHX (USMYECKMX M TeXHHYECKMX Bajjauyax 9TH Tpe-
GoBaHMA peAKo BBIIOJHAIOTCA, KAK IPH KPaeBHX YCIOBUAX (Tello B TEeIJOBOM
BaHHE), TAK M IPY HAYAJIBHEIX YCJIOBUAX, BHYTPHM TeJla (TeII0BOe KacaHue [[BYX
nu 6oree Ted, 06pasyomux ofHo Hejoe). Yame Bcero Mu BeTpedaeMcsA ¢ Kiac-
COM KYCOYHO-HEeINpPePHBHHX (PYHKIMIA, Ile ¢ MaTeMATHIECKONX TOYKM SpeHUs
BOBHMKAIOT y#ie BHAYMTeJbHEIE BaTpPY/NHEHUS.

B cBoeft pucceprammm (,,OpHosHauHOCTh pemenua Au(PepeHmmaIBHEX
YpPaBHeHMIl B YaCTHHX HPOMBBOAHEIX TEOPMHU TEIJIONPOBOJHOCTH IIpH pas-
PHBHEX KPaeBHX YCJIOBHMAX ‘) aBTOD 3aHMMAJICA CIIyJaeM, KOX/ia ORUH pasMep
paccMaTpuBaeMoro Teia npeoGiajall Hay APYTMME ABYMA, TAK 9TO 3af4adyy
MO3HO 6BLIO0 cuuTaTh MIockoit. Kpome Toro aBrop mpepmosaras, 9ro momeped-
HOe CeYeHNe pacCMaTpMBaeMOroTesa NPAMOYTOJIBHO (JJLA IPOCTOTH paccMaTpu-
BaJIOCh KBAaJpaTHOE CedeHMe, OT Yero Xapakrep Bajaud He MBMEHMJICA) M 9TO
KpaeBHle yCJI0BHA (T. e. TelliioBad BaHHA) He UBMeHAIOTCA BO BpeMenu. Mexona
M3 IpefNoJIOMeHus, 9T0 GUrypupyomue B KpaeBHX M HAYAIbHKX YCJIOBHAX
¢yHrIMM (M MX IPOMBBOAHKIE) KYCOYHO-HENpepHBHH, B paboTe BHBomsTCA
pasiMyHHEE BaKHEe ¢ (UsMIecKOl TOYKY 3PeHUA CBOICTBA pelleHUA U [JOKa3Hl-
BaeTCs OJHOBHAYHOCTh PeIIeHNA; KPOMe TOr0 aBTOp BaHUMAaEeTCA BOIPOCAMH
YMCIEHHHIX pacdyeToB, B 0COOGEHHOCTM paBHOMEDHON CXOAMMOCTBIO (ecKoHed-
HHX pAMOB, OpefcraBisAiommx co6oii pemenue ypapuenua. G Qusmueckoit
TOYKH BpeHMA NpobieMa paspelleHa B IUTHPOBAHHOM paboTe BIOJHe yHoBIIe-
TBOpHTEJIbHEM 06pasom.

C maremaTM4ecKOll TOYKHM BpeHHMs, OfHAKO, paboTa BOBGY:KJaeT BHHMaHME
K peIIeHnI0 HECKONBKMX MHTepeCHHX Bompocos. Koaddumuents Gecromeqnnx
PAROB, 0 KOTOPHX YNOMWHAJOCH BHIIE, BaBHCAT OT HAYAJBHHX ¥ KPaeBHX
ycaoBuit mpoGiems. Pagst cxopAaTes npu sHAIMTENHHO Gostee oOMMX HadYasb-
HHIX ¥ KPAeBHX YCJIOBHAX, 9eM YCJIOBUA KYCOYHO-HempepHBHOCTH (PyHKIMM).
Bosaukaer Bompoc, KakuMu cBoifcrBamu Gymyr obmamate QyHKIUHU, ompepe-
JleHHHe STHMM PANAMH, B YACTHOCTH, KOTJja oT# Qynkumu eme GyayT ,,Hempe-
pHBHO NpubmmxKaTbea’’ K HAYaJIBHEIM M KPaeBHIM YCIIOBHAM.

9roit npobuemMaTiKe ¥ mOCBAmeHa Hacrosamast paGora. fInpo pabora obpa-
ByeT [0KaBaTeJIbCTBO CJIEAYIOMHUX ABYX TeopeM (BcTpedaeMcs 3fech ¢ MOHATH
AIMA MHTerpupyeMas QYHKIMA 1 usMepuMasa QyHKIUA (MHOKECTBO); STH IOHA-
THA TpEMeHAIOTCA B cMucie JleGera): ‘

Ilpo6aema I (crammonapusii cxysail Temronposognoctn): Ilycts B muTep-
Baxe (0, =) nana $ynxnus f(z), HempepHBHAA BO BCeX TOYKAX BTOXO MHTEpBAJIA
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8a MCKIIOYeHMeM TodueK, ofpasyiommx MHomecrBo I MepH HYyJub, IpHIEM
lfz) £ M B 0, n). Oreimem $ynxmuio V(z, y), onpefeleHHyI0 B KBajpare
POL z2< 7, 0< y < =), c TakumMu cBoficTBAMA:
1. V(z, y) ABnaercsa rapmonndecKolt BHyTpu P, T. e. yioBIeTBOpAET ypaB-
HEHHIO .
oV | oW
AT =0 0<z<m 0<y<m). (1)

2. V(z, y) orpanmuena B P xoHcranTolt M (roit e, xax m Pynxnua f(x)
B €0, 7).

3. V(z, y) menpepsisna B obmacn 0 < z < =, 0 < y < =, npuyem

a) V(0,9) = V(m,9) =0 0<y=n), (2)

6) Viz,n) =0 0z 7). (3)

4. B ramjoit BHyTpeHHe# Touke x, muTepBana {0, =) (y = 0), B KoTOpOIX
f(x) menpepmBra, u V(z,y) Gymer HenmpepmBHO! Kak QYHKIUA NepeMEHHEIX
Z ¥ Y, IpudeM IMeeT MecTO

V(z,, 0) = f(,) .

M=u yTBepskaeM:

Teopema I. Cywecmsyem odna u (¢ mounocmvio 0o mouer muomcecmea M)
moavko odna gynkyus V(z,y) ¢ maxumu ceodicmeamu u sma Pynkyus dana
d0as y > 0 padom

-} h .
(Va, y Z: sin nx W (4)
( =%f ) sinnz’ dx) (5)
oas y=0
V(z, 0) = (=) . : (6)

IIpoGaema II (Caygaii saBmemmoctE or Bpemennm): Ilycrs B kBajpare
PO<Lz<x 0<y<n) samana ¢ynxmua f(z,y) (f(z,y), < N), nenpe-
PHBHAA Bo BeeX ToYKax Ksajpara P sa mckmowenmeM Todek, oGpasylommux
MHOecTBO It Meprr Hyab. Oramem ¢ynxuuio F(z, ¥, t), orpanutenuyo B P
n oA t > 0 Tolt me camoit xoHcraurolt N, Hempepusrylo B P pua ¢ > 0,
Y0BIIETBOPAIOIYI0 YPaBHEHMIO

oF o*F | &F
at ax’ + 'a—y—s BHYTpH P, t> 0 5 (7)
npuiem
&) F(Ovyvt) =F(“1y’t) =F(x10’t) =F($,1t,t)= 0 (t> 0) ) (81

6) BO BCeX TOYKAax, B KOTOPHX f(z, y) mempepwsna, u F(z, y, t) pus ¢t = 0
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fyner HempepHBHOH KaK QYHKIMA MepeMeHHHIX , Y, {, ¥ AaJiee B 9THX TOYKAX
mmeer mecro F(z, y, 0) = f(z, ¥).1) . '
Mu yrBepsrnaem:
Teopema II. Cywecmsyem odna u (¢ mounocmvlo do mouex modxncecmsd )

moavko o0na gynryus F(z, y, t) ¢ makumu ceéoiicmeamu u sma gyrnkyus oana
0aa t > 0 padom

: F(z,y,t) = 2 (3 Apasinmze ™) sinny e ™ (9)
‘ n=1m=1
(Amn.= ﬂi,fff(x', y’) sin mz’ sin ny’ da’ dy’) s (10)
P
aodant=0
: F(z,y, 0) = f(z, y) . (11)

Summary

TWO THEOREMS CONCERNING THE EQUATION
ou Pu  Pu
W o

KAREL REKTORYS, Praha.
(Received February 4, 1954.)

When boundary value problems for the differential equation

ou Pu  Pu | Pu

A
are solved and existence and uniqueness theorems established, considerable
restrictions are put as to the continuity and differentiability of functions,
appearing in the boundary conditions, taking no account of restrictions, put
on the region itself, in which the problem is defined. But in the mathematically
formed problems of the practice, these restrictions are rarely fulfilled, indeed as
well in boundary conditions (a body in a thermic bath) as in initial conditions
in the interior of the body (thermal contact of two or several bodies, forming
one single body). The most freguent case of functions, that we meet in boundary
conditions, are the sectionally continuous ones. From the mathematical point
of view, considerable difficulties arise in this case, when the belonging boundary
value problem is solved.

+" 1) K npABefeHHKM IBYM IPO0IeMaM CBOTUTCA IO CYIIECTBY OGIIAA MPOGIeMa Temionpo-
BOJXHOCTH B NPaMOYrojIbHHX 00JIaCTAX NPM HEM3MEHAWIINXCA BO BPEMEHM KPAEBHIX YCIO0-
BHAX. .
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In: his dissertation (,,Uniqueness theorems for partial differential equations
for heat. — conduction when discontinuous boundary conditions are .prescri+
bed‘‘) the author dealt with the case, when one dimension of the body conside-
red was considerably large in regard to the two remaining, so that the problem
could be taken as twodimensional. In addition, the author supposed reotan-
gular profile of the body (to get the problem more simple, the profile was sup-
posed to be a square, which does not change the character of the problem, of
course), and the boundary conditions (e. g. the thermic bath) not changing
with the time.

On the supposition, that functions (and their derivatives), appearing in
boundary and initial conditions, are sectionally continuous, several properties
of the solution, important from the physical stand of view, are derived, unicity
theorems are proved, and in addition, the author deals with several questions,
touching the numerical calculation, especially with the uniform convergence of
infinite series, by which the solution is defined. From the physical standpoint,
the problem is solved in the mentioned dissertation in a considerably sufficient
manner.

From the mathematical standpoint, the work suggests the solving of some
curious questions. The coefficients of the quoted unfinite series are depending
on initial and boundary conditions (functions) of the problem. The series con-
verge for much more general initial and boundary functions than are the sec-
tionally continuous ones. A question arises about the properties of the func-
tions, defined by these series in this case, namely under what suppositions
these functions will ,,continuously fit* to initial and boundary conditions.

These problems are being solved in this work.

The essence of the work-is formed by the two following theorems (when the
terms ,,integrable function and ,,measurable function* are used, they are
understood in the Lebesgue — sense):

I. Problem (Stationary. Heat — Conduction):

Let f(x) be continuous in the interval (0, =) with the exception of points
forming a set M of measure zero. Let |[f(z)| < M in €0, n). A function V(z, y)
defined in a square P (0 < x < w, 0 < y < =) of following properties is foynd:

1. V(z, y) is harmonic in the interior of P, e. g. satisfies the equation

2u Pu .
’5;—1*5?—0 <<z O<y<m). (1)

2. V(x, y) is bounded in P by the same constant M as the function f(z) in
<0, ).

3. V(z, y) is continuous in the region 0 < z < n, 0 < y < = and

a) V(0,9) =V(my) =0 (0 <y< ), (2)

b) Viz,®) =0 (02X w). (3)
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4. In each interior point z, of the interval <0, =) (y = 0), in which f(z) is con-
tinuous, the function V(z, y) is continuous as function of the both variables
z,y, and

V(2o, 0) = f() -

For the I. problem holds

Theorem l. There exists one and (with the exception of poinis of the set M) only
one function V(z, y) of the required properties, and this function is defined

for y > 0 by the series

© inh .
V(z, y) =,Z,la,. sin nx W) (4)
(a,. = E f/(x') sin nx’ dx’) , (5)
T 0 d
and for y = 0 by
V(,0) = f(x) . (6)

Il. Problem (Time-Variable Heat-Conduction)

Let f(z, y) be continuous in the square P (0 < 2z < =, 0 < y < =) with the
exception of the set M of measure zero. Let |f(z,y)| > N in P. A function
F(z, y, t) is found in P and for ¢ > 0, continuous in P for { > 0 and bounded in
P, t > 0 by the same constant N as the function f(x, y), such that

2
aBIt‘ = 8 : + 6;1: in the interior of P, ¢t > 0, (7)

while
a) F(0,y,t) = F(n,y,t) = F(z,0,t) = F(z,=,t) =0 (¢ > 0), (8)
b) in each point, where f(z,y) is continuous, F(x,y,?) is continuous as

function of all the three variables z, y,t for t = 0, and F(z,y, 0) = f(z, y)
there.?)

It holds
Theorem Il. There exists one and (with the exception of the poinis of the set )

only one function F(z, y, t) of the properties required, and this function s defined
far t < O by the series

F(z,y,t) = i (iA,,,,, sin mx e ™) sin ny e ™™ (9)
n=1m=1
(A,,‘,, = -n:i“ if/(a:’, y') sin mz’ sin ny’ da’ dy’) (10)
and for t = 0 by
F(x’?/’ 0) = f(=,y) (11)

1) To these two quoted problems it is possible to reduce a general heat — conduction
problem in rechmglﬂa.r regnons when boundary conditions do not vary with time.
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Casopis pro p¥stovini matematiky, ro¥. 79 (1954)

ULOHY A PROBLEMY

6. D4 se ukdzat (viz na pf. HorN, GewShnliche Diff.-Gleichungen beliebiger
Ordnung, 1905, § 72), %e Fefeni dif. rovnice

dy — Ay +sinz R

Ize v okoli poéatku rozvinout v mocninnou fadu.

Uréete polomér konvergence téchto fad.
0. Vejvoda, Praha.

7. Bud ¢(z) po ¢astech spojitd funkce v (0, 1>. Nazveme FeSeni problému K
vzhledem k funkei ¢(x) a &islu P funkei y(z) a koeficienty a, b, které spliiuji
rovnioi

y"(x) + P y(x) = ax + b + c(z)
a okrajové podminky

y(0) =y(1) =0; y"(0)=0, y'(1)=0.

Charakteristickym ¢islem problému K nazveme &islo P° takové, ze existuje
netrividlni feSeni problému K vzhledem k funkei ¢(z) = 0 a P = P?. Toto feSeni
nazveme charakteristickou' funkei problému. Prvou charakteristickou funkei
nazveme charakteristickou funkei pfislusnou k nejmensimu charakteristickému
&slu P§. Bud M mnozina vSech funkei c(x) po dastech konstantni (s koneénym
pocétem nespojitosti) v (0, 1> spliiujici tam vztah |c(x)| = e. Lze ukézat, Ze
problém K vzhledem ke kazdému c(zx) e M a P + P°m4 jediné fefeni a p¥i tom
y"(x) jest po ¢astech spojita funkce. Definujme na M funkciondlu F timto pied-
pisem: '
F(c(x) ) = sup y"(7),

0<z<1
kde y() jest feSenim problému K vzhledem k ¢(z) [¢(z) e M] a 0 < P < P§.
Domnivam se, %e funkciondla F mé tyto vlastnosti:

1. Existuje funkce c*(z) e M pro kterou funkciondla F nabyvé svého ma-
Xima.

2. Funkce c*(x) mé pravé tolik bodd nespojitosti, jako mé prvé charakteris-
tickd funkce bodt, v nichZ plati y”(x) = 0.
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3. Funkoe c*(x) mé skoky prdvé v téch bodech, ve kterych refeni y(x) pro-
blému K vzhledem k c¢(z) a P spliiuje vztah

y'(x+0)+y"(x—0)=0.
Ivo Babuska, Praha.

-

8. Lze dokézat tuto vétu:
Bud f(x) spojitd funkce na {a, b). Oznaéme

&) = S B, f(z)
=1

Gaussovu kvadraturu funkce f(x). Jestlife f(x) md p spojitijch derivaci a f®(x)
splituje Lipschitzovu podminku s koeficientem « (0 < « < 1), potom plati

b .
[f@)dz — Q. () < O (;WIT“) pro n — oo.

Dikaz. Podle Jaksonovy véty (srv. 1. II. Harancou, Koncrpyrraenas
reopus Qynrnuit, str. 164) existuji polynomy P,(x) stupné n a konstanta C
tak, Ze

: c

npte’

[f(x) — Po(x | <

Proto plati
b b
lf/(z)dx—Gn(i)l < lff(x) dz — G(P,)| + |Ga(f — Py)]| -

k=n

Protoze v8echny koeflclenty A4, Gaussovy kvadratury jsou kladné a z Ay=b—a,
plati

Gulf — Po) S o= (b —a).

Déle podle zndémych vlastnosti Gaussovy kvadratury jest
b
Gﬂ(Pﬂ) == IP”(KE) dz
a
a proto
|ff(“’) dz — @,(f | < komst konst

Pt

coz bylo dokézati.

Rozhodnéte, zda tuto vétu lze obratit, t. j. zda plati tato véta:
Bud f(z) spojitd /unkce na tntervalu {a, b> a necht plati

Iff(x) de — Gu(f)| < 0( —

Potom f(x) ma p spojitych derwaci a f)(x) vyhovuje Lipschitzové podmince.
(Srv. Bernitejnovu vétu, str. 167, vyse cit. knihy.)

)pro n— 00 .

Ivo Babuska, Praha.
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Poznémka k tGloze 1, uvefejnéné ve 2. ¢isle tohoto roéniku na str. 163.

K této tloze doflo redakeci nékolik upozornéni, Ze jde o znidmou Pellovu
rovnici; ta ma vidy dokonce nekoneénd mnoho fefeni. Ditkaz neni snadny a lze
ho nalézt téméi v kazdé knize o theorii ¢isel (na pf. DicksoN-Bopewia Ein-
fithrung in die Zahlentheorie, 1931, str. 109, cvic. 5, a str. 144; E. LaANDAU,
Vorlesungen iiber Zahlentheorie, 1927, 1. sv., str. 57 az 64; W. SIERPINSKI, Teoria
liczb, 1950, str. 251—261).

Prvni sdéleni zaslal redakei dr Mir. HLAVACEK, profesor jedené,ctﬂeté sti.
§koly v Néchodé.
Jan Ma#tk, Praha.
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Casopis pro p&stovéni matematiky, ro&. 79 (1954)

RECENSE CLANKU A KNIH

F. R. Gantmacher, Teorija matric (theorie matic), Moskva, Gostechisdat, 19563 (492 str.).

V rusksé literatuie jsou tfi dosti obsahlé udebnice linedrni algebry od Gelfanda, Malceva
a Silova a také na pt. v algebfe Kurofové a v kursu Smirnovové (I11, 1) je linedrni algebie
vénovéano dosti mista. Neddvno vyslé kniha Gantmacherova se op&t zabyvé obsirné linedrni
algebrou. Je tu viak v kap. X—XYV obsaZena latka, o ni% se jinde nepojednavé.

Kniha je rozdSlena na dvd 8asti, z nich? ka¥dé se sklad4 z kapitol. Cést prvni, kap.
I—X, pojednivé o zékladech theorie, &4st druhd, kap. XI—XV, se zabyvé zvléstnimi
otézkami a poufitim.

Z theorie determinanti kniha piedpoklédé jen znalosti, jaké jsou obsaZeny na pf.
v Algebte Viad. Kofinka neb Determinantech a maticich Bok. Bydfovského. Véci ménd
obvyklé jsou v knize vyloZeny.

V kap. I jsou podény zékladnf pojmy o maticich a kvadratickych forméch.

V kap. IT jsou vyloZeny theoretické zéklady vylu€ovaci methody nazyvané methodou
Gaussovou & v souvislosti s tim efektivni methody FeSeni soustavy n linedrnich rovnic pro
velké n. Toho je pouZito k odvozeni determinantni identity Sylvestrovy. V § 5 se étenai
seznémi s operovénim s maticemi rozlofenymi na pole (,,bloky*).

V kap. II je pojednéno o linedrnich operétorech v n-rozmérném vektorovém prostoru
a stanovena souvislost mezi operétory a maticemi.

V kap. IV jsou zavedeny pojmy zékladniho vyznamu: Charakteristicky a minimélni
mnohoélen a pojem pfidrufené matice. V § 5 je pak podéna methoda D. K. Fadejeva
k soudasnému ur&eni viech koeficienti charakteristického mnohoélenu & k urdenf ptidru-
%ené matice.

V kap. V jednajicf o funkeich matic je uvedena definice a konkretni zptisob uréeni f(4),
kde f(4) je funkce skaldrniho argumentu 4 a 4 je kvadratickéd matice. Tohoto pojmu f(4)
jeutito v § 5 k urfeni FeSeni soustavy oby&ejnych diferenciélnich rovnic linedrnich prvnfho
f4du s konstantnimi koeficienty. Konetnd v § 6 je pojednéno o stabilité pohybu v piipads
lineérni soustavy diferencidlnich rovnic. Uvahy v této kapitole se opiraji pouze o pojem
minimé4lniho mnoholenu matice a neuZivaji (na rozdil od obvyklych vykladdi) theorie
elementérnich dglitelt (kters je vyloZena aZ v kap. VI a VII). .

Hlubsi otdzky theorie matic souvisi s uvedenim matice na normélni tvar. To se provéadi
pomoci theorie elementérnich déliteli. Vzhledem k duleZitosti této theorie jsou podédny
o ni v knize dva vyklady: analyticky v kap. VI a geometricky v kap. VIL. V § 8 kap. VII
je podrobn¥ vylo¥ena methoda A. N. Krylova k praktickému uréeni koeficient charakte-
ristického mnoho&lenu.

V kap. VIII se Fedf maticové rovnice n8kterych typi. Zde se probiré tloha uréit pro
dané matice 4, B viechny matice X, pro n&% plati AX = XB (specidlnd pro 4 = B)

m
& podrobnd se uvafuje o mnohoznadnych funkcich matice, VZ alog 4.

. V kapitoléch IX a X se jedné o linedrnich operétorech v unitérnfm prostoru a o theorii
kvadratickych a Hermiteovych forem. Tyto kapitoly nejsou zaloZeny na theorii elementér-
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nich ddlitelli, nybr# uZivaji pouze zékladnich Gvah o maticich a linedrnich operdtorech
difve vyloZenych v prvnich tfech kapitoldch knihy. V § 8 kap. X je podédno poutiti theorie
forem na studium malych kmitil soustavy.o n stupnich volnosti. V' § 10 téfe kapitoly jsou
uvedeny uvahy Frobeniovy z theorie Hankelovych forem. (Upotfebeni t&chto ivah na
problém Routh-Hurwitziiv je podéno v kap. XV).

V kap. XTI jsou definoviny normalni formy pro symetrické, antisymetrické a orthogo-
nalni matice a stanoveny zajimavé vztahy téchto matic s redlnymi maticemi tych¥ t¥d
a 8 unitdrnimi maticemi.

V kap. XII je vyloZena obecna theorie svazkt matic 4 + AB, kde 4 a B jsou libovolné
pravouhelnikové matice tého¥ typu. Podobn¥ jako studium regulérnich svazki 4 + AB
se provadi pomoci theorie elementérnich d&liteld, studium singuldrnich svazki je zaloZeno
na Kroneckerov® theorii minimélnich indexi, které je jaksi dal$fm rozvitim theorie ele-
mentérnich déliteli. Pomoci theorie Kroneckerovy je stanoven kanonicky tvar svazku
A + AB v nejobecn&jiim pFipad$, pii dem% se autorovi podafilo zjednoduSit vyklad.
Ziskanych vysledku je pouZito ke studiu soustavy linedrnich diferenciélnich rovnic s kon-
stantnimi koeficienty.

V kap. XIII jsou uvedeny zajimavé spektrélni vlastnosti matic s nezdpornymi prvky
a uvauji se hlavnd dva druhy poufit{ matic tohoto druhu: 1. na fetdzce Markovovy
v theorii poStu pravdS$podobnosti a 2. na osciladni vlastnosti pruZnych kmiti v mecha-
nice. Maticovd methoda studia Markovovych fetézcu byla rozvita v pracich V. I. Roma-
novského a opird se o skutednost, Ze matice, jejichZ prvky jsou pravdépodobnosti pfechodu,
jsou matice s nezépornymi prvky zvléstniho druhu (,,matice stochastické*). Oscila¥ni
vlastnosti prufnych kmitti jsou uvedeny v souvislost s jinou dileZitou t¥idou nezépornych
matic — s maticemi ,,oscila¥nimi‘‘. Tyto matice a jich pou%iti byly uvaZovény M. G.
Krejnem a autorem ve zvléStni knize. V kap. XIII jsou vyloZeny pouze ndkteré hlavni
vysledky tohoto oboru. Podrobnsgji je v¥e vyloZeno v uvedené knize, o nfZ jsme promluvili
ve zvlastni recensi. (str. 283 a 284 tohoto roéniku).

V kap. XIV jsou uvedena pouZiti theorie matic na soustavu diferencidlnich rovnic
linedrnich s prom&nlivymi koeficienty. V téfo kapitole mé ustfedni postaveni (§ 5 a¥ § 9)
theorie multiplikativnfho intégralu. V prvnich paragrafech a v § 11 jsou podény Gvahy Lja-
punovovy, které souvisi s tlohou o stabilitd pohybu, a uvedeny n8které vysledky N. P.
Jerugina. Paragrafy 9—11 se zabyvaji analytickou theorif soustav. diferenciélnich rovnic.
V poslednim § (§ 12) je pojedndno o analytickych funkeich vice matic a o jejich pouZiti na
studium diferencidlnich soustav. Je promluveno o pracich J. A. Lappo-Danilevského.

Posledni kap. (XV) jedné o pouZiti theorie kvadratickych a zvlé§t§ Hankelovych forem
na problém Routh-Hurwitziv o urenf poftu kofeni mnohodlenu leficich v pravé (nebo,
co¥ je toté%, horni poloroving). Uloha tato se vyskytuje pti stanoveni podminek stability
mechanickych systémt. Hurwitz na ni byl upozornédn 4. Stodolou, kterému se naskytla pii
propodtu regulétoru turbin. Nejprve pro redlné mnohoéleny je odvozeno pomoci Cauchyo-
vy theorie indext a Sturmovy v¥ty schema Routhovo a z toho odvozeno determinantni
kriterium Hurwitzovo (§ 8), pak (§ 12) je podén druhy dikaz véty Routh-Hurwitzovy,
zalofeny na theorii indext a Hankelovych forem. Jsou odvozena také mén& zndmé kriteria
Lienard-Chipardova umoZiiujici snf%it pofet determinantnich nerovnostf pf¥ibli#n& na polo-
vinu. V § 14 je odvozensa vta Stieltjesova ukazujici souvislost s theorif zvléstniho druhu
tet¥zcli. Uvedeny jsou zde dal¥i vlastnosti mnoho¥lentt Hurwitzovych (t. j. redlnych
mnohoélent, jejich¥% kofeny le%{ vesm¥s v levé poloroving). Na jejich odvozeni maji velky
podil rudti matematici Jebysev a Markov a déle i sovstdti matematici. Konefn¥ v posled-
nim paragrafu (§ 18) je podéno zobecndni vdty Routh-Hu‘rwitzov-y na mnohoéleny s kom-
plexnimi koeficienty. Karel Rychlik, Praha.
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. Fr. Kadefdvek, Uvod do d&jin rysovéni a zobrazovacich nauk. Nakladatelstvi CSAV,
Praha, 1954, naklad 2200, stran 52, obrézku v textu 14, v ptiloze 21 obr.

V knf¥ce, kter4 je obdobou rozebrané knihy Geometrie a uméni v dobéch minulych
(1925), ukazuje autor, e zobrazovaci nauky se vyvijely jiZ v nejstarsich dobéch. Zobrazo-
véni pFedmgtii vizce souvisi 8 rysovéanim, které se stalo zékladem stavitelstvi, malifstvi a
sochafstvi. Budovéni velkych staveb vede k poSatkim geometrie — méfictvi, které do-
séhlo svého prvnfho rozkvétu v Egyptd a slouilo zejména k vytydeni puadoryst chramu
a rozm&fovéni ptidy. Naznaky tohoto nejstaréfho méfictvi se zachovaly a% po dnesni dobu
v podéni %idovské a ruské pravoslavné cirkve. DuleZit8jsi je jiZ znalost kolmého promitani
na jednu (vodorovnou) primé&tnu, které rovné? bylo pou%ivino uZ ve starém Egypts.
Z novéjii doby je zndmo, ¥e kdy% v Praze byl zakladén chram sv. Vita, byla soudasné
ustavensa hutni gkola; rysy z této Skoly jsou podnes uchovény ve Vidni. Od kolmého pro-
mitéani pieilo se pak k linedrni perspektivs, kterd v 15. stol. dostavé geometricky podklad.
V druhé poloving 16. stol. uplatiiuje se jiZ také rovnob&Zné promiténi, ve kterém jsou
zejména provaddny pohledy ne fésti mést.

Jako prvni vyuZiva kolmého promiténi na dv® sdruZené, navzéjem kolmé prumétny
@. Monge; stal se tak zakladatelem deskriptivni geometrie v naSem slova smyslu. Jeho
nauka, z poSétku st¥efend jako francouzské stétni tajemstvi, Sifila se po padu krélovstvi
rychle Evropou a tak se dostavé také do Cech a to ptes videtiskou polytechniku. Mezitim
byla v Praze zalofena stavovské infenyrské Skola, pozddji preménéné v polytechniku.
Nutnost rozvijejici se vyroby strojii vyvolala potiebu uéit zékladim deskriptivni geo-
metrie, t. j. zobrazovaci nauky, také na polytechnice. Po ziizeni profesury deskriptivni
geometrie byl jmenovén prvnim profesorem Rudolf Skuhersky, ktery vedle své Einnosti
védecksé a uSitelské nezapominal ani na &innost vefejnou. V knf¥ce je uvedena modifikace
Skuherského kolmé axonometrie, kters se jevi jako velmi jednoduché zobrazovaci me-
thoda. Zavérem jsou uvedeni nésledovnici Skuherského na &eské technice i na technice
ndmecké a ndktetf jini pracovnici v tomto oboru, kteki neptsobili pffmo na praZskych
technikéch.

Kni¥ka je napséna %ivym a poutavym slovem, mie ji &ist kazdy absolvent jedenacti-
letky; obti¥n&ji je pouze 4st, ve které se vykldda pfimo upravens methoda Skuherského
axonometrie. Text je doprovézen mnoha obrazci, které dobfe osvdtluji cely vyklad; jen
n&které obrazce na kifdovém papffe jsou pondkud rozmazény, tak¥e rusi trochu dojem
z dobte upravené knitky. O dile Rudolfa Skuherského je v knize pojednéno vzhledem
k ostatnim badateliim pon8kud ob#irngji, a to proto, %e se pfipravuji Zivotopisy & ocendni
dila vyznaénych Seskych geometri pro tisk jinym zpisobem. Karel Drdbek, Praha.

Karel Cupr, Matematické zibavy a hry. V&da viem, sv. 5; Nakladatelstvi Ceskosloven-
ské akademie v3d, Praha 1954. Stran 178, obr. 81, ndklad 2750, cena bro%. 15 K&s.

V knize jest velké mno#stvi matematickych tiloh, které maji bud zajimavé feSeni nebo
neodekAvany vysledek, nebo svoji historii, at ji% jsou spojeny s nékterou vyzna¥nou osob-
nosti nebo mistem svého vzniku. Tak zde Stenaf nalezne klasické problémy matematiky,
na p¥. kvadraturu kruhu, trisekei thlu, a setké se zde se jmény vyznaénych matematiki,
jako Archimedes, Fibonacci, Gauss atd.

U Setnych vloh je podéno nejen zndni a Fedeni, ale i historie vzniku ulohy a jejtho feseni.
Je zde i mno¥stvi uloh, tak zvanych paradox a sofismat, ve kterych pomoci fale¥ného
sudku se dokazuje, ¥e 1 = 2 a pod. U t¥chto tloh je podrobng vysvdtleno, v kterych
mistech a pro¥ je eely tsudek. fale¥ny. V knize je pom¥rnd mélo tloh, které nelze Fesit
logickou tivahou, na rozdil od jinych kni¥ek podobného rézu, kde se ¥asto vyskytuji tlohy,
jejich¥ feeni spodivé na ndjakém triku. Ctenéf se jist§ v knize setks s mno#stvim tloh,
které ji¥ d¥ive sly¥el a tfeba marn¥ fesil, a dozvi se zde jejich spravné fefeni. P¥i tom Ste-
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néi nepotiebuje hlubsi matematické v&domosti, nebot, jak sdm autor ¥iké v pfedmluvs,
Stendf — snad a% na dvé &i t¥i mista — vystadi Gplnd s v&domostmi, je mu poskytuje
stredni 8kola. . .

Celé knitka je rozddlena na dvé &asti, z nichZ prvé ,,Aritmetické zabavy a hry* m4
14 kapitol a druhé ,,Geometrické zabavy a hry** 12 kapitol. V ka%dé kapitole jsou shrnuty
ulohy, k jejichZ feSeni se u¥ivé podobnych matematickych method. Tyto methody jsou na
zadatku ka%dé kapitoly podrobnd vyloZfeny. Obd &asti jiZ vysly dfive, ka%dé samostatns, .
a to prvé ¢ast pod ndzvem ,,Aritmetické hry a zébavy' jako 21. svazek sbirky ,,Cesta
k v&déni‘ za vélky v roce 1942, a druhd &4st pod ndzvem ,,Geometrické hry a zédbavy*
jako 38. svazek té¥e sbirky v roce 1949. V jejich novém vydéni v jednom svazku byly pro-
vedeny nepatrné zmény a opraveny nékteré tiskové chyby.Z tiskovych chyb vyskytujicich
se v novém vydéni upozortiuji na tyto:

str. 24: ve vzorci (1) ma byti a, misto a; :

str. 87: 3. fadek shora a dalSi mé zniti ,, ...za predpokladu, Ze n je celé kladné &islo,

podél...<; ‘
str. 96: 6.fadek shora misto ,,pfedni‘‘ mé byti,,predni';

str. 160: 11. ¥ddek zdola misto ,,69a‘‘ ma byti ,,69¢*;

str. 166: na obr. 76a misto E”, G@” ma byti £/, G’;

str. 166: 9. ¥ddek zdola misto BD3 = 2BC2 m4 byti BD3 = 2BC3.

Mimo to se v knize vyskytuji tato nedopatteni: na str. 8 v 11. Fadku shora tvrdi autor, ¥e
jenutnd § = 3, 7; to viak z pfedchazejiciho nijak nevyplyvé, nebot i 8 = 1, 5, 9 vyhovuje
predchézejicim tvahédm; i n&které dalsi Gvahy jsou nejasné. A% z néle%ité diskuse by vy-
plynulo, %e vyhovuje pouze 8 = 7 a ¥e jediné FeSeni je 47775 : 325 = 147. Na str. 172 je
na obr. 80 pravy Sroub oznaten ! a levy p.

Méme maélo feskych knih, jednajicich o matematickych hrach a zdbavéch, a¥ snad na .
Dobrovolného dusevni &tvrthodinky. Cuprova knffka mé vyhodu, fe u ka#dé ulohy je
podéno jeji podrobné feSeni a jeji celd historie. Ctené¥ zde nalezne vlohy jednoduché i slo-
#%it&j¥1, na kterych si prohloubi své matematické védomosti a logické my¥leni. K tomu do-
poméhaji i ptiklady s vysledKy, které jsou pfipojeny k n8kterym kapitoldm a které sloui
k procvideni vyloZenych metod. Kni¥ka jistd u mnohych &tendid vzbudi zéjem nejen
o matematické hiidky, ale i o jiné matematické problémy a p¥ivede je k soustavnému
studiu matematiky. Jan Kopecky, Praha.
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Casopis pro p‘stovinf matematiky, ro&. 79 (1954)

ZPRAVY

SEDMDESATINY PROFESORA KOSSLERA

Dne 19. ervna 1964 se do%il sedmdesétky PhDr MirLo§ KOssLER, profesor matemati-
ky na matematickofysikalni fakultd Karlovy university a &len korespondent (leskoslo-
venské akademie v&d. Byl synem rodiét chudych, ale pra¥skych, tak¥e mé&l to tdsti, %e
vystudoval akademické gymnasium v Praze I, které, jak zndmo, vychovalo velkou fadu
vynikajicich pfisluSniki naSeho néroda. Nésledujicich sedm let — &tyti roky university
a vzapdti za nimi t¥i roky nezaméstnanosti — nuzng se Zivil kondicemi a d&lénfm dluhu,
které potom po léta splécel. Po fadu let byl suplentem a pak ,,skutednym‘‘ uitelem mate-
matiky a fysiky nejprve kratce v DomaZlicich a potom dlouho v Praze XII. Na jeho vyni-
kajfef 8innost pedagogickou s ldskou vzpominaji nejen jeho byvalf Z4ci; mnohokrét v Zivotd
jsem mél piileZitost slySet z st uditeli byvalych méstanskych Skol nadSend vypraveéni
o tom, jak prav¥ Kossler to byl, kdo je v kursech pro vzdéléni uSitelstva naudil tspsind
vyudovat a vychovévat. V prosinci 1922 se stal mimofddnym a v prosinci 1927 f4dnym
profesorem matematiky na pfirodovédecké (nyni matematickofysikélnf) fakultd Karlovy
university. Jeho v&decky vyznam byl po zéasluze ocendn v listopadu 1953, kdy se stal
&lenem korespondentem Ceskoslovenské akademie v&d. Jeho préce se tykaji v prvé fads
theorie funkef & budou ocendny v pitim &isle tohoto Casopisu akademikem VosTi-
OHEM JARNiKEM. Vyznam prof. Kosslera neni vSak zdaleka vyderpén jeho v&deckymi
pracemi. Po fadu let spodivala na Karlov® universit¥ tiha Sifeni matematickych poznatki
v oborech daleko nejduleZitéjSich pro aplikace pievéZng na bedrech prof. Kosslera;
oprdvnénou snahu o to, aby jeho vyudovaci éinnost byla v souladu s jeho osobnf innosti
badatelskou, Kdssler vidy, kdykoli toho bylo tfeba, bez vdhani podfizoval tomu uslech-
tilému cili, aby z bran fakulty do %ivota vychézeli odbornici schopni uéinn§ poméhat
t¥m, kdo matematiky pot¥ebujf, ale nejsou matematiky v u¥¥fm smyslu. Cetn{ jsou ze-
jména fysikové, ktefi pfedeviim od prof. Kosslera ziskali tolik znalosti z matematiky,
kolik pro jejich v&deckou préci bylo nezbytng tteba, a ktefi po absolutoriu opdtovng
se obraceli na prof. Késslera o matematickou pomoc, kterou v¥idy ochotnd jim poskytoval.
Zminky zasluhuje i to, ¥e té pofetné mase universitnich student matematiky, u kterych
uZ prvni rok studia zfetelnd prozrazoval, ¥e samostatni badatelé z nich nebudou, ktefi
viak nicménd, pokud méli dobrou wiili, byli schopni op¥it o ziskané znalosti matematiky
uspéinou préci, prdvs prof. Késsler nejlépe dovedl dét maximum toho, co jejich mozky
stadily strdvit. J4 sém jsem prof. Kosslera osobng poznalr. 1919, kdy jsem po dvou a ptil
letech university a tiech a pul letech nedobrovolné vojanéiny mél pied sebou t&%ky tikol
co nejrychleji skondit universitni studium a zah4jit védZnou v8deckou préci. Pro miij
dalf vyvoj bylo neobydejn¥ vyznamné, %e jsem mél to §tésti v kritické pro mne dobé se
seznémit 8 profesorem Kasslerem. Brzo jsme se stali duv8rnymi piételi a kdyZ jsem 1923
na dlouhou fadu let odefel do Brna, nelitoval jsem nifeho vic ne% prav¥ toho, ¥e piesta-
nou nekone¥né rozhovory s Kosslerem, které mi daly vice nef dovedu vyjédiit. Mnohé
‘bylo, co mne u Milo¥e Kédsslera pfitahovalo a v em jsem vidél sviij vzor. Byla to pfede-
vifm Zivelnost jeho zéjmu o matemagiku a zanfcenf pro netinavné studium, bez kterého
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si nedovedl Zivot pfedstavit. Byla to za druhé neamirné dobrota srdce, nemoZnost ko-
mukoli jakkoli ubliZit a touha nezi§tn§ poméhat viude tam, kde toho bylo tieba. Byla
to za tfeti bezvyhradnéd svédomitost, se kterou Kossler vykonéval kaidy svéfeny mu
ukol, spojenéd bohuZel se skromnosti mnohdy upiilisnénou, snad také i s malou priiboj-
nosti. Kossler 1épe neZ kdokoli jiny pochopil nékteré z nejlepsich strének povahy nafeho
nezapomenutelného uditele KaArLA PETRA a skutefnd krésnd se fidil skvélym Petrovym
prikladem. Mladi nasi v8dci nepochybi, jestlie vé#né a dukladn& se budou zamyslet nad
tim, demu viemu by se mohli naudit od prof. Késslera. Jemu samému pak, jehoZ mém
rad jako maélokoho jiného, ze srdce pieji pfedevsim to, aby jeho zdravotni stav, v posled-
nich letech bohu¥el nevalny, trvale se zlepsil tak, aby dlouho jest® zistal mezi ndmi jako
jeden z nejzaslouZilejsich élenti nasi matematické obce.
. E. Cech, Praha.

ZEMREL PROFESOR DR VACLAV HRUSKA

Dne 15. srpna zemiel po krétké nemoci dr VAcLav HrRUSKA, profesor aplikované mate-
matiky na Ceském vysokém udeni technickém v Praze.

Celé Zivotni dréha zesnulého byla naplnéna odbornou & pedagogickou &innosti ve slu-
béch nafeho nejvys§iho a ve stiedni Evropd nejstariiho technického uéili§ts (CVUT).

Narodil se dne 14. 6. 1888 v Holicich. Po pfipravnych studiich na strojnim odboru feské
techniky a filosofické fakultd Karlovy university, kde doséhl v roce 1910 uditelské zptso-
bilosti k vyufovani matematice a deskriptivni geometrii na vy3§im stupni tehdejSich
stfednich 8kol gymnasidlnich a redlnych, rozhodl se po kratkém pusobeni na prvni deské
vys&i redlce v Praze pro drahu v&deckou a stal se asistentem na vysoké skole technické
v roce 1911.

Z podatku se odborné vénoval studiu relaci mezi periodami Abelovych funkef a vysledky
svych badéni publikoval v Casopise pro péstovani matematiky a fysiky a v Rozpravéch
II. t¥idy Ceské akademie v&d a umdni.

Pozdgji obratil svoji pozornost ke studiu numerickych a grafickych method podetnich,
které jsou vyznamnym néstrojem, umo#iiujicim aplikaci matematické theorie v inZenyr-
ské problematice. Tento sm&r matematického badéni jej vedl ji% jako mladého v&dce ke
spolupréci s universitnim profesorem VAcraveMm LAskou.

Védeckd rutina a vyzrélost prof. Lasky mu usnadnila ji¥% na po&atku jeho nového sméru
odborné ginnosti pronikav¥ vniknout do rozséhlé oblasti method aplikované matematiky.

Spoluprice s prof. Laskou ptinesla Seské v8d8 dv¥ prukopnické kniZni publikace.
Prvni vysla v roce 1923 pod ndzvem Polet graficky a graficko-mechanicky. V ni se autofi
zabyvali pfedev¥im zékladnimi operacemi grafického poéiténi, jejich aplikaci na FeSeni
tloh z podtu diferencidlnfho a integralniho, potom nomografii a nejduleZitdjsimi mate-
matickymi pfistroji.

V druhé publikaci Teorie a prare numerického pobitdnt z r. 1934 vyloZili oba autoti zé-
kladni kapitoly diferenéniho podtu a to piedeviim methody interpoladni pro hledéni
hodnot funkef danych tabulkou (o jednom i dvou argumentech) podrobng rozvedli me-
thody numerického derivovéni a integrovéni a demonstrovali n8které methody numerické
integrace diferencidlnich rovnic.

V r. 1952, vydal prof. Hru¥ka opét knihu s ndzvem Podet graficky a graficko-mechanicky.
I kdy¥ sém oznad&il tuto objemnou monografii grafického podtu jako druhé vydén{ knihy,
kterou ptivodn8 vydal s ddvno zesnulym prof. Léskou, b&%i o knihu s Gplnd novou kon-
cepcf, které 8 pivodni mé spole¥ny jenom nézev a zhruba osnovu. V této knize, kteréd mé
téméF Yestindsobny rozsah proti prvni publikaci (pfes 1000 stran), uloZil vechny své
zkuSenosti, kterych nabyl b¥hem své §ty¥icetileté ulitelské &innosti a ulo#il v ni vechny

375



své poznatky, které naSerpal z anglosaské a roménské literatury, k ni% mu byl umoinén
‘pHstup znalosti t&chto jazyki.

Nejenom v- této knize, kters je jednim z jeho Zivotnich d¥l, ale v celé ¥ad¥ po;ednéni
2 aplikované matematiky, zanechal doklady o mimofddném ovlddéni poletni techniky,
které je provézeno origindlnimi, ddmyslnymi poStéiskymi obraty.

Sviij smysl pro aplikaci matematiky vyjédtil svymi pojednénimi o pru¥né fetdzovce
a v posledni dobd intensivni spolupraci s riznymi vyzkumnymi tGstavy, technickymi od-
borniky v elektrotechnice i odborniky v jinych oborech.

0Od r. 1949 se v¥noval ve své uditelské Sinnosti pfevaZind speciédlnim pfednéSkém z apli-
kované matematiky. (Maticovému podtu a jeho uZiti v elektrotechnice, relaxaéni method&
a riznym specidlnim methoddém pro numerické feSeni diferencidlnich rovnic obydéejnych
i parcidlnich). Tyto pfednadky byly navstévovény nejvyspélejSimi studenty z vyssich
rodnikti & hlavnd pak asistenty a aspiranty. Tato themata jsou vétSinou v rukopise jeho
v8decké pozustalosti.

Nejenom v pfednéikové finnosti, ale i v dinnosti publikaéni byl prof. Hruska élovék
piliiy, houZevnaty a cilevédomy. Své odborné praci byl zcela oddéan.

Miloval klidny %ivot, k n¥mu¥% jej patrng svéd&la chronické churavost, kterd jej prova-
zela od nejmladsich let. A tak zdravotni stav i osobni zaloZeni byly nepochybn& pfi€inou,
%e nerozvijel patrndj¥i verejnou aktivitu. Pfesto v mladsich letech se nesnaZil vyhnout
povinnosti, kterou na ndm %¥4dala soudasné situace, aby jako nejzkufendjsi &len, se stal
predsedou Spolku vysokoskolskych asistenti a houZevnatd prosazoval jejich opravnéné
poZadavky.

Zanfceni pro odbornou préci jej také ptivedlo do vyyboru Jednoty &sl. matematikii a fy-
sikil, kde po dlouhé léta pusobil a stal se také zaklddajicim &lenem Jednoty.

Za svoji publika¥ni §innost byl jmenovan mimofadnym &lenem Kralovské deské spoled-
nosti nauk.

Prof. Hruska byl jeden z méla lidi, ktefi jasnym perspektivnim pohledem odhadli moz-
nosti rozvoje vyroby velkych po&itacich strojii u nés v republice. Pfispél tak mimofédnym
podilem k existenci st4tnd dulefitého védeckého stfediska matematické laboratote pii
Cleskoslovenské akademii v&d. Jako &len v¥decké rady této matematické laboratote ini-
ociativnd podporoval viechny kroky, které vedly k ndvrhu a ke konstrukei &eskosloven-
ského samodinného poditacitho automatu.

V matematické obci Seskoslovenské bude prof. Hruska zapsén jako velky znatel nume-
rickych a grafickych method podetnich, jejich% byl neinavnym propagétorem a v této
disciplin® mu zistane trvale pfisouzeno pfedni misto.

My, kteti jsme s prof. Hrudkou byli v dastém osobnim styku, rddi dosvédujeme jeho
shovivavy zplsob ¥zeni spoleénych v8ci, jeho porozuméni pro mladsi pracovniky, které
neomezoval v jejich osobnich z4jmech, a jeho ochotu poskytnout dobfe min&né rady.

Jeho preddasného odchodu ¥elime upfimnd nejenom pro jeho povahové vlastnosti, ale
pfedeviim proto, Ze v ndm n4¥ stat ztréci odbornika, ktery m¥l pfedpoklady vésti mladsi
pracovniky, kteff se mohli mnoho nausit z jeho bohatych v8domostf a tim ptisp&ti k rych-
lejsimu vybudovéni socialismu v nasf vlasti. Viclav Pleskot, Praha.

SEZNAM VEDECKYCH PRACI PROF. DR VACLAVA HRUSKY

V Casopise pro péstovdnt matematiky a fysiky (Praha):

1. Konstrukee bodd vratu vr¥eného stinu zborcené plochy tietiho stupnd (1911, rod. 40).
2. O systémech singuldrnich relaci mezi periodami Abelovych funkci t¥f promé&nnych
(1911, ro&. 48).
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. Pozndmky o grafickém poétu (1923, ro¥. 52).
. Kritické poznémky o grafickém integrovan{ (1924, roé. 53).
. N¥kolik elementérnich poznidmek o numerickém poditéni (spolu s dr. J. M. Hordkem,

. Redukce svazku bilineadrnich forem a systému relaci mezi periodami nedegenerova-

nych singulérnich Abelovych funkef t¥f proménnych (1922, roé. 51). \

1925, roé. 54).

. Releni rovnic iteracemi (1928, rod. 57).

. Integral prosté hodnoty polynomu (1931, rog. 60). ‘

. O interpolaci (ve Zpravéch o 2. sjezdu matematikli zemi slovanskych 1935, ro8. 64).
. Les formules de quadrature approchée de M. K. Petr (1936, ro&. 66).

11.
12.

Une note sur les fonctions aux valeurs intermédiaires (1946, ro&. 71).
Pru¥né Fetdzovka (pfednéska ¥sl.-polského kongresu matematiki v Praze, 1949).

V Czechoslovak Mathematical Journal (Praha): _
Remarque sur la note de M. Ji# Seitz dans le No 4, 1950, p. 137 des ,,Aktuérské védy*‘.

V Rozpravdch feské Akademie véd a uménd, tiida 11:

. O relacich mezi periodami degenerovanych Abelovych integrali rodu 3 (1919, rod. 27,

8is. 33).

. O raciondlnich kofenech polynomu u® — }J . u — 4%J, jenZ se vyskytuje v theorii

singuldrnich Abelovych funkei t#{ prom$nnych (ro&. 28, &fs. 15).

. O novych vzorcich z theorie pfafiant (rog. 30, &is. 3).

. O elementérnich d¥litelich alternujici bilinedrnf formy (rog. 30, &is. 14).

. a¥% 7. Tri ptispdvky k fefeni soustav rovnic iteracemi (rod. 63, &s. 6, 17 a 32, 1943).
. Pruiné fetézovka (rod. 54, &is. 10, 1944).

. Poznémka o sestrojovéni spojnicovych nomogramu (ro€. 54, &is. 21, 1944).

V Bulletin international de U’ Academie des Sciences de Bohéme:

. Sur les relations parmi les périodes des integréles abéliennes dégénérées de genre 3

(rod. 22, 1918).

. Sur les racines rationneles du polynome u? — 1J .  — S J qui figure dans la theorie
3 27

des fontions abéliennes singulieres de trois variables.

. a¥ 4. Zwei Beitrige zur Losung von Gleichungssystemen durch das Iterationsver-

fahren (rod. 53, &is. 17 a 32, 1943).

. La chainette elastique (ro8. 54, &is. 10, 1944).
. Une note & la construction des nomogrammes & aligment (roé. 54, &is. 21, 1944).

Ve Véstniku Krdl. Seské spoleénosti nauk v Praze, tiida I1:

)
. Aproximace funkef mnohoélenu P,(z) tak, aby [|f(x) — Pp(x)| dz byla minimem
« .

(ro8. 1929, Praha 1930).

V &asopise Fysika v technice:

. Bushtv integraf, I, &s. 1, JCMF, Praha 1946.

V Rozpravdch Jednoty pro védy pojistné v Praze:

. O Sheppardovych kvadraturnich formulich (&is. 7, 1930).
. U%iti semilogaritmického papiru k posouzeni tvaru pozorovéni (1932, Benekiv

cyklus IV, 1931).
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V Elektrotechnickém obzoru, Praha (spolu s Ing. dr V. Kelbichem):

1. Universélni nomogram pro vypodet venkovnich elektrickych vedeni (roé. 25, 1936).

2. Poéditaci pravitko k urdeni prihybt venkovnich elektrickych vedeni (ro§. 25, 1936).
Publikace neperiodické:

1. Konstrukce omezenymi prostfedky a geometrické aproximace (Praha 1940, Jednota
Ses. matematiku a fysiki, &is. 7, sbirky Cesta k v8d&ni, 2. vyd., 1950).

2. Venkovni elektrickéd vedeni poéitand jako pruZné fetdzovka (v Elektrotechnické
knihovng, Praha 1940, Elektrotechnicky svaz).

3. Nomogramy s prusvitkou, Praha 1947, Jednota &s. matem. a fysiki.

4. Podet graficky a grafickomechanicky (v Knihovné spisii matematickych a fysikélnich,
&s. 9, stran VII - 188, Praha 1923, JOMF), spoluautor Vdclav Ldska, profesor Karlovy
university.

5. Theorie a praxe numerického poéitdni (v Knihovnd spisti matematickych a fysikél-

. nich, &fs. 15, stran 495, Praha 1934, JOMF), spoluautor Vdclav Ldska, profesor Karlovy
university.

6. Polet graficky a grafickomechanicky (Pfirodovédecké vydavatelstvi, Praha 1952,
1072 stran). Druhé pFepracované a rozdifend vydani — viz 4).

7. Hesla o grafickém a numerickém po&tu, o planimetrech v Teyssler-Kotyskové Tech-
nickém slovnfku nauéném.

AKADEMIK ZDENEK BAZANT ZEMREL

Ceské vysoké uden{ technické a jeho fakulta infenyrského stavitelstvi ztratila navidy
dne 1. z&F 1954 svého vynikajiciho &lena akademika ZDENKA BaZaNTA, profesora stavebni
mechaniky, grafické statiky, nauky o pru¥nosti a pevnosti, ktery po dv8 obdobi stél
v Sele Ceského vysokého ueni technického jako jeho rektor, ktery po dvé obdobi stél
v &ele fakulty infenyrského stavitelstvi jako jeji dékan a ktery po tidobi padesati let stél
jako vyznadny védecky pracovnik se svdtovou urovni v fele vysokoskolskych uditelu,
ktefi znamenitym zptsobem vychovavali technickou inteligenci naSemu nérodu.

JiZ b&h studii Zderika BaZanta na vysoké 8kole naznadoval, Ze jde o zjev mimotédny,
u n&hoZ jsou patrny piedpoklady k nejsmslejiim aspiracim na dréze védecké. Zaliba
v matematickém my#Sleni a hluboky zéjem o theoretické discipliny inZenyrské mu dovo-
lily uskutednit v plné mife viechny aspirace.

Zakon8iv studia v roce 1902 ziskévé za dv8 1éta svoji disertadni praci ,,Staticky uréité
spojité nosniky pfehradové* hodnost doktora technickych v&d. Vynikajici v&decks tiro-
veil préce jej doporufuje, aby byl tého% roku povolén za suplenta pfednéSek nauky
o pruZnosti a pevnosti a o grafické statice pro posluchade architektury a strojnictvi. Ve
svém v8deckém rustu intensivng pokraduje a za dalsi dvé 16té se jiZ habilituje na soukro-
mého docenta stavebné mechaniky. Ve svych Sestadvaceti letech je jako renomovany
v&decky pracovnik doporuden profesorem SoLfNEM pti jeho odchodu na odpo¥inek za zé-
stupce na stolici stavebné mechaniky. Po tiech 1étech suplovani byl ve svych 29 letech
jmenovén mimofédnym profesorem stavebné mechaniky, grafické statiky, nauky o pruZ-
nosti & pevnosti a stereotomie. -

Ukol, ktery pfevzal po vynikajicim pedagogu a tvirdfm badateli Solinovi, byl nadmiru
zodpovédny a néro¥ny. Ale mlady, houZevnaty védecky adept BaZant jej pln& chépe a dik
svému nadéni & povahovym vlastnostem jej znamenit$ plni.

Nastoupeni po Solinovi a pln&nf Solinova odkazu hodnotf akademik FrANTISEK KLOK-
NER pti ptiletitosti Bafantovych sedmdesétin slovy: ,,Byl-li Solin tviircem a zakladatelem,
byl BaZant stavitelem a budovatelem stavebné mechaniky u nés a hlavou jeji Ekoly.
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Jako profesor se snaZil usnadnit posluchadim studium néroSnych technickych disei-
plin vydédvanim hodnotnych pfirudek. JiZ v roce 1912 vydava litografie svych prednések
z nauky o pru¥nosti a pevnosti a tiskem pak publikuje v 1étech 1918 a% 1920 trojdilnou
klasickou uebnici Stavebnd mechanika. Uebnice vychézi v n8kolika vydénich a v r. 1950
je dopln¥&na Stvrtym dilem.

Tyto uSebnice & jejich podrobné vytahy v Technickém pravodei slouZily nejenom stu-
denttim ke zkouSkém z této discipliny, ale staly se vyhleddvanymi pfiruSkami pro projek-
tanty inZenyrskych dsl.

Snaha opatfovat odbornou literaturu celé 8eské vefejnosti jej pfivedla do vydavatel-
ského spolku Ceské matice technické. Po tficet let stdl v jejim &ele a tato instituce mu
vd¥éi za veSkerou va¥nost a uctu, kterou si vydobyla svoji publikadni Sinnosti.

Uéinnost ptsobeni akademika BaZanta ve funkei profesora byla zalo¥ena na dialektic-
kém spojeni hlubokych theoretickych v&domosti s praktickymi znalostmi. Jako projek-
tant, ktery jiz na poatku své odborné dréhy byl odm&ndn za nédvrh Ménesova mostu, se
udastni béhem svého Zivota detnych soutdii, v nich¥ b&%f o budovani nejzodpovédndjsich
inZenyrskych staveb v nasi vlasti.

Studijni cesty v cizing a Gfast na mnoha mezindrodnich kongresech ptispivaji k jeho
tvirdimu obohaceni a obréZeji se v jeho uditelské &innosti, kde se snaZi o vychovu inZenyra
se Sirokym rozhledem.

Osobni vlastnosti, v nich¥ dominovala poctivost, houZevnatost a upfimnost, pasobily
povzbudivé na studenty, ktefi s plnym porozumé&nim chépali jeho ndronost na poZadavky
pfi zkufebnim vykonu. '

V osobd& akademika BaZanta odchézi jeden z galerie vyznaénych uditeli fakulty inZe-
nyrského stavitelstvi, jejichZ zdsluhou méli absolventi praZské techniky vysokou a mezi-
nérodné uzndvanou odbornou uroveri.

Sedmdesatiny prof. BaZanta v roce 1949 byly piileZitosti, aby v8decks vefejnost, riizné
technické obory, i detné verejné korporace zhodnotily zésluZné dilo jubilantovo. Minister-
stvo Skolstvi vyrozumivé jubilanta, e znovuzrozenéd republika se neohliZi na v&kovou
hranici vynikajicich pracovnikd 8 pracovnim elénem, jaky mé BaZant a umo¥iiuje jim, aby
neruend pokradovali ve své tvirdi éinnosti. Ba naopak vytvéii jim hmotné podminky,
aby jests 1épe se mohli vénovat své préci. '

Prof. BaZant nadéle pfednési na vysoké Skole. Nekoné ovSem jif zdkladni pfednéiky, ale
vzd&ldvé mladé vddecké kidry, aby jim predédval své bohaté osobni zkuSenosti a tak je to
pouze smrt, kterd prerusuje jeho plodnou préci a konéi ¥ivot jednoho z nejuisp&ndjsich
védeckych technickyceh pracovniki, ktery jako technik se 8inn& udastnil Zivota Jednoty
Geskosl. matematiki a fysiki i Zivota v Matematické obei praZské.

Vdeclay Pleskot, Praha.

PRVNI PRACOVNI KONFERENCE CESKOSLOVENSKYCH MATEMATIC-
KYCH STATISTIKU V PRAZE '

Ve dnech 27.—30. Servna 1954 se konala konference matematickych statistikti. Udast-
nilo se ji na 200 odbornfik ze viech kraji republiky. Zastoupeny byly: Matematicky ustav
CSAYV, ktery konferenci porédal, katedra matematické statistiky na matematicko-fysi-
kalni fakult® v Praze, Vyzkumny ustav sd8lovaci techniky A. 8. Popova a jiné vyzkumné
ustavy ministerstva strojirenstvi, déle vyzkumné tGstavy ministerstva zdravotnictvi,
ministerstva chemického primyslu'a jinych ministerstev. Na konferenci byli pfitomni
také Setni odbornici ze zdvodu & podniki, ktetf pou¥ivaji matematicko-statistickych me-
thod ve vyrobs, zejména v kontrole jakosti. K tispéchu konference znafnou mérou p¥ispéla
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zahranidni ulast vddca svétového jména, prof. B. V. GNEDENKA, fddného &lena Ukra-
jinské akademie v3d, prof. H. STEINHAUSE, f4dného Slena Polské akademie v8d a prof.
A. R£NvIHO, Slena-korespondenta Madarské akademie v¥d a feditele Ustavu aplikované
matematiky v Budapesti. Konferenci pozdravil také indicky statistik P. C. MABALANO-
BI8 z Kalkty, vedouei delegace indickych v¥dcii, kterd se na cestd do Moskvy zastavila
v Praze. .

Utkelem konference bylo-podat pFehled o vysledcich prace v oboru theorie pravddpodob-
nosti & matematické statistiky a jejich aplikaci u nds, zhodnotit tyto vysledky a nazna&it
smérnice dalsf préce. Konference msla té% ukézat zéstupcim podniku, vyzkumnych a v&-
deckych dstavi rozsahlé moZnosti aplikaci matematické statistiky v nejrizngjsich obo-
rech. {

Po zahéjeni pfednesli F. Fabidn a J. Hdjek referat: O n¥kterych zékladnich otdzkéch
matematické statistiky.

V priibdhu konference byly prosloveny tyto pfednasky (jako jednohodinové referaty
a dvacetiminutové sdéleni):

" B. V. Gnédénko: O neparametrifeskich zadadach v matematifeskoj statistike.

. A. Rényi: Uber neue axiomatische Begriindung der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

. J. Janko: Vyvojové tendence ve statistické indukei.

J. Berdnek: O statistické theorii turbulence.

J. Pantelopulos: Quelques résultats de mesure des fluctuations des vitesses et du débit
solide sur le Danube.’

6. J. Novdk: O spojitosti mnoZinovych funkef a spojitém rozsiteni pravdSpodobnosti.
7. M. Jifina: Regularni podmin¥né pravd$podobnosti.

8. J. Seitz: Poznémka k spojité transformaci ndéhodnych velidin.

9

0

@B o N

. F. Fabian: Theorie limitnich zdkonu.
. L. Truksa: Vztah inverse stochastickych procesii k fiduciédlnim rozloZenim pravds-
podobnosti.
11. A. Spadek: O zkuSenosti v theorii statistického rozhodovéni.
12. J. Nedoma: Pozndmka k McMillanov$ &lanku ,,Zékladni v&ty z theorie informaci‘‘.
13. 0. Sefl: Poznémks k theorii spojitych stacionérnich procesti.
14. A. Kotzig: P¥spévek k problému hodnoceni odhadu pofadi.
15. A. Zaludovd: O soudasném stavu aplikaci matematicks statistiky ve strojirenstvi.
16. H. Stesnhaus: Uber einige grundsetzliche Fragen der mathematischen Statistik.
17. M. Vacek: Statistika ve vzdravotnictvi.
18. M. Josifko: Statistické methody pro hodnoceni biologickych zkousek spolu se sd&le-
nim F. Linka: Odhad vyznamnosti kvantélnich odpov&di pfi rutinnich pracich.
19. M. Spatkovd: Aplikace statistickych method v biologické kontrole 16&iv.
20. O. Benedovd: NaSe zkuSenosti z jednorodni spolupréce se statistikem v biologické kon-
trole 1&&iv.
21. V. Tréka: Praktické zkuSenosti s hodnocenfm LD50 riznymi methodami.
22. V. Maly: Logaritmicko-norméln{ rozloZeni.
23. Zd. Re#nyj: PouZiti maticové formulace vicerozm&rného normélniho rozloZeni a theorie
‘normélnf regrese na nékteré tilohy analysy rozptylu.
24. J. Sedldéek: Theorie jakostnfho t¥{d¥ni.
25. V. Klega: Methody kontroly sefizeni automatisovanych operaci ve strojirenstvi.
26. A. Liska: Pozndmky k zdniku v8tvicich se procesi a pouZiti v chemii.
27. L. Prdéek: Statistickéd theorie iinavy materidlu.
28, J. Likes: PHspdvek k theorii uspofddanych vybdri z exponencidintho zékladnfho
. souboru. i
29. J. Machek: Rozd8leni priiméru r krajnich hodnot v uspofddaném vybéru.
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30. J. Kfepela: Ptejiméni partif rozdélenych do stejnych podskupin.

31. V. Hordlek: Opera¥ni charakteristika pfejimky jednfm vyb&rem pfi n&kolika jakost-
nich znacich. '

32. M. Ullrich: O odlehlych pozorovénich.

33. V. Rypar: Statistickéd kontrola jakosti vyroby chemického priumyslu.

34. A. Péreas: ,,Incertitude, entropie, information.‘

35. L. Prouza: O n8kterych novych statistickych problémech v hromadné vyrobs.

36. M. Knotek: Aplikace matematické statistiky na hutni vyrobu a metalurgické procesy.

37. B. Pardubsky: PouZiti matematické statistiky p¥i rozboru vyrobnich chyb.

38. A. Robek: Potravinafskd vyroba a methody matematické statistiky.

39. Z. Koutsky: O reléovém stroji pro statistické rozhodovéni na zéklad$ mnohondsob-
ného a sekvenéniho vybéru.

40. K. Winkelbauer: Pozndmka k sekvendni analyse.

41. O. Fischer: Linearni odhad ve vicendsobné faktorové analyse.

42. A. Zoludovd: Necentralni test ¢ pouZitim rozpéti.

43. J. Hdjek: Vyydatnost pofadovych testi.

Na konferenci byla ptijata resoluce tohoto zn&ni: ,,Prvni pracovni konference &eskoslo-
venskych matematickych statistiki, konand v Praze-ve dnech 27. aZ 30. Servna 1954, sta-
novi tyto tkoly a povinnosti:

1.

10.

Organisovat spolupréci nagich védeckych pracovnika v theorii pravdépodobnosti
a v matematické statistice s védeckymi pracovniky t&chto obort v SSSR a v li-
dov¥ demokraktickych statech. Usilovat o vydévéni mezindrodniho €asopisu,
v némZ by byly publikovény price odborniku z SSSR a z lidov8 demokratickych
zemi ve jmenovanych oborech.

. Organisovat skupinu pracovniki, kteréd se bude systematlcky zabyvat filosofic-

kymi a ideologickymi otézkami theorie pravdépodobnosti a matematické statis-
tiky.

. Utvofit pravidelné studijni krouZky a skupiny s védeckou naplnf z oboru theorie

pravdépodobnosti a*matematické statistiky.

. Usilovat o to, aby byla ve v&tsi mife vydévéna skripta dileZitych partif potu

pravddpodobnosti a matematické statistiky, a to v takovém ndkladu, aby byla
kryta i poptdvka odbornikii z praxe. Déle rozsifit a doplnit Tabulky k matema-
tické statistice od prof. Dr Janko dal¥imi tabulkami a vydat je kniZn&.

. Usilovat o dalsi prohlubovéni osvédfenych matematicko-statistickych method

v pramyslové vyrobd a ve vyzkumu.

. Usilovat o dalif rozsifeni a prohloubeni aplikaci matematické statistiky ve zdra-

votnictvi a ve zdravotnickém vyzkumu.

. Navézat spolupréci s odborniky ve vyzkumu zemd&d¥lském a to jak v oboru vy-

roby Zivodisné, tak i rostlinné.

. Zkoumat mo¥nosti u¥it{ matematicko- statistickych method v problémech eko-

nomickych.

. Roz&ffit spolupréci matematickych statistiki s odborniky ve fysice, geofysice,

astronomii, meteorologii, klimatologii a hydrologii.

Do t#i let uspofédat konferenci &eskoslovenskych matematickych statistiki
8 mezinédrodni Gdasti. Krom& toho svoldvat thematické konference, tykajici se
zejména védeckych vysledki v oboru theorie pravd§podobnosti a matematické
statistiky, poufitf matematické statistiky v primyslové vyrobd a v primyslo-
vém vyzkumu, ve zdravotnictvi a ve zdravotnickém vyzkumu, v zem&d&lském
vyzkumu.
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11. O pritb8hu konference uvetejnit zevrubnou zpravu v Casopise pro péstovéni ma-
tematiky. Déle rozmnoZit a poslat zéjemcim ty referaty a sdélenf, pfednesené na
konferenci, na zéklad$ kterych bude provedena dalsf diskuse.

12. Zyolit komisi odbornikd, jejiX &lenové zajisti pIn&nf jednotlivych bodu resoluce.

Zevrubné zprava o pFedna¥kéch a referitech bude uvefejn¥na v pi¥tim &isle Sasopisu.
Josef Novdk, Praha.

VEDECKE ZASEDANI I. SEKCE CESKOSLOVENSKE AKADEMIE VED

(Struéné obsahy jednotlivych matematickych pfedniSek)
Kratks4 zpréava o v8deckém zasedéni skupiny matematiki ve dnech
13. a 14. dubna 1954 byla uvetejnéna v 3. &isle tohoto dasopisu. P¥iné-
#ime nyni strudné vytahy jednotlivych referatt v potfadi, ve kterém
byly na tomto zasedéni pfedneseny.

Akademik Eduard Cech: P¥imkové kongruence a jejich transformace.

Autor uvefejnil &lének v asopise.Cechoslovackij matematideskij #urnal, rog. 2 (1952),
str. 176—187, v n¥m¥ urdil viecky obélky dvouparametrové soustavy kolineaci v troj-
rozm¥rném prostoru a zjistil, Ze tyto obélky definuji obsdhlou t¥idu transformaci pfim-
kovych kongruenci. V pfednéSce byla podéns klasifikace téchto transformaci a uvedeny
nové vysledky. Déle byl rozfefen problém moZnosti rozkladu uvaZované transformace na
goustavu asymptotickych transformaci pfimkovych ploch.

Dr Zbynék Nddenik: O plochdch analogickych k Bertrandovym k¥ivkdm.

Budte? (4) a (B) dvé reilné plochy v trojrozmérném eukleidovském prostoru a O,
(resp. O,) orthogonélni kongruence kiivek na ploSe (4) (resp. na ploSe (B)). Oznaéme T',
(resp. T'y) trojhran, tvofeny v bodd A (resp. B) plochy (4) (resp. (B)) teénami ke kiivkém
orthogonélnich kongruenei O, v bod$ A4 (resp. kongruenci O, v bod$ B) a normélou plochy
(A) v bod¥ A (resp. plochy (B) v bod$ B). Budi% C jednojednoznaéné korespondence mezi
body ploch (4) a (B), pti niZ normély ploch (4) a (B) v korespondujicich bodech 4 a
B = CA nesplyvaji. Kdy mé korespondence C tu vlastnost, %e trojhrany 7', a T, v ko-
respondujfcich bodech 4 a B = CA tvofi utvar invariantni viiéi dvojici odpovidajicich si
bodtt 4 a B = CA?

Redeni této otézky, kterd je modifikaci jistého problému E. Cecha, je predstavovéno
pravd jen W-plochami, definovanymi relaci k,K + k,H + 1 = 0, kde k; = konst. + 0,
ky = konst., k; — k2 > 0 a K resp. H je Gaussova resp. stfedni kfivost plochy (4). Na
plode (B) plati relace analogické. Orthogonélni kongruence O, na plose (4), kterd neni
kandlové, jsou pak ty, u jejich¥ k¥ivek je v ka¥dém bod& geodetické kfivost linedrni kom-
binaci s konstatnimi koeficienty normélni kfivosti a geodetické torse.

Akademik Bohumil Bydfovsky: P¥iklad geometrické konﬂgunce.]
-V Fijnovém sefit8 ,,Mathematische Nachrichten* z r. 1948 popsal M. Zacharias konfi-
guraci (12,, 16;) — v dalsim konfigurace Z — které se od konfiguraci tohoto typu dotud
znédmych li¥i tim, ¥e obsahuje t¥i body té vlastnosti, %e t¥i body odd¥lené od kaZdého z nich
le%{ v pfimce. Autor v pfedndce uvedl, %e body této konfigurace le%i na kubické kiivce
rodu jedna & souvisi tizoe s urfitou t. zv. konfiguraci{ Hesseovou, ¥e viak inciden¥ni ta-
bulka platici pro konfiguraci Z mé jeitd jedno fe¥eni. Toto feSeni je imaginérni, body
piislufiné konfigurace nele%i na kubické kiivee; je to prvni zndémy piiklad konfigurace
(12,, 16,), majici tuto zédpornou vlastnost. Veden analogif s touto imagindrni konfiguracf
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sestrojil pak realnou konfiguraci, kterd mé vyznaénou vlastnost vyse uvedenou u konfi-
gurace Z, neleZi na kubické kfivce a mimo to neobsahuje #4dné pfimky konfiguraci cizi
jako je tomu u konfigurace Z.

Dr Miroslay Fiedler: O n8kterych vysledcich z geometrie simplexd v Z,.

\J .
Autor uvedl véty o existenci a unicit® simplexu pfi danych velikostech ndkterych hran
nebo vnitinich uhl, véty o podtu ostrych, pravych a uupych vnitinich Ghlh simplexu.
Déle se zminil o representacich uspofddanych m-tic bodi v E,,” , jako vektort linedrnfho

m
prostoru dimense 2), o vlastnostech n&kterych m-tic a jejich representaci, na p¥. m-tic

piesnd v B, m-tic piesnd v E, a na (r — 1)-kouli, m-tic, je% jsou &4stf mno¥iny vrcholi
néjakého kvédru a j.

Cl. koresp. Stefan Schwarz: Theorie charakteri komutativnich pologrup.

Necht S = {a, b, c, ...} je konetna komutativni pologrupa. Komplexni funkce y, ktera
spliiuje vztah x(ab) = x(a) . x(b) pro ka%dé a, b ¢ S, se nazyva charakterem pologrupy.
Mno#Zina charakterti S* je pologrupa a je mnoZinovym soudtem disjunktnich grup S* =
= ZGF, kde Q¥ jsou grupy isomorini k jistym t. zv. maximélnfm grupédm z S. Polosvazy
1demp0tentu 28 a S* jsou duélng isomorfni. Nédsoben{ prvki z grup G} a G, * ge dé proto
prevést v podstaté na nédsobenf v S; tim je pomoci struktury S uréena struktura S*,
Autor udévé konstruktivni methodu k urfeni S*. Mezi jistymi podmno¥inami z S a S*
existuji Galoisovy konexe, které umoZiiuji vyslovit obecné vty o pologrup® charakterd
podideédla z S.

Vysledky mo#no zobecnit na jisté typy nekoneénych pologrup.

Akademik Viadimir Kofinek: Otidzka jednozna¥nosti ve v&t& Jordan-Hdlderov& a Schreie~
roveé.

Méme-li svaz s konednymi fetézci, v ndm# plati véta Jordan-Hoélderova, pak ve dvou
nasycenych fetézcich mezi dvéma danymi prvky svazu @ > b lze kvocienty obou Fetdzecti
jen jednim zptsobem navzéjem piifadit, pofadujeme-li, aby sob& odpovidajici kvocienty
byly zdola ]ednoduée podobné. Tento zajimavy fakt naSel Viadimir Kofinek. Vlastni
dtvod, proé tomu tak jest, naSel Ludvik Jdno§. Vdclav Vilhelm ukézal, %e stejné vdc plati
i ve svazech spliiujicich dolnf podminku prvokvocienti & minimélni podminku (podminku
konednosti klesajicich fetdzctt). Jde nyni o to nalézt co nejjednodussi dikazy pro tyto
skutetnosti. To lze udinit, vyuZijeme-li dobfe viech poznatki, které ziskal Ludvik Jdnos.

5 .

Akademik Vojtéch Jarnik: Linedrni diofantické aproximace.

Budi# O irracion4lni redlné &islo, s (n =0,1,...) sblifené zlomky jeho pravidelného

n

1
Yet¥zce. Cislo |@ — 27 je tého# Fédu jako —q——— BudiZ o > 0; budi¥ M, mno¥ina t&ch
qn n n+1

©, pro né% platf g, ,; > gL+* pro nekoneén§ mnoho n; budi¥ N, mno¥ina t&ch ©, pro n&%
j® @y 11 > ¢L** pro viechna n a% na konedny pofet. Hausdorffova dimense mnoZiny M, je,
1

24+ o

2
jak znémo, dim M, = TEa Lze dokézat, e dim N, = } dim M, =
o

Akademik Josef Novdk: Obecné konstrukce uspofédaného kontinua.

Pojem kartézského soudinu se dé zobecnit a pouZit k obecné konstrukei (k) uspotéda-
ného kontinua pomoci intervalii redlnych &isel <0, 13. Konstrukce je obecné v tom smyslu,
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%o uspofddané kontinuum existuje tehdy & jen tehdy, dé-li se sestrojit konstrukei (k).
Pomocf specidlnich typi konstrukee (k) daji se popsat rizné vlastnosti kontinui, jako je
separabilita, charaktery bodl, homogenita a j. Obecné konstrukce uspoiddaného konti-
nua mé svou zajimavost ve vztahu k Suslinovu problému, jenZ se tyké charakterisace
redlnych &isel. ,

Cl. koresp. Miroslav Katétov: O nékterjch otdzkéich theorie dimense.

Obsahem sdéleni bylo rozsifeni ndkterych v&t theorie dimense separabilnich prostoru
na libovolné metrické (n8kdy té% libovolné normélni) prostory. Byly uvedeny m. j. véty
o dimensi spojitého obrazu normélniho prostoru v Banachov$ prostoru a v&ta o libovolnd
jemném pokryti metrického prostoru P uzavienymi mnoZinami, jejich? priniky maji
predepsanou dimensi (neprézdny prinik m 4 1 mnoZin mé dimensi < dim P — m).

Dr Vliastimil Ptdk: O Gplngch topologickych line&rnich prostorech.

Sd&leni se tykalo rozsifeni Banachovy vty o spojitosti inversniho operdtoru na obecné
kopvexni topologické linedrni prostory. S tim souvisi fada otdzek tykajicich se charakteri-
sace prvki uplného obalu daného konvexniho topologického linedrniho prostoru, zejména
definice uplnosti podané J. V. Neumannem.

Prof. Gheorghe Vrdnceanu: O Eisteén& projektivnich prostorech s afinni konexi.

Autor ve svém sdélenf dokézal, Ze afinni prostor 4,, je eukleidovsky projek{ivni, jestliZe
v kaZdé jeho nadroviné leZf maximélni podet co"~* autoparalelnich kfivek a %e afinnf pros-
tor A, je Kaganovym prostorem, jestlife v ka%dé nadroving jistého systému nadrovin le#i
ty% podet autoparalelnich kfivek.JestliZe prostor 4, je Sastedn& projektivni, ale neni pros-
torem Kaganovym, pak v ném existuji nadroviny, v nichZ neleZi maximélni podet autopara-
lelnich ktfivek, a ukazuje se pak, %e urfeni konexe v tomto ptipad$ zévisi na jistych dife-
rencidlnich rovnicich. Pomérn4 sloZitost téchto rovnic snad vysvdtuje, ¥e dosud nejsou
zndmy jiné S4stednd projektivni prostory ne¥ prostory Kaganovy.

Dr Jaroslav Kurzweil: O aproximacich v Banachovych prostorech.

V r. 1935 zavedli Mazur a Orlicz polynomické operace definované na Banachove pro-
storu. Analytické operace definované na komplexnim Banachov® prostoru byly studovény
mnohymi autory a v nedédvné préci Alexiewicz a Orlicz se zabyvali analytickymi operacemi
v reélnych Banachovych prostorech.

Lze snadno ukézat, e spojitou operaci definovanou na redlném Banachov® prostoru
nelze obecnd aproximovat stejnomérnd operaci polynomickou a tak vznikéa otédzka, zda je
mo#né ka%dou spojitou operaci definovanou na reidlném Banachov® prostoru aproximovat
stejnomdrnd operaci analytickou. Touto otdzkou se zabyval autor a nalezl jednak posta-
Sujfef podminku pro Banachiiv prostor, aby bylo mo#né ka%dou spojitou operaci defino-
vanou na tomto prostoru aproximovat stejnom&rnd operaci analytickou, jednak uvedl
fadu Banachovych prostord, ve kterych takové aproximace obecnd nenf mo#né.

Dr Jan Mafik: Dvojrozm&rné nevlastni integrily.

To, co je dosud zndmo o integrélu ve dvou a vice dimensich, nepfekraduje v podstats
rdmeoc Lebesgueovy theorie. VySetfujeme-li obecndjii integraly, nardZime ji¥ pfi pomérnd
jednoduchych otézkich na obtife (na pf. pti otézce integrovatelnosti.sousinu f(z, y) -
. P(z, y), kde f je integrovatelns & P je polynom, resp. soudinu f(z) . g(¥), kde f a g maji
jednorozm¥rny integrél; nebo pti otézce o roziffenf v¥ty o integraci per partes na piipad

= *

dvou rozmdri; nebo pfi otézce integrovatelnosti funkee g(z, y) = f f(z, ¥) dz, kde f je

4 !
integrovatelnd). V pfednidce se zabyval autor &4stednym FeSenim nskterych podobnych
problému. .
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CL. koresp. Otakar Borivka: Theorie dispersi a jejich aplikace.

Referat obsahoval ndkteré vysledky o dispersich z autorova pojednéni ,,0 xoxeGiio-
IMUXCA MHTerpanax aupdepeHnHATbLHEX JHHSRHNX ypaBHeHu# 2-oro mopAgka‘s (Yex. mar.
., T. 3 (78)). Autor déle uvedl aplikace theorie dispersi, které se tykaji FeSeni
okrajovych probléma 2. fddu, rozsifeni Floquetovy metody k urdeni fundamentélntho
systému integralii na diferenciélni rovnice tvaru y” = Q(z, y), a poukézal na pokrok
v theorii diferencidlnich linedrnich rovnic 4. ¥4du v souvislosti se zmindnou theorif.

Dr Ivo Babuska: ReSeni napjatosti pfehrady na prufném podlo¥i.

Ve svém referatu se zminil autor nejprve o feSeni rovinné napjatosti v t&lese trojuhel-
nikového tvaru. Tento problém je ekvivalentni s tlohou biharmonické funkce % spliiujici
jisté podminky na hranici. Uloha je fe$ena numericky aproximativng rozvojem funkce u
podle orthogonélnich harmonickych funkei. Pfi tom se vyuZivda ndkterych vlastnosti
komplexniho vyjédteni biharmonické funkce (Muschelidvili). Autor dokézal konvergenci
procesu. Pfimymi metodami variadniho podtu urdil napsti na zdkladové spaie prehradniho
profilu a poloroviny (profil a polorovina maji razné elastické vlastnosti). Nakonec uvedl
numericky propoditany konkretnf ptipad.

Prof. dr Viadimir Knichal: Odhad chyby p¥i Graeffe-Fiferov& methodé&.
Graeffe-Fiferova methoda FeSen{ algebraickych rovnic tvaru
"+ a2+ ... +a,=0 (1)
spotivé v tom, Ze se vypodtou vhodné mocniny 8; = «f, y; = &f (r, s celé kladné) kotent
«;rovnice (1) s dostatetnou pfesnosti, a je-li 7, s nesoud¥lné, uréise «; vztahem o; = f4yl,
kde k, I jsou cel4 &isla vyhovujici rovnici kr 4 Is = 1. Ve svém referdtu promluvil autor
. o potiZich, které pti aplikaci této methody vznikaji, naznadil, jak lze tyto potiZe odstranit
a uvedl odhad po&tu uSelnych krokd k dosaZeni Z4dané pFesnosti vypodtu.

Doc. dr Antonin Svoboda: Kod Eeskoslovenského samotinného potitaZe.

Kod je piedpis, podle kterého jsou v samoé&innych po8itadich zobrazena &isla a instrukce.
Ve svém referatu autor vyzvedl nSkteré vyhodné vlastnosti kodu eskoslovenského samo-
ginného poditade (SAPO). Cisla jsou kodovana semilogaritmicky (je u¥ito pohyblivé t4dové
&arky) a instrukece jsou p&tiadresové. Pohybliva fadové Eérka umo#iiuje vypodet na ne-
proménny podet platnych &islic 8 nejmensi moZnou ztratou relativni pfesnosti vysledku.
Soudasnd zjednoduSuje pfipravu instrukéni sit§. Pétiadresové instrukce zmensuje pod-
statnd podet instrukei, potfebnych k feSeni daného problému. Tim je odstrandna nutnost
pomocnych stroji na kodovéni a je dosaZeno uspory mista v magnetické pam&ti stroje.
Soudasné se zkrati thrnnéd doba FeSeni celého problému.

Doc. dr Antonin Svoboda: Princip &eskoslovenského samotinného potitate.

Ceskoslovensky samo&inny pofitat SAPO sest4va z bubnové magnetické paméti, ze t#
nezévislych reléovych operanich jednotek, z fadife (ovladacich obvodi) a z dopliitkovych
zafizeni. V paméti stroje jsou vedle &iselnych informaci ulofeny v¥echny informace o po-
stupu vypodétu. Predpis postupu vypoltu nazyvéme instrukéni sif. Je to vysoce zhuitény
operadni plan, podle kterého se instrukce vybiraji a vytvéieji. Opera&ni jednotka provadi
podle jednotlivych instrukei jednak operace s 8isly, jednak operace na instrukeich. Tim
mife vytvafet nové instrukce nebo staré pldnovitd ménit. Instrukéni sif sestdvé proto
z pom¥rné malého poftu instrukef, tak¥e magnetickd pamst pojme instruk¥ni sit$ i velmi
sloZitych problému, :

SAPO je prvni samodinny po¥ital, ktery m4 tfi nezévislé operadni jednotky a miZe
trojitym provedenim tého¥ vypotu chybu ve vypodtu zavin¥nou nahodilou poruchou
stroje nejen odhalit, ale i opravit.. Josef Novdk, Praha

' (ve spolupréci s autory).

385



STUDIJNI ZAJEZD PROF. VL. KNICHALA DO MADARSKA

Ve dnech 21. kvétna aZ 2. fervna 1954 navitivil prof. dr VLapimfr KNICHAL, Feditel
Matematického tstavu Ceskoslovenské akademie vid, v rameci v8decko-technické spolu-
préace, Madarsko. Byl vyslan Ceskoslovenskou akademii véd, aby studoval organisaci
préce v madarském ustavé aplikované matematiky, zejména spolupréci s jinymi ustavy
a technickou praxi, ddle, aby studoval problematiku fefenou madarskym ustavem a ve
srovnéni 8 problematikou naSeho ustavu zkoumal moZnosti spolupréce a koneéns, aby
ziskal informace o zptisobu a vy#i vysokogkolské pifpravy védeckého dorostu v matemati-
ce a dalffm &kolen{ aspirantii, zejména pro ukoly ustavu a pro tkoly technické praxe.

Za svého pobytu v Madarsku navitivil prof. Knichal odd8leni numerickych a grafickych
metod poletnich, odd&leni diferencidlnich rovnic a oddé&leni elektrotechnické v ustavs
aplikované matematiky, déle matematické tistavy university v Budapesti a v Szegedu,
matematické ustavy obou technickych universit v Budapesti a ptednéfel v Bolyaiov$
matematické spolefnosti na thema: Berechnung der Verzerrung bei frequenzmodulierten
Wellen.

Na schtizkéch s pfednimi v&deckymi pracovniky ziskal velmi cenné informace o FeSeni
konkretnich problémi technické praxe, o fefeni theoretickych problémi s nimi souvisicich
a informace o otézkach doposud nefefenych. Mezi ob&ma stranami byly vyménény cenné
zku¥enosti duleZité jak pro zlepseni organisace préce, tak pro fefeni konkretnich problémui.
Na obou stranéch bylo oviem konstatovano, %e jedna takové pomé&rnd kratké navitéva
nestadf k v4Zn&jsi spolupréci. Za Glelem intensivni spolupréce bylo by nutné umoZnit
Sastdjsf a pravidelndjsi osobni styk mezi védeckymi pracovniky obou tstavi. Presto vSak,
%e raz této prvni navitévy byl spife informativni, znamenala zejména pro oddéleni tech-
nické matematiky v Matematickém ustavd Ceskoslovenské akademie v¥d velky p¥inos.

Podrobndj&f informace o studijnim pobytu v Madarsku podal prof. Knichal v referdtu
pfedneseném dne 14. Servna 1954 ve schlizi matematické obce prazské.

Vli. Knichal, Praha.

MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SLOVENSKEJ AKADEMIE VIED

Tohto roku vychaddza Stvrty ronik Matematicko-fyzikdlneho &asopisu vydavaného
Slovenskou akadémiou vied v Bratislave.

V prvom a druhom d&isle tretieho rodnika st nasledovné 8lénky z matematiky a fyziky:
Schwarz St., Maximélne idesly a ¥truktara pologrip. — Vyéichlo F., O n¥kterych projek-
" tivnich invariantech plochy. — Vesely V. a Petrilka V., Ladika s nulovym teplotnim

koeficientem frekvence. — Tretie a Stvrté &islo tretieho rodnika mé &lénky: Ivan J.,
O direktnom stifine pologriap. — Budéjicky J., Viny na dratd s dielektrickym obalem.
Prvé &slo Stvrtého rodnika ma 8lanky: Ilkovié D., Jednoduché kinematické zddvodnenie
Maxwellovho posuvného pridu. — Ulehla I., K theorii rovnic pro &4stice s jedinym spinem
- 4 & 8 jedinou vlastni hmotou. — Gregud M., Aplikécia disperzii na okrajovy problém
druhého rddu. — Medek V., O obryse wiypuklych ploch.
Ladislay Misik, Bratislava.

Redakce: Mntematlcky ustav Ceskoslovenské akademie véd Praha II, Zitnd 25, tel. 241193, —

Administrace: Nakladatelstvi Ceskoslovenské akademie v&d, Praha II, Vodidkova 40, telefon

2462-41, — Vychézf &tvrtletns. — Rodni predplatné Kés 48,—, cena jednotlivého seditu

Kés 12,—. Novinové vyplatné povoleno Okrskovym poStovnim iiadem Praha 022: j. zn.

309-38. Re 52. — Dohlédaci podtovni ufad Praha 022. — Tisknou a expeduji Prazské tiskérny

n. p., provozovna 05 (Prometheus), Praha VIII, T#. Rudé arméidy 171. — Vyslo 30. XTI. 1954.
D 07979



PRISPEVATELUM CASOPISU PRO PESTOVANI MATEMATIKY A MEZI-
NARODNIHO CASOPISU YEXOCJIIOBAIIKUN MATEMATUYECKHA 3KYPHAJI

Pro informaoci o vnéj# spravé rukopisd urdenych pro matematiockéd 3asopisy (Sesky i mezi-
nérodnf) uvédime vytah z normy $SN 88 0220, vydané dtadem pro normalisaci v Praze, a prosime
autory p¥ispsvki, aby se napfi&t® v rukopisech zasilanych redakei tdmito smérnicemi ¥dili.

Utelem normy je vytvofit pfedpoklady pro plynulou spolupréoei s tiskdrnami, zpfesnit, urychlit
& zhospodArnit sniZenim ndkladd polygrafickou vyrobu.

Rukopisy maji byt psény zpravidla na psacim stroji po jedné strand papiru formétu A4
(210 X 297 mm) na volnych listech, ne hustd, aby bylo moZno mezi ¥4dky 8&iteln$ vpisovat
potiebné opravy nebo zmény textu. Listy se pofadovd &isluji v hornim pravém rohu.

Odstavce v textu maji byt vyraznd odliSeny vynechénim &ésti levého okraje fadku. T'abulky se
doporuduje psét na samostatné listy. Obrazy se poradovs &isluji a po levé strand rukopisu se oznadi
misto, kam m4 byt obraz zafazen.

V textu rukopisu se pfipousti na kazdé strdnce nejvyse sedm oprav krom$ pdti opravenych
pieklept.

V rukopisech se vzorcovou sazbou se viecky matematioké znaky, indexy, exponenty & pod..
pisi zfetelnd obydejnym perem.

Oznabent a zpiisoby sazby:

a) Jednotlivd slova nebo véty textu, které maji byt vysézeny odli¥nymi druhy pisma, se ozm;-
¢uji takto:

Tu®né pismo — podtrienim dvéma sarami
polotuéné pismo — podtrzenim jednou darou
polotuénd kursiva — podtrienim darou a vinovkou

kurstva — podtrienim vinovkou e ]
proloZend (prostrkand) — pferufovanou darou = — ————
KAPITALKY — &erchovand S

b) Druhy sazby matematickjch znakd se oznadujf takto:

Obyéejna kursiva, na pf. 4, n, x — podtrhne se ervens;

polotudna kursiva (lezaté typy), na pt. 4, s, £ — oznadf se dervenym kroutkem kolem pismene,
obydejné antikva (stojaté typy), na p#. lim, sinh, sup — podtrhne se modte,
polotuéné antikva, na pf. A, b, X — ozna¥f se modrym kroutkem,

polotuény grotesk Gill kursiva, na p¥. A, U, vektor @ — podtrhne se zelens,
polotudny grotesk Gill stojaty, na p¥. A, b, x — oznadf se zelenym krouzkem,
obytejny grotesk Gill stojaty, na pf. D P, a — oznadi se zelenym Stveretkem,
feckd ptsmena stojatd (na p¥. ®© — Ludolfovo &islo) — zadkrtnou se modFe,
feckd pismena kursivni (leZaté), na pk. «, B, ¥ — zaskrtnou se ¢ervensd,
kurentnt ptsmena, na pt. A, M, a — zadkrtnou se zelens.

¢) Ve formulich psanych na samostatnyjch ¥ddcich se obvykly zpasob sazby znakd, které se tisknou
obyéejnou kursivou, zvlést nevyznaduje; v téchto formulich se viak vyznad{ znaky, které majf
byt vytidtény obydejnou antikvou, na pf. lim, sin, sup a pod., pak feckés pismensa, kurentni
pismensa & j., & to zpisobem, ktery jsme uvedli sub b). Obvykly zptsob sazby &islic, které se
tisknou stojatd (antikvou), se zvl4st nevyznaduje nikde.

d) V matematickych dasopisech zachovavdme déle tyto zvyklosts:

Jména citovanych autori se tisknou kapitélkami, & to pouze pti prvé citaci (t¥eba i v jiném
pédu ne v prvnim); na pf. CERINODN,



' | Oznadent zavadényeh definio, dokazovanyeh vét, lemat a také isla paragrafi, na pf. Definiced,
" V#ta4,# pod. se tisknou polotudnym groteskem Gillem stojatym.
Zn¥ni definic, v&t, lemat, vyznainé a dileZité pasife a slova v textu, ndkdy i ndzvy dél nebo
. 8lénkd uvadénych v textu se tisknou kurswou.
Nadpisy: Pogndmka, P¥iklad, Dukaz se tisknou prostrkand.

Upozornéni pFedplatiteldim

Prosime predplatitele, kteti budou odebirat Casopis pro p8stovani matematiky i v roce
19585, aby neposflali novou objednévku.

Predplatitele, ktef nehodlaji ¥asopis odebirat, prostme, aby provedli pfsemnou od-
hld¥ku na adresu: Nakladatelstvi Ceskoslovenské akademie v¥d, Vodidkova 40, Prahs II.

Novinové vyplatné povoleno okrskovym post. Gfadem Praha 022: j. zn. 309-38-Re-52.
Dohlédaci postovni diad Praha 022.
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