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Casopis pro pastovénl matematiky, rot. 79 (1954)

RUZNE

RESENI NAPJATOSTI POLOROVINY ZATIZENE PERIODICKY
OSAMELYMI BREMENY

IVO BABUSKA, Praha. DT: 539.81

Z praxe jsme dostali jisty problém, ktery vedl na tlohu uréiti napjatost
v poloroving, periodicky zatiZené osamélymi bfemeny. V této pozndmce po-
davéame explicitni fefenf tohoto problému.

Formulujme nasi tlohu. Jest uréiti limitni stav (n — o0) napjatosti (pokud
existuje) v homogennt isotropni poloroviné zatiZené osamélymi biemeny P (podle
obrazku 1) ve stejnyjch vzddlenostech.
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Obr, 1. Obr, 2.
Tvrdime, %e slozky tensorﬁ napéti X,, X,, Y, jsou ddny vzorci
X,+Y,=4Re[y], (1)
Yv — Xy + 2in = 2[Z¢” =1z 'P,] ’ (2)
kde ¢ a y jsou jisté holomorfnf funkce uréené vyrazy
1 . T
¢=—5—.Plgsin_z, (3)
1 b4 7T 1 .
——TM.P[—;zcthz-{—lgsmEz], (4)

Pti tom P bereme kladné, jestlie plisobi proti kladnému sméru osy y (tedy
dold).
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Dikaz. Problém napjatosti homogenniho isotropniho télesa jest ekviva-
lentni s biharmonickym problémem aneb s problémem urdenf jistych holo-
morfnich funkef ¢ a y (fikejme jim funkce napjatosti), pfi ¢emZ slozky tensoru
napéti jsou urdeny rovnicemi (1), (2) [srv. [1]].

Lze ukézat, Ze funkce ¢ a y, odpovidajici stejnému napéti, nejsou uréeny
jednoznaéné; ale @ je urena aZ na vyraz iCz + «, kde C je redlns a x komplexni
konstanta a funkce y je urdena az na komplexni konstantu g.

Pro jediné osamélé biemeno v bodé 4 (viz obr. 2) plati (viz [1], str. 354).
1
%=—"2-n‘iplg(2—“), (5)

1 1 a
Qﬂa.——ﬁ.Plg(z—a)_é}-’—i.‘Pa*z.

(6)

Pii tom P je kladné, jestlize plisobi smérem doli.
Tedy pro a = 0 plati

Po = — -—1—. Plgz,

Yo = 2n .Plgz.

Pro a + 0 muzeme vzorce (5) a (6) jesté uprawt podle toho, co jsme Fekli
o urdenosti funkei napjatosti.

Proto

z
Pa = — 21 Plg(l—;),
Vo= — 290, + @a.

PonévadZ problém jest lineirni, dostaneme funkce napjatosti pro bfemena
podle obr. 1 ve tvaru

) 1 k=n 1
k;ﬂ 2 1 k=n 2
2 2
+ (1 ‘k—)] - P‘g[ -] o
'I’n=""z¢;+¢Pn- (8)
JestliZe existuje lim ¢,, potom bude tato limita feSenfm naseho problému.
f—00

Existence limity pro n— oo funkei v (7) jest v8ak ekvivalentni s existenci
jistého nekoneéného soudinu. Jest zndmo (viz na p¥. [2], str. 299), Ze

11 1
z— =gin— 2.
a k=1 a
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-) II‘OGO
2 < g n

JestliZe ¢, — <p, potom ig,— ¢, atedy

@’ —hm<p,,=—2~m P——ctg——z
Tedy jest 1T = 7 T
. Y T —;zctgaz+lgsxnaz -
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UZITf THEORIE POLYEDRU V EKONOMIT

(Referét z prednésky doc. dr Fr. NoZitky, proslovené v matematické obei prazské dne

1. bfezna 1954.)

DT: 513.34
330.6

Theorie n-dimensiondlnich polyedri nabyva v soudasné dob& velkého
vyznamu nejen jako samostatna disciplina geometrie, ale téz jako dulezita
pomticka pfi feSeni fady ekonomickych problémi.

Pri své prednaSce vychazel pifednasejici z konkretniho ekonomického pro-
blému, ktery mu byl predlozen k feSeni v této formulaci: Mdme wuréity polet doli
a zcela “uréitow pramérnou roént produkci uhli a mimo to uréity pocet odbytidt,
kaZdé s pFedem danou roéni spotfebou, a to s tim predpokladem, %e celkovd pro-
dukce uhlt z wvaZovanych dold rovnd se celkové spotiebé uhli uvatovanych odby-
tist. Ddle je ddna vzddlegost (v km) kaZdého dolu od kadého odbytisté (dopravnt
Zelezniéni sit). Ukolem jest majit nejvyhodnéjst distribuci produkovaného uhli po
dané Zelezniéni siti, tedy nejvghodnéjsi v tom smyslu, aby celkovd doprava uhli
do dangjch odbyti¥t byla co nejlevnéjsi.
~ Problém z praxe shora uvedeny mé jednoduchou matematickou formulaci:
Necht m znali potet dolu, a,(t = 1, 2, ..., m) pak produkeci p¥islu¥ného dolu.
Necht » je potet odbytist a b,(j = 1, ..., n) necht piedstavuji spotieby jed-
notlivych odbytist. Déle je ddno mn k]adnych Ciselky 0 =1,...,m; j =1,
predstavujicich dopravni vzdalenost (v km) prisluéného dolu od pﬁslu§ného
odbytisté. Oznadime-i z,(t=1,...,m; j=1,...,n) nezndmé mnoZstvi
uhli, které dodé i-ty dil j-tému odbytxétl potom rym matematickéd formulace
jest tato:
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Je ddno m kladnych disel ay > O (@ =1, ..., m) a n kladnych ¢&isel b; > ¢
(=1, n), pfi emz plati vztah Ea, = Eb, Déle je ddno mn kladnych
=1

&isel k,,- (@ =1,...,mj=1,...,n). U’kolem ]est najit mn &sel zy (4 = 1,
m;j=1,..., n) tak, aby platllo

8 Zg =0 prod =1 ..., mi=01 .m0

n
b) Zzy=a;proi =1,...,m,
Fiml

m
e} Ex,-, =bjproj=1,...,n
a dale na]it takova By 8 vlastnostml a), b), ¢), pro kterd

- d) linearni forma Z 2 ki x;; nabyva infima.

i=1j4=

'Cisla z;; lze interpretovat jako kartézské soufadnice bodil v. eukleidovském
prostoru E,, dimense mn. Matematicky rozbor ukazuje, Ze mnoZinu bodi
v E,,, s vlastnostmi a), b), ¢) lze interpretovat jako (m — 1)(n
onalni konvexni polyedr, lezici v (m — 1)(n — 1) dimensiondlni nadroving;
Em_tn-1 C Epn. UvaZovand linedrni forma nabyvé vidy (aspoil v jednom

bodé) svého infima na mnoziné bodi representované pfislusnym polyedrem.
Theorie ukazuje dale, %e existuje aspoii jeden vrchol polyedru, v n&m% toto
infimum nastava. Ponévadz je konecny polet vrcholi polyedru, zda se, Ze
by stadilo tyto vrcholy urdit a vybrat ten, pro n&j# uvazovans forma nabyvé
infima. Tim by po theoretické strance byl problém uzavien. Tato cesta vSak
neni pro praxi vibec schiidné, nebof vrcholi je obecné piili§ mnoho (fakto-
rislovy rist). Je tfeba najit algoritmus vypodtu pro praxi. Bez vhodného
algoritmu by byla piedchozi theorie pro praxi bezcenné.

Vyznam algoritmu, o némi piednésejici mluvil a ktery predvedl na piikladé,
spotiva v tom, Ze redukuje veSkery vypocet na elementarni operace séiténi
a nasobeni, pii ¢emZ maticové schema veli¢in z,; &¢ini vypodet pfehlednym.
Geometricka theorie, na niZ algoritmus spoéivé, je tato: Vyjde se od néjakého
vrcholu shora uvazovaného polyedru, o némz muzeme piredem fici, e dava —
vzhledem k ostatnim moZnostem — pomérné nizkou hodnotu pro uvazovanou
formu. Potom se najdou k tomuto vrcholu vrcholy sousedni, jich% je nejvyse
(m — 1)(n — 1) a z nich se vybere ten, ktery ddv4 uvafované linedrni forma
hodnotu niz&i nez vrchol, z n&hoZ jsme vysli (pokud vychozi vrchol nevedl
sam k infimu). Tak se postupuje dale, az po pomérné malém poétu kroki
dospéjeme k vrcholu s pozadovanou vlastnosti. Reteno heuristicky, vyjdeme
od urditého vrcholu & postupujeme po hrandch polyedru az do onoho vrcholu,
ktery vede k infimu uvazované formy.

Predchozi theorie i 8 aplikacemi bude pozdéjl publikovéna jako samostatny Elének
v Casopigu pro péstovéni mntema.txky
. Frantiéek No%itka, Praha.
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