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Casopis pro p&stovini matematiky, ro&. 79 (1954)

HARMONICKA PRIBUZNOST
Cast II1.

ZDENEK PIRKO, Praha.
(Doslo dne 19. prosince 1953.) DT: 518.76

V &lanku jsou vylo¥eny nékteré podrobn&jsi vlastnosti pifbuznosti,
kterd byla definovéna v stejnd nazvaném pojedndni na str. 201 a¥ 215
tohoto $asopisu, roénik 76 (1951).

3.0. Podrime nazvy samodruiny bod, samodruind pfimka (a obecnéji samo-
druznd kfivka), pouZivané v theorii birraciondlnich bodovych transformaci,
i pro naSe Gvahy, a sice v tomto smyslu:

V roving X budtez [ £] a (‘z) piimka a bod, s nf incidentni, které si odpovidaji
v piibuznosti H; v roving ‘X budtez (x) a ['&] bod a piimka, s nim incidentni,
které si odpovidaji v pfibuznosti H-1. Necht roviny X, ‘X splynou; existuji-li
body (z) = ('z) resp. existuji-li piimky [£] = ['£], s nimi incidentni, nazveme
je samodruZné body resp. samodruzné pfimky nasi pfibuznosti. Nastane-li
tato okolnost pro kfivku (bod za bodem pro kiivku jakoZto geometrické misto
bodi; teéna za teénou pro kiivku jakoZto geometrické misto teden), nazveme
ji analogicky samodruznou k¥ivkou nasi p¥ibuznosti.

3.1. UkdZeme, Ze takové utvary existuji, a uréime je.

Nutné a postadujici podminky, aby bod (z) splynul s odpovidajicim ('z)
(,;odpovidajicim‘‘ ve vySe uvedeném smyslu), jsou patrnsé

Py il =y Yy Y,
to jest, vzhledem k rovnicim (2.3,1),
Ty ®y = Exby 61651 — 26,8, (3.1,1)
Nutné a postadujici podminky, aby prfimka ['£] splynula s odpovidajici [£]
(,;odpovidajici*“ ve vyse uvedeném smyslu), jsou obdobng
=618 4,
to jest, vzhledem k rovnicim (2.3,2) (a po vynechani akcenti),
§1 1 £y by = w0y 1 — 22,7, (3.1,2)
To viak jsou rovnice, které obdriime obricenim rovnic (1); vysledek samo-
ziejmy.
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_ Ptejme se nyni, zda existuje bodovy utvar f = 0, ktery je samodruZny
(,,samodruZny‘“ ve vySe uvedeném smyslu)! Je-li kladnd odpovéd na tuto
otazku, pak tento Gtvar bude oviem samodruiny i tehdy, budeme-li jej uva-
Zovat jako gbédlku teden.

Tetna kfivky f = 0 m4 rovnici

of
?Iixi =0 (fi = 5}5_‘) 2
o jejich soufadnicich plati
Gibyrla=hifaths.
Po dosazeni do rovnic (1) méme tedy tyto nutné a postadujici podminky pro
samodruZnost bodového wdtvaru f = 0:
Ty &y By = fofyt fifs 2015 - . (3.1,3)
Predevdim muzeme predpokladat, Ze f; 5= 0. Nebot pfedpoklad f, = 0, f, == 0,
fs == 0 (a dva dalsi obdobné predpoklady) davaji vysledek trividlni:
Vrcholy zdkladniho trojstranw jsou samodruzné body harmonické pFibuznosti.

[3.1,1]
3.2. Pak ale muZeme psit podminky (3.1,3) ve tvaru
—2
h=g: h=g, h="3% (%0 (3.2,1)
a odtud
f=elog|z| + gu
Tesp.
f = olog|z,| + ¢y (3.2,2)
Tesp. )
f=—2¢log |z;| + @53,
kde ¢,; jsou (zatim jest& neuréené) funkce proménnych z,, ;.
Jejich tvar uréime takto: Z rovnic (2) odvodime
__ O9qs _ Opys
fa T omy fa = g
_ 0913 _ 0913
h= o, fa = oxy |’
0 0
et fm o
¢éili, vzhledem k rovnicim (1),
f, = 0915 _ % __
1 ox, oy, %y
0 0
h=gn ==y (3.2,3)
f = Opis _ Opas _ —20 .
8 omg 0xg xg
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Ale prvnf fada téchto rovnic ukazuje, Ze

@ = A+ 4,, @13 = B, + By,

kde 4, ..., B; jsou uZ funkce jediné proménné z,, a to té, jejiz index se shoduje
8 indexem funk&niho symbolu; pfitom je

dz, de, =z’
a tedy (c,, ¢, ... arbitrarni konstanty)
4, =glogle|, B,=elog|c|.
Obdobné plyne z druhé fady rovnic (3):
$ =0+ Cy, @1a=D,+ Dy,
Oy = glog |eszy|, D, = glog|cay|;
z tfeti fady rovnic (3):
¢s=E, + B, @u=7F;+ Fy,
E; = —2¢log |c;zs|, Fy3=— 2plog |cezs| .
Srovnanim v8ech téchto vyjadieni pozndvime, Ze

¢ =4, + A, =D, + D,
913 = B, +B3=E1+E3
s =0y + Cy =F, + F,

¢ili
4,=D,, B,=E, C,=F,
4,=.D,, B;=E, Cy=1F,.

Maji tedy funkee @, tyto tvary (x, f, y arbitrarni konstanty):
P12 = A4, + Dy = g log |yz,z,|

x
@13 = By + E; = ¢ log ﬂ;;l

@os = Oy + Fy3 = glog

.

Po dosazeni do rovnic (2) nalezneme (k arbitrérni konstanta):

1 2,

k

To znamen4: Nutnym a postatujicim podminkdm (3.1,3) bude vyhovéno,
jestlize f,, f,, fs budou derivace funkce (4); jinak: v pfibuznosti H (a ovSem
i H-1) bude si kfivka

f=elog (3.2,4)

f=0 &l zx,—kx=0

odpovidat (,,odpovidat‘ ve smyslu uvedeném vyse) bod za bodem (teéna za
tec¢nou).
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Nalezli jsme tedy dhrnem: ) 4 :

Harmonickd pFitbuznost md tyto a jen tyto samodruiné dtvary: Vrchol P zd-
kladniho trojstranu a svazek kuZeloseCek, které se dotykaji obou stranm zdkladniho
trojstranu vychdzejicich z bodu P v obou zbyvajicich jeho vrcholech. [3.2,1]

4.0. Pro studium daldich vlastnosti pfibuznosti H(H-') je vhodné zavést
jesté jinou jeji definici, vyplyvajici z okolnosti, Ze pfibuznost je sou¢inem dvou
jednoduchych a znamych piibuznosti (odst. 4.1). Toto vyjadieni piibuznosti
umoziiuje nejobecnéjsi vyjadieni analytické, znéhoz vyplyvaji dalsi jednoduché
transformaéni rovnice pii zvlédtni volbé soustavy soufadnic. Koneéné tento
rozklad prbuznosti H(H-!) umoziiuje odpovéd na nékteré otazky velmi obecné
povahy (odst. 4.4, 4.5), zejména otazku o utvarech, které se v nadi pribuznosti
reprodukuji jakoZto celek.

4.1. Oznadme P poldrni pFtbuznost, jejiz tidici kuzelosetka je K; oznaéme I
kvadratickou inversi, jejiZ Tidici kuZelosetka je opét K a stiedem bod P (pdl ’
piimky p vzhledem ke kuZelosedce K).

Viz opét obr. 2.1. V piibuznosti P odpovid4 obecné teéné ¢ zakladni kiivky I’
jeil pol vzhledem ke kuZelosetce K, to jest bod Z. V piibuznosti I odpovida
bodu Z pruseéik piimky PZ s polarou bodu Z vzhledem ke kuZelosedce K,
to jest bod Y. Tim dokdzdna véta:

Ptibuznost H je soutinem pitbuznosti P, I v tomto pofadi (to znamend: provedeme
nejdrive poldrnt transformaci P, poté na vysledek provedeme inversnt transfor-
macs 1),

. H=PI. [4.1,1]

Vzhledem k involutorni povaze pribuznosti P, I plyne déle ze symbolické
rovnice véty [1]:

PH=PPI=1=PH, (4.1,1)
HI = Pll= P = HI. (4.1,2)
Tim dokazéno déle: :

Ka#dou ze tF pFibuznostt H, P, I lze vyjadfit jako soubin zbyvajicich dvou
(ve vhodném potfadt). , [4.1,2]

Ze symbolické Tovnice v&ty [1] plyne postupné:

HH-* = PIH-*= 1 = PIH-!,
P = PPIH-! = P=IH-!,
IP=IIH-* = H-1=IP.
Tim dokézana véta:
P#ibuznost H-1 je soutinem pfibuznostt I, P v tomto pofadi (to znamend: nejprve

I, poté P),
H-1=IP. [4.1,3]

A obdobng k v&té [2]:
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Kadou ze i pfibuznosti B-1, P, | lze vyjddfit jako soudin zbyvajicich dvou:
H-1=IP, I=H-P, P=IH-!. [4.1,4]
Okolnost, #e harmonickou piibuznost H a ,,inversni‘‘ harmonickou piibuz-
nost H-1 lze vyjadiit jako sou¢in dvou p¥ibuznosti jednodussich, mé také tento
vyznam. Znéme-li Pliickerovy charakteristiky zékladni kiivky I, tu lze snadno
udati takové charakteristiky i pro kfivku, kterd kiivce I" odpovidé v polarni
piibuznosti P. Uzijeme-li nyni na tuto kiivku jakozto zdkladni zndmych vét
7 theorie kvadratickych Cremonovych transformaci, ziskime tim vzédjemné
vztahy mezi Pliickerovymi charakteristikami kfivky zékladni a kfivky har-
monické. Obdobn® pro ,.inversni‘ harmonickou pf{buznost. Uvahy tohoto
druhu viak opomijime.

42. Rozklad piibuznosti H(H™!) ve dvé piibuznosti jednodussi podle vét
odst. 4.1 umoziiuje nejobecndjsi analytické vyjddreni nasi piibuznosti.

Budtez
Sauza, = 0 tesp. b, =0
i,k 4

rovnice kuZelosetky K resp. piimky p. I jsou soufadnice p, : P, : Ps pélu P,
polary p vzhledem ke kuzelosedce K
Py i Dyt Py = by, Gua, G| ¢ |01, By, g : |13 B1ay Byl -
Budiz dale -
f(y, 25, 25) = 0 (4.2,1)
rovnice zdkladni kiivky I'. Jeji te¢na v bod$ (z) (a v soufadnicich ‘z,)

\ 0
Zf ity =0 (f == 51{"
mé vzhledem ke kuZelosetce K pél Z, jehoZ soufadnice z, : z, : 23 jsou

2121 2 = |f1, Qup, Ol ¢ |01, [ s * |1y, Bya, fof - (4.2,2)

Eliminujeme-li x; z rovnic (1), (2), obdrzime (v soufadnicich z;) kiivku, ktera
odpovidé zékladni kiivee (1) v piibuznosti P. Hledans harmonicka kfivka
'I' je kiivka, kterd této polarni kiivce odpovidé v piibuznosti I. Nalezneme
tedy jeji rovnici nejjednoduseji tak, Ze stanovime prisedik (‘z) spojnice PZ
s teénou zékladni kiivky I, to jest

\ o\ .\ _—
Xyt Tyt Wy =

fas h fo fa
Pita — Pty Pots — Dita|  [Pata—DPotas P Pis|
kde oviem tfeba klést za 2, : 2, : 2, vyTazy dané rovnicemi (2). Eliminujeme-li
x, z téchto rovnic a rovnice (1), obdrzime (v soufadnicich ‘z,) kiivku 'I" har-
monickou ke kfivce I

i h
D3Ry — Pi1%3, P12 — P2?
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Budiz ‘
‘/(‘xl’ ‘T, '13) =0 (4.2,3)

rovnice harmonické kiivky 'I". Polara jejiho bodu (‘z) vzhledem ke kuzelo-
sedce K (a v soufadnicich ;)

o'f
zfixi =0 (f:E—a‘_x:)
protne p¥fmku p v bodé, jehoZ soutadnice jsou

b2’ ba bs’ bl bl’ b2
Us i W= lny oo | ilee s | Slie wils 4.24
 Eemins b B e fa
Spojnice bodi (y), (‘z) mé soutadnice
‘z,, ‘. ‘v, 'z ', 'z
G ilyi =% "l ¥ "] W W (4.2,5
1o e Yar Ya Yss U Y Y2 )

Eliminujeme-li ‘z; z rovnic (3), (5) (pfi demz za y, : y, : y, tfeba klist vyrazy
dané rovnicemi (4)), obdrzime kiivku (v soufadnicich &), kterd odpovid4 har-
monické k¥ivcee (3) v pfibuznosti H -1, to jest kiivku ‘I, ,,inversné‘‘ harmonickou
ke kfivce I

Prejdéme ke dvéma zvlddtnim volbdm soustavy soufadnic.

a) Zvolme trojstran soufadnic tak, %e stied P bude vrcholem O, (0; 0; 1),
ptimka p osou ; = 0, tedny z bodu P ke kuZelosedce K osami #, = 0 a x, = 0.
Touto volbou uvede se rovnice fidici kuzelosetky K na tvar

2
Q3% + 2,22, = 0
a rovnice pifbuznosti na tvar

‘wy 'y By = fofy i fify —2f1fz. . (a)

Eliminaci z; z rovnice zédkladni kiivky f(x) = 0 a z rovnic prdvé napsanych
nalezneme bodovou rovnici harmonické kfivky ‘f('z) = 0. Rovnice p¥ibuz-
nosti (a) nezéviseji na parametrech a,,, a;; kuZelosetky K,v souhlase s tva-
hami odst. 2.1. .

Obréceni rovnic pfibuznosti mé tvar

l §1:85: & = "n'ny: "2y —2'z,'z, |; (a*)

tedy tvar rovnic (2.3,2), jak jsme mohli odekavat. Eliminaci ‘z; z rovnice har-
monické kfivky ‘f(*r) = 0 a z rovnice pravé napsanych nalezneme p¥imkovou
rovnici zdkladni kifivky; vysledek eliminace je rovnice

l f(Exbss 165, —28, &) =0]. (a**)

b) Zvolme trojstran soufadnic tak, e bude polérnim trojstranem kuzelo-
seCky K, pfi ¢emZ volme stied P za vrchol Oy(0; 0; 1), p¥imku p za osu 3 = 0.
Rovnice kuzelosedky K uvede se touto volbou na tvar
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aux: + anx: + a,,x; =0

a rovnice pfibuznosti na tvar

"y Tyt By = Ggghifs : Gufafs : —(@naft + anfd) |- (b)
Obracené
' Ey iyt by = 0y 0,y Gyt — (a2} + a50'2)) | (b*)
a tedy
F(@gebrbss a1 Eefs, —(g08] + a1,83)) = O (b**)

Rovnice piibuznosti nezaviseji oviem na parametru a,; kuzelosecky K.

K ob&ma volbdm soustavy soufadnic sub a), b) poznamenejme jesté toto.
V obou piipadech jednd se o vyjadreni téhoZz geometrického principu, neza-
vislého na volbé soustavy soutradnic. Lze tedy piejit od jednoho vyjadieni
na§i piibuznosti k druhému pouhou transformaci soufadnie, to jest nesingu-
larni kolineaci. Snadno lze udat nejobecndj$i transformaci, kterda prevadi
trojstran jedné volby v trojstran druhy; tak poznavame, Ze existuje co! nesin-
guldrnich kolineaci, jimiZ l1ze jedno z obou vyjadieni prevést v druhé. Uvahy
tohoto druhu opét opomijime.

4.3. Vyjadieni harmonické piibuznosti rovnicemi (4.2,a, b) aplikujeme na
nékteré zvldstnt pFipady!
a) Zakladni kiivkou budiZ projektivnt kfivka Laméova

027 + 0,23 + o573 = 0 (g, n konstanty) .

Pii prvni volbé soustavy soufadnic (4.2,a) nalezneme (po vynechéni akcenti)
L = 1 on . L =
ARt g () TN g T T =0

harmonicks kiivka je tedy téhoZ typu jako kfivka zdkladni. Specidlng pro ku-
Zzelosedku, pro niZ trojstran soufadnic je trojstranem polarnim (n = 2), na-
lezneme jako harmonickou kfivku projektivni lemniskatu; pro kuZelosedku,
jeZ je soufadnicovému trojstranu opsana (n = — 1), je harmonickou kiivkou
projektivni kiivka Steinerova. Atd.

Pri druhé volb& soustavy soufadnic (4.2,b) je vysledkem kfivka (opét po
vynechani akcenti)
1 BRSO U 1 N
017" (@2 )" "t + 0" (@ge®g2)* ™ + (—1)" 3™ (@} + ago2)" " = 0.
b) Zékladni k¥ivkou budiZ projektibni kftwka W A
p'ag'ag® —k = 0 (o;, k konstanty; .0, 4. 05+ 03 = 0).
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Pii prvni volbé soustavy soufadnic nalezneme

01 1409,.0 _20'
xP'xeag? — 1(701 un) k=0 (6,+0,+03=0);

i je harmonické kfivka téhoZ druhu jako kfivka zdkladni. Ob& kiivky sply-
nou, jestlize

oo, = (—2) }

0y + 03+ 03 =0;
jedno fefeni je

o,=0,=1, o03=—2
a vede na samodruZné kuZelose¢ky nasi piibuznosti (viz odst. 3.2).
Pfi druhé volbé je vysledkem kiivka

a By |7
(055)" — (— 1)%k(ay, 2] + ag23)™ (%xl) (0-_2 xz) =0
1
(014 03+ 03=0).
4.4. Poviimneme si piipadi, kdy zékladni kiivka je autopoldrni nebo ana-
lagmaticka.
Budiz zakladni kiivka I'" autopoldrnt vzhledem ke kuzeloseéce K. Pro tento
piipad plyne ze symbolické rovnice véty [4.1,1], Ze
H,=1,
to jest harmonické kfivka je k zdkladni kfivee inversni. A obricend plyne
Z rovnic
H=1, H=PI
postupné
I=PI, Il=Pllatedy P=1,

to jest zdkladni kiivka musi byti takovd, aby se pfibuznosti P reprodukovala.
A ponévadi existuje v dané piibuznosti P nekoneéné mnoho autopoldrnich
kfivek, mdme tuto vétu:

V pfibuznosti H existuje nekoneéné mnoho kfivek, které jsou k 2dkladnim kFiv-
kdm tnversni. Nutnou a postatujict podminkou pro to je, aby kfivka zdkladni
byla autopoldrni ke kuZeloseéce K. [4.4,1]

Budi¥ zékladni kfivka I" analagmatickd vzhledem ke kuZelosetce K a stiedu

P. Pak ze symbolické rovnice véty [4.1,3] plyne, Ze
H3=P,
to jest ,,inversnd‘‘ harmonicks kfivka je k zédkladni kiivce poldrni. A obrdcend
z rovnic A -
H-1=P, H-'=IP
plyne postupnd
P=IP, PP=IPP, a tedy I =1,
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to jest zédkladni kiivka musi byt analagmatickd. A ponévadZ zase v dané
pribuznosti | existuje nekonedn® mnoho analagmatickych kiivek, mame
vétu:

V pFibuznosti H- existuje nekoneéné mnoho kfivek, které jsou k zdkladnim
kfivkdm poldrns. Nutnou a.postadujict podminkou pro to je, aby kfivka zdkladni
byla analagmatickd vzhledem ke kuZeloseéce K a stfedu P. [4.4,2]

4.5. Zsakladni kiivka I" budiZgéroveii autopolérni i analagmatické ve smyslu
uvedeném v odst. 4.4. Pak je
\ H,, = 1 a zéroveii Hyz =1,
to jest zdkladni k¥ivka se reprodukuje v piibuznosti H (i v pfibuznosti H-1).
Obrécené pak z rovnic

H=1 H=PI
plyne postupné
Pl=1, PPI=P mnebo Pll=1,
a tedy \
P=1;

tentyz vysledek plyne i z rovnic

H-1=1, H-1=IP,

I musi byt zédkladni kiivka takova, Ze se transformuje stojné jak v pribuznosti
P, tak v piibuznosti I, tedy zaroveri autopolarni i analagmaticka. I plati:

Nutnd a postalujict podminka, aby se kfivka v pFibuznosti H reprodukovala,
je, aby byla zdrover; autopoldrnt vzhledem ke kuZeloseéce K analagmatickd vzhle-
dem ke kufeloseéce K a stfedu P. Tato kfivka se pak reprodukuje i v pFibuznosti
H-. : , , . [4.5,1]

Véta [1] oviem neﬁiké, nic o tom, zda takové kiivky vskutku existuji. Otazka
existence invariantnich ttvar v piibuznosti H(H-!) by vyZadovala hlubsi
studium souvislosti a,nalagm‘atickych a -autopolarnich kiivek.

~ 5.0. Harmonickou kfivku (a ,inversn&‘‘ harmonickou kfivku) lze konetn&
vytvofit jako obéalku jisté jednoparametrické soustavy kuZelosecek, jak ukézano
v odst. 5.1, 5.3. Tohoto zptisobu vytvofeni pouzijeme k odvozeni konstrukce
teény harmonické kiivky (odst. 5.2) a konstrukce bodi ,,inversnd‘‘ harmonické
kiivky (odst. 5.4). =

5.1. Harmonickou kfivku lze wytvofit jako obdlku jisté jednoparametrické
soustavy kuZelosecek. . ‘ ~ "

Podle véty [2.5,1] odpovida svazku piimek o stfedu v obecném bodg S v pii-
buznosti H kuzelosetka K, jez obsahuje bod S a vrcholy Oy, O,, O, zdkladniho
trojstranu, a jeji tetny v bodech O, O, protinaji se v bods M, kolinedrnim
se stfedem § a vrcholem O;. Oznadime-li tedy N prisetik piimky SO, s pfim-
kou 0,0,, pak je bod M harmonicky k bodu N vzhledem k bodém §,.0;, & je
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také touto vlastnosti uréen. I miZeme sestrojit kuZelosetku K ze dvou bodd
0,, 0, a teten O, M, O,M v nich a dalditho bodu (O, nebo S).

Jsou-li z, : @, : , soufadnice bodu 8 v trojstranu soutadnic 0,0,0,, je rov-
nice kuZelosedky K (v soufadnicich 'z;)

F = z'v,'0y + '0,'2 — 225'2,'2, = 0,
a bod M mé soufadnice z, : z, : — 22,.

Predpoklidejme nyni, Ze bod S probihé kifvkou I' s rovnici f(z) = 0. Pak
ka?dému obecnému bodu této kfivky odpovidé jedina kuzelosedka K a kiivce
I jakoZto (kfivé) fad® t&chto bodd odpovidé jednoparametricks soustava ta-
kovych kuZelosetek. Jejich obélka, jestlize existuje, je uréena rovnicemi

tj :
. 7, F+AN=0 f=0 (i=123)
Gili

‘g @y + Afy = 0
2wy + Afy = 0 _ o
—2'z'x, + Afy = 0 - omy)’
t=0
kde 4 == 0 je zatim je§t& neurdeny soudinitel. Ale z pfedchézejici soustavy plyne
fafs = o'z,
hifs = o'z, — 2, .
—2h,fs = o', A R &
=0

& ponévad? te¢na kfivky I'nd soufadnice &, : &,: & = f, : f, : f,, tedy

Ty my 'y = £yt £ 1 — 268, }
=0.
To viak jsou rovnice (2.3,1) pro ptibuznost H poufitou na k¥ivku f(z) = 0.
Vétou:

Harmonickd kfivka ‘I" zdkladnt k¥ivky I' je obdlkou jednoparametrické sou-
stavy kuZeloselek K, je odpovidaji bodam 8 kfivky I takio: KaZdd z nich prochdzt
vrcholy 0,, 0,,0, zdkladniho trojstranu a md v bodech O,, O, teény, jejich% pri.-
sedik M je kolinedrni s body S a Oy, a to tak, fe plats (0,SN M) = — 1,kde N je pri-
sedtk pHimky 0,0, s pFimkou SO,. [6.1,1]

5.2. Véty [5.1,1] lze pouit k sestrojeni teériy harmonické kfivky.

Budi# ¢ te¢na kiivky I" v bod¥ S. Bod '8, ktery odpovidd bodu S v piibuz-
nosti H, je patrné prisetik pfimky ¢ s kuzelosetkou K; v tomto bods se kuzelo-
setka K a harmonické kfivka 'I" dotykaji. .

Dovedeme-li tedy sestrojiti teénu zakladni ktivky I, dovedeme sestrojit
i odpovidajicf tefnu ‘t harmonioké kiivky ‘I" (poutivajice Pascalovy véty na
body O}, 0}, 'S* obrizek sestrojf si StensF s4m). -
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5.3. Také ,inversnd “ harmonickou kfivku (to jest zékladni kfivku I" pfi
zndmé harmonické kiivce 'I") lze vytvofit jako obdlku jednoparametrické
soustavy kuZelosedek. '

Podle véty [2.5,2] odpovidéd pfimé bodové fadé na obecné pfimce 's v pii-
buznosti H-! kuZelosetka ‘'K, jez se dotykd piimky 's a stran 0,0,, 0,0,, 0,0,
zédkladniho trojstranu, pfi ¢emZ spojnice ‘m bodu dotykd ,, 2, této kuZelo-
setky se stranami 0,0,, 0,0,, piimka 0,0, a pfimka ‘s prochdzeji jednim
bodem 'P. Oznadime-li tedy ‘n spojnici bodu 'P s vrcholem O;, pak 'm je
pfimka harmonické k pfimce ‘n vzhledem k pfimkém ‘s, 0,0,, a je také touto
vlastnosti uréena. I sestrojime kuZeloseéku 'K z dvou teten 0,0,, 0,0, s body
dotyku 2,, 2, a dalii teény (0,0, nebo ‘s).

Jsou-li ‘&, : ‘&, : ‘£, soufadnice pifmky ‘s v trojstranu soufadnic 0,0,0;, je
rovnice kuZelosetky 'K (v soufadnicich &,) )
‘F = ‘515283 + ‘526153—' 2“535162 =0

Probihd-li pfimka ‘s vemi te¢nami kiivky ‘f(*é) = 0, pak obélka pfislu$né
jednoparametrické soustavy kuZelosetek 'K, jestliZe existuje, je urdena rov-
nicemi

a \ AN — —_— *
FE(F+HUN=0 =0 (=123

¢ili
E& +'Af, =0
§ifs +' A, =0 = 01
——25152 + .‘A ‘fa =0 ¢ 3‘5{ 3
\f o 0
nebo také
‘;z‘f“’ =ef,
' l‘fa = ‘952 V. 2
—2'fi'fa ="0& (Q= _Tmslfafa)-
. =0

Pongvadz bod kiivky ‘I" mé soufadnice 'z, : 'z, : vy = ‘f, : 'f, : 'fs, tedy
E i byt by = "my'my: "oy 'y 1 —2', 'y
‘=10,
To jsou rovnice (2.3,2) pro piibuznost H-! pouZitouna k¥ivku 'f('£) = 0. V&tou:

»Inversné* harmonickd kfivka I" harmonické kfivky ‘I" je obdlkow jednopara-
metrické soustavy kuZeloselek ‘K, je£ odpovidaji tendm ‘s kfivky ‘I takto: KaZdd
z nich dotykd se stran 0,0,, 0,0,, 0,0, zdkladniho trojstranu a body dotyku se
stranami 0,04, 0,0, jsou- prasebiky téchto stran s pHmkou ‘m, je¥ prochdzt pri-
sebtkem pfimky ‘s s pfimkou 0,0, tak, Ze plati (0,0, ‘s'n'm) = — 1, kde 'n je
spojnice bodu Oy 8 priasesikem pFimek ‘s, 0,0,. [5.3,1]
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5.4. Véty [5.8,1] pouZijeme k sestrojeni bodi ,,inversné‘‘ harmonické kFivky.

Budiz 'T bod dotyku kiivky 'I'" s pfimkou ‘s. Pfimka s (teéna kiivky I'),
ktera odpovida teéné 's v pifbuznosti H-1, je tétnou kuzelosetky 'K, i je to
piimka 's. Jeji bod dotyku 7 s kuZelosetkou 'K je zaroveil bodem zikladni
kiivky I" (sestrojime jej, pouZivajice Brianchonovy, véty na teény 0,0;, 0,0,
8 body dotyku £,, 2, a tetnu ‘s; podrobnosti této konstrukce se tykajici po-
nechavame &tenafi). ,
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