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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky ustav CSAV
SVAZEK 79 % PRAHA, 31. 1Il. 1954 % CISLO 1

CLANKY

NOVE UKOLY

Casopis pro péstovani matematiky zadind svij 79. rodnik. Pii této piile-
Zitosti se zamyslime nad tim, jaké tkoly mé matematika u nés dnes a co
z toho vyplyvé pro nas ¢asopis. CSAV vydava mimo tento ¢asopis jedté mezi-
narodni YexocaoBamwmit maremarnyeckuii ;xypuan-Czechoslovak mathema-
tical journal. Kazdy z obou Casopisi méd své specidlni tikoly. Co chceme od
Geského matematického Casopisu, ktery na rozdil od mezindrodniho je uréen
skoro vyhradné pro ¢tendfe nasi matematické obce?

Vsichni u nas v republice jsme uprostied velké budovatelské prace. Kazdy
prispiva k budovani svym dilem. Proto musi také matematika pomdahat co
nejvice vystavbé statu, a to zejména tam, kde nové methody moderni mate-
matiky mohou prinést vétsi uzitek nez methody matematiky minulych sto-
leti. Z toho plyne, Ze se musime snazit klast do popredi problematiku aplikaci
matematiky.

Prali bychom si, aby vSichni, pro néZz matematika je v praxi zdkladni po-
mocnou védou, inZeny¥i vyzkumnici, matematikové v podnicich a j. nejen do
Casopisu piispivali, ale aby se jim Gasopis stal Géinnou pomtickou pii praei.

Proto budeme uverejiiovat také ¢lanky, kde jest oteviena problematika, kde
nejsou viechny casti piesné a uplné dokéazany, ale které prindSeji néco no-
vého, nebo které mohou pomoci ¢tenafim. Budou to také inzenyrské methody,
které vedou c¢asto v obvyklych jednoduchych piipadech rychle k cili, a pii
tom neni zfejmé, pro¢ tomu tak jest. P¥ipometime si zde pfipad GALERKINOVY
methody. Galerkin byl inZenyrem anavrhl tuto methodu jiz v roce 1915. Jeji
uéinnost byla prakticky vyzkouSena mmnohokrate, ale teprve v poslednich
letech byly provedeny jeji zakladni konvergené¢ni dikazy.

Aby se matematicky ¢asopis stal Géinnym pomocnikem v praci ¢étenaiu,
budeme ve vétsi mife nez dosud uvefejiiovat souborné referaty, seznamujici
¢tenate Siie s partiemi moderni matematiky, zejména s témi, které jsou nejda-
leZit&jsi pro aplikace, a oviem v prvé fadé s témi obory, které se u nas péstuji.

V minulych letech jsme se vénovali v dostateéné mife ideologickym, peda-
gogickym a jinym otdzkdm; i v tomto sméru budeme pokracovat, ponévadz



nechceme, aby nas dasopis byl jen pro ty, ktefi matematiky uzivaji v praxi,
v pramyslu, ve vyzkumu vyrobnich sektort, nybrz chceme, aby byl i pro &iro-
kou obec uditeld matematiky na nasich 8kolach v3ech stupii.

Chceme, aby nas ¢asopis platné pomahal v8em, ktefi u nas péstuji matema-
tiku. Proto budeme také uverejiiovat rubriku, kde budou nékteré matematické
dotazy ¢tenai, nebof se ¢asto stavd, Ze o problému, ktery nékdo resi, vi néco
druhy, pfipadné vi néco o prisluiné literatuie. Nechceme, aby z rubriky vznikl
odstavec nefeSenych problémi, ale snaZime se tak hledat uéinny spojovaci
¢lanek se ¢tenafi.

Koneéné bychom si prali, aby se ¢asopis stal spojovacim prvkem mezi viemi,
ktefi u nas péstuji matematiku. Proto chceme uvefejiovat zpravy o matema-
tickém Zivoté v Praze, v Bratislavé, v Brné a v ostatnich krajich nasi re-
publiky.

Pfi tivaze nad pldnem nového roéniku ¢asopisu si klademe velké cile, kterych
viak miizeme doséhnout za predpokladu,.Ze vSichni, kteii péstuji matematiku,
budou s ndmi tzce spolupracovat, budou ndm psat o svych problémech a o ma-
tematickém Zivoté.

Vsichni ¢lenové redakéni rady si uvédomuji svou odpovédnost a jsou si vé-
domi, Ze bez pomoci a vécné kritiky Siroké ¢tenaiské obce by nemohli naprosto
splnit dkoly, které si kladou.

A proto se dnes obracime k ¢tendiam s prosbou o pfipominky k uvedenym

ukolim a o spolupraci v novém roé¢niku.
Redakce
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VRCHOLY JEDNOTKOVE KOULE V PROSTORU FUNKCIONAL
NA DANEM POLOUSPORADANEM PROSTORU

JAN MARIK, Praha.
(Doslo 16. ledna 1953.) DT 519.4

Hlavnim vysledkem této préce je véta 82, z niZ lze pak odvodit
jednak vé&ty, které dokazuji Kakutani a Bohnenblust v [2] a [3] o re-
presentaci (M)-prostort, jednak Hewittovu vétu z [4] o homomorfis-
mech okruhu v8ech spojitych funkei na daném topologickém prostoru.
Viéta 92 pak fiké, Ze pro (L)-prostory plati tvrzeni obdobné vysledku,
ktery je v [3] uveden pro (M)-prostory.

UVOD

Zatim co KanTorOVI¢, VULICH a PINSKER vySetiuji ve své knize [1] vétsi-
nou t. zv. K-prostory, budeme si v8imat obecnéjsich prostort, a to K-linedli
(ndzev je prevzat také z [1]). K-linedlem rozumime, zhruba feéeno, ,linedrni
svaz‘‘; K-prostor by se podobné dal charakterisovat slovy ,4plny linearni
svaz‘‘. Budeme se zabyvat zejména normovanymi K-linedly a mimo to K-li- '
nedly, které jsou zaroven okruhy — tak zvanymi K-okruhy. Budeme ovSem
predpokladat, Ze mezi normou (resp. okruhovym nasobenim) a polouspoid-
ddnim plati jisté vztahy.

V K-lineilu lze ptirozenym zptisobem definovat pojem nezdporné funkeio-
nély; rozdil dvou nezédpornych funkcional se nazyva reguldrni funkciondlou.
Mnozina viech reguldrnich funkciondl na daném K-linedlu tvofi opét K-linedl
(dokonce K-prostor). Je-li pivodni K-linedl normovany, tvoii mnozina vsech
funkcional, které jsou p¥i této norm¥ spojité, opét K-lineal; ten je vidy &asti
K-lineidlu viech reguldrnich funkcional. Je-li ptivodni K-linedl K-okruhem,
lze normovat celou mnozinu regularnich funkcional.

Nazna¢ime nyni hlavni vysledky tohoto ¢lanku. Vrcholem mnoziny (kterd
je Gasti ndjakého linedrniho prostoru) nazveme takovy jeji bod, ktery neni
vnit¥nim bodem %4dné tsetky, obsaZené v této mnozing. Multiplikativni
funkciondlou nazveme regulérni funkciondlu f na K-linedlu Y takovou, Ze
f(a) . f(b)= 0, kdykoli a, b jsou prvky Y takové, Ze a A b = 0. (Symboly v,
A znadi svazové operace v Y). Pak plati:



a) Bud Y normovany K-linedl, kde pro libovolné nezdiporné proky x, y je
|l v || = max (||z]], [[y]]). Pak vrcholy jednotkové koule v prostoru véech spojitjch
funkciondl na Y jsou pravé vSechny (spojité) multiplikativnt funkeiondly s nor-
mou 1.

b) Je-li Y K-okruh, jsou vrcholy jednotkové koule v prostoru vSech requldrnich
funkciondl pravé vdechny reguldrni funkciondly tvarw --h, kde h je okruhovy
komomorfismus; kladnymi vrcholy jsou prdavé vdechny okruhové homomorfismy,
které jsou reguldrnimi funkciondlami. (Zminili jsme se, Ze v prostoru vSech
regularnich funkciondl na K-okruhu lze definovat normu.)

Véty a) i b) jsou dusledky véty 82 této price. PouZijeme-li ddle véty a)
a dukazu prvni véty z [5], dostaneme snadno KaxuTaniHo vétu z [2] o repre-
sentaci (M)-prostorti (v naSem oznaceni M-linedlt; viz vétu 91 a pozndmku .
k vété 92). Podobného postupu pouzivaji téZ BoHNENBLUST a KAKUTANI v [3]
a dokazuji zaroveri, Ze predpoklad z A y = 0= |z v y| = max (||2], ||}
plyne jiz ze slabsiho predpokladu 2 Ay = 0= |z v y||= max (=], ||¥|)-
Véta 92 této prace fikd, ze také ze vztahu x A y = 0= || + ¥| = |2/ + [|¥]|
plyne z Ay = 0= |z + y|| = ||| + ||y||. (Symbol ||z znaéi oviem normu
prvku z € Y, kde Y je néjaky normovany K-lineil.)

Véta b) je pak ziejmym zobecnénim véty, kterou uvadi HEwITT ve své praci
[4] na str. 184. Hewitt vyslovuje tuto vétu pro pripad, Ze dany K-okruh je
mnozina vSech spojitych funkei na daném uplné reguldrnim topologickém
prostoru. (Hewittiv dikaz je vSak nejasny a patrné chybny.) Je-li dany
K-okruh mnozina vSech omezenych spojitych funkei na aplné regulirnim
prostoru, je — jak lze otekavat — mnozina v8ech kladnych vrcholt jednot-
kové koule v prostoru vSech regularnich funkcional (to jsou v tomto piipadé
vi8echna okruhové homomorfni zobrazeni na téleso realnych ¢isel) ve slabé
topologii homeomorfni s g-obalem zakladniho topologického prostoru.

PolouspoFadané prostory a jejich representace.

1. Mnozinu Y nazveme K-linedlem, ma-li tyto vlastnosti: .
K 1) Y je redlny linearni prostor.1)
K 2) Na mnoziné Y je definovana relace > (to znamena, Ze o kazdé usporadané

dvojici @, b prvki z Y je ustanoveno, zda plati @ = b ¢i ne) tak, Ze plati

K3)aeY=a>a,
K4)a,beY,a=bb>a=a =0,
Kb5)a,beY,a>0,0=>0=a-}+b=>0,
Ké6)xel,?),0 >0,aeY,a>0=0aa>0,
K7abceY,az2b=>a+c>b+c,

1) Slovy ,,linedrni prostor‘‘ rozumime to, demu Katétov v [6], def. 1.1, ¥iké ,,vektorovy

prostor.
?) E, znaéi mnoZinu redlnych Zisel.



K 8) ke kazdému a ¢ Y existuje prvek a, €Y takovy, Ze plati a, > a,a, >0
azejec > a,,kdykoliceY,c > a,c > 0.

Pro a,beY, a > b, a + b piseme a > b. Jeli'tedy a > b, je bud a > b
nebo a = b. Je-li naopak bud a > b nebo a = b, je (v druhém piipadé podle
K 3)) také a > b. Znagdi tedy a > b opravdu totéz co ,,bud je @ > b nebo je
a =b"

Je-lia > b, plyne snadno zK 7), Ze jea + ¢ > b + ¢ pro kazdé c.

Viimnéme si, Ze podle K 4) nemiize platit zaroven a > b, b > a a Ze je
—b>=>—a(—b>—a), kdykolia > b (a > b). '

@ > 0% (,,& = b*) tteme obycejné jako ,,a je vétsi nez b (,,a je v&tsi nebo
rovno b“).

Misto a > b (a > b) piseme téZz b < a (b < a) a éteme to opét obvyklym
zptsobem.

Je-li @ > 0, fikdme, Ze je a kladné. Vyznam slov , zaporny*, ,nezdporny*,
»»nekladny je jisté ziejmy.

Mnozinu 4 C Y nazveme shora omezenou, existuje-li b ¢ ¥ tak, Ze a ¢ A =
= a < b. Existuje-li dokonce b e A tak, Ze a € A = a < b, fekneme, 7e b
je nejvétsi prvek mnoZiny 4.

Jisté je zfejmé, co znamend ,,mnozina zdola omezend ‘¢, ,,mnozina omezens‘,
,»,nejmensi prvek mnoziny 4 a pod.

2. Necht a > b, 6 >¢c. ZK7),K5)plynea —b>0,b—c=>0,a—c =
=(@—b)+(b—c)=0, tedy a >c. Je-i a >0, b > 0, je podle K 5)
a + b = 0. Kdyby vSak bylo a -6 =0, bylo by 0 =a+b>a + 0 =a,
tedy 0 > a ve sporusa > 0; je tedy @ + b > 0. Odtud opét snadno plyne

a=>b, b>c=>a>c.

Jelliae lj,0 >0,aeY,a>0,jena + 0, tedy aa > 0 (kdyby bylo aa =
= 0, méli bychom 0 =a~1.0 =a"Yxa) =1.a = a).

3. Véta: Budte a, b proky K-linedlu Y. Pak existuje pravé jedno s € Y, které
ma tyto vlastnosti:
sl) s=>a, s >0,
s2)d=a, d>b=>d>s.

Plati pak s =a 4+ (b—a), =b 4+ (a—0b),.

Dikaz: Poloime s, =a + (b —a),. Protoze (b —a), >0, je s; =a +
+ (b—a), = a. Déle je s, —a = (b—a), = b—a, tedy s, => b. Bud nyni
d takové, ted > a,d > b. Pak jed —a >0, d—a>b—a, tedy d —a >
=b—a),,d=a+ (b—a), =s,. Prvek s; mi tedy vlastnosti s 1), s 2);
podobné zjistime, Ze md tyto vlastnosti také prvek s, = b + (@ —b),. Ma-li
nyni néjaky prvek s vlastnosti s 1), s 2), plati jednak s > s,, jednak s; > s,
tedy s = s;; zejména je tedy s; = s,.



4. Prvek s =a + (b—a), nazveme (svazovym) spojenim prvki a, b a

oznatime
s=aVvbd.

5. Véta: Budte a,b proky K-lineilu Y. Pak existuje prdvé jedno peY,
které md tyto vlastnostr:
plyp=sa p=h,
p2)d<La, d<b=>d < p.

Plati pak p = — ((— a) v (— b)).

Dikaz: Bud ¢ = (—a)v(—bd). Pak ¢ > —a, ¢ = —0b, tedy —¢g < a,
—g<bJelid<ad<bje—-d=>—a—d=>—btedy—d=>gq,d< —q.
Prvek — q tedy sphiuje p 1) i p 2); zi'ejmé opét existuje .jen jeden takovy prvek.

6. Prvek p = — ((—a)v(—>d)) nazveme (svazovym) prisekem prvka a,b
a oznadime
» =anb .
7. Plati ztejmé a, =av0, aAb = — ((—a) Vv (—D)).

8. Véta: Pro libovolné proky a, b, ¢ € Y plati
a+ (bve) =(a +d)v(a+o ,
a—+ (bre) =(@+ b)A(a+c¢) .

Dukaz: Plati bve > b,bve > ¢, tedy a + (bve)=a + b,a + (bve) =
=>a+c; jestlize d>a-+b, d=a+c¢, je d—a=>b, d—a>c, tedy
d—a>bve, d >a+ (bve). Prvek a + (bve) méa tedy vlastnosti s 1)
i8 2). — Stejné se dokaze druhd rovnost.

9. Véta: Pro libovolné proky a,b,c €Y plati (@avb)ve =av(bve), (@Ab)A
Ae =aA(bArc),avd =bva, anb =bAa.

Dukaz: Bud s = (avb)ve. Pak s >avb, s=>c, tedy s >a, s >0,
s >c, tedy s > a, s > bve. Je-li naopak d > a, d > bve, je opét d > a,
d=>b,d = c, tedy d = s. Prvek s ma tedy vlastnosti s 1), s 2). Druhy vztah
se dokdze podobng; t¥eti a étvrty jsou ziejmé. '

10. a < b=>ave < bve, anc < bae.

(Zrejmé.)

11. Prvek avb je tedy nejmensim z prvki, které jsou vétsi nebo rovny a
a zarovell v&tsi nebo rovny b; podobné lze charakterisovat prvek (avbd)ve,
ktery nyni muzZeme psat jako a@vbvc. Obdobna poznamka plati i pro prisek.

12. Polozme nyni pro libovolné a ¢ ¥

a. =(—a)vo0, |a| =a, +a_;
pak plati
a, =av0 =a + (0V(—a)) =a +a_ ,
tedy
a,—a_ =a .



Vidime, Ze lze kazdy prvek vyjadiit jako rozdil dvou nezapornych prvki.

Pro p=anrb plati a+ (b—p)=a,a+b—p=b, tedy a +b—p =
>avb,a + b= (anb) + (avb). Podobné plati —a —b = ((—a)A(—0b)) +
+ ((—a)v(—=0b) = — (avb) — (arb), tedy a+ b= (avd)+ (anb). Do-
stavame tak

a+b=(avb)+ (anbd) .
Dilejea, +a_ =av0+a_ =(a+a_)va. =a,va_, tedy
a,ha_ =0 .

13. Je-li bAc >0, a =b—c, je ziejmé b > a,, tedy b =a, + k, kde
h > 0; pak je c =a_ + h. Ziejmé h < bac. Je-li dokonce bac =0, je tedy
h=0,b=a,,c=a._.

Pro libovolné prvky b, ¢ plati

b — (Bre))ale — (end)) = (b + (—B)V(=e)rlec + ((—e)v(=b)) =
= (OV(d—2e))A(0V(c—D)) = ((b—c)) A ((b—c)-) =0.
Jelli bAc =k, a =b—c, je t62 a = (b—k)— (c— k), kde (b—Fk)A
Aec—k) =0, tedy
a, =b—Fk, a_.=c—k.

14. ProtoZe an(—a) < a, A(a) =0, je

0=a+ (—a) =(v(-a)+ (@r(—a) S av(—a) .
Plati tedy
a, +a_ = (a,va_.) + (a,ra.) = a,va_ = (av0)v((—a)v0) =
=aV(—a)0 =av(—a) .
Dostdvame tak
lo| =a. +a- =av(—a) =a,va_ .

15. Bud ¢ =a+b. Je +a<a|, +b< b, dc= L (a+b) < a] +
+ b, |e] =ev(—e) < |a| + [b], tedy

o+ 5 < Ja] + | -
Viimnéme si, Ze a > 0<>a_ = 0<>a = |a|.

16. Véta: Jestlite a,nay, >0, 06 < ay + a,, pak existuji by, b, tak,
Zeplatt 0 < b, < a; (¢t =1,2),b, 4+ by =b.

Dukaz: Bud b, =bAa,, by =b—b,. Pak je b =b, + by, b, > 0, b, > 0,
b, <L a,. Dile je b+ ay = (bAay) + ay = (b4 a))A(a, + a) = b, tedy
by +ay =>b,a, = b—b, = b, Tim je vie dokdzano.

Poznamka. Budte a, b, ¢ nezdporné prvky. Poloime d =aA(b + ¢).
Protoze d < b + ¢, existuji e > 0, f > 0 tak, ze platie < b, f { ¢, e+ f =d.
Pakjee<d<a,f<d<La, tedye < anbd, f < anc; odtud plyne

anb+c)=d=e+fZl anb+anc.



Je-li zejména a\b =arc =0, je téZaA(b + ¢) = 0.

Plati-lib = ibi, c = ici a je-li b;A¢c; = 0 pro vSechna ¢, ], plyne z pfedeslého
snadno, Ze je t:é;lb/\c =,6.1Je-li raka =b —c,jeb=a,,c =a_.
17. Véta: Budte a, b libovolné prvky K-linedlu Y. Pak plati
a, —b, < (@a—b), o, —0b,< I““—b] .
Dikaz: Plati a A0+ a )l a A, +a )< a . Aby +a, ra_ < by,
tedy
e, —b, S a,— (@ Ab+a))=(@+a)—(@rb)+a)=a—anrb=
= (@ —b),
(podle 13). Déle je b, —a, < (b—a), = (@a—0b)_, tedy |a,—0,|=
=(@y —by)V(by —ay) < ((@—b),)v((@—b)-) = |a—b|
18. Véta: Nechta, b, c € Y. Pak plati
(@avb)ac = (arnc)v(bac) ,
(@anb)ve = (ave)Aa(bve) .
Dikaz: Napted dokazeme, Ze plati
(@nb)y =a, nb, . (*)
Budd =anb. Jedn0< an0, —d_ < —a_, tedy
a=a, —a_=>a, —d_ .
Podobné se dokaze vztah

b=>b,—d_;
dostavame tak ]
=anrb=> (@, —d IA(by —d_) = (a . Ab,)—d_,
tedy
@nt), =d, =d+d_=a, rb, .

Protoze vSak a, >d,, b. >d,, plati téz a b, = d, = (anbd),; odtud
plyne (*).

Nyni je (and)ve = {[(ea —c)A(b—¢)]VO0} + ¢ = {[(a —c)VO]A[(b—c)V
vO0]} 4+ ¢ = (ave)a(bve). Dale plati (avb)ac = — {[—(avbd)]V(—¢)} =
= — {[ar(=dlv(=c)} = — {[(—a)V(=)IA[(=dV(=o]} = —
— {[—(@Ae)IA[— (BAc)]} = (anc)Vv(bAc).

19. Véta: Jestlize 0 < xekl,, a,beY, pak x(avd) = xavab, x(anb) =
= aa nob.

Dukaz: Zrejmé

x(avd) = aavab .



1
Pro « = 0 plati zde ovSem rovnost; pro « > 0 plati také ;(aa,Vab) =

> (i.oca)\/(i . o:b) = aVb, tedy
=\« x

xavab > a(avd) .
Odtud plyne

x(@vbd) = xavab .
Dosadime-li sem — a, —b za a, b, dostaneme

x(@anb) = xanab .
Pozndmka 1. Z této véty plyne zejména, Ze pro « = 0 plati vidy
(xa), = xaV0 =aaVal =«x(aVv0) =wxa, ;

pro libovolné « € B, pak mame

x| le| = || (@V(—a)) = (|x|a)V (x| (—a)) = (xa)V(— xa) =
= |xa| .

Poznamka 2. Ctenat si jisté v&iml, Ze jsme malokde pouzili toho, e ¥ je
linedrni prostor. Kdybychom misto K 1) (viz 1) pfedpokladali jen, Ze Y je
Abelova grupa a kdybychom vynechali K 6), dostali bychom definici t. zv.
K-grupy a vétsina dosavadnich vysledki by ztstala v platnosti.

Je-li na néjaké mnoziné definovéana transitivni relace =, ktera spliiuje pod-
minky K 3) a K 4), ika se této relaci polousporidéni a piislu$nd mnozZina se
nazyvéa polouspofddanou. Polouspoiddand mnozina, v niz ke kazdé dvojici
a, b existuji prvky s, p o vlastnostech s 1), s 2) a p 1), p 2) (viz 3 a 5), se nazyva
svaz. K-lineal by se tedy mohl nazvat také , linearnim svazem*:.

Plati-li v néjakém svazu Y véta 18, nazyva se tento svaz distributivnim.
Vidime, %Ze je kazdy K-lineal (ba dokonce kazda K-grupa) distributivnim
svazem.

20. Véta: BudiZ Y K-linedl. Necht pro linedrni prostor Y, C Y plati

)aeY,=>a, €Y, ,

2) 0 a<b aeY, be¥Y, =>ael,.

Definujme v prostoru Y|Y, relaci = timto predpisem: Jestlize T,V e Y|Y,,
pak T >V znamend, Ze existuje x e T a y e V tak, e x = y. Pak je Y|Y, K-li-
nedl.

Dukaz: Zfejmé& plati K 1), K 2), K 3), K 5), K 6), K 7). Mdme dokazat,
ze plati také K 4) a K 8). Necht tedy 7',V e Y|Y,, T >V, V = T. Pak existuji
x,eT,y, eV tak, Ze plati &, > y,; ¥ = x,. ProtoZze x; — @, € Y;, Yo — Y1 € Y.,
plati téz z; —a, + y,—y, € Y,. Protoze viak 0 <z, —y, < (0, — 1) +
+ (Ye— %) =% — %, + Yo — Y1 € ¥,, plati podle 2) =z, —y, €Y, tedy
T =V. ;



Zvolme nyni T' e Y[Y,, x,y eT. Pak jex —y e Y,. Podle 17 je x, —y, <
< (@ —y),; podle 1) plati tedy
0 @y —y): S (@—y)r €Y, .
Z 2) nyni plyne
(Z+ —Y4)e Xy .
Podobné je
@s —Y4)- =Ys —21)1 €Yy,
tedy
v, —y,eY, .
Vidime, Ze vSechny prvky x, pro x € 7' padnou do téze tfidy; oznac¢me ji 7',.
Ziejmé T, >0, T, > T. Jestlize S >0, 8§ > T, existuji s;,8,¢8, teT
tak, Ze s, = 0, s, = t. Protoze (s,), = 8, € S, patii téz (s,), do S a plati (s,) . >
>t el ;jetedy S >T,.

Tim je vSe dokazano.

21. Archimedovskym K-linedlem nazveme K-lineal Y, kde pro zadné ¢ + 0
neni mnozina {a, 2a, 3a, ...} omezeni.

Poznamka. JestliZe mnozina {a, 2a, 3a, ...} neni (shora) omezend pro
24dné a > 0, je jiz ¥ archimedovsky K-lineal; je-li pak totiz b < na < ¢ pro
n=12..je (na), =n.a, < c, pro kaidé n, tedy a, =0, podobn&
a_ =0,a =0.

22. Kj-linedlem nazveme archimedovsky K-lineal Y, ktery obsahuje prvek j
takovy, Ze 1ze ke kazdému a e Y uréit pfirozené ¢islo n tak, Ze plati

a<mnj .
Prvek j, ktery je ziejmé kladny, nazveme jednotkou Kj-linedlu Y.

Pozndmka 1. Mohli bychom ziejmé definovat téZ pojem nearchimedov-
ského Kj-linedlu. Je-li na pt. 7' néjaké nearchimedovsky usporadané nadtéleso
télesa realnych ¢isel a je-li ¥ okruh vSech prvku z 7', které lezi mezi néjakymi
dvéma redlnymi ¢éisly, mohli bychom pokladat Y za nearchimedovsky Kj-
line4l, kde jednotkou je ¢islo 1. ProtoZe vSak budeme dale mluvit jen o archi-
medovskych Kj-linealech, dali jsme radéji slovo ,,archimedovsky‘ piimo do
definice.

Poznimka 2. Je-li j jednotka Kj-linedlu Y a je-li « kladné ¢islo, je oj
ziejmé opét jednotkou. Kazdy Kj-lineal ma tedy nekoneéné mnoho jednotek.

23. Koneénou funkei f na linedrnim prostoru Y nazveme aditivni (homogenns),
plati-li

fa + b) = f(a) + ()
(resp. of(a) = f(xa)) ,.
kdykolia, b eY, x € ;.

Poznidmka: Stejné lze definovat aditivni (homogenni) zobrazeni linedr-
niho prostoru Y do linedrniho prostoru Y.
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24. Konetnou aditivni funkei f na K-linedlu ¥ nazveme nezdpornou funkcio-
ndlow, plati-li implikace
aeY, a>0= fla) =0 .

Poznimka. Viimndme si, #e pro nezdpornou funkcionalu f plati a < b =
= f(a) < f(0).

25. Véta: Bud f nezdpornd funkciondla na K-linedlu Y. Pak je f homogenni,

Diakaz: Je f(nb) = f(b) + ... + f(b) =n . f(b) pro kazdé pfirozené n a
kazdé b e Y, tedy téz

o) = f(n - %) —n. /(%) f(%) =L o)

pro kazdé b a kazdé n. Jsou-lim, n ptirozend éisla, r = %, je f(rb) = f(m ; %)

=m. f(%) =m . % . f(b) = r . f(b); protoze —f(rb) = f((—r)b), plati f(rb) =
= r . f(b) pro ka#dé raciondlni ra kazdé b € Y. Zvolme nyni a redlné, 0 < be Y.
Nacht 7,, s, jsou raciondlni, r, <r, < ..., 7, —> X, 8§ = 83 = ..., 8§, —> «. Pak
plati r,b < &b < s,b, tedy f(r,b) < f(xb) < f(s,b) pro kazdé n. Dile je f(s.b) —
—"',f(rnb) = f((sn — rn)b) = (8, —7Ta) - f(b) - 0, tedy f(rnb) =Tn- f(b) - f(gb)
Aviak 7, . f(b) > xf(b), tedy xf(b) = f(xb); totéz oviem plati také pro b < 0
a pro kazdé x € E,. Pro libovolné b e ¥ je f(xb) = f(ab, —ob_) = f(aby) —

— f(xb_) = ~f(by) — xf(b-) = a(f(by) — f(b-)) = &f(b. —b_) = f(b).

26. Véta: Budif f koneénd funkce, definovand na mnoZiné vSech nezdpornyjch
proka z K-linedlu Y. Necht plati

f@ +b) = (@) + 1) ,
kdykoli a,b Y, anb > 0.
Pak existuje prdavé jedna aditivni funkce f, na K-linedlu Y takovd, Ze plati
f1(a) = f(a)
pro kaZdé a > 0.

Dikaz: Polozme f,(a) = f(a,) — f(a_) (jinou moZnost zfejmé nemame).
Necht a,beY, ¢c =a+b. Je ¢, <a,+b,, tedy a, +b, =c,. +h,
a_+b_=c_+h, kde h=>0. Pak plati

flay) + f(by) = flcy) + f(B) ,

fla-) + f(b-) = flc-) + f(R) ,
tedy
f(@) + f,(0) = f(a,) — fla=) + f(b1) — f(b-) = f(es) —fle-) =
= fi(e) .

Pro a > 0 je zfejmé f,(a) = f(a).
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27. Véta: BudiZ f koneénd aditivni funkce na K-linedlu Y. Polofme pro kadé
a=>0
fil@) =supf(z), kde 0<z<a .
(Maze byt ovdem [ (a) = oo.) Pak plati
f+l@ + b) = f.(a) + f4(b) ,
kdykoli a, b e Y, anb = 0.
Dikaz: Necht 0 <2< a, 0y <b; pak je 0 <z +y <a-+ b tedy
@) +fy) =fe+y) <fia+d),
tedy
fo(a@) +f4(0) < fi(a +b) .
Bud naopak 0 < z < a 4 b. Podle 16 existujia’, b, 0 < a’ < a,0 < & < b,
a’' + b =z Plati tedy
f(2) =f(@') + {(b') < f+(a) + f4(0) ,
tedy téz
fila +0) < fi(a) + f.(b) .

Poznamka. Zfejmé je f(0) = 0, 0 < 0 < a pro kazdé a = 0; je tedy (pro
a = 0) vidy f,(a) = 0. Podobné zjistime, Ze pro a = 0 je f, (a) = f(a).

28. Funkci f na K-linedlu Y nazveme reguldrni funkciondlou, je-li f rozdilem
dvou nezdpornych funkcional. Symbolem

R(Y)
oznaéime mnozinu vSech reguldrnich funkciondl na K-linedlu Y.

29. Véta: Aditivni funkce f na K-linedlu Y je reguldrni funkeiondlou,
pravé kdyZ je funkee f . (definovand v 27) koneénd.

Dikaz: Bud f=f,—/f, kde f,,f, jsou nezdporné funkcionaly. Je-li
0 <z < a, je f(z) = fi(x) — fol@) < file) < fo(a), tedy

0= fi(@) < fi@) < o .

Je-li naopak f aditivni a f, koneénd funkce, mizeme podle 27 a 26 pied-
pokladat, Ze je funkce f, definovéna na celém Y a Ze je aditivni. Podle po-
zndmky k 27 je pak f, nezdpornd funkciondla; rovnéz f, — f je nezédporna
funkcionala a ziejmé& plati

f =f+_‘(f+—~f) s
30. Véta: Bud Y K-linedl. Klademe-li pro f,, f, € R(Y)
fl Z f2 E]

je-li fy — fy nezdpornd funkciondla, je R(Y) rovné? K-linedl.
Dikaz: R(Y) je zfejmé linearni prostor. Rovnéz je zfejmé, ze plati K 2) —
K 7). Ukdzeme nyni, Ze platf i K 8). Necht f ¢ R(Y); utvo¥me funkei f, podle
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27 a roziifme ji podle 26 na celé Y. Rozsifenou funkeci oznadme opét f.. Je
f+ =20, fp —f=0, tedy f. = f. Je-li naopak g e R(Y), g =0, g = {, plati
pro kazdé a > 0 f (a) = supf )< sup g(x) = g(a), tedy je g = f.. Funkcio-

nala f, tedy spliiuje podminku K 8)
31. Vé&ta: Necht f, g € R(Y). Pak plati pro katdé a > 0
(fvg)@) = sup (f(*) + 9(y)), kdexry =2 0,z +y =a ,
(fAg)(a) =inf (f(x) + g(y)), kdexry =2 0,2 +-y =a ,
f-(a) = sup f(z),kde—a < < 0,
Ifl@)  =sup f(z), kde x| < a .
Dekaz: Jo f¥g = f+ fg—l)e tedy {i¥g)el= @)+ sup (g —f)z) =

= sup (f(a) + glx) — f(x) ~sug(f(a~r)+g( )) = BED (g +f ). Tim je

0<=z<a 0<z<a >0, y >
w+v-a

dokazan prvni vztah. Dalsi z ného snadno plyne pomoci rovnosti fAg =

= — ((—f)V(—g)). Podobné dostaneme tfet{ vztah z rovnosti f_ = (—f)..

Budiz nyni (pro a => 0) ¢(a) = sup f(z). Je-li |z| < a, oznalme b = a — |z|;
le|<a

pakije (z, + 3b) + (e_ + 3b) = @, + o_ + b —a, tedy f(z) = f(@,) — f(z_)=
= f(o. + $D) — fle- + 15) < sup (@) —J®) = (V (D)) = |f|@), tedy

p(a) < |fl(a) . (*)

Plati-li naopak zAy > 0,2 +y =a,jeziejmé —a < —y<zrx—y< < a,
tedy |z — y| < a. Odtud plyne f(z) — f(y) = f(x — ) < @(a), takie mame té2

lﬂw=fVPﬂHw<¢M-
) “]supf

Poznamka. Protoze ]a[ <la|,|—a| < |al, je +f(a) = f(£a) < slg}lzlf &) =
= [fl(|a]), tedy

Podle (*) plati nyni

f(@)] < If|(lal) -

32. Véta: Bud Y K-linedl, aeY, a >0, feR(Y), f > 0. Pak existuji
g, h e R(Y) tak, Ze plati

1) grbh =0, g+ h =1,

2) h(a) = f(a) ,

3) zra =0 = g(x) = f(x)

Dukaz: Pro ¢ = 0 bud g(c) =sup f(z), kde 0 < < ¢, zAa = 0; pro
libovolné ¢ bud g(c) = g(c.) — g(c_).

Dokazeme napied, Ze je g nezdpornou funkciondlou. Ziejmé ¢ > 0 =
= g(c) = 0; podle 26 stati tedy dokazat, ze cAd = 0 = g(c + d) = g(c) +
+ g(d). Necht tedy cAd > 0. Zvolme z,%, 0 2 < ¢, 0y < d, xrna =yA
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ra =0. Pak je 0< z+ y < ¢+ d; podle 16 je téz (x 4 y)ra = 0, tedy
f@) + ) = = + ) < gc + d), g(c) + 9(d) < glc + d).

Zvolme naopak z, 0 < z < ¢ + d, zAa = 0. Podle 16 existuji z,, 2z, tak,
plati 0 < 2, < ¢, 0 < 2, £ d, 2y + 2, = 2. Tim spife je z;Aa = 0, tedy f(z) =
= f(z1) + f(z2) < g(c) + 9(d), g(c + d) < g(e) + g(d).

Je tedy g e R(Y), g = 0; ziejmé je pro ¢ > 0 g(c) < f(c), tedy g < f. Bud
h = f—g; dokdZeme, Ze je gAh = 0. Zvolme tedy c €Y, ¢ = 0 a dale &islo
e > 0. Pak existuje z ¢ Y tak, Ze plati 0 < 2 < ¢, zAa =0, f(x) > g(c) —e.
Aviak f(z) = g(z), tedy g(c — x) < ¢ a oviem h(x) = 0. Pro y = ¢ — z tedy
platf yAx >0, x4+ y =c¢, g(y) + h(x) <& podle 31 je gnk < 0. Plati
ovSem rovnost.

Vztahy 2) a 3) jsou ziejmé; tim je v8e dokédzano.

33. Véta: Bud Y K-linedl. Pfifadme kazdému a €Y funkci F, na mnofing
R(Y) pfedpisem F,(f) = f(a) pro kaZdé f ¢« R(Y).

Pak platt (a,beY, x € E,)

1) F, € R(R(Y)),

2) F,, = «F,,

3) Fa+b=Fa+Fb:

4) Fa+ = (Fa)+-

Dikaz: Vztahy 2) a 3) jsou ziejmé. Rovnéz je zfejmé, Ze pro a = 0 je F,
nezédpornou funkeiondlou na K-linedlu R(Y); protoZe pro libovolné a € Y je
F,=F, —F,._, je vidy F, e R(R(Y)). Stali tedy dokazat 4). Pro f e R(Y),
n 2> 0 je ((F,):)(f) = sup F,(p) = sup ¢(a). Zvolme na okamiik pevné prvky

0<g¢=f 0so=f

feYafeR(Y), f=0.Podle pf'edeglé véty existujf g, b € R(Y) tak, %e plati
g/\hgo’ g-l_h:f ’

h(“-r) == f(a+) )
zha, = 0= g(x) = f(x) .

Protoze a_Aa, = 0, je ga_) = f(a_), tedy h(a_) = 0, h(a) = k(a,) = f(a,)-
Protoze je 0<h<=f, je ((Fa).)f) =o§ggf¢(a) = k(a) = f(a,) = (Fa,)(f);
odtud plyne (F,), = F,,. Zfejmé viak v R(R(Y)) plati F,, >0, F,, > F,,
tedy Fa, = (F,),. Tim je dokdzéno 4).

34. Budte Y,, Y, K-lineily. Rekneme, #e zobrazeni ¢ K-lineslu ¥, do K-
linedlu Y, je homomorfni, jestlize

1) ¢ je aditivni a homogenni,

2) @ zachovava svazové operace, t. j. pro libovolné prvky z, y z Y, plati

VYY) = e@)Ve(y), @@ry) = e@)Ap(y) .

Je-li zobrazeni ¢ K-linedlu Y, do K-linedlu Y, aditivni a plati-li pro libovolné

a e Yl

N<
@

plas) = (9@)+ »
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pak zachovava ¢ svazové operace a tedy i polouspofddani (t. j. a < b =~
= g(a) < ¢(b)), jak se snadno dokaze. Odtud pak podobné jako v 25 vyplyva,
Ze @ je téZ homogenni, takze predpoklad homogenity lze v definici homo-
morfniho zobrazeni vynechat.

Z piedeslé véty tedy plyne, Ze zobrazeni a — F, K-linedlu ¥ do K-linedlu
R(R(Y)) je homomorfni.

Prosté homomorfni zobrazeni se nazyva tsomorfnt. Mé-li homomorfni zobra-
zeni @ tu vlastnost, Ze pro kazdé a > 0 je ¢(a) * 0, je jiZ ¢ isomorfni; je-li
totiz ¢(a) = 0, je g(a,) = p(av0) =¢(a)v¢(0) = 0, tedy a, = 0, podobné
a_ =0,a =0.

35. Véta: Bud Y K-linedl. Necht pro linedrni prostor Z C Y platt

)aeZ = a, eZ,

2)0<a<b aeY, beZ = aclZ.

Pak je Z rovnéZ K-linedl. P¥ifadime-li kaZdému f e R(Y) parcidini funkci f,
na mnoZiné Z, je pFirazent f — f, homomorfnt zobrazeni R(Y) do R(Z).

Dikaz: Je ziejmé, Ze Z je K-linedl, Ze f, ¢ R(Z) pro kazdé f ¢ R(Y) a Ze
zobrazeni f — f, je aditivni a homogenni. Bud nyni f € R(Y), f, = g € R(Z).
Zvolme aeZ, a > 0. Pak g, (a) =supg(x), kde 0 < x < a,z €Z, coi je
ziejmé sup f(x), kde 0 <z < a, z€Y; je tedy g,(a) = f,(a). Odtud plyne
snadno g, = (f,);, tedy (f;)+ =g+ = (f.),- Tim je vSe dokdzéano.

36. Multiplikativni funkciondlou na K-linedlu ¥ nazveme reguldrni funkcio-
nalu f, spliiujici vztah

arb =0 = f(a).f(b) =0 .

Poznamka. Podle 13 lze multiplikativni funkcionalu definovat také takto:
Je to reguldrni funkciondla f takovd, Ze pro kazdé a je bud f(a,) = 0 nebo

fla-) = 0.
37. Véta: Bud f multiplikativni funkciondla. Pak je bud f = 0 nebo f < 0.
Dikaz: Predpokladejme, Ze f ¢ R(Y), f, > 0, f_ > 0; dokdZeme, %e f neni
multiplikativni funkcionéla. Existujia > 0,b > 0 tak, ze f (a) > 0,f_(b) > 0.
Pro ¢ =a 4 b je pak tim spiSe f, (c) > 0, f_(c) > 0. Nechf 2¢ = min (f..(c),
f-(c)). Protoze (f,)A(f-) = 0, existuji u, v tak, ze
u+v=c, uAv=0, f (u)+f_(v) <e.
Polozme
P=UAV, Uy=U—DP, V;=0V—7P .
Pak plati (podle 13)
°
uAvy =0, f(p)<fi(w)<e f_@Zf(v)<e,
tedy
fr(1)) =frle—u—p) = folc) —fi(w) —fo(p) > filc) — 26 20,
f-w)=f-(c—v—p)=fA(c)—f-(v) —f_(p) > f-(c) —26 =0 .
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Existuji tudiz u,, v,, spliiujici vztahy
0<SuSuy, 0w, < vy, (o)) >0, flu) <O
a ziejmé u, Av, = 0; f tedy neni multiplikativni funkciondla.

Poznidmka. Viimnéme si, Ze pro multiplikativni funkciondlu f plati f(a) =
= 0<>f(|a]) = 0. Je-li totiz f(a) = 0, je na pf. f(a,) = 0, tedy plati téz f(a_) =
= fla,) —f(a) = 0, f{la]) = f(a.) + f(a-) = 0.

Je-linaopak f(|a|]) = Oanapt.f > 0,je —|a| < a < |a|, tedy 0 = f(—|a|) <
< f(a) £ f(ja]) = 0.

38. Piikladem K-linealu muZe byt mnozZina v8ech koneénych funkei na
néjaké mnozing P + @, klademe-li oviem x > v, jestlize x(f) = y(t) pro kazdé te P.
Je jisté zfejmé, jak definujeme linedrni operace. VSimnéme si, Ze plati na p¥.
(xvy)(t) = max (x(2), y(t)), |z|(t) = |x(t)| pro kazdé t € P (a pod.).

Pokud budou z, y funkce na téZe mnoZiné a pokud neucinime né&jaké zvlastni
ustanoveni, budeme symbolim |z|, vy a pod. ddvat tento vyznam.

39. Véta: Budi{ Y K-linedl; budiZ N neprdzdnd mnofina, jeji¥ prvky jsou
nezdporné multiplikativni funkciondly na Y. Ptitadme kafdému x € Y funkci x
na mnoZiné N predpisem

z(f) = f(x) pro feN .
Pak je zobrazeni x — x homomorfni.

Dikaz: Plati @+ 9)(f) = /& + ) = f@) + fv) = &) + 9(f), Ga)(f) =
= f(ax) = af(x) = ox(f), tedyz + y = = + y, ax = ox.

Budiz nyni €Y, fe N, f(x,) — f(x_) = f() = 0. Kdyby bylo f(z_-) + 0,
bylo by f(x,) =0, tedy f(x_) < 0, f(x_) < 0—spor; je tedy f(z)_- = 0,
flxy) = f().

Je-li f(x) < 0, nemiize byt zase f(x.) + 0; pak by totiz bylo f(z_) = 0,
f(x) = f(x,) < 0. Je tedy f(x,) = 0; vidime, Ze vidy plati

f(x+) = max (f(x): O) 3

tedy
(x—+) = (;’)+ .
Odtud plyne podle 34, %e zobrazeni x — z je homomorfni.

Poznédmka 1. Tato véta je sama témér bezcennd; mize se totiziu ,,velkych‘
K-linealt stat, Ze dokonce mnozina vi¥ech reguldrnich funkcional obsahuje
samotnou nulu. V tomto pfipadé nefika ovem véta 39 nic zajimavého.

Pozndmka 2. Vétu 39 lze v jistém smyslu obratit.gPlati totiz tato véta,
kterou étenat sam snadno dokéze:

Bud Y K-linedl; bud F neprdzdnd mnoZina, jejiZ proky jsou koneéné funkce
na Y. Prifadme kaidému x € Y funkci x na mno#iné F pFedpisem

x(f) = f(x) pro kaZdé f ¢ F.
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Dale ptedpoklidejme, Ze zobrazent x — x je homomorfni.
Pak je kaZdy prvek f e F nezdpornou multiplikativnt funkciondlou.
40. Linedrnim prostorem s obecnow mormow nazveme linedrni prostor Y,

v némz je kazdému prvku a pififazeno (koneéné) ¢islo |ja|| (norma prvku a)
tak, Ze plati

OlacY,|a|=0=a=o,
02) a,bel = [af + [Bf = [l + 5]l

0 3) aeY = lim fil:o,

n-w || N
O4)aeY, o, el [ocl < Iﬂl = ”zxa” < ||Ball.
41. Podle O 4) plati
lall = [[1.al| = (1) . al = ||—a] ;
dale plati [[4a]| < [|a], tedy

lall + llall = [3all + IHall = I} + 2all = |laf
tedy .

Jall = 0 .

Z 0O 4), O 3) plyhe [[0]| = ]|0.q|| < .l—:;.a — 0, tedy -

o] =0 .
42. Véta: |ja — b|| definuje v Y metriku, pfi ntZ jsou linedrni operace spojité.
Dikaz: Z 41 plyne snadno, Ze @ — b|| je opravdu metrika. JestliZe a, — a,

b,—>b, je |la, + b, —(a + b)|| < |ja, —a|| + ||b, —b|| > 0, tedy a, + b, —
— a + b. Necht nyni «,, € B,, x, > x, @, € Y, a, - a. Zvolme & > 0 a uréeme

N, > 0 tak, aby bylo

%” < é; déle uréeme ptirozené &islo N, tak,aby platilo
1 2

|x,] < N, pro m =1, 2, ... Koneéné uréeme N tak, aby pro kazdé n > N
platilo zaroven

1 e
-IOC———D(,,l<—ATl', ||a—a,,]]<§—N-2.

€

a
9’

Pro n > N pak dostaneme |[(x — «,)a|| < J
1

<

(e — @)l < [Vafa — an)]| < llo —an + lla —anll + ... + [l —ad]l < 5,
tedy

lna —ona < |l(6 — a,)al| + [|xn(e — ay)| <—;— + T;‘ =g .

- 43, Budi% Y linedrni prostor s obecnou normou. Funkei f, definovanou na ¥,
nazveme spojitow funkciondlou, jestliZe f je (konednd), aditivni a spojitd (jako
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funkce na metrickém prostoru Y). Mnozinu vech spojitych funkciondl ozna-
¢ime
cwy) .

44, V&ta: Bud Y linedrni prostor s obecnou mormou. Pak je C(Y) linedrnt
prostor; je-li aditivni funkce f na mno#iné Y spojitd v bodé 0, je f e C(Y). KaZdd
spojitd funkciondla je homogenni.

Dukaz: Je-li f aditivni, zjistime jako v 25, Ze plati r . f(b) = f(rb) pro kazdé
racionalni &slo r a kazdé b € Y; je-li nadto f spojité, plyne z 42 snadno, Ze plati
«f(b) = f(«b) pro kazdé x € E, a kazdé b € Y. Ostatni je ziejmé.

45. Bud Y K-linedl. Rekneme, ze Y je K-linedl s obecnou mormou, je-li Y
zéroveii linedrnim prostorem s obecnou normou a plati-li nadto

OK 1) aeY = |af| = ||[a]],

OK2) 0<a<hb, abeY = |a < |0

Poznimka. Snadno zjistime, Ze z OK 1), OK 2) plyne jiz O 4).

46. V&ta: BudiZ Y K-linedl s obecnou normou. Pak plati:

a) Y je archimedovsky K-linedl,

b) C(Y) C R(Y),

c) O(Y) je K-linedl,

d) jestlife f e C(Y), g e R(Y), |g| < f, pak g e C(Y).

Dukaz: Nechf a,be ¥, 0 < na < bpron=1,2,... Pakjella| < H%H - 0,
tedy |la]| = 0, @ = 0; je tedy ¥ archimedovsky K-linedl.

Piedpoklddejme nyni, ze existuje fe C(Y) — R(Y). Podle 29 existuje
aeY,a> 0tak, e plati sup f(x) = oco. Existuji tedy x,, 0 < z, < a tak, ze
<e<

L
n

z, @
THer
n=mn

f(x,) > n. Je viak 0 < <

a x,,1 1 .
e 0, Hzl{ — 0, tedy ol f(x,) =
= /(‘%) — 0 ve sporu s;lz— f(x,) > 1. Je tedy C(Y) C R(Y).

Zvolme nyni f € C(Y), £ > 0. Existuje 6 > 0 tak, Ze |j2]| < 6= |f(z)| < e.

Budiz a e, |a <. Jeli 0< o< af, je |l < ||lall| = [laf| < &; je tedy
4@ = f.(al) = sup f(@) < sup f(e) < e. Odtud plyne, fe e tét f. « C(¥).
0<e<|a < v

Jestlize f € C(Y), g_e R(Y), |g| < f, zvolme opét & > 0. Uréeme 6 > 0 tak,
aby platilo |f(z)| < e, kdykoli ||z]| < 6. Pro takové = pak plati (viz téZ pozndm-
ku k 31)

lg@) < lgl(j]) < f(l=) < &3
je tedy g € C(Y).

Poznémka 1. MiZe se stat, Ze dany K-linedl Y obsahuje linedrni prostor
Y,, ktery p¥i polouspofsdéni, vytvofeném polouspotddénim v K-linedlu Y,
je rovndz K-linedlem, Ze viak pro n&ktery prvek a e ¥, je kladna ¢ast prvku e
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v K-linedlu Y, vétsi nez kladna éast prvku ¢ v K-linedlu Y. (Pamatujme, ze
jsme kladnou &éast prvku a definovali jako nejmensi prvek b, pro né&jz plati
zarovelh b > a i b > 0. Je ziejmé, Ze zaleZi na tom, které prvky b ,,prfipustime
ke konkurenci‘‘.) Takova situace nastava na pi., je-li ¥ mnoZina v3ech spoji-
tych funkei na étvrtroviné x 2> 0, y > 0 a je-li ¥, mnozina vSech linedrnich
funkei na této &tvrtroviné. Jestlize v8ak linedrni prostor Y, C Y obsahuje
s kazdym svym prvkem b téz prvek b, (kde b, ,.je vzato“ v Y), pak je jiz ¥,
K-linedlem, v némz svazové operace souhlasi s operacemi v ¥; v tomto piipadé
bychom mohli ¥, nazvat ,,pod-K-linealem‘ K-linealu Y. Takovy vztah je
tedy podle 46 mezi C(Y) a R(Y).

Poznamka 2. Je-li Y K-lineal, v némz je definovana takova topologie, Ze
jsou pfi ni linearni i svazové operace spojité a jednobodové mnoziny uzaviené,
fekneme, ze Y je topologicky K-linedl. Bud ¥ mnozina v8ech okoli nuly topo-
logického K-linedlu Y. Snadno se zjisti, Ze

a) ke katdému U ¢ B existiuje takové V e B, Ze pro kaidé a €V plati |a| =
=av(—a)eU,a, =av0eU.

Protoze ke kazdému U € B existuje takové V e B, ze plati implikace x — y ¢
eV =2, —y, eU, vidime, Ze

b) ke kaZdému U € B existuje takové V e B, Ze plati

0a<bh beV=>aelU

{volime-litotizx = a,y =a—>b,jex—y=1>b eV, tedya, —y, =a— 0=
— a € U). Ctenat nyni snadno zjisti, Ze véta 46 plati i pro topologické K-li-
nealy. Dile muZeme na pif. vétu 49 pro topologicky K-linedl formulovat
takto:

Pro kaZdé b € Y je mnoZina Elx < b] uzaviend. Tato véta je snadnym dusled-
z
kem spojitosti svazovych operaci; plati totiz zfejmé E[x < b] = E[zvb = b].
x k4

Naopak se snadno zjisti, Ze je kazdy K-linedl ¥ s obecnou normou zaroveii
topologickym K-linedlem; stadi dokézat, Zze v Y plati ¢, - a = (a,), —>a..
To viak plyne ze vztahu b, —a | < [b—a] (viz 17) a z OK 1), OK 2).

Je-li v néjakém K-linedlu Y definovana takova topologie, Ze jsou pii ni
linearni operace spojité, jednobodové mnoziny uzaviené a Ze plati podminky
a) a b), d4 se podobné dokazat, Ze je Y topologickym K-linedlem.

47. Véta: Necht K-linedl Y s obecnou mormow md tuto vlastnost: Jestlize
0 a,e?, |a;| — 0, pak lze z {a,} vybrat posloupnost (svazové) omezenou.
Pak platt

oY) = R(Y) .

Dukaz: Predpokladejme, Ze existuje fe R(Y), f = 0, f non e C(Y). Pak
existuji a, ¢ Y tak, Ze je sice [|a,| — 0, ale neni f(a,) — 0; lze pak urdit ¢ > 0
a vybranou posloupnost {a, } tak, Ze |f(a;)| = ¢ pron =1, 2, ... Klademe-li
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by = la,|, je £ a, < by, tedy Lf(a,) < f(ba), tedy f(b,) = |f(a,)| = ¢ pro
n=1,2,... Je oviem [|b,|| > 0, ||b,|| = ||a; || = 0. Uréeme nyni posloupnost
celych ¢isel «,, tak, aby platilo

’ - “Vub e
Pak plat ||x,b,]] < xallball < s . |b2]] = V[Bal] = O .
plat [l < ol < g Il = VBl 0

Podle ptedpokladu lze z posloupnosti «,b, vybrat posloupnost omezenou;
necht tedy

x; b, <c¢ prom=1,2,...
Potom plati
e oy S oy L f(By) = oy, 0;) < fle)

pro kazdé n, coz neni mozné, protoze «; — co.
Tim jsme dokazali, Ze je kazda nezédporna funkecionala spojitd; odtud plyne
snadno R(Y) C C(Y). Podle 46 je vSak C(Y) C R(Y), takze plati C(Y) = R(Y).
Pozndmka. Naskyta se otazka, zda existuje K-linedl Y s obecnou normou,
kde plati C(Y) = R(Y), kde v8ak nelze z kazdé posloupnosti prvki a,, pro néz

plati ||a,|| — 0, vybrat posloupnost omezenou. Tuto otadzku klade autor &te-
ndfim jako problém.

48. Véta: Bud Y K-linedl s obecnou mormou. Necht b, €Y, by < by < ..
necht existuje b tak, Ze ||b, — b|| — 0. Pak jeb, < bpron =1, 2, ...

Dukaz: Necht neni b, < b. Pak je (b —by)- > 0; pron > N jeb,—b >
=>by—0b, tedy (b—b,)- = (b, —b)V0 = (b, —b)v0 = (b —b,)_. Odtud
plyne, Ze pro n > N plati

16— 8all = [[[6 —Ball| 2 [|(6 — b)-|| 2 [|(® —by)-[| > O,
takZe neni ||b — b,|| > 0 — spor.

49. Véta: Bud Y K-linedl s obecnou normou. Necht a, < b pron = 1, 2, ...;
necht existuje a € Y tak, Ze ||a, — al| — 0. Pak je a < b.

Dukaz: Poloime a, =a, —a, b =b:a. Pak_plati a_,,g_E, | ,,||—: 0,
[an) = (@)= = B)- 2 0, tedy [(®)-]| < [far]| > 0, B)_] =0, (B)- =0, 5=
=0, b=a.

50. Véta: Bud K-linedl Y s obecnou normou 4uplny jako memcky prostor.
Pak je C(Y) = R(Y).

Dikaz: Necht a, € ¥, a, > 0, ||a,|| - 0. Necht > [la;,|| < co. Z Gplnosti ¥
n=1

© N
plyne, %e existuje a = 2 a;,. Je-li 55 = 2, ay, je 8, < 8, < ...; podle 48 je
n=1 n=1

8, < a, tim spi¥e a, <a pro n=1,2, ... Podle 47 je C(Y) = R(Y).
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51. Véta: Bud Y K-linedl s obecnou normou. Necht ke kaZdé posloupnosti
0<a < a;, < ..., kde sup|a,|| < o, existuje aeY tak, Z Ha, —a| - 0.
n

Pak je Y 4plny metricky prostor.
Dikaz: Stadf dokazat, Ze je konvergentni kazda fada 2 b,, kde > [|b,|| <
n=1 n=1

< 0. Budi za tohoto ptedpokladu a, = > (b,),. Pak je 0< e, <a, <
t=1

o |l L 2B | < 2 1bal| < 00, tedy je posloupnost {a,} i fada
i=1 n=1

=
Z (b,)+ konvergentni. Podobné zjistime, Ze je fada > (b,)— a tedy i fada
n=1

n-1
2 '
> b, konvergentni.
n=1
Poznamka. Piikladem K-linealu s obecnou normou mize byt mnoZina
Y vsech spojitych funkei v intervalu <0,15, p¥i ¢emz normu definujeme vztahem
|| ::r}?iilla(tﬂ. Snadno zjistime, %Ze k posloupnosti funkef b,(t) =1 —t*

neexist;jgfunkce b € Y takové, aby platilo ||b, — b|| — 0; pFi tom je Y tplny
prostor. Pfedpoklad existence prvku b ve vét& 48 neni tedy zbyteény.
1

Definujeme-li v tém#e prostoru ¥ normu p¥edpisem |[b||, = [|b(¢)|dt, snadno
0

zjistime, Ze nezapornd funkciondla f, definovana pro x e Y vztahem f(x) = 2(0),
neni pii této normé spojita; pfi normé [jb|| = .fi’?i‘llb(t)' oviem funkcionala f
spojita je (coz plyne téz z véty 50). -

Vidime, Ze polouspoiiddani lze na naSem prostoru definovat jen jednim pii-
rozenym zpusobem, kdezto normu muzZeme definovat riznymi ,,rozumnymi‘
zpisoby a mnoZiny spojitych funkciondl mohou byt pfitom ruzné. Mize tedy
byt pfirozenéjsi vySetfovat na daném konkretnim prostoru mnozinu vSech
reguldrnich funkciondl neZ mnozinu v8ech spojitych funkcional.

Obé normy, o nichz jsme nyni mluvili, spliiovaly téZ pfedpoklad H) z 52.
Jako priklad K-linedlu s obecnou normou, kde tento piedpoklad neni splnén
Ize uvést prostor S takto definovany: Bud Z mnozZina viech koneénych méfi-
telnych funkef v intervalu (0,1, N bud mnozZina viech funkef ze Z, které jsou
rovny nule skoro v§ude. Klademe nyni S = Z/N; polouspofddani v S definu-

1

jeme podle 20, normu pro 7' ¢ 8 uréime predpisem ||T| = f %g—v([_to)cl(—t)—] dt, kde
0

z je libovolny prvek z tiidy T'. Prostor § ma tu zajimavou vlastnost, Ze na ném
neexistuje Zddna nenulova regularnf funkcionéla.

Déle si v8imnéme, Ze kazdy K-linedl s obecnou normou lze snadno vnofit
do tuplného K-linedlu. Mizeme totiZ utvo¥it mnozinu Z viech cauchyovskych
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posloupnosti prvki daného K-linedlu a mnoZinu N C Z vsech nulovych po-
sloupnosti; je jisté zfejmé, Ze Z mizeme opét poklddat za K-linedl a Ze v pro-
storu Z/N mizeme definovat normu. Lze pak snadno ukizat, Ze Z/N je uplny
K-line4l s obecnou normou a %e se ptvodni K-linedl d4 ztotoZnit s jistou ¢dsti
Z/N. .

52. Normovanym linedrnim prostorem. (s homogenni normou) budeme roz-
umét linearni prostor Y, kde je kazdému prvku a piifazeno (konecéné) cislo
lla|| (norma prvku a) tak, ze plati

Ol ae?,|o =0=>a =0,

02) a,beY = |la|| + [|bl| = [l@ + ],

H) acEaeY =|nxal| =|x|.]a|.

Poznamka 1. Z H) plyne ihned O 3) i O 4) (viz 40), takze je kazdy normo-
vany linedrni prostor zaroveii linedrnim prostorem s obecnou normou.

Poznamka 2. Je-li Y normovany linearni prostor, je C(Y) rovnéz normova-
nym linedrnim prostorem, klademe-li pro f ¢ C(Y)

[fll = sup f(z), kde [lz| < 1 .
(Viz na pf. [6], véta 3.5.) ||f|| je pak nejmensim z &isel &, splitujicich vztah f(z) <
< ofl#|| pro kazdé x.

53. Normovanym K-linedlem budeme rozumét K-lineal Y, ktery je zaroven
normovanym linedrnim prostorem, pii ¢emz plati

0K 1) aeY = |a|| =|l|all,

OK2)0<a<b abe¥Y=|a|<|b

54. Véta: BudiZ Y normovany K-linedl. PoloZme pro f € R(Y)

If|| = sup f(z) pro || < 1
(at je toto supremum koneéné nebo nekoneéné). Pak plati
feRB)=Ifll = IllfIfl
0<g<f, fLgeRX)=|g| Z |l -

Diukaz: Zvolme f € R(Y), ||| < 1. Protoze téz || |z||| < 1, jef(x) < [f|([2]) <
< |lIflll, takZe plati

]l = sup () < [ifl]l -
o<1

Zvolme naopak z € Y, |[z|| < 1. Pak plati
Ifl@) < Ifl(z]) = sup f(y) < sup f(y) = [fl .

lv| = )| WL

Odtud plyne

'

A =sip @) < Il
tedy . :
AN = 1Al -
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Necht nyni0 < g < f,f,g € R(Y). Zvolme a € Y, ||a|| < 1. Pak je téz |||a||| <

= 1, tedy g(a) < g(|a]) < f(|al) = [[f|; odtud plyne [|g]| = sup 9(@) < = [Ifll

55. Véta: BudiZ Y normovany K-linedl. Pak je C(Y ) rmné’z normovany
K-linedl.

Dukaz: Podle 46 je C(Y) K-lineal; vime, Ze je C(Y) normovany linearni
prostor. Podle predeslé véty plati také OK 1), OK 2).
56. Véta: Bud Y normovany K-linedl. Pfifadme kaZdému a € Y funkct F,
na mnoZiné C(Y) predpisem
Fo(f) =fa) (feC(Y)) .
Pak je a — F, isometrické a isomorfni zobrazent Y do C(C(Y)).

Dukaz: Podle znamé véty (viz na pt. [6] véta 6.2) existuje ke kazdému

aeY prvek f,eC(Y) tak, ze platl Ifal =1, fola = sup F,(f) =
= sup f(0) = fo(@) o], wivoveis viak |1, |1 ~ sup i < sup 191 el = il
takze plati ||[F || = HaH zobrazeni a — F, je tedy 1some’mcke

Pritadme nyni kazdému a ¢ Y funkei @ na mnoziné R(Y) pfedpisem

Do) =f@) (feRX) .

Podle 33 je zobrazeni @ — @, homomorfni; protoze podle 46 plati implikace
0<f<g,9eCY), feRY)=feC(Y), je podle 35 také zobrazeni @, — F,
homomorfni, pokladame-li F, za prvek K-linedlu R(C(Y)). AvSak svazové
operace v C(C(Y)) souhlasi se svazovymi operacemi v R(C(Y)); zobrazeni
a — F, je tedy homomorfni, i kdyZ pokladame F, za prvek C(C(Y)). Zjistili
jsme vSak, ze a — F, je zobrazeni isometrické, tedy prosté; je tudiz také iso-
morfni.

57. Bud Y normovany K-linedl, kde plati
Lo) a,beY, anb =0=|a+ b = [af| + [jb].

Pak fekneme, Ze Y je Ly-linedl. Plati-li dokonce implikace
Lya,beY,anb > 0=|la+ b =|a|| + |b,
nazveme Y L-linedlem.

Poznamka. V&imnéme si, Ze L,-linedl by se dal definovat jako normovany
K-lineél, kde plati

llafl = lla|l + [l

pro kazdé a.

58. Véta: Bud Y K-linedl; necht f € R(Y) a necht plati implikace

aeY, a>0=fa)>0.
PoloZme

/Bl = £([e])
pro kaZdé b € Y. Pak je Y L-linedl.
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Dikaz:b + 0= [b| > 0= [|b]| = f([b|) > 0. Déle plati |la]| + [|b]| = f(la]) +
+ 1)) = f(la] + B) = f(la + b)) = Jla + ] pro anb>=0 plati ziejms
rovnost. ‘

Pro ¢ B, jo |aa| = f(laal) = (x| [a]) = [»[f(la]) = |s] . |a]. Tim jsme
dokézali, Ze plati O 1), O 2), H), L); ziejmé plati i OK 1), OK 2).

Poznédmka. Piedpokladdme-li, Ze v néjakém K-linedlu Y je kazdému
prvku a piifazeno &islo |ja|| > 0 tak, Ze plati O 1), OK 1), L), je jiz Y L-linedl;
poloZime-li totiZ f(a) = ||a|| pro @ = 0, mtZeme podle 26 rozsifit funkei f na
nezapornou funkciondlu, ktera spliiuje podminky véty 58. Podle OK 1) je pak
f(J]) = ||| pro kazdé b.

59. Véta: Bud Y L-linedl. Necht a + b > 0, |ja 4 b|| = ||a|| + ||b]|. Pak
platt anb > 0.

Dukaz: Budc =a +b =c¢,—cy, kde ¢, =a, + b,, ¢, =a_ + b_. Pak
plati

lall = lla+l| + [l ,
Bl = [1o+]l + [lo-1
lleal] = lla || + [o+]]
lleall = lla—I| + [lb-
tedy || = [la + B]| = [la]| + [[]] = lleal| +- llc2], tedy
lleall = liell — leall -
Protoze v8ak ¢, = ¢ + ¢y, je [|cy]| = |lc|| + ||co||, takZe mame zaroven
lleall = lleall — [lell -

Odtud plyne |jcg| = 0,¢, =0,a_ =b_ =0,anb > 0.

60. BudiZz Y normovany K-lineal, kde plati

M,) a,b €Y, anb = 0= |avd| = max (la||, |5])).

Pak nazveme Y M, — linedlem.

Plati-li dokonce

M) a,b <Y, anb > 0= [avh]| = max (Ja], [B]),
fekneme, Ze Y je M-linedl. '

Poznédmka. Kakutani a Bohnenblust dokazali v [3], Ze je kazdy M,-lineal
zdroveli M-linedlem. V této praci je rownéz podan ditkaz tohoto tvrzeni (viz
vétu 92, ktera rikd téz, Ze je kazdy L,-linedl zaroven L-lineadlem), a to v pod-
statd stejnym zplisobem jako v [3]. Naskyta se oviem otazka, zda nelze podat
n&jaky jednodussi dukaz.

61.Véta: Bud Y My-linedl. Pak je C(Y) Ly-linedl.

Dukaz: Necht f,, f, e C(Y), fyAfs = 0. Zvolme ¢ > 0. Existuji a; €Y tak,
ze plati

el £ 1, fda) > [Ifill —e (¢ =1,2);

dale miZeme predpoklédat a; > 0. Protoze f,Af, = 0, existuji (viz 31) a;, a;
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tak, e plati ajad) > 0, a + af = a,, f1(a) + fo(@) < & fo(as) + falan) <'e,
tedy /i(a:‘) = fia, ——a:) = fia;) — f.‘(a:) > fia;) —e Bud b = a; A ag, b; =
= a;—h (1 =1, 2). Pak je fy(h) = fl(a’a) <& folh) < fa(ai) < &, tedy fi(b;) =
= i) — fi(h) > fdla) — & — & > ||fll — 3e. Podle 13 je b;Ab, = 0; zfejmé
je by < a,, tedy ||b]| < 1. Bud b = b, vb,. Protoze je Y M,-linedl, je té% ||b]| =
= max (Hblll, Hbzll) é 1, tedy ”fl . sz g (f + fa) (b) = f(6) + fa(b) > ”fl“ +
+ ||f2l| — 6e. Odtud plyne ||f; + fal| = [Ifal| + |If2ll; plati zde ovSem rovnost.

62. Véta: Budif Y M-linedl. Pak je C(Y) L-linedl.
Diukaz: Necht f,, f, € OF), firfa =0, 2; €Y, [z <1 (2 =1, 2) Bud
Y = (21) 4 V(@) 4 Pak je “y” = max (H(x1)+”, ”(xs)+n) £ L tedy fi(x,) +

+ fa(@s) < fil(@1)4) + faol(@2)) < h@) + fay) = (fhh+f) ) <|fL + fall, tedy
Ifll + |ifell < |Ifs + f.l|- Plati oviem rovnost.

63. Véta: Je-li Y Ly-linedl, je C(Y) My-linedl.

Dukaz: Necht f,, fo e O(Y), fiAfy =0. Zfejmé muiZeme predpokladat
max (|f]|, |Ifo]]) = 1; stadi pak dokézat, Ze If1Vfall £ 1. Zvolme proto a €Y,
a >0, ||la|| < 1; dale zvolme &islo £ > 0. Protoze fiAf, = 0, existuji a,, a, tak,
e a;Nay > 0, a; + ay = a, f1(@s) + fol@) <&, tedy

fia) = fday) + filay) < fila)) + €
fi (@ nay) < & .
Bud b; = a;, — (a;7ay). Pak je f(a;) < fi(b:) + &, tedy
fila) < fi(b:) + 2¢ .
Protoze je ||f]] < 1. je f.(b;) < ||b[; protoze je (podle 13) byAb, =0, je ||ba]] -+
+ [[bal] = [[b1 + B4ll, tedy [[ba]] + [lbal] < llaf] < 1. Odtud plyne
(fr + f2)(@) = fi(@) + fala) < f1(by) + 2¢ + fa(bs) + 2& < lba]| +
+ |lbgl] +4e S 1+ 4e,

v fell = lIfs + fo| £ 1.
64. Véta: Bud Y Kj-linedl?) s jednotkou j. PoloZme pro kadé a ¢ Y
la|| =infx, kde of = |aj .

tedy

Pak je Y M-linedl.
Ditkaz: Zfejmé je 0 < ||| < oo pro kaidé a. Napfed dokaZeme, Ze pro
kazdé a € Y plati také
llallj = la|
takze prislugné infimum je dokonce minimem. Zfejmé pro kazdé prirozené

1 1
n plati ([la]l + ;) .j = a], tedy —j = |a| — Jlall 5

3) Viz 22.
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jzmn.(la]—lalf)+
tedy (la| — [lallj), =0, la| —alli < 0, |a] < [allj -
Zejména pro ||a|| = 0 je také
Protoze |a|[j 2 |a|, [Blli = [b], je (lall + [1B)j = la| + [o] = |a + B], tedy
llall + [18l] = [l + B]l. : .
Pro libovolné f € E,, a € Y plati nyni || . |lallj = || . |a| = |Ba|, tedy [B] .

a| =a =0.

. |lall = ||Bal|. Pro B = 0 plati oviem rovnost; pro f = 0 je téz l% |IBall =

=

= |lal, tedy plati zdroveii [|a|| = |B| - [lall, [|Ball = |A] - [lal

Ty

Vatah [a] = |a]]| jo zéejmy.

Jedi 0< a < b, je [Bj = o] =b=a — [a], tedy [B] = a]. Pro and>
>0, 2= max (|af, [8) je %= la|=a, 4 =[b|=b, tedy 4 =avb—
= |avb|, A > |avb|. Plati zde oviem rovnost.

65. Véta: Bud Y L-linedl. Pak je C(Y) Kj-linedl s jednotkou j(x) = |jx .| —
— ||z—||. Norma, definovand v C(Y) podle 64, souhlasi s obvyklou normou.

Dukaz: Protoze Y je L-lineal, je podle 26 funkce j(x) = |jz.|| — [lz_]|
aditivni; zfejmé je to nezdporné a spojitd funkciondla. Je-li f e C(Y), a €Y,
a>0, je [fl@ < V|- la] =l i@ tedy plati |f| < [|f]j. Oznacimeli
normu, definovanou v C(Y) podle 64, na okamzik symbolem [f], vidime, Ze
[f1 < |If|l- Protoze viak podle 64 je |f| < [fIj, je pro libovolné a €Y |f(a)] <
< Ifl(la]) < [f1-4(ja]) = [f] |lal; odtud plyne (viz poznamku 2 k 52) téz [|f| <
<[l

Poznémka. Vidime zejména, Ze C(Y) je M-linedl, je-li ¥ L-lineal.

66. Veta: BudY Kj-linedl s jednotkou j; pokldddame-li Y za M-linedl s normou,
definovanou podle 64, je R(Y) = C(Y) a plati

IAll = 1£1G)
pro kaZdé f e R(Y). _
Dukaz: Podle 31 je |f|(j) =|s|up flx) = "s}llp f(x) = ||f|| pro kazdé f e R(Y);
z| <=4 2| <1
vidime zéaroveti, ze R(Y) C C(Y), tedy R(Y) = O(Y).

67. K-okruhem nazveme K-linedl Y, v némz je definovéno nasobeni tak, Ze
je Y zéroveti komutativnim okruhem s jednotkovym prvkem a Ze plati

xekEy a,beY = a(ab) = (xa)b ,
a,b,c €Y, c>0= (avb)c =acvbc .

68. Je-lic > 0, plati také (aAb)c = — [(—a)V(— b)lc = —[(—ac)V(—bc)] =
= acAbe.
Jelia >0,b02>0,jeab = (av0)b =abv0 = 0.
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69. Véta: Jestlize anb = 0, pak ab = 0.
Dikaz: Podle 12 je zde a + b =avb, tedy a®4 2ab+ b* = (avb).
(@ + b) = a(a + b)vb(a + b) = (a® 4 ab)V (ba + b?) = ab 4+ (a?vb?), tedy
a? 4 ab + b2 = a2vb? .
Protoze viak @ > 0, b > 0, je a® > 0, ab > 0, b* = 0, tedy také a® + b2 =
> a2vb?, ab = a?vb — (a® 4 b%) < 0. Odtud plyne
ab =0 .

70. Véta: Pro libovolné a € Y plati a® = 0.
Dukaz: a® = (a,)? — 2a,a_ + (a_)? kde (a,)? = 0, (@a_)* = 0, a, .a_

= 0.
Poznamka. Je-li j jednotkovy prvek okruhu Y, jej = j% > 0.
71. Véta: Jsou-li a, b proky K-okruhu Y, plati

la] [b] = |ab] .
Dukaz: ab = (@, —a_)b, —b_) =ab, +ab_—a,b_—a_b,. Plati
a.b,.nab_ =a, (b, nb_) = 0 atd., takze podle pozndmky k 16 mame
(@b), =a,b, +a b_, (ab)_ =a,b_ +a_b,, tedy lab| = (@+ +a-).

by +bo) = la] . Jp] -

72. Véta: Bud Y K-okruh; bud j jeho jednotkovy prvek. Je-li f mezdpornd
funkciondla na Y takovd, Ze f(j) = 0, je f = 0.

Dikaz: Zvolme a ¢ Y a &slo x. Pak je 0 < f((a — j)?) = f(a® — 2a0j +
+ &%) = f(a?) — 2&f(a), tedy 2xf(a) < f(a?). Odtud plyne snadno fl@) =0,

f=0.
Poznamka. Budte f, g prvky R(Y) takové, Ze plati
f(x) = g(x), kdykoli 0 <2z <7j

utvorme h = f —g. Pak je h,(j) = suph(x) =0, tedy h.(j) =0, h, =0,
0_x_"7J
rovnéz h_(j) = h,(j) —h(j) =0, h_ = 0,tedyh = h, —h_ = 0. Odtud plyne

S = g .
73. Véta: Bud Y K-okruh. PoloZme pro f € R(Y)
1Al = IF1G) -
Pak je R(Y) L-linedl.
Dukaz: Klademe-li J(f) = f(j) pro f € R(Y), vidime, Ze funkciondla J
spliiuje podminky véty 58.
Poznamka. VSimnéme si, ze ||f| = sup f(z).
l#l<d
74. Vita: Bud Y K-okruh, f € R(Y), f > 0; bud
A = f[i(lxl) =0] .

Pak je U idedl.
27



Dikaz: Jestlite a,b ¢ %, je 0 < f(la + b)) < f(la] + b)) = f(al) + f(B]) =
=0, tedy a + b e Y.
Zvolme nyni a € Y a polozZme
’ h(@) = f(lalz)
pro kazdé = ¢ Y. Snadno se zjisti, Ze je f, nezdporna funkcionéla a Ze f,(j) = 0;
podle 72 je f, = 0, tedy zejména f,(|z]) = f(|a| |x|) = f(|laz]) = 0. Vidime, Ze
ax € ¥ pro kazdé x e Y.

Kdyby platilo j e %, bylo by f(j) =0, f = 0; je tedy % opravdu (vlastnim)
idedlem.

Poznamka. Je-li B libovolny idedl vY, x € E,, b € B, je ab = (aj)b € B.

75. Véta: Bud Y K-okruh; poklddejme podle 73 R(Y) za L-linedl. Pak funkcio-
ndla f € R(Y) je okruhovym homomorfismem,*) pravé kdyz plati

1) {20,

2) anb = 0= f(a). f(b) =0,

3) |Ifll = 1.

Dukaz: Budi? f e R(Y) homomorfismem. Je-li anb = 0, je podle 69 také
ab = 0, tedy 0 = f(ab) = f(a) . f(b). Podle 37 je bud f = 0 nebo f < 0. Protoze
pro ka?dé a ¢ Y plati f(a) = f(aj) = f(a) . [(j), je bud f = 0 nebo f(j) = L.
Piipad f = 0 vyludujeme, tedy je f(j) = 1. Odtud plyne f > 0, [|f|| = f(j) = 1.

Necht naopak mé f vlastnosti 1), 2), 3). Podle poznamky k vété 37 plati
f(a) = 0<=>f(|a]) = 0; podle 74 je tedy mnozina U = E[f(x) = 0] ideal. Podle
3), 1) je ddle 1 = ||f|| = |f[(7) = f(j) (tedy f = 0). :

Pro libovolné x € Y plati 0 = f(x) — f(j) . f(z) = f(x —j . f(2)), tedy

x=7J.f(®) mod ¥ .
Je-lliyeY, je téz
y=17.1@
j-Hey) =ay =7 f@).Hy) =7 ) @)

i . (flay) — f(x) - f(y) € A,
0 = (f(zy) — f(z) . f@)) - F5) = Flay) — f(@) - f(@)
flxy) = f(x) . f(y) -

76. Budte a, b rizné body linedrniho prostoru Y. Budiz 7 mnoZina viech
¢ e Y tvaru

tedy

c =oa-+ pb, (*)

kde «, f € E,, af = 0, « -+ B = 1. Pak mnozinu 7' nazveme dseckou o konco-
vych bodech a, b.

4) Nulovou funkciondlu nepoklddéme za homorfismus.
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Je-liceT, a + c + b, fekneme, Ze bod ¢ je vnitFnim bodem tsecky 7'. To
nastane, pravé kdyz jsou obé éisla «, # ve vyraze (*) kladna. .

Rekneme, %e bod ¢ je vrcholem mnoziny A C Y, jestlize plati c € A a jestlize
bod ¢ neni vnitinim bodem Zadné tsedky, obsaZzené v A.

77. Véta: BudiZ Y normovany linedrni prostor, kteryj obsahuje vice nef jeden
prvek. Budif S jednotkovd koule prostoru Y, t.j. S = Elzx €.Y, |jz| < 1]. Pak je
@

bod x vrcholem S, pravé kdyZ md tyto vlastnosti:

1) [lof] =1,
2) jestlizex =y + z, |[y|| + ||zl = 1, pak jsou y, z ndsobky x.

Dukaz: Necht ma bod x vlastnosti 1), 2); nechf & = 2, + a2, [z < 1,
Xy F Xy ;> 0, Bex; =1 (¢ =1, 2). Pak je |lozif| £ i, 1 = Zox; 2> Zlovgy|| =
2 |[Baxy|| = ||z|| = 1. Vidime, Ze plati vSude znameni rovnosti; zejména
plati ||z,]| = 1. Podle 2) jsou «x; nasobky z, tedy jsou také x; ndsobky x a na
pfimce, uréené poéatkem a bodem z, lezi tii body s normou 1, coZ neni mozné.
Odtud plyne, Ze z je vrchol mnoziny S.

Bud naopak 2 vrcholem S. Snadno zjistime, Ze je ||z = 1 (pouZijeme toho,
Ze ma Y vice nez jeden prvek; jinak by byla nula vrcholem §). Necht z = y + z,
llvll + ||zl = 1. Je-li na pt. ||ly|| = 0, jsou y, z nasobky z. JestliZe ||y . ||z]| > 0,
je

Yo
= ol g+ Vel g -

Protoze = 1 a protoze z je vrchol, nemize byt

Y | ? _3_ ;
n‘yﬂ\ =T Tl * R >
|

tedy “3/7“ = l7“ =t Pak je x = |yllt + ||2llt = (|l + ||2l]) ¢ = ¢, tedy

y = lylle, =z =|¢= .
78. Véta: Necht Ly-linedl Y obsahuje vice neZ jeden prvek; bud v vrchol jed-
notkové koule v Y. Pak je bud v > 0 nebov < 0.
Dikaz: Protoze Y je L,-linedl, je
ol = llo+ll + llo-[| 5
podle 77 plati v, = av, v_ = fv. Je-lina pf. & + 0, je
v=a"1l.v, .
79.Véta: Bud Y L-linedl, v bud kladny vrchol jednotkové koule; necht 0 < x <
< v. Pak je x ndsobkem v.
Dikaz: Plati 1 = ||v]| = |j«|| 4+ |lv — |); podle 77 je z ndsobkem v.

80. Véta: Bud Y L-linedl, v,, v, budte kladné vrcholy jednotkové koule. Pak
je bud v, = v, nebo vy Avy = 0.
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Dikaz: Bud 0 < 2 < v, Av,. Podle 79 je x = av;, = fv,, kde ovem «, f >
20, tedy 0 < [l2]] = af|os]| = Bllvel] = & = B, tedy v; = v,.

81. Véta: MnoZina vdech kladnijch vrcholiv jednotkové koule v L-linedlu Y je
linedrné nezdvisld.

Dikaz: Plyne snadno z 80 a z poznamky k 16.

82. Véta: Bud Y K-linedl; bud K-linedl R, ¢dsti R(Y).

Necht platt implikace

feR,, g,he RY), ghh =0, g+h =f=>g,heR,.

Predpokladejme ddle, Ze je R, Ly-linedlem, ktery obsahuje vice neZ jeden prvek.
Pak je kady vrchol jednotkové koule v R, multiplikativnt funkciondlou®) (a md
normu '1). Je-li R, dokonce L-linedlem, je naopak té£ kaZdd multiplikativni
funkciondla s normou 1 vrcholem jednotkové koule v R,.

Dikaz: Bud f vrchol jednotkové koule v R,. Podle 78 miZeme piedpokla-
dat f > 0. Pfedpokladejme déle, zZe existuji a, b tak, Ze plati anb = 0, f(a) .
. f(b) >"0. Podle 32 existuji g, b ¢ R(Y) tak, ze plati

gAh =0, g+4+h=f,
ha) = f(a), g(b) = [(®) .
Podle piedpokladu g, & € R;; protoze je R, Ly-lineal, je |lg|| + ||2]| = ||f||- AvSak
g, b zfejmé nejsou nasobky f, coZ je ve sporu s vétou 77; tim je dokazano, Ze
f je multiplikativni funkcionala.

Budiz nyni R, L-lineal; bud f multiplikativni funkcionala, f e R,, |/f|| = 1.
Podle 37 muzeme predpokladat f > 0. Necht f =f, + f;, 1 =||f|| =|If.l] +
+ |Ifol|- Podle 59 je f; = 0 (i = 1, 2). Je-li f(a) = 0, je (viz poznamku k 37) také
f(|a|) = 0, tim spige f,(|a|) = 0, f;(@) = 0. Podle zndmé véty (viz na pf. [6],
véta 1.17) jsou f, nasobky f. Podle 77 je f vrchol.

Poznamka. Obsahuje-li normovany linearni prostor Y vice nez jeden
prvek, obsahuje mnozina C(Y) také vice nez jeden prvek. (K dikazu mizeme
pouzit na p¥. véty 6.2 z [6], kde vezmeme za  mnozinu, obsahujici samotnou
nulu, a kde volime a + 0.) Je-li zejména ¥ M -linedl (resp. M-lineal), ktery
obsahuje vice nez jeden prvek, muzeme podle 46 a 61 (resp. 62) poloZit v pie-
deslé vété R, = C(Y). '

Dostavame tak tyto véty:

Je-li Y M,-linedl, je kazdy vrchol jednotkové koulev C(Y ) multiplikativni funkcio-
ndlou (s normou 1).Je-li Y M-linedl, je mnofina vdech vrcholi jednotkové koule
v C(Y) rovna mnoZiné vdech multiplikativnich funkciondl s normou 1.

83. Véta: Bud Y K-okruh. Poklidejme podle 73 R(Y) za L-linedl. Pak je
funkciondla f € R(Y) kladnym vrcholem jednotkové koule v R(Y), prdvé kdyz je
okruhovym homomorfismem.

5) Viz 36.
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Dikaz: Plyne ihned z 75 a 82.

Poznimka. Viimnéme si, Ze véta 83 charakterisuje jen ty homomorfismy,
které patii do R(Y). V nékterych K-okruzich vsak existuji homomorfismy,
které zobrazuji okruh na téleso redlnych ¢&isel a které nejsou regularnimi funk-
ciondlami. BudiZ na p¥. ¥ mnozina vSech funkei v intervalu <0, 1), které lze
,,po &astech* vyjadiit polynomy. Pitadme kazdé funkei z € Y ¢&islo f(z) timto
predpisem: Existuje ¢islo ¢ > 0 a polynom p(t) tak, ze pro t € {0, &) je x(t) =
= p(t); poloime

f@) = p(=1) .
Snadno se zjisti, Ze f je homomorfismus a Ze sup f(z) = co. Pfitom je Y do-
konce Kj-linedlem. o0=rst

Ma-li viak K-okruh Y tu vlastnost, 7e ke kazdému a € ¥, a > 0 existuje b
tak, e b2 = a, je oviem f(a) = f(b?) = (f(b))* = 0 pro kazdé @ = 0 a pro kazdy
homomorfismus f. Vidime, Ze je v tomto pifpadé kazdy homomorfismus, ktery
zobrazuje Y do télesa realnych ¢&isel, nezapornou (a tedy regularni) funkciona-
lou.

84. Je-li P libovolné neprazdnéd mnozina, pak systém F viech konetnych
funkei na mno#ing P muzeme poklidat za topologicky kartézsky soucin tolika
piimek, kolik prvki ma mnoZina P.

Je-li P dokonce linedrni prostor, je-li dale L mnozina vSech aditivnich a
homogennich funkei na P a poklddédme-li L za podprostor topologického pro-
storu F, fikédme, e jsme v L definovali slabou topologii. Definujici okoli bodu
fo € L jsou pak mnoziny tvaru

U(f07 xb Lgy « ooy Lp, 8) = F;’[f € L; lf(xz) "fo(“%)‘ <e (i = 1’ -2’ LT n)];

kdez,, 7,, ..., ¥, € P, 0 < ¢ € E,;snadno zjistime, Ze zde miZeme piedpokladat
¢ = 1. Je-li P dokonce normovany linedrni prostor, mizeme piedpoklidat
el < 1proi = 1, 2, ..., n; pak se oviem jiZ nesmime omezovat na & = 1.

Jednotkovou kouli v normovaném linedrnim prostoru ¥ budeme znadit
S; je tedy 8 = E[z € ¥, ||z|| < 1]. Jednotkovou kouli v C(Y) budeme znadit
S,. Pak plati: °

85. Véta: Mnofina S, je kompakint ve slabé topologii.

Dikaz: Bud B mno#ina viech funkef  na ¥, pro n& plati |p(z)| < |j2f| pro
kazdé x € Y. Pak je B kartézskym soutinem interval (—][z||, ||2||>. Z¥ejmé plati
S, C B; definujeme-li v B topologii jako v kartézském soudinu topologickych
prostorii, snadno se zjisti, Ze S, je ve slabé topologii podprostorem B. Podle
znémé véty je B (Hausdorffiv) kompaktni prostor; stati tedy dokdizat, Ze
mnoZina S, je v B uzaviend. Zvolme ¢ € B, ¢ € 8,; dokaZeme napfied, Ze je ¢
aditivni. Budte z, y prvky Y; zvolme jesté ¢ > 0. Pak v okolf funkce ¢, urde-
ném body z, y, x + y a &slem e, lezi n&jaky prvek f € S,; plati tedy

lp(@) —f@)] <& |p@)—f@)] <e lp@+y) —fz+y)l<e.
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Odtud viak snadno plyne [p(z) 4 @(y) —@(x + y)| < 3¢, tedy ¢(2) + ¢(y) =
=g+ 9)

Tim jsme dokazali, Ze je ¢ aditivni funkce; protoze pro kaidé = ¢ Y plati
lp@)] < [l je ¢ <o

86. Véta: Bud Y normovany linedrnt prostor. Necht @ + A C C(Y ); bud A4
kompakint ve slabé topologii. Necht x € Y. Pak existuje vrchol v mnoZiny A tak,
Ze platt

v(x) = f(2)
‘pro kaZdé f € A. .

Dikaz:®) Bud x = z,; budte z,, z,, ..., z,, ..., Z,, ... ostatni prvky prostoru
Y v n&jakém dobrém uspotadani. Polozme K, = A. Jsou-li dany mnoZiny
K, pro £ < », které jsou neprazdné, kompaktni ve slabé topologii.a které tvori
nerostouci systém, utvorme napfed mnozinu

L =11k, .

<y
Mnozma L, je opét neprazdnd a kompaktni ve slabé topologii. Funkce z,
na mno%ing C(Y), urdend vztahem z(f) = f(x,), je spojitd; mnozina M téch
bodd z L,, kde funkce z, nabyvé (na mnoziné L,) svého maxima, neni tudiz
prazdné. Dale je M uzaviend v L,, tedy kompaktni, a plati M C K, pro kazdé
& < v. MiZeme proto polozit

K,=M.
Tak definujeme transfinitni monotonni posloupnost neprazdnych kompakt-
nich mnozin K,; bud @ jeji prunik. Je oviem opét @ + @. Necht f,g € @,
z, € Y. Protoze Q C K, C L,, nabyva funkce z, v bodech f, g maximilni hod-
noty na L,; zejména plati
z(f) ==,(9) =9(@=) = fx,) .

Je tedy f(x) = g(x) pro kazdé z, f = g.

Vidime, Ze mnoZina @ je jednobodova; bud v jeji prvek. Dokazeme nyni,
Ze v je vrcholem mnozZiny 4. Necht tedy v = of 4 fg, kde s > 0, + g =1,
f,ged, f + g. ProtoZze @ obsahuje jen jeden prvek, existuji & tak, Ze neni
zérovell f € K¢, g € K;; bud » nejmensi takovy index. Necht na pf. f non € K ,;
je oviem » > 0, protoze f e 4 = K,. Je viak feK,, geK, pron <, tedy
feL, gelL,.

Protoze v ¢ K,, je pro y = z,

fly) <oly) .
9y) < v(y) ,

tedy v(y) = af(y) + fg(y) < av(y) + Pu(y) = v(y) — spor.
Tim je dokézino, Ze v je vrchol mnoZiny A.

%) Dukaz je ptevzat z [5].
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Protoze ve K, C L, = K, = A, plati (pro x, = x)
v(z) = f(x)
pro kazdé f e A. '

87. Véta: Bud Y normovany linedrni prostor; necht z € Y. Pak existuje vrchol
v jednotkové koule v O(Y) tak, e plati v(x) = |jx||.

Dukaz: Podle znamé véty (viz na pt. [6], véta 6.2) existuje f e O(Y), [|f|| =1
tak, ze f(x) = ||z||. Zvolime-li v pfedeslé vétd A = S,, vidime, Ze existuje vrehol
v mnoziny S, tak, Ze plati v(x) > f(x) = ||z|. Plati oviem rovnost.

Poznamka. Je-li P libovolna neprazdna mnozina, pak pro kazdou funkei f
na mnoziné P klademe
Ifll = sup |[f(x)|, kde x P .
Je-li Y linedrni prostor, jehoz prvky jsou omezené funkce na mnoziné P, stane
se tak ¥ normovanym linearnim prostorem.
Z véty 87 nyni plyne:
Bud Y normovany linedrni prostor; bud V mno#ina vech vrcholi jednotkové

koule v C(Y). Pfifadme kaZdému x €Y funkci x na mnoZiné V obvyklym zpiso-
bem. Pak je zobrazent x — z aditivni, homogennt a isometrické.

(Dtikaz provede ¢étenaf snadno sam.)

88. Véta: Bud Y normovany K-linedl. Bud N mno¥ina viech nezdpornyjch
funkeiondl z C(Y), M budif mnofina vech multiplikativnich funkciondl z C(Y).
Pak jsou mno¥iny N, M uzaviené v O(Y) ve slabé topologii.

Duakaz: Zvolme f e»ﬂ, x,yeY, xAy = 0 a piedpoklidejme, Ze neni f(x) .
. f(y) = 0. Bud ¢ = min (|f(z)], |{(y)|). Pak existuje g ¢ M tak, Ze plati

f@) —g@)| <& [fy)—9@)] <e .
Je-li v8ak na pr. g(x) = 0, je |f(x)| < &, coZ je spor.

Bud nyni f ¢ N, a > 0; predpokladejme, Ze neni f(a) = 0, nybrz f(a) < 0.

Bud ¢ = — f(a). Opét existuje g € N, t. j. g = 0, tak, Ze plati
l9(@) — f@)| <e ,
tedy ¢ = —f(a) < g(a) — f(a) < & op&t mame spor.

89. Véta: Bud’YKy -linedl.’) Bud @ = E[O < feCX), |fl =1]. Pak je @

kompaktnt ve slabé topologii.

Dukaz: Podle 85 stadi dokazat, %e je mnozina @ v C(Y) uzaviena (pfi slabé
topologii). Zvolme tedy f € @. Vime, Ze je ||f| < 1; podle 88 je f = 0, podle 66
je tedy [Ifl| = f(j). Kdyby bylo ||f|| < 1, bylo by pro jisté g « @

1—f() = lg@) — 16)] < 1—Ifl =1—f()

coz neni mozné. Je tedy ||f|l = 1.

7) Viz 22.
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Poznamka. Bud Y normovany linearn{ prostor, v némz existuje nekoneéna
linedrné nezavisld mnoZina. Bud @, = E[f e C(Y), ||f|| = 1]. Necht ,, z,, ...
!

..., x, € Y. Bud Z mnoZina viech linearnich kombinaci prvku x,, x,, ..., Z,.
Podle zndmé véty (viz [6], véta 4.6) je Z Gplny prostor, tedy je Z uzaviené
v Y. Je oviem Z =+ Y; existuje tedy (viz [6], véta 6.2) funkciondla f e C(Y)
tak, Ze plati ||f| = 1, ale f(x) = 0 pro kaZdé = € Z. Je tedy f € @, ale f(z;) = O
pro¢ =1, 2, ..., n. Vidime, Ze v kazdém okoli U(0; z,, ,, ..., z,; ¢) lezi n&jaky
prvek f € @,, tedy 0 € @,; mnozina @, nenf ve slabé topologii uzaviena. Tvrzeni
véty 89 nenf tedy nijak trivialni.

90. Véta: Bud Y mormovany K-linedl. Pak je mnoZina vdech mezdpornijch
multiplikativnich funkciondl z jednotkové koule v C(Y) kompakini ve slabé
topologii. Je-li Y Kj-linedl, je také mnofina vdech kladnych vrcholt jednotkové
koule v C(Y) kompakint ve slabé topologii.

Dikaz: Prvni tvrzeni plyne ihned z 85 a 88.

Je-li nyni Y Kj-lineél, je podle 64 také M-linedlem. Podle pozndmky k vété
82 jsou kladnymi vrcholy jednotkové koule v C(Y) pravé vSechny nezaporné
multiplikativni funkciondly s normou 1; ty vSak tvoii podle 88 a 89 kompaktnt
mnozinu.

91. Véta: Bud Y M-linedl, ktery obsahuje vice nez jeden prvek; bud V mno-
Zina vdech kladngch vrcholi jednotkové koule v C(Y). Pritadme kafdému x ¢ ¥
funkeci  na mnofiné V predpisem

x(v) = v(x) pro katdé v eV .
Pak je zobrazent x — x isomorfni a isometrické.

P¥i slabé topologii je V diplné reguldrni, funkce x jsouna V spojité a ke katdym
dvéma bodam v, + v,z V existuje x € Y tak, Ze vi(x) = 0 + v,(x).

Dikaz: Kladné vrcholy jsou podle pozndmky k vété 82 kladnymi multi-
plikativnimi funkciondlami; podle 39 je zobrazeni x —> x homomorfni. Budiz
nyni 0 < z €Y. Podle 87 existuje vrchol v jednotkové koule v C(Y) tak, Ze
v(z) = ||z||. Podle 78 je bud v > 0 nebo v < 0; protoze z > 0 a v(z) > 0, je
v > 0, tedy v e V. Vidime, ze plati ||z]| < ||#]| (vyznam |jz|| definujeme oviem
podle poznamky k 87). Je viak |z(v)| = |v(z)| < ||| . ||| = || pro kazdé
v eV, tedy je téz ||| < |||, takZe plati

ll#l| = =]
pro kazdé x > 0. Pro libovolné = € ¥ plati nyni ||z]| = || |z||| = I(|z])|| = || |x||| =
= -

Je zfejmé, Ze je V uplnd regularni a %e funkce z jsou na V spojité. Zvolme
nyni vy, vy €V, v; + v,. Kdyby platila implikace v,(z) = 0 => vy(z) = 0, bylo
by podle znamé véty (viz [6], véta 1.17) v, nasobkem v,, coz neni mozné.
Existuje tedy z « Y tak, Ze plati 2(v;) = v,(x) = 0, ale x(v,) = vy(x) + 0.
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92. Véta: Kaidy M,-linedl je zdrovet M-linedl; kaZdy Ly-linedl je zdroves,
L-linedl.

Dukaz: Podle piedeslé véty je M,-linedl ¥ isometricky a isomorfni s K-li-
nedlem Y, viech -funkei z; ¥, je v8ak zfejm& M-linedl, tedy je ¥ také M-linedl.
Budiz nyni Z L,-lineal. Podle 63 je C(Z) M,lineal, tedy M-lineal; podle 62
je C(C(Z)) L-lineal. Podle 56 je Z isometrické a isomorfni s néjakou ¢asti
C(C(Z)); je tedy Z také L-lineal.

Poznamka. Ve vété 91 jsme dokazali, Ze 1ze kazdy M-lineal representovat
(se zachovanim vsech operaci) jako jakysi systém funkei, které jsou spojité
na Gplné reguldrnim topologickém prostoru. Misto mnoZiny V viech kladnych
vrchold jsme mohli vzit také na pf. mnoZinu 7' vSech nezdpornych multipli-
kativnich funkciondl s normou < 1 nebo mnozinu V C 7. Je celkem zfejmé,
Ze bychom dostali ,,stejné dobrou‘ representaci a zakladni prostor by byl
dokonce kompaktni; z na&i véty by vSak neplatila poznamka o ,,oddé&litelnosti*
bodt zdkladniho prostoru pomoci funkei .

Ukézeme na pitklads, ze mize byt V == V. Budiz ¥ mnozina viech posloup-
nosti realnych &isel, které konverguji k nule. Definice linearnich operaci a polo-
uspofadani lezi nasnadé; pro x = {£,} € Y klademe ||z = sup |£,| = max |§,|.

n n

Zvolme x,, x,, ..., z, € Y, ¢ > 0. Pak existuje N tak, ze pron > N je
BN =g, & =12, .0, 0
(klademe x; = {£¥}). Zvolme né&jaké n, > N a utvorme funkcionilu
f(@) = &y,

(kde z = {&,}). Pak je f zfejmé& kladnd multiplikativni funkciondla s normou 1
a plati |f(x;)] < e pro i =1,2,...,m. Vidime, Ze nulovd funkciondla le#
v uzédvéru mnoziny V.

Oznaéime-li symbolem P mnozinu 7' nebo mnozinu V, vidime, ze ke ka¥-
dému t ¢ P — V existuje &islo « a prvek v e V tak, ze plati 0 < &« < 1, ¢ = aw;
pak je oviem

x(t) = t(r) = av(x) = ax(v)

pro kazdé z ¢« Y. Vidime, Ze hodnoty funkei # na mnozingé P—V jsou v tomto
smyslu uréeny jejich hodnotami na mnoziné V. Odtud plyne, Ze mnoZina viech
funkei x neni vidy rovna mnoziné vSech spojitych funkei na prostoru P.
(To je ostatné patrné jiZ z toho, Ze mnoZina viech spojitych funkei na prostoru
P je Gplnym prostorem, zatim co M-linedl ¥ jim byt nemusi.) Zachovame-li
v8ak oznadeni, miZeme vyslovit tuto vétu:

BudiZ P kompakini prostor, pro néjZ plati V C P C T. Ptifadme katdému
teP—V proek ¢(t) e V a &slo «(t) tak, aby platilo

t = (). p(t) .
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Budif Z mnoZina véech funkct z, které jsou spojité na prostoru P a které pro ka#dé
t e P —V splivuji vztah

2(t) = «(t) . 2(g(t))-
Pak je mno#ina vdech funket x hustd v Z.

Tuto vétu v podstaté dokazuje Kakutani v [2]. Poddme zde ponékud jiny
dikaz; dokdZeme totiZz nasledujici vétu, ktera podle 91 je obecn&j¥i neZ véta
pravé uvedena.

93. Véta: BudiZ P kompakini prostor; mech{ P = P, + P,, PP, = 0.
Bud katdému t e P, pfifazen prvek o(t) € P, a &islo x(t). Oznaéme pismenem Z
mmnoZinu véech funkct z na P, které jsou spojité a splivujt pro katdét e P, vztah

2(t) = «(t) . 2(p(?)) -
Bud ddle Y K-linedl, ktery md vice neZ jeden prvek a ktery je édsti Z. Necht ke
kaZzdé dvojici t, + t,bod# z P, existuje funkcey €Y tak, Ze plati y(t,) =0, y(t,;) = 1.
Pak je Y husté v Z.
Dikaz: Zvolme libovolné z € Z a libovolné ¢ > 0. Napied dokizeme, Ze ke
ka¥dému ¢, € P existuje takové y* ¢ Y, %e plati
Y (k) = () } *)
y <zt
Zvolme tedy ¢, e P. Rozeznavejme dva pripady:
a) t, € P,. Z nasich piedpokladii snadno plyne, Ze ke kazdému ¢ ¢ P, existuje
Y, € Y tak, Ze plati
Yilto) = 2(ky),  y.(t) = 2(t) (:)
(mé-li mnozina P, jen jeden prvek, je tieba pouzit toho, Ze ¥ ma vice neZ jeden
prvek). Je-li s € P,, polozme ¢(s) = ¢; pro funkei y, pak plati
Yi(s) = x(s) . yut) = x(s) . 2(t) = 2(s)
(a oviem y(t) = 2(4)).
Klademe-li pro s € P, y, = y,, kde t = ¢(s), vidime tedy, Ze ke kazdému
t ¢ P existuje funkce y,, kterd spliuje vztahy (%). Pfifadme nyni kazdému

t e P okoli U, tak, aby pro kazdé ¢’ € U, platilo y,(t') < z(¢') + ¢. JestliZe nyni
okoli U,, ..., U, pokryvaji P, pak funkce

Y =y Ao AY,
spliiuje oba vztahy (*).

b) ¢, € P,. Polozime-li y*) = 4™, kdet, = ¢({,) akde funkce y* je urdena
podle bodu a), jsou vztahy (*) zfejmé opét splnény.

Odtud plyne ihned, %Ze miZeme kazdému ¢ ¢ P pfifadit funkeci ¥ a okoli
U® tak, Ze plati y(t') > 2(t') — ¢ pro ka?dé ¢ « U® a dile y® <z + .
Jestlife op&t okoli U, ..., U pokryvaji P, pak funkce y = y*v... vy
zfejmé spliluje podminku [z — y| < & tim je dikaz proveden.
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Poznamka 1. Ctenaf snadno zjisti, Ze Z4dné z &isel «(t), ktera se vyskytuji
v této véts, nemiZe byt zdporné (jinak by Y nebylo K-lineilem).

Pozndmka 2. Z pravé dokdzané véty plyne na pt. tento dusledek:

Je-li P kompakint prostor a je-li Y K-linedl, jehof proky jsou spojité funkce
na P a ktery md tu vlastnost, Ze ke kaZdé dvojici t; + t, proka z P existujey € Y,
pro né% plati y(t,) = 0, y(t;) = 1, pak je Y husté v mnoZiné vdech spojityjch funkct
na prostoru P, pokud md prostor P aspor dva body nebo Y vice neZ jeden prvek.

Podobné Ize dokazat na pi. tuto vétu:

Bud P kompakint prostor; bud x spojitd funkce na P. Bud Y K-linedl, jeho
proky jsou spojité funkce na P. Necht ke kaZdé dvojici t,, ty bodi z P existuje
y €Y tak, Ze plati

yt,) =z(t;) (@ =1,2).

Pak ke kazdému ¢ > 0 existuje y € Y tak, Ze plati

le(t) —y ()] < e
pro kazdé ¢ € P.

Poznamka 3. Je-li Y Kj-lineal, je podle 90 mnozina V kompaktni; podle
nasi véty je pak mnoZina viech z hustd v mnozing vSech spojitych funkei
na prostoru V. Odtud plyne ihned: '

Je-li Kj-linedl Y iplny jako metricky prostor, je mno¥ina vdech x rovna mno-
Ziné vdech funkct, které jsou spojité na prostoru V.

94. Véta: Budiz P uplné reguldrni topologicky prostor; bud Y mnoZina vech
omezenyjch spojitych funkci na prostoru P. Pak mnoZina vdech kladnyjch vrchold
jednotkové koule v prostoru vsech reguldrnich funkciondl na Y je p¥i slabé topologis
homeomorfni s f-obalem prostoru P.

Dukaz: Vime, Ze f-obal miZeme poklidat za mnozinu viech homomorf-
nich zobrazeni okruhu Y na téleso redlnych ¢isel; mnozinu vSech spojitych
funkei na B(P) tvoii funkce x tvaru

(v) = v(x) ,

kde z € Y a kde v je piislusny homomorfismus. Protoze okruh Y obsahuje
s kazdym svym nezdpornym prvkem druhou odmocninu, je kaidy takovy
homomorfismus nezépornou (a tedy regularni) funkciondlou. Podle 83 je tedy
mnoZina V vSech kladnych vrcholi jednotkové koule v prostoru vsech regu-
larnich funkeciondl totoZnd s mnoZinou viech takovychto homomorfismi.

Protoze Y je Kj-linedl, ktery je Gplnym metrickym prostorem, je podle
poznamky 3 k 93 mnoZina viech x rovna mno%ind viech funkei, které jsou
Pri slabé topologii spojité na mnoZiné V. Mnozina V je viak kompaktni, tedy
uplng regulérni, a jeji topologie je proto mnoZinou vech spojitych funkei
uréena jednoznaéné; je tedy toto#né s obvyklou topologii v f-obalu.

37



Poznédmka. Je-li prostor P kompaktni, je oviem P = P a mnozina V je
homeomorfni s prostorem P. Vidime, Ze mnozinou ¥ miize byt libovolny kom-
paktni prostor.

95. Ve své praci [4] uvadi Hewitt tuto vétu:

Budif P uplné reguldrni topologicky prostor; bud Y mnofina vdech spojityjch
funkct na P. Pak je mnofina vdech funkciondl | tvaru

fle) = 2 ~ewlty

(xeY,x; e E,,t; € P)ve slabé topologit hustd v R(Y).

Hewittuv dikaz je v podstaté velmi sloZity; uziva se pfi ném dokonce né-
kterych hlubgich vét z theorie miry v topologickych prostorech. Nase véta 98
ukazuje, Ze Hewittovu vétu lze snadno zobecnit; z dalsich ivah je pak patrné,
Ze lze tuto vétu jistym zptsobem formulovat i pro abstraktni prostory. To
ve snadno vyplyne z nasledujici pomocné véty.

96. Véta: Bud Y linedrni prostor, jehoZ proky jsou (koneéné) funkce na ne-
prazdné mnofing P. BudiZ L mmofina vdech aditivnich a homogennich funkct
na Y; budiZ L, mnofina vdech g € L, k nimZ existujt ty, t,, ..., t,, € P a &isla «,,
Gy, oo vy &,y tak, Ze platt

pro kaidé x € Y.

Pak ke katdému | € L a ke kaidé koneéné skupiné z,, x,, ..., z, € Y existuje

g € L, tak, Ze plati
g(@:) = f(x:)
proi =1,2,...,n.

Dukaz: Napied dokdZeme, ze ke kazdé linearné nezavislé skupiné z,, x,, ...
wo X, € Y existuji £, ¢, ..., ¢, € P tak, Ze determinant o prveich z,(t;) (4,5 =
=1, 2,...,n) je rizny od nuly. Pro n = 1 to zfejmé plati; necht to plati pro
jisté n. Zvolme linedrné nezavislou skupinu z,, ,, ..., z,, ,,,. Podle induké-
niho piedpokladu existuji ¢, ¢, ..., f, € P tak, Ze determinant o prveich z,(¢;)
(+,7 =1,2,...,m) je rizny od nuly. Utvofme matici I o prveich z,(¢;), kde
1 =12 ..,mn+1, §j=1,2,...,n. Bud D; determinant matice, ktera
vznikne z matice M vynechdnim i-tého Fadku; bud D; = (—1)**"*1. D,
Budiz dale

y =201 + D5 + ... + 2,05 + 241D}, -
Protoze prvky 2,, @,, ..., Z, , , jsou linearn& nezévislé a protoze D, ,, = D, +
%+ 0, neni y = 0; existuje tedy ¢,,, e P tak, Ze plati y(f,,,) + 0. Rozvedeme-li
nyni determinant o prveich z(t;) (4,7 = 1,2, ...,n + 1) podle prvka posled-
niho sloupce, dostaneme prav® &islo y(f;,,,) = 0. Tim je proveden indukéni
krok a nafe tvrzeni je dokazano.
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M¢gjme nyni libovolnou koneénou skupinu z,, 2, ..., %, € Y a libovolné

f € L. Budte 2y, ..., x,, linearné nezavislé, x,, ,,, ..., , budte jejich linearnimi
kombinacemi. Podle dokazaného tvrzeni existujit,, t,, ..., t,, € P tak, Ze systém
rovnic

o) =Somft) G=1,2 .. m
i=1

ma feSeni v «;. Uréime-li g € L, vztahem

§=1
vidime, Ze plati
fa:) = g(=:)
pro ¢ =1, 2, ..., m; z aditivity a homogenity plyne nyni snadno, Ze tento
vztah plati také prot =1, 2, ..., m, m + 1, ..., n. Tim je v8e dokazéano.

Poznamka. Véta 96 ma charakter Cisté algebraicky; ziejmé bychom misto
o funkcich mohli mluvit o zobrazenich do libovolného télesa atd. a véta i dikaz
by platily dale.

97. Véta: Necht Y, L, L, maji tijz vijznam jako v prededlé vété. Pak je L, pti
slabé topologit husté v L. :

(Plyne ihned z 96.)

98. Véta: Bud P topologicky prostor; bud @ hustd édst P. Bud Y linedrné pro-
stor, jehoZ proky jsou spojité funkce na prostoru P. Bud L mnoZina véech aditivnich
a homogennich funkci na Y; bud L, mnofina vdech g € L tvaru g(x) = %aix(ti),
kdet,, ..., t, € Q. Pak je L, pfi slabé topologii husté v L. !

Dikaz: Prifadme kazdé funkei z € Y parcialni funkei z, na mnoziné Q.
Zobrazeni x — x, je ziejmé isomorfismus; odtud véta snadno plyne.

99. Véta: Budiz ¥ normovany linedrni prostor; bud V mnofina vech vrcholi
jednotkové koule v C(Y). Bud [V] mnofina vech linedrnich kombinact prvkd
mnoZiny V. Pak je pfi slabé topologii [V] husté v C(Y).

Dukaz: Podle poznamky k vété 87 lze ¥ pokladat za jakousi mnozinu
funkef na V. Nyni pouZzijeme véty 97.

Poznéamka. Je-li Y dokonce M-linedl, mizeme vzit za V také jen mnozinu
vsech kladnych vrchold.

Podobnou vétu lze zfejmé dokazat pro libovolny linedrni prostor Y, vezme-
me-li za ¥ takovou mnozZinu aditivnich a homogennich funkei, aby ke kazdému
y €Y, kdey = 0, existovalo v € V tak, aby bylo v(y) + 0; pak miZeme totiz ¥
representovat jako systém funkeci y, definovanych na mnozing ¥V obvyklym
zpisobem. Mnozina [V] je pak pfi slabé topologii hustd v mnoZing vSech adi-
tivnich a homogennich funkei na Y.
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Casopis pro péstovini matematlk}, ro&. 79 (1954)

POZNAMKA K JEDNOMU RESENT BIHARMONICKEHO PROBLEMU

IVO BABUSKA, Praha.

(Doslo dne 19. kvétna 1953.) DT: 517.946

Q. A. Grinberg upozornil v [1] a spoleénd s N. N. Lebedévem a Ja.
S. Ufljandem v [2] na jednu methodu feSeni biharmonického problému
v roving pomoci orthonormélnich fad. V této poznédmce bude uéinéno
nékolik pfipominek k této method& a bude ukézédna jedna modifikace
Grinbergova postupu.

1. ReSeni rovinného biharmonického problému orthonormélnimi Fadami
podle G. A. Grinberga.

V tomto odstavei vylozim struéné hlavni myslenku Grinbergova postupu.
Ukazi ji pouze pro fefeni homogenniho biharmonického problému 44w = 0.
Pii fefeni nehomogenniho problému je zakladnf myslenka stejnd.

Problém formulujme takto: Bud 2 rovinna jednoduse souvisléd oblast, ohra-
ni¢ena jednoduchou dostateéné hladkou k¥ivkou C. Jest nalézti FeSeni rovnice

AAu = 0, kdyz na C nabyvaji funkce u a 2—: (v je vnéjsi normala) piedepsanych
hodnot.
Predpokladejme, Ze fefeni existuje a Ze

[[(Au)2dR < o .
Q2
Hlavn{ my§lenkou Grinbergovou jest rozvinuti funkce A« pomoci orthonormal-
nich funkef.
Bud u, (n = 1, 2, ...) uzavieny orthonormaln{ systém harmonickych funkei.
Podle piedpokladu jest funkce Au integrovatelnd s kvadratem na Q. Lze ji
tedy vyjadiit fadou

o)

kde
an = [[(Au) u,dQ.
a
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Koeficienty «, mizZeme vyjadfit pomoci u a —a% na C. Skute¢né z Greenovy

véty i)lyne relace

ff(Au) u, dQ :ffu([lu,,) de +f(u,,2—jf —u %’“‘) ds .
. Q ¢

Q2

Ponévadz u, je podle predpokladu harmonicka funkce, je prvy integral na pra-
vé strané roven nule, takze plati

ou ou
Cp =f(u,,5;~u—a—v") ds.
c -

Na C zname u a -Zju jako okrajové podminky. MuzZeme tedy uréit vSechny koefi-

cienty «, a tim i funkei Au.

Znéme-li funkei Au, uréime podle Grinberga hledanou funkei « jako FeSeni
Dirichletova nebo Neumannova problému.

K methodé, jak ji navrhl G. A. Grinberg, vaZe se fada otdzek. Jde predevsim
o problém uzavienosti (Gplnosti) systémia harmonickych funkei a o nékteré
otdzky konvergenéni. Pf¥i numerickém poéitani je dale nevyhodné, Ze je ve
druhé fazi nutno provadét Feseni Dirichletova neb Neumannova problému.
Naznadené obtize lze vSak piekonati, jak bude ukazano v této poznamce, ale-
spoil pro oblasti s dostateéné hladkou hranici.

K oblastem s hranici po ¢astech hladkou, které jsou v aplikacich nejdulezi-
t8j&1, se vratim nékdy pozdéji.

Poznamka. Biharmonicky rovinny problém ma velkou duleZitost v aplika-
cich. Tak fefeni rovinného problému pruznosti jest vlastné reSeni biharmoniec-
kého problému. Na biharmonicky problém se také snadno pievede fefeni na-
pjatosti v deskéach.

2. N&které pomocné véty.

Definice 1. Bud C jednoduchd orientovand hladkd kfivka. Bud 9(s) vihel klad-
ného sméru tebny s osou x, kde s je délka oblouku. Necht 9(s) jest totdiné spojitd

dd(s) ’ dd(s)
s €L, p>1,t.9. necht f’ P
¢

jest dostateéné hladkd. Orientaci predpoklidejme tak, Ze vnitiek je po levé strané.

Véta 1. Bud C dostatetné hladké kiivka a 2 jejt vnitrel. Bud w() holomorfni
funkce, kterd konformné zobrazuje jedmotkovy kruk I'= E[(, [(] < 1] na Q.
Potom funkce o’ (L) jest v uzavieném jednotkovém krubu I' = E[C, |¢| < 1] spojitd

P
a ds < . Potom budemerikat, Ze kitvka C
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a totdlné spojitd na hranici y = E[(, || = 1]. Pfi tom |o'($)| md kladné mini-
mum.r)
Dukaz: Viz [3], str. 322, Satz 1.

Definice 2. Bud Q omezend oblast. Budeme znacit Ly? linedrni prostor vdech
harmonickijch funkci definovanyjch na Q a integrovatelnijch s kvadrdtem. Pri tom
budeme v L3? predpoklidat bény skaldrni souéin a metriku.

Véta 2. Prostor Li? jest tiplny. Mimo to plati: Jestlife f, e Ly® a f,— f
v prostoru Ly?, potom f, konverguje bodové skoro stejnomérné, t. j. stejnomérné
na kaZdé uzaviené mnofiné F C Q.2)

Dikaz: Bud f,e Ly? (n = 1,2,...) cauchyovské posloupnost. Dokazme
nejprve, ze tato poslaupnost konverguje bodové skoro stejnomérné na Q, t. j. ze
konverguje stejnomérné na kazdé uzaviené mnoziné F C Q. Bud CQ2 komple-
ment mnoziny £2 a necht o(F, CQ2) > 35 (n > 0). Ponévadz F je kompaktni,
existuje koneéné pokryti mnoZiny F sférickymi okolimi S(zg, 1) o stfedech
2z € F' a poloméru 7.

Ponévads f, e L3?, jest f, harmonick4 funkce a tedy plati

R — 2 a
~— 2Rr cos (O — @) s

2n
; 1 :
f’n(zk + 7-818) = %ff‘n(zlc + Rel?’) Rz + 7-2
0

pokud r < B < 3.

BudiZ nynf r < #. Vynasobme obé strany veli¢inou R a integrujme podle B
od 27 do 35. Dostaneme
3n 2=
1 . (R*—1?) RdR dop .
o 10) 52 . ! =
f‘n(zk |- 7 ) N = znfffn(zlc T Rew)Rz - r2 — 2Rr cos (@__(p)

2n 0

1
:é—;fffn(z)K(T, 0,z)dg,
By

Ek:E[z, 27]__<_: |Z‘—zk| __§.37]] .

kde

Jestlize je r < ), jest K(r, O, z) omezena spojita funkce.

Ponévady posloupnost f, (n = 1, 2, ...) jest cauchyovsks, jest f.(z; + re'®)
pii pevném 2z, 7, @ cauchyovska ¢iselna posloupnost. Existuje tedy funkce f, Ze
f. — f bodové stejnomérné na S(z, n). Ponévadz pokryti jest koneéné, je kon-
vergence skoro stejnomérnd na £2.

Dokazme nyni, Ze f je harmonické funkce.

1) Mluvime-li o funkei w’({) na hranici, minime tim jeji spojité prodlouZeni z I'.

2) Ve v&ts stadi predpokladat, Ze f, — f v L;. PondvadZ vSak déle se budeme zabyvat
jen prostory L,, vyslovujeme v8tu ve vyse uvedené formulaci.
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Skuteéné

R — o2
— 2Rr cos (O — @) dp ~

1 s 4
ful2i + re'®) =§;ffn(zk + Rel"')Rg T
0

Ponévad? f, konverguje stejnomérné bodové k f, plati

Rz — o2 d
— 2Ry cos (@ — p) ¢

2n
1
[z + 1e'®) = 5 f fe + Rel®) gos (1)
0
Z toho viak plyne, Ze f je harmonické funkce, nebot (1) je Poissoniiv integral.

Definice 3. Bud Q2 omezend oblast. Budeme znadit Ly *? linedrni prostor vech
holomorfnich funkci definovanych na Q s integrovatelnym kvadrdtem absolutnt
hodnoty. P¥i tom budeme v Ly*? predpoklddat bénou kvadratickou metriku.

Vi&ta 3. Jestlife jest g € Ly*?, potom plati, % Re g e L¥? a Tm ¢ e L3°.
Dukaz: Plati |p2 = (Re ¢)? + (Im ¢)2.

Vé&ta 4. Bud C dostateéné hladkd kiivka, 2 jeji vnitFek. Bud ¢ holomorfni funkce
definovand na Q takovd, %e Re ¢ € Ly?. Potom jest pI'e Ly *“. Ddle bud z, € Q. Jest-
lite v Ly? jest |Re ¢|| < 1 a jestlife Im g(z,) = 0, potom v L3*? plati |j¢|| < A4,
kde A zdvist jen na C a na z, (nikoliv na @).

Dikaz: Bud «o({) konformni zobrazeni jednotkového kruhu I'= E[¢,
|¢] < 1] na 2 takové, Ze w(0) = z,. Bud x({) = @(w({)). Oznaéme dile u =
= Re g a u*({) = u(w({)). Ztejmé jest Re y = u*. Ponévadz jest Im ¢(z,) = 0,
platf, Ze Im %(0) = 0.

Snadno se ddle nahlédne, Ze

[[urd@ = [[u*|e’2dI,
2 r

pokud jen integral na jedné strané ma smysl. Ponévadz podle pfedpokladu jest
ue L3, jest také w* e L3T, nebot podle véty 1 mé |o’(£)| kladné minimum.

Funkei %({) rozvifime v Taylorovu fadu. Je pak
Z(relw) == zkarke’kv’ .
0
Tato fada konverguje absolutné a stejnomérné pro r < r, < 1. Tedy plati

Re y(re'®) = u*(re'®) = Zak % cos kp + Zbkrk sin ko , (1)
N (1] . 1
kde

cx,,=a,,—~ib,,.

Obé fady konverguji absolutné a stejnomérné pro » < r, < 1.
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Dokazeme, Ze fada 1 konverguje v prostoru Ly'. Skutedng plati pro kazdé
7o <1
[[ux2dl' < [[u**d'= D < o .

|&[<7, r
Tedy
w2 dl = ff Da* cos kp) + D byr® sin ke)? r dr dp =
[¢l<re 00 o0 1
= © 2I§k+2 © \ 7.3x+2 2.2 )
_2[Zakk+l+1bkk+l+d%r"' (2)

< a? <~ b2
$E+T Y FrAT ®

konverguji. Z toho jiz snadno plyne, Ze ¥ada (1) konverguje v prostoru Lj”.
Imaginarni ¢ast funkce x({) lze rozepsat ve tvaru

0

Im y(re'®) = > (— by cos ke + az sin kg) 7% . (4)
1

Tato fada konverguje absolutné a stejnomérné pro » < ry, < 1. Vzhledem ke
konvergenci fad (3) je zfejmo, Ze Fada (4) konverguje i v prostoru LyT. Odtud
plyne, Ze jest ye Li*" a ze

[lxdr < 2f furzar.
r r

Podle véty 1 jest funkce w'(£) spojitd na uzavieném kruhu I a tedy jest ome-
zena. P¥i tom jeji maximum zdlezi jen na C a poloze bodu z,.

Ponévadz jest
[[1pPdQ = [[lz]? |0 dl",
Q r
jest nase tvrzeni dokazano.

Definice 4. Bud u harmonickd funkce v jednotkovém kruhu I' = B[, |¢] < 1].
Budeme fikat, Ze funkce u je typu H, jestlize

2n
sup [(u(rel?))? dp < oo .

r<10
Poznamka. Lze ukazat, Ze pro kazdou harmonickou funkei » plati
2n 2n
1> 7 >, = [(u(re'®)2de > [(u(re'®)) de
0 0
a proto misto suprema bychom mohli uvaZovat limitu.

45



Definice 5. Bud y holomorfni funkce v jednotkovém kruhw I'. Budeme Fikat, Ze
funkce v je typu H,, jestliZe

2n
sup f|zp(rc‘°’)]2 dp < .
r<10

Pozndmka. Opét bychom misto suprema mohli uvazovat limitu.

Definice 6. Bud C dostatecné hladkd kfivka a £2 jeji vnitFek. Bud w harmonickd
funkce definovand na Q. Budeme Fikat, Ze funkce w je typu E, jestliZe existuje
konformni zobrazeni () jednotkového kruhu I' na Q takové, Ze u(w(L)) je typu H.

Poznamka. Konformn{ zobrazeni I'na Q2 neni ztejmé jediné. Lze viak uké-
zat, e vlastnost ,,byti typu H je nezavisld na tom, které konformni zobra-
zeni I' na 2 uvazujeme. Tak jestliZe jsou w,({) a w,({) dvé riznd konformn{
zobrazeni jednotkového kruhu na oblast 2, potom z toho, %e u(w,({)) je typu H,
plyne, Ze i u(w,({)) je typu H. Nam v8ak bude stadit definice v uvedeném tvaru
a proto nebudeme musit dokazovat tuto nezavislost.

Definice 7. Bud C dostateéné hladkd krivka a Q jeji vnitiek. Bud ¢ holomorfni
funkce definovand na Q. Budeme Fikat, Ze funkce ¢ je typu E,, jestlize existuje

konformni zobrazent w(l) jednotkového krubu I' na Q takové, Ze p(w(()) je typu
H,.

Vé&ta 5. Bud C dostateiné hladkd kfivka a 2 jeji vnitfek. Bud ¢ holomorfni
funkce na 2 takovd, Ze Re ¢ je typu E. Potom je ¢ typu B,.

Dtkaz: Oznaéme Re ¢ = u. Podle pfedpokladu existuje konformni zobra-
zeni w(() jednotkového kruhu I' na Q takové, Ze u*(¢) = u(w(C)) jest typu H.
Polozme déle y({) = @(w({)). Ziejmé jest u* = Re .

Rozvitime funkei y v Taylorovu fadu. Jest

1(re'®) = Dorkel*®
E=0
a tedy
Re y(re'®) = u*(re!®) = Zakr" cos kO + Zbﬂ"‘ sin kO ,

kde

(xk=ak—ibk.

Podle piedpokladu jest u* typu H. Tedy jest

27

f (u*(re'®)) 46 = f (Zakr" cos kO + ZW sin k@) 4O =

n(2ag + 2a2 s Zbiﬂ") <D<
1

pro kazdé r < 1.
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Z toho vSak plyne, Ze fady
Zaf., >b: (1)

jsou konvergentni.
Déle viak, jak se snadno nahlédne, plati

27 0
[z(re'®)|2 dO = 2752[/\',42 r
0 0

Ponévadz fady (1) jsou konvergentni, jest y({) typu H,. Podle definice jest
tedy ¢ typu E,.

Véta 6. Bud C dostateéné hladkd kfivka a Q jeji vnitiek. Bud vy holomorfni
funkece definovand na Q a necht y je typu K,. Potom funkce Re y a Im y jsou
typu E.

Dukaz: Ziejmé.

Véta 7. Bud vy holomorfni funkce definovand na jednotkovém krubu I'=
= B[, || < 1]a necht je y typu H,. Potom y jest skoro vude whlové prodluZitelnd
na hranici y = B[, |{| = 1].

Dukaz: Viz [4], str. 82.

Véta 8. Bud C dostatecné hladkd kiivka a Q jeji vnitiek. Bud vy holomorfni
funkce definovand na Q2 a necht y jest typu E,. Potom vy je skoro viude thlové
prodlufitelnd na hranici C.

Dtkaz: Podle predpokladu jest y typu £,. Existuje proto funkce w(¢), ktera
konformné zobrazuje jednotkovy kruh I'na Q takova, ze y(w()) jest typu H,.
Podle predeslé véty jest p(w($)) skoro viude thlové prodluZitelnd na hranici.
Ponévadz tihlové prodlouzeni na I" zistane uhlovym prodlouZenim i po kon-
formnfm zobrazeni na £, jest y hlové prodluZitelpa na hranici C.

Véta 9. Bud C dostatecné hladkd kfivka a Q jeji vnitfek. Bud y holomorfni
funkce definovand na Q takovd, Ze Re v jest typu E. Potom jsou funkce Re y a
Im y skoro viude whlové prodluZitelné na hranici.

Dukaz: Tvrzeni jest disledkem vét 5 a 8.

Vé&ta 10. Bud y holomorfni funkce definovand na jednotkovém kruhu I" a necht v

je typu H,. Jestlite p(e'?) jest whlové prodloueni funkce y na hrawici kruhu (to
existuje pro skoro vechna g € {0, 2n) (viz vétu 7)), potom plati

2n
lim [|yp(gel?) — yp(el?)dp = 0.
¢—>1— 0

Dikaz: Rozviiime funkei y v Taylorovu fadu. Bude

p(¢) = iakC" .

k=0 .
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Pro ¢ < 1 plati Parsevalova rovnost

2n
1 { (2]
- —_ lp)|2 - 12 o2k,
2nf|w(ee Py = 2l 0
0
Protoze p je typu H,, plati tedy
Z|kalz < 0.
£=0

Bud nyni 0 < 1 < 1. Dostavame vztah

2n
Ely—z fhp(gew) — p(Age'®)[2 dgp = D mf? (1 — A¥)2 .
0 k=0

Prejdeme-li k limité pro p — 1, plyne z Fatouovy nerovnosti

2n
'21?5 f |w(ele) — p(delr)2 dp < Zlaf2(1 — 24,
0

z éehoZ dale plyne naSe tvrzeni.

Véta 11. Bud C dostatecné hladkd kfivka a Q jeji vnitiek. Bud vy holomorfni
funkce definovand na Q takovd, Ze Re ¢’ ¢ Ly?. Potom jest vy typu E,. Ddle budi¥
zge Q. Jestlize v Ly? jest |Re y'|| < 1 a jestliZe y(z,) = Im ¢'(2,) = 0, potom
plati [|y2ds < A4, kde A zdvisi pouze na C a 2z, (nitkoliv na y).

¢

Dikaz: Bud w(¢) konformni zobrazeni jednotkového kruhu I" na Q. Necht
pii tom jest w(0) = z,. Polozme y({) = y'(w({)). Podle pfedpokladu bude
Im %(0) = 0. Ponévadz podle véty 1 ma |w’({)| kladné minimum, plati

[/(Rey')?dQ = £ J(Re x)? |o'2dl" = D£ J(Re y)2arl.

Q
Z véty 4 dale plyne, Ze

JJIxl?dl < D, [ [[Re y* dI' < D, [ [(Re y')* d 2.
Ir r Q
Bud nyni #%({) holomorfni funkce na jednotkovém kruhu takova, ze »(0) = 0

a #(8) = 2(2) '(2). Plati
[J1#[: QT < Dof [z dI < DoJ [ (Re y/ 2.

Rozvinme funkei » v Tdylorovu fadu. Jest

# () = Ecka" .
k=0

Dale plati

’ < I“klz
2 —_—
Lf]x i nkgok +1’
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]e konvergentni a

0 2
z Geho# plyne, Fe Fada o
Py kZO k41

|0‘k|2
7T

- <Dy [[(Rey')2dQ.
Q2

Ponévadz jest

%) = D Ic(xkl or+L
plati, Ze

— o ?
Jim fotiendp = 25

Ponévadz rada z I %’ T je konvergentni, jest tim spiSe konvergentni fada

ok +1

T I":’il N . Z toho plyne, Ze funkce x je typu H,. Dile pak podle véty 10 jest
=0

f|x el?)|2 dp = hm f]x (Zeio)|2 = 2nz lojifl N
a tedy

2n
Of |%(e') |2 dp < D L [(Re ¢')2dQ.

Snadno se jiz nahlédne nase tvrzen{, uvazime-li jen, Ze »({) = p(w({)) a Ze podle
véty 1 jest |w'($)| omezené.

Definice 8. Bud C dostateéné hladkd kfivka a 2 jeji vnitrek. Posloupnost har-
monickych funkct w, e Ly® (n = 1,2, ...) nazveme uzavienou v L3 2, jestlife pro
katdé € > 0 a kaZdou funkei we Ly? existuji redlné koeficienty x, (n =1, 2, ...,
N) tak, Ze plati

u—Za,, 2dR < e.

Definice 9. Bud C dostateéné hladkd kfivka a 2 jeji vnitiek. Posloupnost holo-
morfnich funkct v, e Ly*? (n = 1, 2, ...) nazveme uzavienou v Ly*?, jestlite pro
katdé ¢ > 0 a kaZdou funkci ye L**” existuji koeficienty «, (n = 1,2, ..., N)
tak, Ze plati

N
([ — Dopa)?dR < e.
Q n=1

Vé&ta 12. Bud C dostatecné hladkd kfivka a 2 jeji vnitiek. Budy, (n = 1,2, ...)
uzaviend poslowpnost holomorfnich funkci v Ly*?. Potom posloupnost harmonic-
kych funket uy, = Re 9,, Ugn—1 = Im ya (n =1, 2, ...) je uzaviend v Ly°.

Dukaz: Bud v holomorfni funkce definovand na 2 a necht Re pe Ly°.
Potom podle véty 4 jest ye Ly*?. Tedy padle predpokladu pro kazdé ¢ > 0
existuji koeficienty «, (n =1, 2, ..., N), Ze
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N
{)flw — Zlanwnlz dQ <e.

Z toho viak plyne, Ze posloupnost funkei u; jest uzaviena.

Pozndmka. Véta 12 umoZiiuje nam konstruovati uzaviené posloupnosti
v L3?, nebot v L3*? se uzavienost verifikuje snadnéji nez v Ly ?. Lze se na pt.
presvéddit, Ze posloupnost 2* jest uzaviend. Srv. také [5], kap. V., § 4, zvIasté
pak str. 429.

3. Biharmonicky problém.

Véta 13. Bud Q jednoduse souvisld oblast a g btharmonickd funkce definovand
na Q. Potom funkci g lze vyjadrit ve tvaru

g = Re [zp + 1]
kde @, y jsou holomorfni funkce definované na 2. Ddle plati
aog .09 =5 o=
% T ° il + 29" + %
a
Adg = 4Re ¢’ .

P¥i tom ¢’ je uréeno az na ryze imaginarni konstantu.

Dukaz: Viz [6], str. 108.

Vé&ta 14. Bud C dostateéné hladkd kiivka, Q2 jeji vnitfek; necht zoe Q2. Bud
Yo (=1, 2,...) posloupnost celistvyjch®) funkct splitujict tyto piedpoklady:

1. Poslowpnost funkci v, = Re v, je uzaviend v L37.

2. Posloupnost funkci v, = Re v, je orthonormalisovand, t. j. plati

. _Jlpron=m,
j‘;fv,.v,,,d.Q _{0 pro n +m.

3. Necht plati Tm y,(2,) = 0 pron = 1, 2, ... Bud ddle g biharmonickd funkce
na 2 magjict tyto vlastnosti:

4. Obé prvé derivace funkce g jsou spojité na Q.
5. . Age L3? .
Potom je-li g = Re [2¢ + x],%) plati

(P' = %ZO‘M[M 3

n=1
1) Predpoklad, Ze funkce y,, jsou celistvé, nenf podstatny. Pongvad¥ viak pfi skuteéném

vypo&tu budou pravideln¥ funkce yp, celistvé, vyslovujeme v&tu 14 v uvedeném tvaru.
3) Oznadeni je minéno jako ve vét§ 13.
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tato fada konverguje v prostoru L3*? a tedy i bodové skoro stejnomérné na Q.
Pri tom _
&, =1Im [F.y,dt,
¢
kde
o ag . ag . — =
F—'é;—f—l'@'——(P—i—z‘P +7.

Dikaz: Polozme v, = Re y,, w, = Im y,. Podle pfedpokladu jest posloup-
nost funkef v, uzaviend v prostoru Lj;?. Ponévadz dile jest podle véty 2
prostor L*? tplny, mdme

Ag = u = %anvn,

n=1

kde
op = [[v,udf.
2

Ponévadz podle véty 13 jest 4g = 4Re ¢', plati

)
4‘P’ = Z“n‘/’n ’
n=1

kde fada podle véty 4 konverguje v prostoru L3*<.
Z Greenovy véty déle plyne

e frsio= [ fruto- [(uo%)

kde » jest vnéjsi normadla.

Dale pak plati

oy,  ow,

o os’
jak se nahlédne z Cauchy-Riemannovych podminek.

Tedy jest
f P g — f " ds = — f % 1, ds .
Proto jest
_ )
f("av v)ds——f(v,,av w,,as)ds.
c
Dale plati
% 4, _ o _ g, %
ds = o cos(z, ») ds + —ag—/sm(x, v)ds = E7 dy 7y dz ,

o9 .. _ o9 o9
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takze

ag o9 (29 og og a9
(—”"—]"a;w")ds_('ézv”—f_ég—/w")ay—i—( — v, + 7 U dx .

oy - oy
" Polotme
B8
Jest
B ont Loy —ReFp)s  hwn— gl v =Tm (P

. Bude tedy
on = [[vn AgdQ2 = [Re (Fy,) dy + Im (Fy,) dz = Im [Fy, dt,
2 C C

kde
tl=x+iy.
Uvéazime-li tvrzeni véty 2, jest nafe véta uplné dokéazana.

Zname-li nyni parcidlni derivace na hranici C, potom podle dokizané véty
mi¥eme uréit s libovolnou presnosti funkei ¢’. Ve vété je podstatny predpo-
klad existence biharmonické funkce. Postup pro uréeni funkce ¢’ by totiz mél
formélni vyznam i tehdy, kdyby biharmonicks funkce neexistovala. Tedy jest-
99
%
musi byt zarulena existence biharmonické funkce. Pro kfivku dostateéné
hladkou ve smyslu tohoto &lanku jest existenéni véta dokazina pomoci variaé-
nich principi; nelze viak obecnd zarudit, Ze parciilni derivace jsou spojité na £,
jak predpoklddd nade véta. UkédZeme viak, Ze predpoklad spojitosti funkei
%, -g% na © nenf podstatny a e jej 1ze nahradit pfedpokladem slabsim, ktery
jiz bude splnén. ,

lize chceme ze znamych okrajovych hodnot funkef aa—'i, vyjadiit funkei ¢,

Nejprve si v8ak dokdzeme pomocné véty.

Vé&ta 15. Bud I jednotkovy kruh. Bud redlnd | spojitd funkce na I' takovd, Ze
obé parcidlni derivace jsou na I spojité a integrovatelné s kvadrdtem. Potom

1. pro kadé o z intervdlu (%, 1) plati

frvwnsnol [ fraos [ (2] (2] aa].

kde jest D konstanta nezdvisld na f a kde
8= E[Z, ‘ZI < %]’
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2. existuje funkce f(e'?), Ze
2n

lim [ (f(eel") — fle')? dg = 0.
o—>1— 0

Dukaz provedeme na zékladé myslenky, které uzil S. L. SOBOLEV (srv. [6])
pii ditkazu jedné obecné véty. Nase tvrzeni jest sice disledkem této véty, pfesto
viak budeme hlavni my§lenku reprodukovat v nafem specidlnim pifipads.

1. DokéZ%eme nejprve prvni ¢ast naseho tvrzeni.
Bud
S = Blz, |7 < 1]
a polozme
1
e '=D* pro |z| <
vl = {0 pro |z| =

¥(zy, 7, @) = v(z, + re'®),

f(zl’ 7, @) = .f(zl o 7-919) ’

@(Zl’ r, @) = f{;(zl’ e, @) e dQ .

r

A

Pro z, & 2, bud dale

w(zl, zz) == I‘P(zl, r, @) ’
kde
2, =2, + 1, r>0, 0<0 < 2n
a predpokladejme vidy dale, Ze |z,| > %.

Snadno se nahlédne, %e funkce (2, 2,) pfi pevném z; jest rtznéd od nuly
pouze na oblasti 2¢?, kterd je ohranitena &asti kruhu |2| = { a teénami k §
z bodu Z, (viz obr.).

Definujme déle pomocnou funkei

V(zh 7, @) = sz r, @) 17’(Z1, r, @) = f(zl: 7, @) ’ fa(zu e, @) 0 d@

pro
2, +re®el,

V(z, 7, 0) =0
pro
2, +re'®nonel.
Polozime-li » = 0, bude ‘
V(Z, 0, @) = f(zv 0, @) . q’(zl’ 0, @) = _f(zl)df..(zll’ 0, 0) 0 dQ
a dale
V(Zl, w, @) = O .
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Derivujme funkei V(z,, r, @) podle r. Dostaneme

= (zl, r, Q) = f (zl, r, @) p(z,, r, O) + f 2,1, 0)0(z,r,0)r (5)
pro
2, +rel®el,
0
% (2,,7,0) =0
pro

2, +re'®nonel.

Tuto funkei nynf integrujme podle » od 0 do 0. Vzhledem k (3) a (4) bude
platit -

@

f(z) f v(zy, 1, O) rdr-—f/zl,r O) rv(zy, 1, O) dr +

0
of
+f6_r (7, 1, O) p(zy, 7, O) dr. (6)
0

Integrujme nynf rovnici (6) v mezich od 0 do 2z podle @. Dostaneme

2n © 2n o)
f(zl)fd@fi}(zl, r, ©) rdr =fd@ff(zl, 7, 0) % (2, 7, 0)r dr +
0

—}-fd@ff (2, 1, @) P(2g, 7, @) r dr .

Tuto rovnici miZeme napsat jesté ve tvaru

f(zl)ff”(zz) de,, : fff(zz) v(2,) A2, +
E
0f (2 1 ’
+ffavhz. l’ 2) (2’17 22) dgzs’ (6>

0 4 i % . v oo "
kde 61»] znaéi derivaci funkce f ve sméru spojnice bodu zz, v bodé z, a

21,22

0(2y, 23) = |2, — 25| znaéi vzdalenost bodi. Dale piSeme df2, abychom vy-
jadfili, Ze pfi integraci je proménny pouze bod z, zatim co bod z, jest pevny.
Viechny integrély v (6) jsou minény po cz1é roving E, ale ve skuteénosti jde
oviem pouze o integraly na (),

Oznadéme dile

[Jo(z,) A2, = [[v(z,) dQ, =,
E S
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takze potom bude

af(22) 1
f(zl) = —fff ZZ) v(z2 dQZ. + ff aVzl 2 V)( 1 22 Q( 2 22) d-Q . (7)

Odhadneme kazdy séitanec zvlasté. Jest
[ fi(ea) vlzs) A2,T < [ 1) A, [ J*(z) A2, < O1f [f(z,) ALy, .
Abychom odhadli také druhy integral na pravé strané (7), uvazme, %e plati
of(z;) 87(21, r, )

=éf—cos0 +_ZLySin@'

avz;,z. o or ox
Méme tedy
of (2,) 1 of P(212,)
E (24, 22) oz 72)“ 2 (g 4 iy,) cos o 0y, %) -+
of (g + iy,) . P(21, 2)
n @ ;
R T
Jest viak

[fnf%’;cos@%q;dg,,]z: [lf a08 B ”,-g—%dg ]_
o4 o P [

podobny vztah dostaneme také pro druhy séitanec. Plati tudiz

2n
Of [{) [1(z2) v(zs) 42,12 dp < C L [fadQ,

JUStwe o< feo
OfU f_ sin 02 sz,]qu; < 0, l f (%)2(1 o

z, = Re', R<1,

Pii tom

nebot je
2n

1
f & (Rew, 75 °9

0
omezena funkce.



Z toho viak jiz snadno plyne prvé ¢st nadeho tvrzenf, uzijeme-li jen Cau-
chyovy nerovnosti a uvdzime-li, e plati pro kazd4 realna &isla relace

2 2
a—l—i>

3 ab.

2. Dokézeme nyni druhou &4st. Polozme

e ff e

Snadno se ukéZe, e F(A) je spojité funkce redlného argumentu 0 < 1 <1.
Mimo to F(1) = 0. Toté% plati pro -2—; a f na s. Dale plati podle prvni &4sti

tvrzeni

2n
f (f(oe'?) — f(Age'?))* dp < D [ f f (H(z) — {(32))* A2 +
(1] 8

[l - gonf ]

Vzhledem k tomu, co jsme Yekli o F, jest prava strana predeslé rovnice libo-
volné mald, jen kdyz 4 jest dostatedns blizké 1. Polozime-li nyni o, = 1 — %
potom funkee f(g,e!?) tvo¥f cauchyovskou posloupnost v prostoru viech funkef
s integrovatelnym kvadrédtem na intervalu 0, 2z. Ponévadz tento prostor je

tplny, plati

>

f(ent'®) — f(€') .

Snadno se nyni také nahlédne, Ze f(p,e'®) - f(e!®) pro kadou posloupnost
0, —> 1. Tim jest nase tvrzeni Gplng dokazano.

Definice 10. Bud C dostateéné hladkd kfivka a Q jeji vnitiek. Bud f spojitd
funkce na Q. Budeme fikat, Ze | je typu E*, jestlife existuje funkcef(t)(te C)
takovd, Ze pro kaZdé konformmi zobrazent w(l) jednotkového kruhu I' na Q plati

hm f (Ho(ee'?)) — f(w(e7)))* dp = 0 .2)

Funkci f(t), pro t e C budeme fikat prodlouent funkce f(2), z € 2 na hranict C.

Vé&ta 16. Bud C dostate¢né hladkd kfivka a Q jeji vnitfek. Bud f redlnd funkce na
£ se spojityma druhymi derivacems takovd, Ze

1) w(el?) jest spojité prodlouZeni funkee w(¢) na hranici. Lze snadno ukézat, ¥e w(ei9)eC.
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[ 2t on <=

of of

< *
Potom jsou funkce 7 % 30 % typu E*.

Dukaz. Bud w( ¢ ) konformni zobrazeni jednotkového kruhu I"na . Polozme
dale

g=157 9+ in) = glw(+in).

Ponévadz g mé na 2 derivace integrovatelné s kvadriatem a ponévadz plati
véta 1, md § spojité prvé derivace, které jsou integrovatelné s kvadritem
na I'. Podle véty 15 tedy existuje funkce g (e'®), kters jest prodlouZenim funkce
g na hranici. Necht nyni jest w,({) konformn{ zobrazen{ jednotkového kruhu I’
na sebe. UkaZeme, Ze plati

Jim | f (§ (1(01€%)) — § (1(0:)))* dp = 0. (1)

e—>1—
Skutecéné

2n

f (7 (01(0:6'%)) — § (@,(0,0'%)))? dop < f (7 (w4(04€)) — g (A, (0,€'))) dg +

+ of(g (w,(00)) —¢ (lw1(92ew)))2 de + l/of@ (Awy(0,6%)) — g (Aw,(0.0'7)))* do.

(2)
Ponévadz déle plati

. i & arY aro
o [0~ Gocfar-s; o [ 80~ & osfar-s

nahlédne se snadno z véty 1 a 15, Ze prvé dvé odmocniny na pravé strané (2)
mozno uéinit libovolng malé, kdy% bude A dostateénsd blizké 1. Ponévadz déle
jest g (Az) omezens funkee, plati

2n
Hm [ (§ (Aw,(01'%)) — § (A, (0e¢?)))2 dp = O .

e—~>1—0
ey—>1—

Z toho viak jiz plyne relace (1). Proto také plati
hIfl f (4 (w,(€'%)) — G (w1(01¢'%)))* dp = 0 .
Q—>l—

Polozime-li nyn{ pro te C
9(t) = g (1)),
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kde w-1(t) jest inversni zobrazeni k w({), snadno ukaZeme, Ze

lim f w*(ee'?)) — glw*(e!?)))* dp = 0

e—>1—0

pro kazdé konformni zobrazeni w*({) jednotkového kruhu I" na £. Skuteéné
je-li w*(¢) konformn{ zobrazeni I' na 2, bude

~

9(z) = g (@~1(2)) = g (0~ How*(ee")) .

Jest viak w-Y(w*(ge!®)) konformni zobrazeni jednotkového kruhu na sebe.

Z toho nynf{ jiz plyne tvrzeni nasi véty pro gix .

Uplné stejnd lze dokdzat tvrzeni pro funkei % .

Véta 17. Bud C dostateéné hladkd kiivka a 2 jeji vnitfek. Budte na C definovdny
funkee h, k takové, Ze
[h2ds < o0 ; [k2ds <
¢ é

kde s ‘;;'e délka oblouku.

Necht ddle existuje spojitd na 2 funkce f se dvéma spojitymi derivacems takovd,
Ze

v R G o) e <

- of of
2. prodlouzeni funkce 5g TSP P

(prodloufent existuje, viz vétu 16). Potom existuje btharmonickd funkce g takovd, Ze

Y [ R R

2. prodlouZeni funkci 9 resp. % je na hranici skoro vSude rovno h resp. k.

na hranici C je rovno skoro vude h resp. k

ox
Dukaz: Viz [6], § 14, str. 111 a dalsi.

Poznamka. Existence funkce f pfi dostateéné hladkych funkecich A resp. k
pii splnéni nutné Neumannovy podminky (podminky momentové)?!) se snadno
dokézZe tim, Ze se tato funkce p¥imo sestroji.

1) Neumannova podminka pro biharmonicky problém jest

og o9 .. _ _
sz + 35 dy —-fhdx—i—kdy—o.
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Véta 18. Véta 14 plati © v tom piipadé, Ze ve 4. predpokladu se misto spojityjch
derivaci na Q Zida, aby

82g2 % a % &
ST+ G+ () Jae < =
Q2

Pri tom na hranici C uwvaZuje se prodloufent obou parcidlnich derivact.
Dikaz: Bud w konformni zobrazeni jednotkového kruhu I" na . Bud C,

obraz kruznice y, = E [C el =1— %] a £, vnitfek C;. Ponévadifunkcev, je

podle predpokladu celistvé, je tedy omezend a tudiz, ponévads jest Age Ly “,
plati
lim [ [v, AgdQ = [[v, AgdQ.

k-0 23 2
Jest viak
[[v, AgdQ = Im[Fy, dt.
Q Ck
Dale plati

JFonai= [(Z @ien—i Z @ien) mioen @ ac.

Cg

Ponévady y, jest celistva, jest w,(w(¢)) na I omezeni. Podle vty 1 jest omezena
i |w’|. Ponévadz podle véty 16 jsou funkce gg a %—Z typu E*, plati
lim ffy;,, dt = [Fy, dt.
k- Cr C
Z toho plyne jiz snadno tvrzeni nasi véty.
Véta 19. Bud C dostatecné hladkd krivka a Q2 jeji vnitfek. Bud vy, posloupnost

funkci podle véty 14. Bud g = Re [2¢ + y] btharmonickd funkce spliiujict pfed-
poklady véty 14 neb 18. Bud ddle

_ag .ag__ = = == 4 —
F=getigg=0+@ +7, a ¢)=Ingl)=0.

Necht ddle jest
« N N
Py = igfcm S @ =”Zix#’,. ; P=v,, Yalz)=0;
ap=1Im [Fy,dt,  yi(z) =_L F(t) — @5(t) — t @p(t) dt
¢ 2mi t—z ’
C
Potom

1. gp— @' v LE*?; i

2. yw—> ' skoro stejnomérné bodové na Q.
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Dikaz: Bud () konformn{ zobrazeni jednotkového kruhu I'na 2. Bud C,

konformni obrg,z kruinice y, = £ [C, [¢] =1— -]t—] a necht 2, jest vnitiek C,.

Potom ziejmé plati pro ze 2,
o) = L fF(t) —ol)—te') 5, _ 1 f Ft) 4

2ni t—=z 21 J t—=z
Cr Cx

1 [e®) 1 fewitdt 1 fo@)dt
2ri ) t—z 27 ) (t—2)  2miJ t—z2
C,

/3 Cy Cx
Uzili jsme relace
ft‘w'(t) _ . fw(t)'{c_lg . f g(t) dt
t—z (t— z)2 t—z’
Cx Cx Ck

kterou snadno ziskdme z véty o integraci per partes.
Avsak

)

fim L fIT’(t) d 1 [F@)d
owolmi J t—z 2w ) t—z
Cr C

99 99 . * _9 ;9
neboﬁé-; a ay]soutypu E¥XaF = o + lay'
Podle pfedpokladu a véty 13 jest Ag = Re ¢’ e L3?. Proto podle véty 11 jest ¢
typu E,. Plati proto

1 p(t)dt 1 [ot)dt lim 1 pt)tdt 1 pt)tdt

1 _ _—

o2 J t—z  2#i) t—=2
G ¢

s ——— pE—

koo 271 J G —2)¢ 27 ) (t—2)’
(o]

% . Cr .
lim_Lf,'P(t) de _ wa(t) dt
koo 2771 t—=z 27 t—=z

Cr . C
Tedy
vy L [F(t) — olt) 1 fw(t)t“dt 1 [gt) de
YO =5z | =2 Y m)o—r T ) =2
C C C

Z véty 14 (resp. 18) dale viak plyne, %e Re ¢y = Re ¢’. Proto podle véty 11

@y konverguje na C' v priméru. ProtoZe jest Re ¢ — Re ¢’ v L3?, je podle

véty 11 [(py — @)?ds— 0, tedy té% [|py — ¢|ds—> 0. Odtud plyne, Ze
¢ ¢

%y — - Tim je dokézéna nade véta, nebof prvé jeji st je véta 18.

3. Z4vér.

Véty odstavee 2 a 3 vysvétluji fadu otdzek spojenych s postupem, jak jej
navrhl G. A. Grinberg.
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P#i vypoétu zvolime nejprve uzavienou posloupnost harmonickych funkef.
Nejlépe je volime podle véty 12. Tento uzavieny systém orthonormalisujeme
na p¥. zndmou Gramm-Schmidtovou methodou. Pfi numerickém FeSeni proces
orthonormalisace riiznym zptasobem modifikujeme, aby byl co nejméné pracny
vypodet. Tato ¢ast vypodtu jest totiz vétsinou nejpracnéjsi. Jde v podstaté
0 vhodné uspotfadani Fefeni soustavy linedrnich rovnic.

Orthonormalisaci ziskdme basi prostoru L3 ?. Tyto prvky volime tak, aby
se k nim snadno uréili p¥fslu§né holomorfni funkce a jejich funkce primitivni.
Volime-li na p¥. ve vété 12 posloupnost funkef z#, splnime tim vSechny uvedené
pozadavky. P¥i volbé téchto funkef musime dale dbati na to, aby byl snadny
numericky vypodet skalarnich souéint v L3®. Tyto soudiny toti# musime p¥ed
orthonormalisaci vypocitat. Uréujeme tim prvky Grammovy matice. Je-li nyni
déna na hranici C' biharmonicka funkce a jeji normalni derivace uréime snadno

na C i obé parcidlni derivace %, —gi Budeme tim zndt na C hodnoty funkce F'.

Nyni miazeme podle véty 14 resp. 18 uréiti jiz funkei ¢’ resp. ¢ pomoci neko-
neéné fady. Aproximativni vysledek dostaneme, kdyz vezmeme pouze koneény
podet élent Fady. Abychom mohli uZit véty 18 musf feSenf existovat. O exis-
tenci se pak pfesvédéime pomoci véty 17. Podle véty 19 pak uréime aproxima-
tivni funkei 3’ resp. . Véta 19 podstatné zjednodusuje Grinbergtv postup. Tim
bude problém aproximativné feSen.

Presnost aproximace zavisi na rychlosti konvergence fady Zo,y,. Je proto
tieba voliti funce y, tak, aby konvergence byla pokud moZno nejrychlejii. Ve
vétsing piipadi se podits specidlni piipad s uréitymi okrajovymi podminkami.
Jest vhodné, abychom odhadli néjakym zptsobem charakter feSeni biharmo-
nického problému a uvazili jej pfi volbé uzavieného systému harmonickych
funkei.

Biharmonicky problém mé dilezity vyznam v aplikacich, zejména pak v theo-
rii rovinné pruznosti. P¥i tom jest dulezité znati charakter hrani¢niho chovani
funkei ¢ a y. Véta 11 jej do jisté miry uréuje. V nékterych p¥ipadech toho lze
dobie vyuziti.

Nage tivahy se tykaly pouze oblast{ jednoduse souvislych s dostateéné hlad-
kou hranici. Celkem bez velkych obtizi lze provést stejné tvahy pro oblasti
koneéné, vicendsobné souvislé, s dostateéns hladkou hranici. V praxi jsou viak
nejdulezitéjsi pipady, kdy hranice mé-tuhlové body. V jednom z piistich &isel
ukazi, Ze postup zustane skoro stejny i v tomto pifpads, i kdyZ na pt. tvrzeni
véty 11 nebude spravné. V nékterém z piistich &isel také ukazi konkretni
numerické FeSeni pro pi¥ipad, %e oblast jest pravouhly trojahelnik.

Tento éldnek Fedil nékteré theoretické otdzky. Rada jich v¥ak zistivé ote-
viend. Zminim se zde o nékterych, které se bezprostfedné tykaji otdzek souvi-
sicich s timto ¢lankem.

1. Vznikd otdzka, zda lze Fci néco specidlngjitho o chovani funkei @, x.
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v okoli hranice a na hranici, kdyZ je na pf. znamo, %e druhé parcialni derivace
hledané biharmonické funkce jsou spojité na £.

2. Numericl{y postup je mozny i v piipadé, Ze na p¥. na hranici neni %

o9
oy
spojité. Potom v8ak integral ve vété 18 nemusi byt koneény, a tedy uvedené
véty nelze uzit. Vznikéd otdzka, zda stejny formalni postup ndm zaruéf aproxi-
mativni vysledek.

3. Velmi duleZitou otédzkou jest odhad chyby.

4. Dulezity vyznam pro aplikace mé také studium vlivu volby systému
harmonickych funkei na rychlost konvergence aproximativniho feseni.

Pii problémech s thlovymi body vznikaji dal§i otazky. O nich se zminim
v ¢lanku pojednavajicim o nékterych téchto problémech.
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Pesome.

3AMETKA K OJJHOMY PEMIEHUIO BUTAPMOHUYECKON
IMPOBJIEMLI

NBO BABYIIKA (Ivo Babuska), IIpara.
(Hbc’rymmo B penaknmio 19. V. 1953 r.)

B pabote copmepsmurcA A0KA3aTENbCTBO CXOAMMOCTH OfHOr0 NpPHOIM:KEH-
HOTO MeTOAa pellleHUs GMrapMoHWYecKCH mpobueMsl [JIA ciaydas IIOCKUX 06-
JacTeif ¢ mocTaroyHo raankolt rpasunelt, mpepmosoensoro I'. A. I'pun-
G6eprom [1], [2]. Tarsxe smech moKasaHO OAHO M3 BO3MOKHBIX YIpPOIIEHMHK
cooco6a, ganHoro I'puuGeprom.
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Zusammenfassung.

BEMERKUNG ZUR GEWISSEN LOSUNG DES BIHARMONISCHEN
PROBLEMS

IVO BABUSKA, Prag.
(Eigelangt 19. V. 1953.)

Die Arbeit enthélt einen Konvergenzbeweis einer Methode fiir die Losung
eines ebenen biharmonischen Problems, welche G. A. GRINBERG [1], [2] vorge-
schlagen hat. Wir geben auch eine Vereinfachung des Grinbergschen Verfahrens.
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&asopis pro p&stovani matematiky, ro&. 79 (1954)

NAPJATOST DESKY S DVEMA ZALISOVANYMI KRUHOVYMI CEPY

MILOSLAV HAMPL, Praha.
(Doslo dne 2. Fijna 1953.) DT 621.81-41 : 539.3/.4

Do nekoneéné rovinné desky se dvéma kruhovymi otvory (polomér
a, vzdalenost stiedu 2e) jsou za tepla zalisovany kruhové éepy s polo-
méry a(l + «). Jde o urceni napjatosti desky a Cepii.

Predpoklddame pii tom, %e material desky i ¢epi je homogenni,
a ma stejné elastické vlastnosti.

Zalisovani éept se provede tim zplisobem, %e desku ohfejeme tak,
aby kruhové otvory se teplotou zvétsily a éepy (neohiaté) se daly
do téchto otvort zalisovati. Po vychladnuti desky vznikne mezi
éepem a kruhovym otvorem tlak a tim deska i ¢epy se dostanou do
napjatého stavu, jehoZ zjisténi je obsahem této prace. ‘

Jde o nalezeni napjatosti v desce a v ¢epech, které musi vyhovovat
podminkém:

a) ve sty¢éné kruZnici Cepy a desky musi byti pravodite a napéti
radidlni a smykové v Sepu i v desce stejné,
b) radidlni a smykové napéti desky v nekoneénu musi byti nulové.

ReSeni problému je provedeno vhodnou volbou t. zv. Airyho bi-
harmonické funkce napétt (Brit. Assoc. Rep. 1862, Trans. Roy. Soc.
vol. 153, 1863, p. 49) pro ptipad dvojdimensiondlni napjatosti. Je
znamo, Ze parcidlnimi derivacemi druhého féddu této jediné funkce
se daji vyjadriti vSechna tii napéti v roviné (radidlni, obvodové a
smykové). Viz na pi. Technicky pruvodce, 111, 1944, str. 442).

Znadleni:
xy soufadnicovy systém,
r, ®; ry, 9,; re, ¥, polarni souradnice podle obr. 1.,
e vzdalenost stiedu kruhového otvoru pro éep od podatku,
a polomér otvoru,
ax presazeni éepu (= rozdil poloméra éepu a kruhovéh ootvoru)
(/] Airyho funkce napéti,
2P 10D 1 0

2 — el ! s —— s
e = T T TR
u, v radidlni resp. obvodova deformace,
, 89, rd radialni, resp. obvodové a smykové napéti v soufadnicich r, ¢,
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E modul pruznosti v tahu,
v Poissontiv pomér (0,3 u oceli).
Index c resp.-d se vztahuje na &ep resp. na desku.

Podstata fefenf problému je zaloZena na zndmém FeSeni napjatosti jednoho
kruhového depu zalisovaného do otvoru v nekoneéné roviné. V tomto p¥ipadé
maji Airyho funkce napéti tvar:

a) pro desku @, = Alog% ,

b) pro éep @, =B} .

Témito funkcemi (resp. jejich derivacemi) se dé vyjadFit napjatost v kazdém
misté desky a Cepu.

y
M
2 r n
a o
i) [\ S X
> -
— i L et L
Obr. 1.

Pridteme-li k témto funkeim touz biharmonickou (po pfipadé harmonickou)
funkei, znamen4 to, Ze jsme na puvodni stav napjatosti superponovali novy,
ktery sice zménf nap&ti ve styéné kruznici éepu s deskou, ale tak, Ze obé zmény
budou stejné, takZe krajové podmince a) bude zase vyhovéno.

Za tuto superponovanou Airyho funkei volime A log % a dokazeme v dalsim,

%e viem krajovym p(;dminkém je vyhovéno a kromé toho vypoéteme napéti
v depu a v desce, do nf% jsou zalisovany dva éepy (se stejnymi poloméry).

Zvolme tedy tyto Airyho funkce napéti: -
1. pro desku:

¢,,=Alog%+Alog%, (1,0)
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2. pro Cep 1:

resp. pro ¢ep 2:

(151:Br§+Alog%’l,

¢2=Br§+A10g% .

Formule pro jednotliva napéti v polarnich soutadnicich r, §:
~ 10D
r

a pro deformace:

T oor

1w
r 09

Krajové podminky problému:
Na obvodé éepi musi byti
a’(1+o‘)+uc:a+ud s

+

1020
2 o9t

or

2

Ve = Vg ,
rre =173 ,
7'296 = 7‘194 .

__ o
orz ’

Vsem podminkédm vyhovime vhodnou volbou konstant A, B.
Pro dalsf vypodet uZijeme téchto vztaht:

tedy
. ory
or,
Pak
0D,
ord

r3 =1} + 4e® + 4der, cos ¥,

r, + 2e cos ¥4

Ta

oD,

or,

2
n

)

1 . 2(ry + 2e cos 9,)?

Ory _ 2erysind,
o, s '

r, + 2e cos 9,
2

T3

3

2er, sin 9,
2
s

4

)

|.

(L,1)

(L,2)

(2,1)
(2,2)

(2,3)

(3,1)

(3,2)

(3,3)

(4,1)
(4,2)

(4,3)
(4,4)
(5,1)

(5,2)

(6,1)

(6,2)

(6,3)
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A tedy napéti v desce v soufadnicich 7, 9:

(rir1)e =

Pro radialnou deformaci podle (3, 1) plati:

a integraci

(integradni konstanta = 0, nebot pro lim r;, = oo, musi byt u; = 0). -
Cep I

Ug =

020, _ A 2er; cos ¥, | 8errfsin? g,
& 7 o
pio, =0 .
— 02D, 1 02
— (018)a = — . =A712-——A5;flog—
~ o (A ©
(rlﬁl)d = arl (;,: 8’01 I )
oug 0 @d
a_rl' - ( + ) )

1
_E‘(1+

V)-E = —E(1+V)A(71+

@, = Br? + Alog% ,

Napéti v éepu 1 v soufadnicich r,, 9;:
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0D, r, + 2e cos 9,
a_r1 = 2Br, + A = 5
0P, 1 2(ry + 2e cos$,)?
R :
0D, 2er, sin 9
i et
0:0, 2er, cos P, . 8efrsin?d,
R e L
pid, = 4B .
~ 02D 02 7
rire = 4B — 3r§l = 2B Aml()g—ai ,
— 2P 0? 7
00, = Br{I =2B + A i log -2 ,
: ry
~ ol a 0 log a2
= T\ ey, )
ou, 02D,
aTI_E—[4B_(1+v) ]a

Ty

0 log -2

T2
a

or,

b

(6,4)

(6,5)

(7,3)

(7,4)

(8,1)

(8,2)

(8,3)

(8,5)

(8,6)

(9,1)

(9,2)

(9,3)

(9,4)



integraci:
1 0 log %
] — LB —n —AQ ) — 2|
1
(9,5)

(integraéni konstanta = 0, nebof pro r, = 0 musi byt u, = 0). Po dosazeni
do (4,1) pror;, = a:

[ o0,
U, ZE[4B71 ‘—(]. +'V)—a"7‘—1'

Ta
aw=—gA AT\ o] ™
Ty
L _syeBatliq Aalogz
—gU—nBatgatnal 2|
a tedy
Exa? = —A(L + ») — 2B(1 —v)at . (10,1)

Normalni napéti na obvodé fepu (r, = a) musi byti stejné, (podminka (4,3))
jako na obvodé otvoru v desce:

0% Ty . a L 02 Ty
o A(Zrer) ~aloa(Bs)

a? or?

T =0 r1=0
odtud
A = 2Ba? | (10,2)
tedy
Ea2x = — 4Ba? ,
A = 2Ba? = — $Ea?% ; (10,3)

tangencialni napéti r??l pro r; = a jsou u ¢epu i desky identicka. Tim jsou
uréeny konstanty A, B. Snadno zjistime, Ze pro takto uréené A, B jsou i pod-
minky (4,2) a (4,4) splnény.

Je tedy :
®, = — }Eax (log% + log %) , (11,1)
2
@, = — }Bax [21;—2 + log %] . (11,2)
Napéti na obvodé r, = a:
u desky:
(rr1a)r-a = — (H1d10)r =0 =
1 a? 4+ 4ae cos ¥, + 4e? cos 28,
G 2 _
St [a2 T (@® + 4ae cos ¥, + 4e2)? ’ (12,1)
(r;bld)ﬂ-a _ 9Raty 25D % (a + 2e cos ¥,) (12,2)

(a® + 4ae cos ¥, + 4e?)? ’
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u depu:

. (FF1drma = (MT12)rma (12,3)
(FD1)rma = — Bax — (r710)r,ma (124
(FB1orma = (rd1a)r,=a - (12,5)
Napéti v éepu obecné:
~ A 1 2(r; + 2e cos )2
1'17'10 = a—é —_ A[;‘E — A Tg L ) (13)1)
=~ A 1 2(r, + 2e cos )
e = =5 + A [E — e ; (13,2)
;1-;916 _ _4Aes;1nt91 (ry, + 2ecos ¥,) ' (13,3)
i
Specialng pro stied éepu, kde r; = 0, 7, = 2e
~ A A
(T171)0 = P = 1t cos 29, ,
— A A
(b = =5 — 1508 201 (14)
—_ A .
(rdiede = — o Sin 29, .
Napéti v desce v soufadnicich r, §:
- i ) T2
Dy —A(log o + log a) .
Z obr. 1 je patrno, Ze
1 =124 e —2ercosd, 13 =1+ e+ 2ercosd,
a tedy
er, r—ecosd or, 7+ ecos?d
_— e — _ — ].
or r, *oor Ty ’ (10}
ory _ ersind ory, _ ersind
o r, o ry
_1_822 _r—ecos? n r 4+ ecos
A or 3 3 :
1 02p; 1 1 (2(r —ecos?)?  2(r + ecos )2
A o _E_I_E_ 4 $ ’ (16)
1 @‘g _ersind  ersind
Ao .
1 0?®; ercosd ercosd o5 ., 1 i)
AoE - A ——3a 2ersm07€+7%.
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Tedy

~ 1 1 1 1 =~
= _ = = 2 qin2 s — — e
o A[r{ + - 2¢2 8in 19(4 + r,’,)] My , (17,1)
‘19,!9\, = ﬂ;;:d ’
- . r—ecosd r 4 ecosd
ra?,,_A.2es1n19[ a — m ] ; (17,2)
y
[ —
] M

<3

r
2
X

4 L 4

Obr. 2.

Hlavni napéti v desce:

— —

0ra = b + 09) + 3V 4By + (rr — OD)

(r* 4 e* — 2er sin 9)(r* + e* + 2ersin )
gy = 20 ) n » (18,1
o pel (18,2)
i3
kde 7
o} =172 4 e* —2ersind ,
Qé =% 4 2 + 2ersin @ , (15

(0,5 jsou vzdalenosti vySetfovaného bodu od bodi na ose y ve vzdélenostech
=+ e).
Napéti v téchto bodech je = 0.
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D4 se tedy po tipravé psat:

Vr‘ + e4 + 2e%r2 cos 29
rt 4 et — 2e%2 cos 29

c 0y = + Ea?x

Napéti v desce:

1. Podél osy z:
tedy pro
=0, r=r—e rp,=1r-+e

1 1
= T+

—_

17y = — 99, = — 3Ba?x [

2],7?93:0.

2. Podél osy y:
’ P=3n, =1} =124 ¢,
—_ — 1-2 '—62
rry = —19291, = ———Eazzxm .

Napétf mezi ¢epem a deskou:

(Franms = — flata {& 4 o daecon b 4 oon 20}

Extrémn{ hodnoty budou v bodech, kde derivace zavorky = 0: Je to
1. pro 4, = 0, resp. =,

tam bude radidlni napéti

- 1 1
("1716)r,=a, 8,20 = — [a—z + @t W] 1Ea%x

(1716)r =0, b,=n = —[ + —__2] 1Ea?x |

a® " (2¢ —a)
2. pro &,, pro néx
- a(a® — 12¢?)
Ccos ’0‘1 = —1663—
Tam bude radialni napéti

32¢t — 24a2? 4 3a?
2a2(4e? — a?)?

—
(rlrlc)'l-ar 9 = — %Ea2(x

Citatel se d4 psat také
8e%(4e? — 3a?) 4 3at

a tedy pro e > a je i Gitatel stale > 0.

(18,4)

(19,1)

(19,2)

(20,1)

(20,2)

(20,3)

(20,4)

(20,5)

Tedy i radidlni napéti v misté &, je tlak a to nejmensf na celém obvodé

(21)

depu.
Rovnice kiivek, podél nichz maji hlavni napéti konstantni hodnotu, zni:
Qe _ ¢ '
riry e’
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kde ¢ je bezrozmérny konstantni faktor, ktery vyjadiuje pomér hlavniho

napéti ¢ v uvazovaném bodé k hlavnimu napéti v podatku g, tedy ¢ = g—.
(1}
UZijeme-li vztaht pro g,, gs, 7;, 73, dostaneme:

0303 = r* + et + 2e¥r?cos 29 , o
riry = r* + et — 2e%*2 cos 29 .

Po dosazeni do (21) a dpravé, bude rovnice hledané &ary konstantniho
hlavniho napéti:

2c2(ut + 1) + 1 —|/8c(ut + 1) + 1

cos 29 = T .

(21,1)

kde u = — .
e

U odmocniny nutno brati znaménko zaporné, aby Vy§e1 cos 28 < 1. K¥ivka
protind osu x(¢# = 0) obecné ve étyfech bodech s tsetkami Lz, ,, pro které
plati:

2 1 8 1 3 —a?
x§2:c+ j;cvc_'— :resp'xgz——ail_'

(21,2)

Pokud je ¢ < 1, jsou jen 2 priseéiky realné, pro ¢ = 1 ma kiivka tvar lezaté
,,osmidky“ s dvojnym bodem v polatku, pro ¢ > 1 protinad osu ve &étyfech
realnych bodech a rozpada se na dva ovaly symetricky poloZené k ose y a lezfci
uvnit¥ smyéek krivky ¢ = 1.

Priseédiky s osou y dostaneme dosazenim 9 = }a.

Pro jejich pofadnice plati:

g =201+ )8F1
y].: 26 3

(21,3)

(plati jen kladné znaménko u odmocniny a hodnota %, je readlnd pouze pro
c< 1);

—2 + 14 )T —8¢

2c

2
, takye yi = 22 ki (21,4)
Yz — 1

2
resp. Y23 =

Je vidét, Ze pro ¢ < } protind k¥ivka osu y celkem ve t¥ech parech (k ose x
symetricky polozenych) bodt: +y,, + y,, +¥,, a pro ¢ < } pouze v jednom
paru bodu + y,.

2
Oznadime-li oy hlavninapéti v podatku = e

O absolutni hodnotu hlavniho

napéti v obecném bodé, znadi konstantni faktor ¢ = orl' V obr. 3 byly zakres-
0
leny kiivky konstantnich hlavnich napéti pro rtizné hodnoty c.

Prisecéiky s osami jsou uvedeny v tabulce.
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c 2 1 % ¥ T 7o
z, 0,488 , 0 2,05 3,26 3,565 4,77
Xy 1,51 V§ =1,732 imag imag imag imag

"y imag 0 0,486 0,8105 0,842 0,913
Ya imag imag imag /3-=1,732 1,328 1,12
s imag imag imag V/3=1,732 2,497 4,10
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Pesiome.

HATPSKEHHOCTD BECKOHEYHOI IIJIUTHI C JIBYMA
IMUINHIPUYECKAMU MAJTBIAMU

MUJIOCJIAB I'AMIIJI (Miloslav Hampl), IIpara.
(IToctymumo B pexakmmo 2. X. 1953 r.)

B paGore pemaerca mpoGieMa HanpsReHHOCTH 0eCKOIeYHOM IIIINTH ¢ ABYMA
IUIVHAPWYECKUMM IAJIlaMi Toro ke pamuyca a(l4- ), 3ampeccoOBaHHEIMU
B OTBEPCTHMSA HArpeToil IVINTH, PafNychl KOTOPHIX PaBHLL @. BrIBegensl Hamps-
HMEHUA B IIOCADPHBIX KOOPAHHATAX U TaK:ke IVIABHBIE PANpAMeHMA B IIATE.
I'paguueckn n3o6pasieHs! JMHAN MOCTOAHHBIX IVIABHBIX HATIPAKEHMIA.

Summary.

STRESS IN AN INFINITE PLANE WITH TWO SHRINK-FITTED
CIRCULAR PINS

MILOSLAV HAMPL, Prague.
(Received October 2, 1953.)

In this article problem of the stress in an infinite plane with two shrink-
fitted circular pins is solved.
Airy’s stress-functions for the problem of one circular pin in an infinite

plane are: @3 = A log —21 (for plane), @, = Br} (for pin). By superposition of

the functionAlog% we get the stress-functions.

r r
D, = Alog;l 4 Alog-aE
for the plane with two pins,
@, = Br? + Alog%

for the first pin,
and similarly

®, = Br} —{—Alog%

for the second pin.

These functions describe the state of stress in the plane with two shrink
fitted pins (both of the same radius ) and also in the pins themselves.

The article deals with the derivation of the constants A, B and the finding
of the expressions for stress and deformation.
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&asopis pro péstovini matematiky, ro¥. 79 (1954)

PRISPEVEK KE VZTAHU FAREYOVY RADY A RIEMANNOVY
DOMNENKY

JIRT KOPRIVA, Praha.
(Doslo dne 29. dubna 1953.) DT 511.91

V préci je do urdité miry zobecnén vysledek starsi autorovy préce
,,0 jednom vztahu Fareyovy Fady k Riemannové domnénce o nulovych
bodech funkce £, oti§téné v tomto &asopise na str. 49—55, o ekvi-
valenci uréitych jednoduchych podminek pro zlomky Fareyovy fady
s Riemannovou domn&nkou o nulovych bodech funkce .

Vychédzeje z ekvivalence vztahu:
pro kazdé ¢ > 0 je :
M(q) = O(¢***) (I)
s Riemannovou domnénkou o nulovych bodech funkce ¢, odvodil jsem v préci
O jednom vztahu Fareyovy ¥ady k Riemannové domménce o nulovjch bodech
funkee ¢ (Casopis pro péstovéni matematiky, 78 (1953), 49—55) ekvivalenci
vztahu:

pro kazdé ¢ > 0 je
DU32—0) =0(g+), 2%(0* —1%) = 0(¢+), 2" (0* —1) =0(g+) (1)

e<t e<1
[£]
s touto domnénkou. P¥i tom v (I) a ddleM (&) = >, u(a), kde u(a) je Mobiusova
a=1
funkce &iselné theorie, v (1) a dile ¢ probihé viechny Fareyovy zlomky indexu ¢
z p¥islugného intervalu (0, x). Mald pismena latinské abecedy znaéi pfi tom
a dile p¥irozena &isla, mald pismena fecké abecedy redlnd &fsla.
Ekvivalenci (I) s Riemannovou domnénkou dokazal LittLEWO0OD.!) V této
praci je zdbecnén vysledek nahote citované prace pro libovolny piirozeny
exponent n.

Ve zminéné praci byl odvozen vzorec

2if(e) = 2, F(k)M (%) : (4)

SR logloglog

1) Ostiejsi véta pro M(q) = O(q logloge ) dokézéna v Landau, 2, str. 161—166.
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a
kde F(a) = 2, f(i—) a f je funkece, definovana pro v8echna racionalni éisla. Polo-
Zime-li v (A; fin) = 1, dostaneme podet P,(p) Fareyovych zlomkii indexu ¢
<1
v intervalu (0, 1), ¢
aq
P, (o) = ZkM(%) : (2)
e<1 k=1
Polozme v (A) f(y) = %", n > 1. Dostaneme
1
Z"“—ZM S +,_ ZM . R
es1 k k k k=1 kn
Radu 17 + 27 4 ... + &k~ Ize sedisti a plati pro ni

k n+l _ PBn+1l
S = (k + B) B ;
n -+ 1
p¥i tom B jsou Bernoulliova &isla, pro ktera je mocnina minéna symbolicky,
t.j. Br = B, ([1], sts 300). Dostavame tak

zq . ZM( ) (k + B)n+1 — Bn+1 _

o<1 n -+ 1
_ z’: 1 kn+1 k" nkr=1  n(n —1)(n — 2)kr—3
4 k_ TN\n+1 "2 12 720
n(n — 1)(n — 2)(n — 3)(n — 4)kn—5
4 50510 —i—...—}-B,,k) -

V&echny ¢&leny, ve kterych vystupuje jako faktor B,, kde n > 1 liché, odpada-
i, nebof tato B, = 0. VSechny ostatni ¢leny jsou rizné od nuly, nebof B, = }

_ g2n—1
a B?n = (—1)” 14n fe_‘z-”—"'_—_l. Flo’ + 0, n = 1, 2, ceee ([3], str. 126.)
0
Je-li tedy n liché, ztistanou v zavorce na pravé strané posledni rovnice kromé

k" jen sudé mocniny £, je-li » sudé, bude tomu naopak. Ndm nezélezf na presné
hodnoté konstant u mocniny s exponentem n — 1 a niz&imi a proto pieme

E"e"=n+12kM()+ ZM()+A”Z M()+

e fief) Sl

Ay_y z k—":EM(%) pro 7 liché
k=1
4o+ . 3
B, > T M (%) pro n sudé.
k=1
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Indexy ¢ konstant 4, , probfhaji pouze lichd &sla a plati 4; , + Opros =1,
3,... Polozime-li [ = 2[3n] — 1, miZzeme posledni Clen psati ve tvaru

4,5 Lule
heS BT \E
q
pronlichéisudé (4,_; , = B, pron sudé). Podle (2) jest 1 > kM (l) rovno
4 n + | B} k
l—nésobku poétu Fareyovych zlomki indexu ¢ z intervalu (0, 1). Dale

[

jest Eq:M(—]Z—) - i > ula) = iﬂ(k) [%] — 1 ([2], 1, str. 21). Mizeme tedy
k=1 k=1

k=1a=1

n +

koneénému vysledku dati tvar

St ) 4 A =4y, > S m(L) + 4, > (L) +
4 n+ 1 o,n — 1,n T % 3,n 3 T

e<1 k=1 k=1
S L oyle
+ oo + Apa 2 HMF] (3)
k=1 k
n—1
kde Ao,n = :Z-(—n—:}———l-) .

Pro n = 1 dostavame dosazenim f(n) = n do (A) po snadném podétu
a 1)
—=]=0. 4
2 (e 5 (4)

Je-li » > 1, oznadéme H,(q) levou stranu ve (3), je-li » = 1, oznaéme H,(q)
levou stranu ve (4) jakozto funkce argumentu g. Seétéme nyni rovnice

A = |4, S a9 + 4, S Lard) 4.+ 4 ilMl]

Hiq) = A Lis T % ni LB\ E ni Lqd A

pro i = 1,2,...,n > 3!, kde 4; jsou konstanty, které uréime dale. Na levé

strané vzniklé rovnice dostaneme vyraz tvaru D °P(p), kde P je polynom nej-
e<1

vyse n-tého stupné v p. Vysettime,.zda je mozno voliti konstanty 4, 4, ..., 14

tak, aby polynom P byl pravé n-tého stupné, t. j. aby 4, + 0, a soucasné

1 q ; .
7 M (f) Ma tedy platit

M(%) (A .0+ Ay Ayp + 43413 + A, Ay +

+ cee + An-—lAl,ﬂ—l + ]'nAl,n) =0
1
glﬁM(%) (Aedgs + -+ An—lAs,n—l + 2ads,n) = 0;

abychom na pravé strané dostali pouze ¢len k>'1

2

k=1

|~

1) Ptipady n = 1, 2, 3 byly vySetfovany v citované praci.
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pti tom pro 7 liché m4d poslednf rovnice tvar
aq 1 q
Zk,;M (}'n—lAln 1+1Al,n)— ZFM'E
a pro n sudé jsou pak poslednf dvé& rovnice

>

1
= ;_‘2 M(%) ()‘n—zAl—z,n—2 + j'n—lA'l—‘.z,n—l + }‘nAl—2,n) =0

z ( )}.A,,, i%M(—%)

Funkce Z T M( ) nenf Jakozto funkce (nespojité) proménné ¢ identicky

=

rovna nule, jde tedy o otazku feSitelnosti soustavy linedrnich rovnic. Rozdé-
lime vyS$etfovani na dva p¥ipady:

1.. , .
linedrnich rovnic

a) 7 je liché. Soustava -2—

0. }*1 += A12}”2 + Alsla + A14}'4 4= v A A1,n—1}'n—1 + Al,nz'n =0,
A34)‘4 + 2 ¥ + As,n—lln—l + Aa,'n}‘n =0 )

Al,n—lln—1 + Al,nln = 1
o m nezndmych 4, 4,, ..., 4, mé FeSeni. Maji totiz matice soustavy i matice

—1 )
, nebof na p¥. determinant

4

Ay 4y, ... Al, n—1
Ay .. Ay o y| _ — Ay Ay Ay + 0. (5)

A e o n
rozsffend stejnou hodnost

S ohledem na nenulovy determinant (5) je mozno hodnoty neznamych 4,, 4, ...,
Ay (indexy probihajf viechna licha &isla)volit libovolng; zvI4$té je tedy mozno
volit 4, + 0.
b) n je sudé. Soustava 4n linedrnich rovnic
0. )‘1 + Alﬂlﬁ + AIS}'B + A14}'4 + ves + Al.n—2}'n—2 + Al,n—l n— 1+
+ Ay nkn =
A:M}' + +A3n 22'7: 2+A3n— n-—1+A3,n :Ov

Al—z,n—2}'n—2 T+ AZ—Z,n—lzn—l =t= Al—z,nzn =0,
A“,A = 1

o n neznamych 4,, 4,, ..., 4, mé FeSeni. Maji totiZz matice soustavy i matice
roz§ffens stejnou hodnost. %n nebot determinant
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Z posledni rovnice pak plyne 4, = %+ 0.

A',,

Je tedy mo#no v obou p¥ipadech najiti takovou soustavu konstant 4, 4, ...
., Ay, aby platilo

Hig) = ).21 %ITM(%) ’
kde
H(g) = 2 AH() ;

H(q) je tedy vyraz tvaru >?P(p0), kde P je polynom n-tého stupnd v ¢ indexu g.
e<1

Ptadpoklidejme, %s plati Riemannova domndnka. Pak platf (I) a tedy
pro kazdé ¢ > 0 je
q

&1, g+t . 1
z k; )I < kZI,FOlkT:; = Olq}+ hzl Tirite )

-1

0

kdo C,a déle se vyskytujici C; jsou kladné konstanty. Protose fada . 70% o
k=1

konvergentni, je soudet z kHl‘ — Pro kazdé ¢ stale menSf neZ C,. Plati tedy
pro kazdé ¢ > 0 )
|H(q)| < Cag** (6)
H(q) = O(g***) . (6)

Doké#sme nyni, %e i naopak z platnosti (6) plyne spravnost Riemannovy
domnénky. Utvofme vyrazy

1 2
. (2], 40 (o)

a tedy

a sebtéme je:

=§ 49 () = 3 L ul2) S @

>1la ,u(l) =1 ([2], 1, str. 20—21). Dostavame tedy

) -
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Predpokladejme, Ze plati (6); potom
q .

B(2) - 1
i1t H([ ])l < z z“" = Cug™* Z gitite

|M(q)] < qu*“

M(q) = O(g**) .
Je tedy i platnost (6) ekvivalentni s platnosti Riemannovy domnénky.
Ziskany vysledek je ostiej$f nez snadno patrna skuteénost, Ze Riemannova
domnénka je ekvivalentni se soudasnou platnosti vSech vztaht: pro kazdé
e> 0je

Tedy

a z toho

Hi(q) = O(q‘+.)s i = 25 3,...,m

Tato skuteénost totiz nezaruduje existenci takové linedrni kombinace H(g) =

"
= ZG‘H,(q), pro kterou platf ekvivalence mezi platnosti vztahu
i-1

H(q) = O(q**+*) pro kazdé ¢ > 0
a Riemannovou domnénkou.

AvSak pti tvofeni linedrni kombinace H(gq) s konstantami 4,, 2, ..., 4, je
ném ponechdna urditd velnost, nebof, jak vime, mizeme nékteré z téchto kon-
stant libovolné volit. A mo#né, Ze vhodnd volba téchto konstant by mohla pomoci
pii podrobnéjsim vySetfovani chovdni funkce H(q) pro velkd q.

LITERATURA

[1] E. Cesdro, Elementares Lehrbuch der algebraischen Analysis und der Infinitesimal-
rechnung, Leipzig (1904).

{2] E. Landau, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, 1., 2., Leipzig (1927).

(3] E. T. Whittaker, G. N. Watson, A Course of Modern Analysis, Cambridge (1920).

82



&asopis pro péstovidni matematiky, ro€. 79 (1954)

RUZNE

V této rubrice budeme uvetejiiovat riznéd kratsi sdSleni a matematické dotazy a od-
povédi étendin, o nichZ se mluvi v ivodnim &lénku ,,Nové tikoly*.

APROXIMACNI VZTAHY V OBORU STATIKY OBLOUKOVYCH
NOSNIKU

FRANTISEK BRANDLER, Praha.
(Doslo 26. kvétna 1953.)

Jak zniamo, feSime ve stavebné mechanice staticky neuréité konstrukce
¢asto z podminky minima pietvarné préace. Tak na pt¥. pfi FeSeni obloukového
nosniku ACB se stiednici ¥y = f(x), na obou koncich dokonale vetknutého
(obr. a) a libovolné zatiZeného (obr.b), uréujeme staticky neurdité veli¢iny
z podminky, aby pfetvarna prace, kterd — dbame-li pouze téinku ohybovych
momenti — je dana vyrazem

l
1 MEP
= TEf J@) cos p@) °= )

0
byla minimem. P¥i tom je E uréitd konstanta (t. zv. modul pruznosti), J(z) > 0
moment setrvaénosti prafezu v obecném bodé M[z, f(z)] oblouku, dale
1

) == h’-—- ) a
T+ 7@
M(@) = M@) + M, + a'z — hf(z)
vysledny ohybovy moment v tomto bodé, pfi ¢emZ znadi: M(z) ohybovy mo-
ment prostého obloukového nosniku, tedy veli¢inu zévislou pouze na vnéjsim
zatizeni, M, moment upnuti v bodé 4, déle @’ slozku celkové svislé reakce a

vyvozenou rovnovahovou soustavou staticky neurditych veli¢in a h vodorov-
nou silu puisobici ve spojnici 4B.

cos p(x

U soumérného parabolického oblouku y = ‘:—f 2(l — ) o rozpéti I a vzepéti

h plynou tudiz hledané staticky neuréité velid¢iny My, a’, h z podminky

l
1 ,  4h 4h T 1 .
0
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Obr. b.

Obr. .

Obr. c.

Obr. d.

Timto ¢lankem chtél bych upozornit, Ze nékdy je vyhodné chapati posléze
uvedeny integral v pon&kud jiném smyslu, ne% je to bézné ve stavebné mecha-
nice. Ze struktury vzorce (2) totiz vidime, Ze na staticky tikol urdeni velidin
My, @', h miZeme také pohliZeti jako na problém aproximadnf: hleddme
nejlepdf aproximaci dané funkce F(z), zobrazené momentovym prib&hem
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M(x), pomoci kvadratického polynomu (,,vyrovnavaci paraboly‘) p(x) = &y +
+ x,@ + xy2% ve smyslu methody nejmensich étverct s danou vahou @(x) =
1

J@)cosp(@)
stavou staticky neurditych veliéin, je tedy s tohoto hlediska vyrovnivaci
parabolou momentového pribéhu A'C’B’ prostého nosniku (viz obr. c), p¥i
12
4h

Vsimnéme si charakteristické a s hlediska hospoddrného dimensovani
konstrukce i prakticky vyznamné okolnosti, Ze vysledny momentovy obrazec,
znazornény na obr. ¢ ¢arkované, je dan rozdilem mezi momentovym pribé-
hem M(x) a aproximacni kvadratickou parabolou. Proto také jsou v ¢etnych
priufezech vysledné momenty M(z), co do absolutni hodnoty, proti momentim
M(x) prostého nosniku podstatné mensi a celkové rozlozeni téchto vyslednych
momenti v oblouku se vyznacuje ur¢itou vyrovnanosti, typickou pro takovéto
aproximacni prabéhy.

Momentovy pribsh A”"C”"B”, vyvozeny rovnovahovou sou-

demz hodnota vodorovné sily plyne z relace h = — — «,.

Je zfejmé, Ze shora navrhovanym pojetim muizZeme nékdy snadno dospéti
k uréitym statickym zdvéram, které jinak by vyzadovaly zvlastnich analy-
tickych tvah. Uvazujme na pi. pfipad iplného rovnomérného zatiZzeni oblouku.
Jezto momentovy prabéh M(x) je zde kvadratickou parabolou, je z pojmu
aproximace okamzité patrno, Ze vyrovnavaci parabola ztotoini se s timto
prubéhem. Staticky to znamena, Ze oblouk bude ve vech prifezech namahan
prostym tlakem a to nezavisle na pribéhu prifezovych zmén. Plati tudiz
tento vztah i pro jiné parabolické oblouky zminénym zpiisobem zatiZené, pro
oblouky s kloubem ve vrcholu nebo vetknuté do jedné podpory s kloubem
v podpoie druhé, i pro oblouky o dvou opérnych kloubech.

Uvedme jesté dalsi piiklad, kde pomoci této methody dospéjeme k vysledku
rovnéz jednoduchou tvahou. Pfedpokladejme, Ze J(x) cos ¢(x) = J, = konst.
a Ze na oblouk ptisobi ve vrcholu moment M (obr. d). Tomuto zatiZeni odpovid4
u prostého nosniku momentovy pritbéh A’D’'C'E’B’ soumérny podle stiedu C".
Z povahy této symetrie bezprostiedné plyne, ze vyrovnivaci parabola tohoto
prabéhu degeneruje zde v primku 4”B” (,,vyrovnavaci pfimku‘), probihajici
stfedem soumérnosti C'. Jeito viak «, = 0, je i horizontdlni sila h = 0, takze
vysledny momentovy obrazec obloukového nosniku se v tomto p¥ipadé kryje
s momentovym obrazcem piislu¥ného pfimého nosniku, na obou koncich
vetknutého.

Z tohoto pojmu aproximace lze pochopitelné vyehdzeti téz pti feseni né-
kterych jinych staticky neuréitych konstrukei, na pf. rimt, oviem s obménou,
vyplyvajici ze statické povahy piisluiné soustavy.
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&asopis pro p&stovani matematiky, ro¥. 79 (1954)

RECENSE CLANKU A KNIH

I. M. Qelfand, Line4rni algebra. Z druhého vydéni (1951) pfelozil RNDr Miroslav
Fiedler. Nakladatelstvi Ceskoslovenské akademie v&d, Praha 1953. Stran 232, ndklad
3300, cena bro%z. 22 Kés.

Piekladem Gelfandovy kniZky se dostavé do nasi matematické literatury pékné a svéZe
psané zdkladni udebnice o linedrni algebie, discipling, zaujimajici v dneSni matematice
vyznamné postaveni svymi souvislostmi s mnoha partiemi matematiky. Autor vskutku
také vénuje hodn& pozornosti tomu, aby na uZiti method a vysledki linedrni algebry
dtenafe upozornil. Rdz knihy je elementérni; k porozuméni stati znat zékladni véty
z theorie determinant a matic, pojem t&lesa (stadi téleso redlnych a komplexnich é&isel)
a elementy analysy (pro porozuméni piikladtm).

ProtoZe o origindlu, jehoZ pfekladem je tato kniha, nalezne Ctenaf pieklad Safarevs-
govy recense v Casopise pro péstovéni matematiky, 77 (1952), str. 308—309, neni tieba
se tu §itit o rozsahu probirané latky a o jejim podéni. VSimnéme si toliko vlastniho pre-
kladu. Tu je tieba ¥ici, ¥e kniha je pfeloZena velmi pedlivé. Pieklad se &te dobfe; jen na
velmi mélo mistech ptisobi trochu neéesky (na p¥. na str. 123, 4. ¥. shora: ,,Operace nale-
zeni druhé odmocniny ...). S pozornosti a zdarem jsou pfeloZeny odborné nazvy.

Vskutku s velkou pe&livosti opravil prekladatel nepfesnosti a tiskové chyby vyskytu-
jici se v origindlu ve znaéném poétu. Uvedme jen namétkou: dikaz Cauchy-Butiakovského
nerovnosti, pfi ndm# v originalu je opomenut pfipad, kdy se v nerovnosti vyskytne nu-
lovy vektor; tihel ¢ dvou vektort, pfi jehoZ definici neni v origindle zdiraznéno, %e tu
b&%i o nenulové vektory a neni fedeno, v jakém intervalu &islo ¢ uvazujeme. Pii vykladu
o analogii rozkladu linedrnfho zobrazeni v soudin unitérniho a symetrického zobrazeni
s goniometrickym vyjadienim komplexniho &isla Gelfand ¥iké, Ze kazdé komplexni é&islo
Ize psat jako soudin kladného &isla s &islem o absolutni hodnoté rovné jedné, a Ze analogif
kladnych &isel jsou t. zv. kladn& definitni linedrni zobrazeni H, t. j. takové, jeZ jsou

76

symetrické a pro nd% (Hzx, ) > 0. V prekladu je opraveno slovo ,,kladny‘‘ na ,,nezdporny

Va¥n¥j8i nedostatky viSak obsahuje original v dodatcich, vénovanych numerickym
methoddm v line4drni algebfe. Na p¥#. pfi feSeni soustavy linedrnich rovnic eliminaéni
methodou autor netikd, Ze se tu pfedpoklédé nenulovost determinantu soustavy a tudiz
neiiké étenati ani nic o tom, jak postupovat, aniZ bychom se pfedem museli pfesvéddovat,
%e tento determinant je razny od nuly. To vse, jakoZ i podobné opomenuti pfi vypodtu
inversni matice, je v pfekladu dopln&no. Uplng piepracoval prekladatel vyklad o Dani-
levského methodd pro vypodet charakteristického polynomu matice, ktery je v origindlu
zalo¥en na nespravném tvrzeni, %e A-matici 4 — AE lze elementérnimi transformacemi
prevést na matici, kterd mé Frobenitv normélni tvar (definici viz v pfekladu na str. 211).

Pres tuto pédi zustala v prekladu je¥t§ drobné nedopatfeni z origindlu, na n&% &tendfe
upozortiujeme: na str. 30, ¥. 11 shora misto ,,orthogonélni base‘ &ti ,,orthonormélni base‘‘;
na str. 153, ¥. 18 zdola misto ,,Potom je* &ti ,,Potom je na ptiklad‘‘ a ve vzorci na né-
sledujicfm ¥4dku misto ay, &ti ag,. Tiskovych chyb je v prekladu velmi mélo a Stenéf si
je sém snadno opravi.
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Prekladatel doplnil knihu dobie sestavenym rejstiikem, ktery v originale chybi. Skoda
jen, Ze jednotlivé stranky nejsou jako v origindlu opatfeny zahlavim oznadujicim &islo
a nazev pravd ‘probirané kapitoly resp. paragrafu. Toto opatieni, velmi usnadriujici
orientaci v knize, se v nasi matematické literatufe viibec vyskytuje velmi f'idce. Bylo by
Zédouci je zavést.

Kniha bude jisté vitanou pomiickou nasim posluchaé¢iim matematiky a svym vykladem
o numerickych methodach v linedrni algebfe mtiZze pomoci — i kdy# skromnné — praxi.

Vdclav Vilhelm, Praha.
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Casopis pro péstovini matematiky, roé. 79 (1954)

ZPRAVY

ZVOLENI NOVYCH CLENU KORESPONDENTU CESKOSLOVENSKE
AKADEMIE VED

Dne 8. prosince 1953 byli zvoleni v zasedéni Ceskoslovenské akademie v&d prof. dr

Otakar Bortwka a prof. dr Milo§ Kossler novymi leny korespondenty CSAV. Této po-

. cty se dostava prof. Borivkovi za préce z matematické analysy a prof. Kosslerovi za
préce z oboru analytickych funkei.

Redakce.

SEDESAT LET PROFESORA JANKO

Dne 3. prosince 1953 se doZil Sedesati let profesor matematiky dr Jaroslav Janko,
vynikajici odbornik v matematické statistice. Katedra matematické statistiky na mate-
maticko-fysikalni fakulté Karlovy university uspofddala na jeho podest slavnostn{ schtzi,
JiZ se sulastnili Getni Zaci a prételé profesora Janko. Na schiizi bylo zhodnoceno dilo jubi-
lantovo po strance védecké, organisaéni a didaktické. Referaty prednesli dr L. Truksa,
docent na katedfe matematické statistiky, ing. Ji# Klozar z ministerstva vnitiniho
obchodu a ing. dr VI. Klega z Vyzkumného ustavu tézkého strojirenstvi. Slavnost pro-
béhla v srdeéném ovzdusi, k demuZ nemalou mérou pfispél jubilant sdm svym zdvéred-
nym projevem.

Referat o dile profesora Janko pfineseme v piistim &isle.

Josef Novdk, Praha.

OSMY SJEZD POLSKYCH MATEMATIKU VE VARSAVE 1953

Ve dnech 6. a% 12. zafi 1953 konal se ve VarSavé 8. sjezd polskych matematikii. Od 7.
sjezdu polskych matematikl, ktery se konal r. 1949 v Praze spoleén& s 3. sjezdem mate-
matiki deskoslovenskych uplynuly tedy Styfi roky. Byla to pomd&rné znaéné piestévka,
nebot po vélce se a% do roku 1949 konaly sjezdy polskych matematikii kazdy rok. V onéch
Stytech letech se sb&hly nékteré udélosti, velmi vyznamné pro rozvoj polské védy obecnd
i pro rozvoj matematiky zvlasts. Ptedn® byl zaloZen Parnstwowy Institut Matematyczny
(PIM), ktery se ujal fizeni celého matematického badéni v Polsku, a za druhé byla
utvorena Polska Akademia Nauk (PAN) jako vrcholnd instituce v&decks v Polsku. Do
Polské akademie nauk se pak zadlenil Panstwowy Institut Matematyczny jako jeden
z jejich ustavi.

8. sjezd matematikli polskych byl pfipravovan v PIM dlouhou dobu, nebot bylo rozhod-
nuto, %e nebude organisovén starym zpusobem. Bylo vybréano pét témat a stanoveno,
aby na ka¥dé toto téma byl vypracovéan obséhly referat, ktery by byl na sjezd$ podkla-
dem pro diskusi. Ka¥dy referat byl svéten jedné skupind polskych matematiki, aby jej
vypracovala. Na referatech se pracovalo téméi dvé 1éta.
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Polékiim se podafilo shroméZdit ve VarSav® na sjezd® fadu zahraniénich hosti z SSSR,.
z lidov® demokratickych stath, avSak i ze statt kapitalistickych.

Ze Sovétského svazu ptijeli: A. N. Kolmogorov, P. S. Alexandrov z Moskvy a kroms& nich
jest& dva mladi matematici: O. Olennikovd, kterd pracuje v theorii parcidlnich dife-
rencidlnich rovnic v Moskvé a S. N. Margeljan z Arménské SSR, ktery se zabyvéa teorii
funkef komplexni proménné. Z Madarska pfijeli: G. Hajds, A. Alexits, J. Hgervdry,
A. Rényi, L. Kalmdr, Sz. Nagy, P. Turdn; z Rumunska: prof. Popovici z KluZe a mlady
matematik zabyvajici se diferenciélnimi rovnicemi Halamay; z Bulharska prof. Cakalov
a prof. Georgiev, z NDR Grell, Schroder a Méglich z Berlina a Willers z Drazdan. Z Cesko-
slovenska byla Ceskoslovenskou akademii v&d vyslana delegace: VI. Kofnek, O. Boriwka,
St. Schwarz, L. Rieger, I. Babuska, J. Mattk, J. Kurzweil. Sjezdu se zucastnil i dr. 4An-
tonin Svoboda, vedouci laboratofe matematickych stroji CSAV, ktery pravé v té dobs
byl na mésiénim pobytu v Polsku.

Ze zapadnich zemi pFijeli: z Anglie A. C. Offord, H. Levy z Londyna, ze Svédska prof.
Wold, statistik u Upsaly, z Danska B. Ch. Jessen, z Holandska H. Freudenthal, z Belgie
P. Libois, ze Svycarska G. De Rahm, z Rakouska prof. Radon z Vidné, z Italie prof.
M. Picone, prof. G. Sansone a prof. L. Lombardo Radice. N8kteii matematici ze zépadnich
stéth, ktefi byli pozvéni, neptijeli. Tak na ptiklad neptijel nikdo z Francie. VSichni
zahraniéni Géastnici byli po celou dobu svého pobytu v Polsku hosty Polské akademie
nauk. Byli ubytovéani vSichni v hotelu Orbis (dfive hotel Bristol) v ulici Krakowskie
Predmiescie, v jednom z nejlepSich varSavskych hoteli, ktery je uréen pfedevsim pro.
cizince. V hotelu se schézeli tito Gdastnici t¥ikrat denng pti spolééném jidle. Pohostin-
stvi polské bylo velkolepé a bylo pamatovano i na viechny drobnosti, jako je na p¥. ku-
fivo nebo minerélni voda veder v pokoji.

Domécich udastnikt bylo kolem 140. Byli to prakticky vSichni védecky pracujici mate-
matici pol§ti. I tém byl cely pobyt ve VarSave, pokud sami tam nebydlili, placen. Byli
ubytovéni v hotelu Polonia na Alejich Jerozolimskych. To mé&lo tu nevyhodu, %e mezi
zahraniénimi udastniky a domécimi matematiky nebyl tak tizky styk mimo budovu sjez-
du. Tomu odpoméhali Poléci tim, %e vidy 6 a% 8 polskych matematikii, ktefi se st¥idali,
obédvalo a vedeielo v hotelu Orbis se zahraniénimi hosty.

V nedsli 6. zéti dopoledne bylsjezd zahdjen slavnostni schizi v paldci Radziwild, ktery
patif predsednictvu vlddy. Na schiizi, jiZ se zG&astnili dva minist¥i a president Polské
akademie nauk, bylo zvoleno pfedsednictvo sjezdu: predsedou byl zvolen prof. Sier-
piniski, mistopiedsedy prof. Kuratowski, prof. Steinhaus a prof. Wazewsks, sekretaii
sjezdu prof. Mostowski a prof. Bielecki. O zahraniéni udastniky sjezdu staral se doc.
M. Stark.

‘Od pondéli 7. zé¥i aZ do soboty 12. z&ri konala se jednéni sjezdové. Dopoledne v 9,30
hod. za¢inala plenérni schiize, na ni% byl pfednesen od pondéli a% do patku v¥dy jeden
z p8ti hlavnich referdtt, po néms¥ nésledovala diskuse. Po diskusi byly ddny jesté na potad
ndkteré velké referdty zahrani¥nich (Alexandrov, Kolmogorov, Rényi, Libois, Egervdry)
i domécich matematiki, které oby&ejng tématem souvisely né&jak s piednesenym refe-
ratem. Dopoledni jednéni kondilo ptiblizng kolem 13,30 hod. Sekce zasedaly odpoledne
v utery 8., ve sttedu 9., v pétek 11. a v sobotu 12. vidy od .16 hod. do 19 hod. N&kdy
konéila n8kterd sekce své jednani aZ i v 19,30 hod. V sobotu 12. dopoledne m&l prof.
Kuratowski velkou prednéfku: Organisace matematiky v lidovém Polsku, jeji dnesni
stav a jeji problémy. Po piednéSce zasedaly i dopoledne sekce. Odpoledne zadala v 18
hod. zdvéreéné schize sjezdu, v ni% pronesli zahraniéni udastnici dékovaci proslovy.
VBechny tyto schize konaly se v sidle Polské akademie nauk, v paléci Staszicovd, ktery
stojf na rozhranf ulic Nowy Swiat a Krakowskie Predmiescie.
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Pro sjezd bylo pfipraveno téchto pét referatu:

1. Dne3n{ stav badéni o zékladech matematiky, vypracovany prof. Mostowskym & jeho
skupinou. '

2. Vliv modernich matematickych metod na klasické matematické teorie, vypraco-
vany prof. Wazewskym a jeho skupinou.

3. Teorie pravd$podobnosti, jakoZto néstroj vyzkumu v oboru pfirodnich véd a vy-
roby, vypracovany prof. Stetnhausem a jeho skupinou.

4. Vyznam moderni fysiky pro vyvoj matematiky, vypracovany prof. Infeldem a jeho
skupinou.

5. Matematické metody moderni techniky, vypracovany skupinou vedenou prof.
Turskym.

Referaty byly rozmno¥eny v jazycich polském, ruském a anglickém neb francouzském
a rozddny tdastnikim predem. Pfednafejici mohli se tedy omezit jen na zdaraznéni
hlavnich bodu referatti a vytéeni a rozbor t&ch véci, o nichZ by se mélo podle jejich
minéni diskutovat. To se nejlépe podatilo prof. Mostowskému. Prof. Infeld se diskuse
nezudastnil, nebot dlel prav8 mimo VarSavu. Prvni referét tykal se oboru, v némz polsti
matematici mnoho pracovali a méli znamenité vysledky. Druhy referat chtél obratit
pozornost polskych matematiki na klasické obory matematiky a vyzdvihnouti ty véci,
jimi% polskd matematika prisp8la k rozvoji téchto obort. Ostatni referdty mély za cil
vyzdvihnout dtlezitost aplikaci matematiky, nebot pied valkou méla polskéd matematika
z nejvétsi éasti teoreticky raz.

V sekeich byla predndSena sdéleni obvyklym zpusobem. Tato sdéleni tykala se rozlié-
nych obortt matematiky. Vedle matematické logiky, topologie, teorie redlnych funkef,
funkcionélni analysy, v ni% polskd matematika vynikala na svStovém matematickém
foru jiZ pred véalkou, byla zastoupena teorie analytickych funkei a teorie diferenciél-
nich rovnie, hlavng krakovskymi matematiky, a pfedev8im teorie pravdépodobnosti
a vie, co s touto teorii souvisi. O. teorii pravd&podobnosti je dnes v Polsku velky zéjem
a velmi usilovng se v ni pracuje, zvla&t& ve Vratislavi. Z algebry nebylo mnoho sdéleni.
Polsti matematici preji si v8ak, aby algebra byla daleko vice v Polsku p&stovdna ne%
dosud. Jsem presvédden o tom, Ze kroky, které za tim tdelem udinili, ponesou v brzku
ovoce. Nejmensi zéjem byl o teorii ¢isel.

Vsichni na%i matematikové, ktefi se ztiSastnili sjezdu, méli sdéleni ze svého pracovniho
oboru:

. I. Babu$ka: Hrani¢éni vlastnosti funkei biharmonickych.

. 0. Boruvka: Nové vlastnosti integrélu v diferencidlnich rovnicich 2. fadu.
. V1. Kofinek: Véta Schreierova ve svazech.

. J. Kurzwesl: O aproximacich v Banachovych prostorech.

. J. Ma#tk: Representace funkcionalu integrélem.

6. L. Rieger: O kvantifikatorech spojujicich logické proménné 2. fadu.

7. St. Schwarz: O maximélnich idedlech v teorii pologrup.

AW N

Se sjezdem byla, jak je obvyklo, spojena Fada spoledenskych udélosti. Z nich uvedu
jen prohlidku nové budované VarSavy, které bylo vénovdno pondélni odpoledne a kterd
udélala na viechny ulastniky sjezdu hluboky dojem. Pisatel t&chto fadka vidél jestd
starou Varsavu v roce 1935, pak VarSavu znifenou, kde se teprve podalo s vystavbou,
v roce 1948 a koneén¥ VarSavu dnedni. To, co se ve VarSav$ vykonalo od roku 1948,
je prostd neuvétitelné. Celé &tvrti byly znova postaveny, na obrovskych plochdch od-
klizeny trosky. VarSava se buduje podle velkoryse vypracovanych pland. Jsou navrZeny
Gplng nové Siroké t¥idy, nskteré staré tiidy se znadénd rozfifuji (Marszalkowska). Za-
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klddajf se nové velkd nédmésti. Bfeh Visly se upravuje v délce 10 km na park. Stavi
se podzemni dréha. Byvalé historické &tvrti buduji se znova ve staré podobs, ovSem
s modernimi vnittky domt. Clovék by snad mé&l proti té neb oné jednotlivosti némitky.
Veelku je viak postup spravny. Nové hlavni mésto se nestavi jen pro desetileti.

Po skondeni sjezdu pozvala Polskéd akademie nauk zahraniéni déastniky na zajezd
do Krakova a Zakopaného, ktery trval od nedé&le 13. zéii aZ do étvrtka 17. z4¥i. Zahraniéni
hosté mali tak pFfleZitost shlédnout staré mésto Krakov s krdsnymi pamétkami z polskych
d&jin. Déle navitivili Nowou Hutu, novd budované stotisicové mésto 7 km vychodns
od Krakova u velkého hutnfho kombindtu, Osvé&im se stra§nymi paméatkami na nacis-
mus, a konedn¥ Zakopané s divokou scenerii polskych Tater. Pfiznivou nédhodou byl
v Zakopaném nédherny sluneény den a hory byly asi od vySe 1700 m pokryty snéhem.

Na konec nezbyva mi neZ blahopiét Polské akademii nauk a polskym matematiktm
za velmi zdatily védecky sjezd a podékovat jim za skvélé pohostinstvi.

Viadimir Kofinek, Praha.

MEZINARODNI SJEZD DIFERENCIALNf GEOMETRIE V ITALII

12. ¥ijna 1953 referoval v prazské matematické obei akademik K. Cech o mezinarodnim
sjezdu diferencidlni geometrie v Italii, jehoZ se sam zudastnil na pozvéani university
v Bologni a Jednoty italskych matematiki.

Sjezd, ktery byl do jisté miry pokradovanim mezindrodniho kolokvia diferencialnf
geometrie, konaného v kvétnu letodnftho roku ve Strassbourgu, pofédaly university
v Pise, Bologni a Padov¥, Jednota italskych matematiki za piispéni Mezindrodni mate-
matické unie a nadace G. Cini v Bendtkach. Sjezdu se udastnilo asi 30 zahraniénich
matematikt. Z SSSR byli ptitomni A. D. Aleksandrov a S. P. Finikov. Z matematika
zemfi lidové demokracie byl na sjezdu pouze E. Cech. Sjezd byl zahdjen 20. za¥i, pokra-
Soval 21. zé¥ v Padovd, 22. a 23. zaii v Benatkach, 24. a 25. zaii v Bologni a 26. zati byl
ukonden v Pise.

Na pofad sjezdu byly zafazeny tfi hlavni piednafky, vénované tiem vyznaénym
italskym geometrim: @. Ricci-Curbastrovi, zakladateli t. zv. absolutniho poétu v diferen-
cidlni geometrii, L. Cremonovi, ktery zaloZil italskou Skolu algebraické geometrie, a
L. Bianchimu, dovrsiteli klasického sméru v diferenciélni geometrii. O Riccim, narozeném
pravé pred sto lety r. 1853, prednéfel 21. zé¥i v Padovs A. Tonolo. Pfednasku o L. Cremo-
novi, zemfelém pred padesati lety r. 1903, proslovil 24. z4¥i v Bologni Brusetti, a o L.
Bianchim promluvil u pfilezitosti jeho p8tadvacetiletého umrti W. Blaschke 26. zaii v Pise.

Ostatn{ sjezdové prednésky byly odborné, nékdy i dosti specidlni. A. D. Aleksandrov
predndsel o jistém roziifeni theorie konvexnich ploch a S. P. Finikov referoval o vysled-
cich tykajicich se jistych kongruenci W. E. Cech sezndmil italské matematiky s jednim
dule¥itym problémem své theorie korespondenci, s projektivni deformaci vrstvy nadploch.

Z ostatnich sjezdovych pfednéSek budte? zaznamenény alespoii tyto: V Padové pied-
néfel J. A. Schouten o diferenciélnich operatorech 1.¥adu, P. Finsler o methodéch diferen-
ciélnf geometrie s hlediska infinitesimélniho podtu, Hodge o nékterych otédzkach z kombi-
natorické topologie a H. Hopf o n¥&kterych svych vysledcich v diferencidlni geometrii
ve velkém. V Bendtkach pokradoval sjezd mimo jiné pfednaskami A. Lichnerowicze,
E. Kihlera, B. Segre a j., o zavSreénych sjezdovych dnech v Bologni pak piednéSkou
L. Godeaux o Moutardovych kvadrikéch a kuZelosetkéch a jinymi.

Zbynék Nddenik, Praha.
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PREDNASKY A DISKUSE

V matematické obci pra¥ské pokratovaly od zaéatku studijniho roku 1953—54 znovu
pravidelné pond&ini prednasky a diskuse. Udast na nich byla znaéné a diskuse byly Zivé.

Konaly se tyto prednasky a diskuse:

25. 9. 1953: Eduard Cech, VYznam geometrie v historickém vyvoji matematiky.
8. 9.1953: O VIIL sjezdu polskych matematiki konaném 7.—13. zafi ve VarSavé.
Referovali: akademik Viadimir Kofinek, doc. dr Ladislav Rieger, dr Jan
Mafik, dr Jaroslay Kurzweil, ing. dr Ivo Babuska.
6. 10. 1953: Ivo Babu$ka, Diskuse o aplikované matematice v souvislosti s VIII. sjezdem
polskych matematiktt ve VarSavs.
12. 10. 1953: Eduard Cech, O mezindrodnim sjezdu o diferencialni geometrii v Italii.
14. 10. 1953: Jaroslav Janko, Statistické rozhodovéni ve vyzkumu.
19. 10. 1953: Meroslav Katétov, O theorii dimense.
26. 10. 1253: Diskuse o popularisaci matematiky. (Spolu s katedrou matematiky mate-
maticko-fysikélni fakulty Karlovy university, s katedrami matematiky
(eského vysokého udeni technického a Spolednosti pro ifeni politickych
a v&deckych znalosti.)
2. 11. 1953: Jan Ma#ik: O Diracov$ d-funkei a Fourierové transformaci.
9. 11. 1953: Alfréd Rényi, ¢len korespondent Madarské akademie v&d, O zékladnich
pojmech pravdépodobnosti.
11. 11. 1953: Alfréd Rénys, Glen korespondent Madarské akademie véd, Theorie uspoid-
danych vybéra (variaénich tad).
16. 11. 1953: Viadimir Knichal, O frekvenéné modulovanych vlnach.
20. 11. 1953: Lev KaluZnin, Vlastnosti grup automorfismu jistych grup.
23. 11. 1953: Rdzsa Péter, Rekursivni funkce.
30. 11. 1953: Vojtéch Jarnik, O druhém dilu integralniho poétu.
Frantidek Vyéichlo podal zpravu komise pro terminologii.
7. 12. 1953: Eduard Cech, O stati A. N. Kolmogorova ,,0 povolani matematika‘.

Referaty o nékterych prednaSkdch a diskusich uvefejnime v piistich éislech tohoto
dasopisu.

Matematicki obec v Brn&. Cinnost brndnskych matematika se rozviji jednak v rémci
Matematického tstavu CSAV, jednak v JCMF. S podporou Matematického ustavu CSAV
koné se v Brné nékolik seminai a pfednasek.

Prof. dr O. Bordvka vede seminéi pod nézvem ,,Specidlni vlastnosti diferencidlnich
rovnic oby¢ejnych se zietelem k aplikacim. Cilem je studium asymptotickych vlastnosti
integrala diferencidlnich linedrnich rovnic vysSich radd, nelinedrnich rovnic 2. ¥adu

. a rovnic duleZitych s hlediska aplikaci v technickych v&déch. Kroms toho vede prof. dr
O. Boruvka pfipravu kritického vydéani nékterych spistt Matydde Lercha. Jde o pokraco-
véni téhoZ tikolu z minulého roku, pii éemZ v leto¥nim 8k. r. 1953—54 se jedné hlavné
o prostudovani a kritické zhodnoceni Lerchovych praci z oboru eliptickych funkei a malm-
sténovskych fad. Prace se ztdastni na 30 brnénskych matematiki. Na spoleénych schii-
zich jednotlivi élenové podéavaji referaty.

Prof. dr K. Koutsky vede ,,Seminaf elementarni matematiky‘‘. Pokraduje se v probi-
réni Coolidgeovy knihy ,,A treatise on the circle and the sphere‘‘. Dokonduji se teoremy
o kruhové inversi a bude se probirat geometrie trojthelnika.

Na Vojenské technické akademii jsou jednak pro zdjemce z vysokych kol a jednak pro
techniky z praxe pofddény dva druhy pfednasek. Jedny piednésky koné prof. drJ. Kaucky
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pod nézvem ,,Zékladni pojmy z theorie matic‘ a druhé dr J. (ermdk pod nézvem ,,Uvod
do theorie funkei komplexni prom&nné.«

Na vysoké.Skole stavitelské vede prof. dr J. Klapka ,,Seminaf diferencidlni geometrie*.
Probiré se projektivni theorie ploch a soustav linearnich prostord a geometrické studium
soustav diferenciélnich rovnie.

Dr J. Berdnek z Ustavu theoretické fysiky piirodovédecké fakulty vede ,,Seminat
matematickych method v theorii Sifeni elektromagnetickych vin‘. Probird se Sifeni
elektromagnetickych vin ve vinovodech a v kuZelovych trubicich s ohledem na jejich
buzeni a budou konény referaty élenti seminéfe o nékterych dileZitych problémech $ifeni
elektromagnetickych vin p#i povrchu Zems, jakoZ i referaty tykajici se ohybu elektro-
magnetickych vin.

Co se tyée JCMF, byly konény tii prednésky. Dne 29. 1. 1953 prednasel dr M. Zldmal
na théma ,,0 jednom Ljapunovové kriteriu stability‘‘. Byl to pfedb&Zny referat o vysled-
cich,.které pak byly publikovany v 3. &. letogniho roéniku Cechoslovackij matematideskij
%urnal.

Dr L. Frank piednésel 5. 3. 1953 ,,0 Zivot& prof. MatyaSe Lercha‘‘. Pfednaska vysla
tiskem v Casopise pro péstovani matematiky (r. 1953).

Na valném shromaZd&ni dne 4. 6. 1953 piednasel prof.dr O. Boriiwka na théma ,,Ukoly
a cesty matematiky‘‘. Prednaska byla rovné# publikovéna, a to v Pracich moravské
akademie véd prirodnich.

V matematickej obci v Bratislave konaju sa v Skolskom roku 1953/54 v réamci SAV
nasledovné pravidelné semindre:

1. akademika SAV J. Hronca z teérie diferencialnych rovnic dvojty¥denne v pondelok,
2. akademika SAV S. Schwarza z modernej algebry tyZdenne v ttorok,
3. dra L. Mi$ika z tedrie miery a integralu tyZdenne v piatok.

SemindFe konané pFi Matematickém tstavé ESAV v Praze ve stud. roce 1953—54.

1. Semindf o numerickych methodach poéetnich vede ing. dr Ivo Babuska,
prof. dr Vi. Knichal, dr O. Vejvoda.

Semindf sestdvé vlastnd ze dvou &asti, které se navzdjem tydn8 proplétaji, takie
kaZdé ¢ast probihé v period& Strndctidenni.

V prvé &asti bude probirédna obecné theorie interpolace s aplikacemi na rtizné specialni
piipady, numerické integrovéni a derivovani, numerické feSeni obyd&ejnych diferenciél-
nich rovnic (Kutta-Runge, Adams) a parcidlnich diferenciélnich rovnic (methoda siti).

V druhé &asti budou probirdny rtzné methody k fefeni specidlnich soustav linedrnich
rovnic vyskytujicich se v téchnické praxi (zejména stavitelstvi).

Seminéf se kond vidy v sobotu v Matematickém ustavsé CSAV, Praha IV, Loretdnské
nam. &. 3 (10,20—12,00).

2. Seminéf o nelineédrnich oscilacich a theorii stability vede prof. dr Vi. Kni-
chal, dr O. Vejvoda.

V prvém semestru byly probirény n&které specidlni fysikalni piiklady a zakladni
topologické otézky vyskytujici se pti fefeni diferencialnich rovnic z nelinedrni mechaniky.
(V podstaté podle Stokerovy knihy.)

V druhém semestru byly studovény zakladni Ljapunovovy véty z theorie stability
(v podstaté podle knihy Malkinovy, Teorija ustojéivosti dviZenija).

Seminét se kond vidy ve étvrtek v Matematickém tstav®é Karlovy university, Praha IT,
Ke Karlovu 3 (9,560—11,30).
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3. Seminéi z theorie distribuci vede dr Jan Mafik.

V zimnim semestru se v seminafi probiraji ptiklady z I. dilu Schwartzovy knihy
o theorii distribuci. Letni semestr bude v&novén studiu komposiéniho soudinu distribuct
(splotu) podle 6. kapitoly II. dilu té%e knihy. Seminéi se kond vidy ve étvrtek (9,30 aZ
11,30) v Matematickém ustavu Karlovy university. Kromé toho pro zéjemce, ktefi se
loni tohoto seminafe neudastnili, b&%i dopliiovaci seminaf, kde se vyklddaji zékladnf
pojmy z theorie distribuci. Tento dopliiovaci seminét se kond ve stiedu (17—19) v Ma-
tematickém tstavu Karlovy university.

4. Seminaf o theorii rovinné pruznosti vede ing. dr Ivo Babuska.

Seminak méa dvé &asti, z nichz ka#dé probihd ve étrnactidenni periodg.

V prvé Sasti je systematicky probirdna theorie rovinné pruZnosti. V zimnim semestru
byly vykladany fysikélni zéklady z matematického hlediska. V letnim semestru se pfejde
k systematickému studiu biharmonické rovnice.

V druhé 8asti je referovéano o vybranych &lancich z éasopist, tykajicich se matematic-
kého FeSeni problémit theorie pruznosti.

Seminat se koné vidy v patek v Matematickém ustavé Karlovy university (16—17).

5. Seminat matematické didaktiky vede akademik E. Cech. Seminéi je vénovén
riznym otézkdm vyudovani matematice na obecnd vzdélavacich Skolédch. Na piéni
udastniki se probiraji nejprve otézky elementarni geometrie jako na pf.: jak vychézet
od #akovych zkuSenosti pii zavadéni geometrickych pojmi, jak urdit pfesnému a pfi
tom veku #4ka pim$tenému vyjadiovani, jak udit Zéka, aby samostatng chépal éteny
matematicky text, jak udit lasce k predmétu a ptitom zéroveti lasce k praci, jak dosdhnout
co nejvitsi aktivity Zéki, jak spojovat razné body udiva v organicky celek a pod.

Seminéf se kond vidy ve étvrtek (18—20) v Matematickém ustav® Karlovy university.

SeminaFe konané p¥i matematicko-fysikalni fakult® Karlovy university
v zimnim a letnim semestru 1953-54.

1. Seminat akademika Boh. Byd'iovského o theorii transformaci a jejich grup; v tutery
(17—19). ' ’

2. Seminéat akademika Ed. Cecha o speciélnich funkeich; v pondéli (8—10).
. Seminéi akademika V1. KoFinka, Vybrané partie z theorie grup; v pondsli (14—16).
. Seminé# 8lena korespondenta Mir. Katétova z topologie; ve stfedu (16—18).
. Seminé# prof. dra Milode Késslera z analytickych funkei; v utery (17—19).
. Seminéi aspiranta Ilji Cerného z topologie; v pétek (15—17).
. Seminéf doe. dra Albiny Dratvové, Uvod do moderni logiky; ve stiedu (16—17).
. Seminéf doc. dra Albiny Dratvové o matematické logice; ve &tvrtek (11—13).

9. Semindf doc. dra Lad. Trnky a dra Josefa Bilého o matematické statistice; ve stiedu
(10—12).

Tyto seminafe se konaji v Matematickém tstavé Karlovy university.

W I & Gk W

10. Seminaf prof. dra Jar. Janko o matematické statistice technického sméru (4 hod.
tydng) v Matematickém ustav® Vysokého udeni technického v Praze II, Na Bojisti 3.

Matematické seminiFe na vysokych Skolich technickych v Praze.

Na &oském vysokém udeni technickém ptistoupily jednotlivé fakulty k plénovéni
odborné a védecké Sinnosti usitelskych sil, pondvad¥ se poznalo, %e je naléhavé tuto éin-
nost zajistit a podpotit, aby pedagogické préce se kvalitn® nezhorfovala:

P#i velkém zatffeni vyudovacimi povinnostmi je obti#né v&decky pracovat, pondvadZ
nenf spln&n zékladni pfedpoklad, totiZ, aby kaZdy z uditeld m¥l v tydnu alespoti 3 ptildny
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souvislého, ni¢im nenaruseného pracovniho klidu pro takovou préci. Jednotlivé fakulty
se v¥ak o to snaZi, a proto kdy#% v blizké budoucnosti budou katedry malymi celky, dobf¥e
perasonalnd vybavenymi, bude mozno piece jen védeckou praci zajistit. Nevzniknou-li
oviem zatim jné zévady zdsahem ustiednich uradua.

Aby mohli mladsf asistenti snéze prohlubovat své védomosti a aby se naudili v kolektivu
pracovnikt katedry debatovat a hajit své FeSeni jednoduchych problému, ztidily katedry
matematiky seminéie; do nich chodi také asistenti a aspiranti rtiznych technickych
disciplin.

Tak na katedfe matematiky a deskriptivni geometrie fakulty inZenyr-
ského stavitelstvi prohlubuji si asistenti védomosti z analysy, které je predmétem
vyuky na technikdch, v semind¥i o metrickych prostorech.

Na &etnych ptikladech se studuji vlastnosti rtiznych metrickych prostortt majicich
vyznam pro analysu. Voditkem pfi studiu je kniha Jarnikova o diferencidlnim poétu
(2. dil). Seminat vede dr Mslos Lansky; Gdastniku je asi 20, doba seminai: stteda (17—19)
étrnactidenné v Praze 11, Na Bojisti 3.

Pro asistenty, ktefi pracuji v diferencidlni geometrii, vede seminat o prostorech s afinni
konext prof. dr Frantisek Vyéichlo. Jednotlivi tiéastnici (9) referuji zatim o diléich problé-
mech z theorie Riemannovych prostort. Seminat se kona kazdou st¥edu (10—12) v Praze
II, Na Bojisti 3.

Katedra matematiky a deskriptivni geometrie fakulty elektrotechnic-
kého inZenyrstvi zfidila tyto semindfe:

Seminai o rovinném pohybu, v ndm% jsou studovany analytickou geometrii pohybové
invarianty. Pozdéji budou studovény vlastnostiinvariantni pii afinni grupé s proménnymi
koeficienty. Seminéi vede prof. dr Zdenék Pirko kazdé utery (17,45—19,30) v Praze II,
Na Bojisti 3 (7 udastniku).

Seminai o diferencidlnich rovnicich a jejich uZiti v elektrotechnice vede prof. dr Zdenék
Pirko kazdou sobotu (7—9) v Praze I, Husova 5 pro 20 ucastniku (asistenti elektrotech-
niky a j.).

Mimo tyto seminafe se konaji pracovni schazky krouzk, které vytvorili nékteriasistenti
pracujfci v témZe oboru. Takovy krouZek pro operdtorovy pocet vede OldFich Konifek
kazdy druhy pétek (15—17) v Praze II, Na Bojisti 3 a i¢astni se ho 6 asistentu. Krouzek
pro analysu (podle Grebenda-Novoselova) vede kazdé druhé utery dr Mqilo§ Neubauer
(10 udastnikii) v Praze II, Na Bojisti 3 a koneén& krouZek pro matematickou logiku, ktery
vede doc. dr Ladislav Rieger v Praze 11, Na Bojisti 3 .

V letnim semestru pfibude na katedfe matematické fakulty elektrotechnické seminéi
doc. dr Aloise Urbana o diferencidlni geometrii (podle Kaganovy knihy), krouZek pro
prace Sobotkovy z diferencidlnt geometrie za vedeni doc. dr Aloise Urbana a krouZek
pro theorit funkct komplexni proménné (podle Saks-Zikmunda) za vedeni dra Milode
Neubauera.

Na katedfe matematické fakulty inZenyrského stavitelstvi vede krouZek pro matema-
tickou statistiku dr Vdclav Alda.

V letnim semestru zahaji referaty krouzek pro prdce prof. Sobotky z rGznych matematic-
kych obort za vedeni prof. dr Frantidka Vyd&ichlo.

Na vysoké £kole chemické vede doc. dr J. Bilek semindf o algebraické geometrii.
Predmétem studia jsou biracionélni korespondence na algebraickych varietach (aplikace
theorie ohodnoceni téles a theorie idedali). Seminé¥ se kond v Praze XIX v Matematickém
ustavu vysoké Skoly chemické vidy ve &tvrtek (16—18) (6 Géastniku).

Mimo to v pravidelnych schuzich kateder referuji uditelé jednotlivych pracovist o me-
thodickych problémech, které resili kolektivnd podle plénu vyhléSeného piislusnou ka-
tedrou na stud. r. 1953/54. Takovym byl na pi. referat s. dra Borise Grubera o vykladu
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integrélu v zékladnim kurse na technikéch (spolupracovali dr V. Alda, dr V. Fabidn) a
referat doc. dr Ladislava Riegra o totélnim diferencidlu.

Je ztejmé, ¥e nové organisace nafeho vysokého Skolstvi davé moZnosti tvofivé praci.
Je jen tieba odstratfiovat brzdy této dinnosti a vSemi silami poméhat mladym pracovni-
kttm k zlepSeni kvality jejich uditelské préace; a prostiedkem k tomu rozhodnd je vétsi
dinnost védecka. Doufejme, Ze seminéie, o nichZ se zmitiujeme, tuto préci podniti.

& NAVSTEVY HOSTU Z CIZINY

Dne 18. z4ii 1953 zastavila se v Praze madarské delegace — profesor G'. Hajds, profesor
L. Kalmdar, profesor A. Rényi, profesor P. Turdn a zéstupce bulharskych matematikii
akademik L. N. (akalov, vracejici se ze sjezdu polskych matematiki ve Varsavé. Nasi
matematici se seili s uvedenymi zdstupci madarské a bulharské matematiky na piételské
vedeii, na které byly prohovofeny nékteré aktuality.

V. K.

Ve dnech 16. 9. 1953 a 3. 10. 1953 m¥li ¢eskoslovensti matematikové vzécnou pfile-
¥itost osobniho kontaktu s anglickym védcem G. W. Whiteheadem, vynikajicim pracov-
nikem v theorii homotopie, kters je dnes jednou z nejvyznamndjsich kapitol topologie,
a mé prvotiidni vyznam pravé ve sméru soustavného shlizovan{ topologie s ostatnimi
hlavnimi obory moderni matematiky. (leskoslovensti matematikové se osobn& sezné-
mili s G. W. Whiteheadem v r. 1948 na sjezdu polskych matematikt ve VarSavé. White-
head piiSel mezi nds jako &len delegace pokrokovych anglickych védet, ktera odjela na
.14 dni do SSSR, aby se seznamila s pokroky a usp&chy sovétské védy. V Praze se zdrZel
jak pred odjezdem do Sovétského svazu, tak i pti cest® zpét, a ziskali jsme od n&ho cenné
informace jak o jeho vlastni praci se svymi %éky, tak i o topologickém bédéni moskevské
a leningradské Skoly v nejposledngjsi dob&. Rozhovort s G. W. Whiteheadem se krom&
‘akademika Cecha zdastnil: akademik Vojtéch Jarnik a akademik Josef Novdk.

E.C.

V dobd od 19. fijna do 24. listopadu 1953 dlel v Ceskoslovensku dr Lev KaluZnin,
profesor matematiky na Humboldtové universit§ v Berling (N8mecks demokraticks
republika). V&t&i 8ast doby stravil v Karlovych Varech, kde se 1é¢il. Matematicky ustav
uspoiédal dne 20. listopadu jeho pfednégku na thema ,,Vlastnosti grup automorfisma
jistych grup*. Ve své piednéice podal zobecn¥ni n8kterych Baerovych vysledkn a doka-
zal je daleko jednodusSimi methodami.

J. N.

Dne 4. listopadu 1953 ptijel do Ceskoslovenska &len-korespondent Madarské akademie
v&d Alfréd Rényi, profesor matematiky na universit§ v Budapesti a Feditel Ustavu pro
aplikovanou matematiku Madarské akademie v&d. Jeho v&decké cesta byla plénovéna
v rémei kulturni dohody &eskoslovensko-madarské. Uelem jeho cesty byly v&decké
piednésky, z nichZ dv¥ proslovil v Praze a po jedné v Brn8 a v Bratislavg, ddle informa-
tivni rozhovory o stavu badani v oboru matematiky, zejména pak v oboru aplikaci ma-
tematiky v technice a oborech p¥irodovédnych, a to jak v Ceskoslovensku, tak i v Ma-
darsku. Daléim daleZitym tkolem jeho cesty bylo navézéni &ilej§ich v¥deckych styku
mezi matematiky madarskymi a Geskoslovenskymi.

Prvni jeho predné¥ku na thema ,,0 zékladnich pojmech theorie pravd¥podobnosti®
usporédal Matematicky ustav Ceskoslovenské akademie véd v pond¥li dne 9. listopadu
v dobs, kdy se pravidelns schézi matematické obec praZské. Piednaska byla ideologicky
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zaméfend; v této pfedndsce autor vyliéil historii theorie pravdépodobnosti, ideologicky
zhodnotil vyznam theorie pravd&podobnostia zvlasté Kolmogorovovy axiomatiky anavrhl
zobecnéni, jeZ zdivodnil potfebami aplikace pravdépodobnosti ve fysice. Druhou jeho
prednésku ,,Theorie usporddanych vyb&ra (variatnich ¥ad)* usporadal Matematicky
ustav s katedrou matematické statistiky na matematicko-fysikédlni fakulté. V této pred-
nésce profesor Rényi podal a matematicky zdavodnil vlastni navrh testu, jenZ je zobec-
nénim zndémého testu Kolmogorov-Smirnovova. Prvé pfednéska byla pronesena v jazyku
ruském a druhé v jazyku némeckém. Po obou pfednéskéch se rozvinula Zivé ‘diskuse.

Cennym pi#inosem k vzdjemnému poznéni a k navazéni pravidelnych védeckych stykut
byly &etné rozhovory profesora Rényiho s éelnymi nasimi matematiky a pracovnimi ko-
lektivy. Tyto rozhovory se konaly jednak v Matematickém tstavu CSAV, jednak na ka-
tedfe matematické statistiky za pritomnosti kolektivu védeckych pracovniki Vyzkumné-
ho ustavu sdélovaci techniky A. S. Popova a kolektivu odbornfikii z Vyzkumného ustavu
t&Zkého strojirenstvi, jednak na fakulté matematicko-fysikalni a na eském Vysokém
udeni technickém v Praze.

Na pocest laureata Kossuthovy ceny A. Rényiho uspoidadal madarsky vyslanec Imre
Horvdth vedeii, na ni% pozval naSe pfedni v&dce v oboru matematiky. Pan vyslanec
8 ¢leny madarského vyslanectvi pobyli v druZném rozhovoru s nasimi matematiky aZ do
pozdnich hodin veéernich. V nedéli dne 16. listopadu se rozlouéili praZs§ti matematici
8 profesorem Rényim na spoleéném oh&dé, jehoZ se také uc¢astnil kulturni atasé madar-
ského vyslanectvi Léderer.

Na zpétedni cestd zastavil se prof. Rényi v Brné, kde prirodovédecks fakulta Masary-
kovy university uspoiddala jeho pfednasku ,,0 pouziti poétu pravddpodobnosti na vy-
Setfovani chemickych reakei*. Pfednéska byla ¢etné navstivena poslucha&i fakulty
i uditelskymi silami a setkala se se znaénym ohlasem. V Brng pobyl prof. Rényi dva dny.
Dalsi dva dny byly v&novany navitéve Tater a prohlidce hvézdarny na Skalnatém plese,
jako% i pokusné stanici kosmického zafeni na Lomnickém §tit8. V péatek konala se pak
v Bratislav$ Rényiho piednéska, kterou usporadala Slovenské akademie véd. Dne 22.
listopadu odjel profesor Rényi po skoro tiined&lnim tisp&$ném pobytu v Ceskoslovensku
do své vlasti.

J.N.

Na své cest& z Berlina se v Praze zastavila na dva dny dr Rdzsa Péter, profesorka peda-
gogického institutu v Budapesti. Dr Péter pracuje jiZ ptes 20 let v oboru theorie rekursiv-
nich funkef a jeji kniha Rekursive Funktionen, vysla v r. 1951 v Budapesti, je dobfe
zZnéma i u nés. '

V pondéli 23. listopadu 1953 proslovila dr Péter na schizce matematické obce prazské
némecky pfednasku, ve které podala struny piehled theorie a uZiti rekursivnich funkei
a uvedla nové&jsi vysledky, tykajici se aplikaci na matematickou logiku. Byla to piedevsim
znédmé Kalmérova jednoduché konstrukce nerozhodnutelnych v&t v jistych formélnich
systémech, splitujicich miniméln{ po¥adavky, déle pak novy spoleény vysledek L. Kalméra
a prednéSejici, ktefi dokézali, 26 Churchova véta o nefefitelnosti problému rozhodnu-
telnosti pro niZ8i predikdtovy polet je dusledkem Gédelovych v&t.

J. B.

ZE SCHUZE VYBORU JCMF KONANE DNE 25. LISTOPADU 1953
V MAT. USTAVE KARLOVY UNIVERSITY

Po zahéjeni schuze pfedsedou akademikem B. Bydfovskym byl schvélen zapis o minulé
schuzi vyboru. Potom pfedseda podal zprdvu o &innosti presidia Jednoty za dobu od
7. Hjna 19562 do 25. listopadu 1953. Zminil se pfedeviim o tprav§ majetkovych poméri
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Jednoty v posledni dobs. Uvedl, Ze knihovna Jednoty je nyni majetkem Matematického
ustavu CSAV; je viak ptistupna &lentim Jednoty bez jakéhokoliv omezeni. Byvaly dim
Jednoty v Zitné ulici, ktery Jednota v&novala CSAV, byl také Akademii ptevzat, a to
v ¢ervnu 1953.

Prof. Fr. Vyéichlo podal struény piehled o zdvérednych udtech Jednoty za rok 1951
a 1952, Vybor vzal tuto zpravu na védomfi; bude piedloZena valné hromad¥ ke schvéleni.

Hlavnim bodem schtize byl referét prof. Mil. Valoucha, ktery seznédmil vybor s né-
vrhem novych stanov Jednoty. Tento ndvrh vyplyvé z nové upravy &innosti v¥-
deckych spoleénosti; podle ného bude Jednota dobrovolnou organisaci ve smyslu zékona
&. 68/1951 Sb. Bude to v&deckd vyb&rova spolednost pridruZens k CSAV, kterd bude
sdruZovat védecké a odborné pracovniky v oborech matematiky, fysiky a véd pfibuz-
nych. M4 poméhat rozvoji védy, seznamovat Siroké vrstvy védeckych a odbornych
pracovniki 8 novymi poznatky a vysledky védy, zejména sovétské, podnécovat v8deckou
a odbornou publikaéni éinnost, peéovat o zvySovéani odborné a ideologické tirovng &lenti,
viimat si otédzek vyudovani a spolupracovat na popularisaci védy. Tyto ukoly mé Jednota
plnit zejména pofddénim piednadek, organisovénim v&deckych konferenci, pofédénim
raznych Skoleni, poskytovadnim konsultaci, spolupraci s jinymi v&deckymi, po pfipad¥
Skolskymi orgdny a institucemi, jakoZ i vydédvénim véstniku, dasopisi i jinych publikaci.

Pusobnost Jednoty se bude vztahovat na celé tizemi CSR. Bude mit krajské odbory
pro jeden nebo vice kraji. Sidlem Jednoty je Praha. Clenové maji byt estni, &innf a za-
hraniéni. Cinnymi &leny mohou byt v&dedti a odborni pracovnici, uditelé a studenti, starsi
18 let z oboru matematiky, fysiky a pfibuznych oboru. VSichni élenové mohou uZivat
vyhod sjednanych Jednotou pro &leny pii odb&ru védeckych &asopisi a jinych publi-
kaci, pri pouZivéni v8deckych knihoven a podobns. .

Nejvyssim orgdénem Jednoty je celostatni sjezd, ktery se sklddé z delegatd volenych
na ¢&lenskych schizich krajskych odboru. Celostétni sjezd (mimo jiné) voli pfedsedu
Jednoty a jeji tstfedni vybor; tento vybor #idi ¢innost Jednoty v obdobi mezi dv&ma
sjezdy. Na Slovensku jsou orgény. Jednoty slovenské konference Jednoty a slovensky
vybor s piedsednictvem. Cinnost Jednoty v krajich #{di 5 a% 8 &lenny vybor krajského
odboru, a to podle smérnic ustfedniho vyboru a podle usneseni &lenskych schiizi.
Prostiedky Jednoty jsou: zépisné, élenské piisp&vky,dotace poskytované Jednotd z roz-
pottu CSAV, vytézky z publikadnf a prednéskové dinnosti, dary, vénovéni a odkazy.

V diskusi o ndvrhu stanov bylo zejména zduraznéno, aby v ndvrhu stanov bylo konsta-
tovéno, %e Jednota je pokradovatelkou piivodni JCMF. Potom bylo rozhodnuto, ¥e se
n4vrh stanov predloZ{ nejprve odborim Jednoty, potom CSAV a nakonec valné schizi
Jednoty ke schvaleni.

Schuize byla ukonéena projevem piedsedy, ktery pod&koval viem, ktefi pracovali na
névrhu novych stanov, zvlas§té pak prof. Valouchovi, jen¥ se této prace nejvice ztiastnil.

Zapsal Emil Kraemer, Praha.

NAZVY A ZNACKY ELEMENTARNI MATEMATIKY

Na vyzvu ministerstva Zkolstvi ujala se sekce matematicko-fysikélni CSAV pract
na terminologii a, symbolice elementédrni matematiky. Byla proto ustavena komise
(akademik Kofinek, ptedseda, Havliéek, Machdéek, Vejvoda a Vyéichlo), kterd prohlédne
a doplnf dosavadni schvélené normy: Ndzvy a znadky elementdrnt matematiky a predlo¥s
ndvrh k projednéni Siri matematické vetejnosti.

Komise spolupracuje s autory udebnic matematiky pro jedendctiletku a zpracovavé
jejich ném&ty a dotazy. Proto se podits, Ze ndvrh definitivn{ normy pro §koly bude pti-
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praven do konce ¥kolnfho roku 1953-54, kdy bude dokondena préce na piipravé zming-
nych udebnic.

Komise zéroyefi ¥4d4 v¥echny matematiky a zéjemce o pfipominky a podndty k do-
plndn{ uvedend normy a %4dé o jejich zaslani na adresu Jednoty &sl. matematiki a fysika
Zitné 25, Praha II. nejdéle do 15. kvdtna 1964.

F. V.
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