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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky Gstay CSAV
SVAZEK 79 # PRAHA, 17. VI. 1954 % C[sLO 2

CLANKY

K PROBLEMU AFINN{ NORMALY A INDUKOVANE KONEXE
NADPLOCHY V AFINNIM PROSTORU

FRANT. NOZICKA, Praha.
(Dosglo 31. srpna 1953.) E 2}3:3;3,

Obsahem pfedloZeného &lénku je konstrukee afinni normély (t. zv.
afinnormélnfho vektoru nadplochy v n-rozmérném afinnim prostoru
a konexe indukované timto vektorem na nadploSe ve speciélnich p#i-
padech, které byly v dtiv8jsi autorovs préci (Le vecteur affinonormal et
la connezion de I'hypersurface dans Vespace affin, Casopis pro péstovéni
matematiky a fysiky, roé. 75 (1950)) z tivah vyloudeny. Ukazuje se, Ze
Ize afinni normélu v téchto probiranych specidlnich piipadech nad- -
plochy definovat analogicky jako tomu bylo v citovaném &lénicu, aviak
definiéni rovnice nevedou k jednoznadnosti. Teorii v tomto &lénku
a v Glénku citovaném lze spojit v jedinou teorii. Jaky maji vyznam
velifiny definované v obou &ldncich, osvétli se na kvadrikéch v oby-
dejném trojrozmérném afinnfm prostoru v pfiloZené II. éasm této
préace.

l. &&st

V afinnim prostoru 4,, (» > 2) o soufadnicich £2 s danou symetrickou ko-
nex{ o koeficientech I}, (£%) je definovéana (n — 1)-dimensiondlni nadplocha
X, _, parametrickymi rovnicemi

fa=¢(m), 6 =1,...,na=1,...,n —1. (1)

Budeme predpoklédat, %e funkce I7,(§%) maji spojité parcidlni derivace
podle proménnych #® potfebného fadu v uvazovaném oboru.

Dale predpokladame, Ze hodnost matice

(B, B}, ....B3),a=1,..,n—1, By=_—

je v uvaZovaném oboru rovna n — 1.
Teénym vektorem variety X,_;, definované rovnicemi (1), nazyvéme pak
ka#dy nenulovy vektor ,, spliiujici rovnice .

Bt,=0,a=1,...,n—1. (2)
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Je-li t, néjaké Feleni rovnic (2), pak té% kazdy vektor *¢,, pro néjz plat

*,=P(n°)t, P+ 0, (3)
‘je FeSenim rovnic (2).
V afinnf gegmetrii ploch mé podstatny vyznam tensor k,, takto definovany

hab = Baa VDta: (4)
kde ¥/ , je symbol Langrangeovy derivace. P¥i transformaci (3) plati vztah
*hap = Phygy (5)

o em% se snadno presvédéime.

V préci autorové ,,Le vecteur affinonormal et la connexion de I’hypersur-
face dans l'espace affin‘‘, Casopis pro péstovéini matematiky a fysiky, ro¢. 75
(1950) byla konstruovéna afinnf norméla a konexe za pfedpokladu, Ze hodnost
tensoru k,,, definovaného rovnicemi (4), jest » — 1 v uvaZovaném oboru.
Ukolem této prace bude konstrukece afinni normély (afinnormélniho vektoru)
a konexe jim indukované za pfedpokladu, Ze hodnost tensoru %,, je mensi nez
n —1.

Pokud se budeme v nisledujicich tivahdch odvolivat na vysledky shora
citované préce, budeme ji citovat pro struénost v pozndmkéch pod symbolem

(X).
§ 1. Pomocné véty a definice

V celé této prvni d4sti prace budeme uvafovat takové variety X, , ve V,,
pro které hodnost tensoru h,,, definovaného v (4), je mensf nez n — 1 potitaje
v to i ten p¥pad, kdy %,, je identicky roven nule v uvaZovaném oboru.

Oznadéme h hodnost tensoru 4,,, H hodnost matice determinantu

[Vit, Vaty . oos Vaa b b] 5 (1,1)
potom plati tato véta:
V&ta 1. Hodnost H matice (1,1) je o jednotku vét&i neZ hodnost h tensorw hgp,
#: H=h+1. (1,2)
Dikaz rozdslme na dvé v tvahu pFichézejici moZnosti:
I h=0 (t.]. hap=0).

Podle predpokladu a defini¢nich rovnic (4) jest
hep = B;V»t,=0,
odkud plyne, vzhledem k (2), existence takového vektoru u, v X,_,, Ze plati
Vat, = Upty, b=1,...,m —1, (1,3)
Pongvad# vektor £, je nenulovy, plyne odtud, Ze hodnost matice (1,1) jest 1.
Je-li H = 1, potom, jefto vektor ¢, je neriulovy, existuje vektoru u, tak, Ze
plati (1,3). Ndsobfme-li (1,3) veli¢inou B2 a seéteme pies », dostaneme podle (3),
(4): hgp = 0, tedy h = 0. Je tedy v tomto pfipadé tvrzeni (1,2) spravné.
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II. O<h<n—1.
Vzhledem k 8astil. dikazu véty plati pro hodnost H matice determinantu (1,1)

1<H. (1,4)
Jak je nynf znamo z elementarnf algebry, lze za pfedpokladu,ze 0 < h <n — 1
vzdy najit » — b — 1 linearné nezavislych vektorti ¢®, ¢ =1,...,n —h — 1
(%)
tak, Ze plati
By =0, i=1,..,0n —h —1. (1,5)

%)
Rovnice (1,5) miZeme vzhledem k defini¢nim vztahim (4) pfepsat na tvar

B;”betv=0, i=l,...,n—-—'h-——-1’
(1)

odkud plyne vzhledem k (2) existence skalart o(n°),7 = 1,...,n — h — 1 tak,
i

v

ze
wWYt,=o9t,t=1..,n—h—1. (1,6)
(%) 13

Pongvadz vektory v%, ¢ = 1,...,m —h — 1 jsou dle pfedpokladu linedrns
*)

nezavislé, existuje aspoil jeden determinant (n —h — 1)-ho Fadu matice

(v%, v, ..., v% )raznyodnuly.Z(1,6)plyne pak,%e miZeme n —h — 1 velidin

1) () (n—h-1)

Vaty, t = 1,...,m —h — 1 vyjadiit jako linedrnf kombinaci veliéin £,, \/ 41,
a

j=n—h,....,n —1. Tedy existuji veliiny }.’, 1=1,..,n—h—1; j=

=mn —h,...,n —1a vektory u, tak, %e?)

n—1
v“‘t,= E zv“’t,‘*"ua‘t,, 'iv:l,...,n‘_"h'—‘l.. (1,7)
jmn—hay
Z (1,7) plyne vSak, %Ze pro hodnost matice determinantu (1,1) plat{
HZh+1. (1,8)

Jeito pfedpokladame, %e pro hodnost % tensoru kg, jest 0 <h <n —1,
existuje
a) aspoil jeden determinant rizny od nuly v uvazovaném bods, t. j.
hiajv oy, - - - by + 0 (1,9)q
v pfipads, Ze b < 1,
b) aspoil jedna sloZka tensoru k., rizna od nuly v uvaZovaném bods, t. j.
hap, + 0 (1,9)s
v piipadé b = 1.

V piipadé a) mizeme (1,9), na zdklad® definiénich rovnic (4) pfepsat na
tvar

B;:B;’. con B;: V[a‘ tlv‘l, VG.t|v|" seey Va.itq #: 0; (1’10)6

1) g, jsou &fsla ptirozené z mno¥iny 1,2,...,n — 1 v poétu n —h —1 a navzéjem
rizné, a; jsou pfirozens &isla rovnd% z mnoZiny &isel 1, 2,...,n — 1 a vzdjemnd rtzné.
Déle je a; ¥ Qj.
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v p¥ipad$ b) pak

B, Vo, + 0. (1,10),
Z obou ptipadi a), b) ihned usoudime;
- H>h. (1,11)

Pfedpokladejme, %e by platilo H = h.

Vektory Vg t, (jakofto vektory v 4,) proj=n —h,...,n —1 jsou v4d,
linearné nezavislé. To plyne bezprostiedns z (1,7) a (1,10), resp. (1,10),. Pak
oviem (za predpokladu, ¥e H = k) by existovala takovd 4;, j =n —h, ...,
n — 1, %e by platilo (lokdlng oviem)

1

t,= % A;Vagl,.
A

J=n—

0dtud vynasobenim veli¢inou B} a seétenim pies » dostaneme vzhledem k (2),
(4)
n—1
S Ahpe=0b=1,...,n—1, (1,12)
jmn—h
co% znamens, %e v determinantu z tensoru %,, je urditych A fadku (t. j. ¥adky
a;t6, j =m —h,...,n — 1) linedrné zavislych. Z (1,7) plyne vSak vynisobe-
nim veli¢inou Bj:
n—1 a
kba‘: > ﬂhb,,,,i=1,...,n——h—l. (1,13)
J=n—h a;
Z (1,12), (1,13) plyne vSak, Ze v matici z tensoru A, je nejméné n — kb ¥adki
linedrnf kombinaci 2 — 1 zbyvajicich fadki. To by viak znamenalo, Ze hodnost
h tensoru k,, je < b — 1, coZ je ve sporu s pfedpokladem. Tedy

H+h. (1,14)

Z (1,8), (1,11), (1,14) plyne pak ihned H = & + 1 jak bylo dokézat.
Poznimka 1. Jak z dikazu pfedchozi véty vyplyva, jsou za predpokladu,
#e hodnost tensoru kg, jest b, 1 < b < n — 1, vektoryt,, Ve ft,,j =n —h,...,

n — 1 linedrné nezévislé, v piipadé h,, = 0 jsou vektory V/,¢, a% na faktor
rovny vektoru {,.

Poznédmka 2. Z transformaénfho vztahu (3) a (5) ihned vyplyva, Ze hodnost
tensoru h,;, nezavisi na volbé faktoru teéného vektoru ¢,. TotéZ plati pak pro
hodnost matice determinantu (1,1), jak plyne z (1,2).

ay
Véta 2. Pro velidiny A, ug z (1,7) platé pfi transformaci (3)
ag

- 1=1,...,n—h —1
*izq’ f=n—h,..‘.,'n—l ’ (1’15)6
n—-1 Z
*uﬁl = ua‘ ‘—,-E_h G‘P"l au,P + P—I 3¢‘P . (1)15)b
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Dikaz: Podle (1,7) jest e
n—1 o

Vet = I h*iv.,,*t, + *ug*t,, $=1,...,n —h—1,
-—

a tedy vzhledem k (3) a znamym vlastnostem operace ¥/, dostaneme

n—

1
PVat, +1,0P = 2 *NP Vat, + b, %P) + Prugg, .

jmn—-h a;
Dosadme sem za V/,, t, z (1,7). Dostaneme po tpravé

n—1 ] ajy n—1 a; .
X P(*A— 1) Vat, + {P(*ua, — %a) + T *A2oP — 0aP}t,=0.
j=n—h a; a3 j=n—h a

Ponévadi vektory t,, Vg t, (j =n —h,...,n — 1) jsou linedrné nezévislé,?)
musi pFislu§né koeficienty u nich stojici se anulovat, coz vede, jak snadno na-
hlédneme, ke vztahim (1,15), ;. Tim je véta dokézéna.

V dal$im budeme p¥edpoklédat, e pro hodnost & tensoru &, plati 1 < A<
< n — 1. Zfejm& nemiizeme pak k tensoru h,, zavést kontragradientn{ tensor
zpisobem obvyklym v diferencidlni geometrii.3)

Zavedeme si tensor [%¢ touto definici

1%hoay = 03, j=n —h,...,.n —l;a=1,...,n—1, (1,16)

coZ je (n — 1) b podminek pro (» — 1)? nezndmych /%, Systém rovnic mé ne-
konedén& mnoho fefeni pro tensor /¢, nebof @;-té fadky (j =n —h,...,n —1)
v determinantu z tensoru %,,; jsou linedrné nezévislé a podet rovnic je mensf nez
podet nezndmych.4)

PoloZzme si pfedeviim otdzku, zda existuje symetricky tensor [%¢, vyhovujici
rovnicim (1,16). Vyslovime a dokaZme nejdiive dvé pomocné véty:

Lemma 1. Za shora uvedenyjch predpokladi je determinant sloZeny z aj-tych

fadka a a;-tych sloupch (j=mn —h,...,n —1) v determinantu z tensoru hq,
raznyg od nuly,®) t. j.
k[ﬂ;—nl%-nlh%-uxl%_»+1l' cohay_jja, 1 # 0. (1,17)
Dukaz: Kdyby determinant (1,17) byl roven nule v uvaZovaném bodé
variety X,_,, potom by existovalo & &isel w%,j =n —h, ...,n — 1 (ne vesmés
rovnych nule) tak, Ze by v uvazovaném bod& byly splnény vztahy
n—1
X w%hge, =0 pro j,=n—h,..,n —1. (1,18)
jmn—h 3

%) Viz poznamku 1 za v&tou 1. -

_ %) T. j. nemt¥eme zavést tensor k% definici h%hy = d§ (65 je Kroneckerovo delta),
jako v préeci (I). )

4) To plyne bezprostiedn¥ z (1,13) a z pfedpokladu, ¥e hodnost tensoru kg je b (1 <
< h <n—1). Kdyby toti% ¥adky a;té (j =n —h,...,n — 1) byly linearn§ zavislé
potom, pon&vadZ fadky a;-té (¢ = 1, ..., — h — 1) jsou podle (1,13) lineédrni kembinaci
radki a;-tych, by byla hodnost tensoru h,p mensines h. :

%) Jde, jako ve v¥ech pFedchozich tivahéch o lokélni platnost.
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Odtud by pak, vzhledem k (1,13), plynulo

n—1 n-1 %, n—-1 %, a-1

Zw“iha—Ew“’E ).h“:Zﬂ.E haa, = 0
jun—M e jmn—Rh fH=n—bha; ™ J1=n—h a; =n—h wa’ %%
proi=1,...,n-—h — 1. Odtud a z (1,18) vyplyvé
‘ n—1
,E_w“lha,,,—()prob—l o —1.

Tyto predchozi vztahy vSak znamenaji, %e fadky a;t6 (j=n —4h,...,
n — 1) jsou linedrng zavislé. Pon&vadz zbyvajici a,-té fadky (s = 1,...,n —
— h — 1) jsou (podle (1,13)) linedrni kombinaci ¥ddkd a;-tych (j =n —h, ...,
n — 1), je hodnost tensoru 4,, mensf ne# &, coZ je spor s pfedpokladem.

Poznédmka 3. V dikazu pfedchozi véty neni vlastng obsa¥en dikaz pro
h = 1. V tomto pfipad& vyrok (1,17) ma tvar

hﬂ--l Gn-1 +0. (1’18)
Kdyby bylo ha,_, s,_, TOVNO nule, pak by bylo — podle (1,13) —
n—1 a,_1
hﬂu—l"t =, X 4 A h“u—l Gy = A hoa—l a1 =0 (1,19)
=n—1 a; Gy

pro: = 1,2, ..., n — 2. Rovné% podle (1,13) by bylo potom —vzhledemk (1,19)
k.,‘,.,—).h.,,.,_l—-OProzl—l wn—1. (1,20)

Podminky (1,19), (1,20) spolu 8 podminkou hay_ya,_, = 0 mohli bychom psat
struénéji ve tvaru k,, = 0, coZ je ve sporu s pfedpokladem.

Lemma 2. Necht pro hodnost b tensoru hgy, plati 1 < b < n — 1. Potom exis-
tuje nekonedné mnoho symetrickych Fedent 1°° = I°® rovnic (1,16). Zvolime-li veli-
iy 1%, 4,4, =1, ...,n —h — 1 pevné tak, aby platilo

ik 0 (1,21)
a definujeme-li ddle®)
ldm___ zli’la‘a, 1el,....,n —h—1
- fi=1 ay ;ien——h,...,n—-l, (1922)
potom za téchto podminek maji rovnice (1,16) jednoznaéné fedent pro 1%, pfi demZ
Jac — Jea | (1’23)

Diukaz: V uvazovanych bodech variety X,_,?) definujme si veliiny
%, 4,i3=1,...,m —h — 1 zcela libovolné (jako#to funkce 7°%) tak, aby
platilo (1,21) a déle definujme v téchto bodech veliéiny I*™, jen —h, ...,
n—1;1el,...,n —h —1, podle (1,22).

Definiéni rovnice (1, 1‘6) pfepifme na tvar

—A-1

f1=n—h

%) Pfi uvafované volbs velidin 1%,%,
7) Kde plati (1,13).
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Proa=a;,%,€l,...,n —h —1%) se zredukuji vztahy (1,24) na tvar

. , z hl"' hhay oy = — ‘21 l“‘ L (1,25)
1=n— -
Vzhledem k (1,13) miZeme (1,25) pfepsat takto:
n—-1
T (%% By " 1%%) hayoy = 0.
fi=n—n i=1 a;

Podle lemmatu 1 plyne odtud ihned

n—h—1 9%,
la‘a, = 3 ﬂ.l“‘a‘ « 1 .“’,n__h_..l; jlen—h,...,n—l. (1,26)
i=1 [ ]]

Porovname-li (1,26) s definiénimi vztahy (1,22), zjistime, %e plati
" =1" iel,...,m —h —1; jen —h,....,n —1. (1,27)

Pro volbu indexu a = ay,, j3en —h,...,n — 1, a;, + a; plyne z (1,24)

E la,' 1h¢,¢’= == 2 l L }"G‘G, (1,28).

Ji=n—h f=1

Pravou stranu v (1,28) pfepi§eme podle (1,13) a (1 22)

n—~h— i n—A-1n—-h~-1 n-1 dia
E l 1y ‘haial = — 2 2 E l o }b h‘i“f
i=1 i=1 =1 fy=n—n a‘ ag

Vzhledem k posledni identit§ mizeme rovnice (1,28) pfepsat na tvar
n—1 —h—1 n—h-19

E (la"a!‘ - E E A ;s lﬂ;d( ) ha, ay = 0

jy=n—h fi=1  d=1 g o
Odtud plyne ihned podle lemmatu 1

n—h—1 n—h-—1 %, &
% =% % A A juiien—hoon—1 ;7. (1,29)

=1 f=1 o o

Z (1,29) plyne

n—h—1 n—n—-1 [97, 9] n—h—1n—h-1 %,
A s N i W s o
=1 t=1 ag, 6 i1=1 f{=1 a;, O

a tedy vzhledem k podminkédm (1,21)
%) — 0 pro jy, jyen —h,c.on —1; j3 + ;. (1,30)

Z (1,27), (1,30) plyne ihned tvrzeni (1,23). Jednoznaénost feSeni pfi pevné volbé
velidin [*%, 4,,i5¢1,...,m —h — 1 a volb§ (1,22) je pak z defini¢énfch rovnic
(1,24)(coZ jsou vlastn& rovnice (1,16))azlemmatu 1zfejmé. Existence nekonednd
mnoha symetrickych FeSeni [%® rovnic (1,16) spoéiva v tom, Ze miZeme velidiny
"% (i,43 = 1,...,m —h — 1) volit zcela libovolné tak, aby platilo (1,2.)1

8) Viz poznédmku 1).
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Na zaklad$ pFfedchozi pomocné véty vyslovime nyni tuto vétu:

Vé&ta 3. Viechna symetrickd Fedent 1 rovnic (1,16) jsou tvaru
n=—h—1 44,

W—M+2 g v, (1,31)

fpig=1  (§) (4,)
kde l°° je symemcké fedent rovnic (l 16), které odpovidd volbé

%=0,a=12,...n—1Lt=1,..,n—h —1, (1,32)
0

1,4,
v, 1=1,2,...,n —h —1 jsou nezdvislé vektory s vlastnostmi (1,5) a 2]',
)
$,95€l,...,m —h — 1 jsou libovolné skaldrni velidiny v X,_, s viastnosti
[1:1,]
g =20. (1,33),
Dukaz: Pfedeviim ukaZeme, Ze existuje symetrické feSeni l"” rovnic (1,16)

pfi volbé (1,32) a to ]@dnoznaéné Volime-li totiz l"""l =0 pro 8,4, =1,

*

n —h —1, pak je podle (1,22) "™ =0 (7—~n——-h,..., n—1;1=1,..
0

‘n—h —1), coZ miZeme strudnéji psat ve tvaru (1,32). Podle lemmatu 2 existuje
pak za téchto podminek jednoznaéné symetrické feSenirovnic (1,16). Vzhledem
k (1,32) se rovnice (1,16) resp. (1,24) redukuji na tvar

n-1

> la’lailha X = 6 l, .7'2, 7.1 =N -—-h, vy TG = 1 (1,33)b
fi=n-nh0

s jednoznadnym Fefenim pro slozky I"+™: (jak plynezlemmatu 1). Vime nyni, %e
0
rovnice (1,16) majf symetrické fefeni 1. BudiZ l%® jiné symetrické fesenf rovnic
0

(1,16). Oznacme
wod = Jab _ Jab (1,34)
0

Vzhledem k toinu, Ze 1%, 2% jsou FeSenimi rovnic (1,16), plyne odtud pro we®
°

z (1,34) v o
Wy, = 0.

Mysleme si index a pevny; potom pii tomto pevném indexu a existuji velidiny
(0]
ws,1=1,...,n —h — 1 tak, Ze je

n—h—1 (f)

w® = X w9 (1,35)
i=1 )

Ponévadi ]de o symetrické FeSenf [2?, l“" rovnic (1,16), je wl?®l = 0, co% vede pro
velidiny u" z (1,35) k podminkam

-1 (4)

2 wloptl = 0,
=1 (¥

%) To plyne z (1,5), nebot viechna Fefeni v rovnic v%he; = 0 Jsou linedrnfmi kombina-
cemi shora uvaZovanych linedrn& nezévislych vektorii v%, ¢ = 1,...,n —h — 1.
) :
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Myslime-li si rozepsédnu alternaci v pfedchozich vztazich a takto upravené je
nésobime tensorem #,, (a seéteme p¥es c), dostaneme z nich podle (1,5)
. !

n—h—1 (§)
X ubhy,v*=0.
i=1 )

Ponévadz vektory v%, ¢ = 1, ..., — h — 1 jsou dle pfedpokladu lineadrné ne-
)

z4vislé, plyne z hofenich vztaht
@)
ub hbc =0.
Ze stejnych duvodu jako shora jiZ bylo postupovano miZeme psat

(i) n—h-1 i,
ub= X g (1,36)

i =1 (%) )
Z (1,36) a (1,35) plyne
n—h—1 n—-h-1 ii, .
w?®= 3 X godes.
i=l =l (i) (5)

T
Pozadavek symetriénosti tensoru w? vyzaduje symetriénost veli¢in g;‘ to plyne

z pfedpokladu lin. nezévislosti vektort »¢. Tim je véta dokazéna.
(O)
Poznamka 4. Pfedchozi véta byla vyslovena p¥i pevné zvoleném te¢ném

vektoru ¢, variety X ,,_,. Véta nasledujic se tyka FeSenirovnic (1,16), vyjdeme-li
misto od vektoru ¢, od vektoru *¢, vizaného s vektorem £, vztahem (3).
V&ta 4. Vyjdeme-li misto od tecného vektoru t, od vektoru *t, = Pt, (P + 0),
potom vdechna symetrickd fefent rovnic
*[O0 ¥y =0, a =1,..,m —1; j=n—h,..,n—1. (1,37)

180 tvaru .
} *[ab — Qab Q = P-1, (1,38)

kde 19° jsou symetrickd Fedeni rovnic (1,16), tedy tvarw (1,31).
Dukaz: Z definiénich rovnic (1,37) a ze vztahu (5) plyne pfepis
*[®Phyay = 0apy j=n —h,...,n —1l;a=1,...,n—1.
Podle véty 3, vztahi (1,31), je tedy
*[abP — [ab . *[eb = Q[ov
Poznamka 5. Z (1,37) a z véty 3 plyne specialné
, *lad — Qlov (1,39)
Vé&ta 5. Jest ° °
1%%h,, = h (h hodnost tensoru h,,) , (1,40)
a to nezdvisle na volbé Fedent I°* rovnic (1,16) a nezdvisle na volbé faktoru (nenulo-
vého) teéného vektoru t,.

Dukaz: Pro levou stranu v (1,40) dostaneme vzhledem k (1,31), (1,5)
n—h-1 4,4

[hgy = (I°° + 2 g’”“ ) hgy = 1%, ,
0

0 tpty=1 (4, (f,)
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tedy levé strana v (1,40) nezévisi na volb& Fefenf [* rovnic (1,16). Vzhledem

k (1,32), (1,27) a defini®nim vztahim (1,16) dostaneme i

n—-1 l h n—1 o h
[odh,, = z %3,% = X 0= .
6 P guten-p0 W L0 %

Tim je dokdzdna platnost vztahu (1,40) a jeho nezdvislost na volbé symetric-
kého FeSeni [%¢ rovnic (1,16). Nezdvislost vztahu (1,40) na volbé& faktoru te¢ného
vektoru plyne bezprostfedns z (5) a (1,38).

c
Definujme nynf jednak elementy [ab] jednak elementy L¢, takto:
c
[ab] = «}l“'(@,,hdb + abhad - 6‘dkab) ’ (1’41)0
L, =14v4t,V,B}. (1,41),
Lemma 3. Pfi reguldrni transformact parametra, v X, _,
7 =" (1,42)
plati1o)
c € 40 40 ¢ R 4C b
&‘5 = AcAEAs ab + bbAc 66A5’ (1:43)a
L3 = ATARANLY, + B340 8540 1) (1,43),
kde
8 = l°ahy, . (1,44)

Transformaé}li vztahy (1,43),, se ovéii piimym vypoétem. Poznamenejme,
%e pro tensor 0y, zavedeny v (1,44), plati pfedeviim, jak plyne z definiénich
rovnic (1,16),

30 g0 o Oproc#a;) ¢c=1,....,n—1,
Oe = 0g (6"’-<1pro c=a,-) j=mn—h,...,— 1. (145).
Dale je podle (1,13), (1,16)

~ n—-1 g n—-1 a

3= 1%hge =10 5 Ahsoy= T 10,

j=n—h a; Jmtm=h a;
tedy
ay

. Aproc=a; j=n—h,....,n —1;
0o =< i=1,.0n—h—1. (1,45),

0 pro c=a‘,‘i1=1,...,n——h—~1

10) Jde op&t o okoli zkoumaného bodu, tedy o lokéln{ zékonitosti.
11) A: — _al'. ;T - an°
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Vé&ta 6. Velidina M, v X, _, takto definovand

=2 | =z =1 n—1 (1,46)
a—h_l_z ac acj » a=1,..., )

md tyto viastnosti:

a) Jest kovariantnim tensorem v X, _,.
b) Je nezivisld na volbé Fedeni (symetrického) I°® rovnic (1,16).
¢c) Vyjdeme-li misto od vektoru t, od vektoru *t, vdzaného s ¢, vztahem (3),

pak jest
*M.,=MG,+P“18.,,P,jzn—h,...,n—l, (1,47),
-1

E Z@.,,P t=1..,n—h—1.

*M, =
Ma‘ od h 'Jf‘ 2 §=n—h a;
(1’47)11

a.+h+2P13¢‘P+

c
Dikaz: Z transformadnich vztaht (1,43), , plyne, Ze diference [ ab] — Lige

c
je tensorem v X,_; a tedy kontrahované veliéina [ac] — Lg, (séiténo ptes c)
je vektorem v X,_,. Tfm je tvrzenf a) véty dokdzéno.

Z definiénich rovnic (1,41),, (1,41), plyne

[:C] = %lcd(aahdc + achad - ad"'nw) = ,}lcd aaddc: tn) (1’48)0

LZ., =14Vt VaB;. (1,48),
Podle (1,31) jest
n—h—1 4,4,
319 0,hea = $ (1 LS e ) Ouhse = }1 Oghae + 3 B g 0° 07 Oohac.
fufy=1 (%) (4) fniy=1 (1) (%)

Jest vSak vzhledem k (1,5)

¢ v% 0 hdc= —"hdca e v = —h,,,,‘v"a vé -‘-hdcvda v =
(4,) (15) (%,) (i5) (4) (%) (t) (&)

(2] = sea=]] a
ac H a'lde — ac C ’ a
(]

Podobné dostaneme z (1,48),, (1,31), (4), (1,5) a (1,6)

. Tedy

n—-h-1 €4,
4 Va1, Vo By = (1 + 2 9 ) Vat, VB

1 l"l (‘l) (‘l)

n—-A-1 i,¢
—'lchJt v«: + ) gvc(van)vdvdt =

l"I-l

13) Je totik 196 85heq — 1°¢ 94hge = O vzhledem k symetrinosti tensoru 28
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n—h-1 4,i

—l"’Vat VaeB; + Z gv° (VaBy) oity =

L) ‘.-1
n—h—1

"l"’Vat VaB + z g 04, 'Uh —ZCdthvVaB;;
(1]

fpty=1 (%)
tedy
Ly, =18v,t, V. B = Lg,. (1,49),
0 0

Z (1,49),,, 8 z definiénich vztahti (1,46) plyne ihned tvrzeni b) véty. Vezmeme-li
misto teéného vektoru ¢, teény vektor *¢, = Pt, (P % 0), a oznadéime-li hvéz-
di¢kou vlevo nahote pFisluiné veliéiny (pfi této volbé *2,), potom je podle defi-
niénich rovnic (1,48), , a vztahu (1,49),,,

*Te
[ ] = %‘ wiee aa,’!hdc = ‘;‘ o aa*hdc ’ (1,50)0
ac °
Lo = ¥ M Vo BY = 1A G, Vs B - (1,50),
0

Pro pravé strany v (1,50), , plyne pak na zéklads transformaénich rovnic (3),

(5), (1,39) a vztahu (1,40), (4), (1,44)

}*l“‘ 0o*hgo = «}Ql"" 04Phy. = }l“’ Oghge + 3 P10, P, (1,51),

*ﬁ“ V¥, VaB: = Q'l’"’ Va(Pt) VB, = (l.“’ Vats VBl — P—l‘l’wkac 0P =
=147 41,V o B, — P-158 3,P . (1,51),
1]

Z (1,50),,5, (1,61)4,5, (1,49),,, & definiénich rovnic (1,46) dostaneme pro volbu
indexua = a;,j=mn —h, ...,n — 1, — pouZijeme-li jests relace (1,45), —

2 (¢
* G % ¢ -
My=5 T 2( [a,c] L.,,c) Mo + 5 T 2( + I)P 8a;P ,

coZ po upravé davé vztah (1,47),.
Pro volbu indexu ¢ =@a;, t = 1,...,n —h — 1 dostaneme z definiénich
rovnic (1,46) s pfihlédnutim ke vztahtm (1,50),,, (1,51)4,5, (1,49),, (1,45),

2 (e
* = — %7 | —
Me, h + 2( [a,—c] LM)

h o w=l & 2
odkud dpravou plyne vztah (1,47),.
Ke konci tohoto paragrafu pfipojme jesté jednu pozndmku, uziteénou hlavng
pro prakticky vypodet: »

Poznémka 6.V definiénich rovnicich (1,46) mtZeme, jak z tvrzeni b) véty 6

=
vyplyvé, psé,t misto symbolu [ ] Lg, ptimo symboly [ac] y Ly (viz (1,49)4,3).
0
o .
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Tedy miZeme definovat p¥imo

2 c
M¢=m ac —*oLg° . (1,52)
0

Slozek M, (j=n —h,...,n —1) vektoru M, v X,_, pouzijeme vhodng
v dal$fm paragrafu pfi definici afinnorméiniho vektorua konexe timto vekto-
rem indukované v X, _,.

§ 2. Definice afinnorméliniho vektoru v pfipadé1 < h < n—1

V celém paragrafu budeme pfedpoklddat, Ze pro hodnost A tensoru h,,
variety X,_, plati v uvaZovaném oboru
1<h<n—1. (2,1)
Za tohoto predpokladu definujeme p#i pevné zvoleném teéném vektoru ¢,
variety X,_, afinnormélni vektor #” rovnicemi
a) wt, =1,

b) ¥ Vat, = M, j:n-—h on—1, (2,2)
n—1

0) n"va,ty— 2 AMG,‘Jf‘ua‘,':l,-..,n—h——l,
j=n—h a;

kde velidiny }.,u.,‘, t=1,..,n—h—1;, j=n—h,...,n—1 maji tyi
9

vyznam jako v rovnicich (1,7).

Piedevsim je tfeba podotknout, Ze systém rovnic (2,2) pro nezndmé w”
(v =1, ..., n), je fefitelny. Je-li totiZ h hodnost tensoru k,, (kde % je p¥irozené
dislo, pro néz plati (2,1)), potom v determinantu [Vity Vaty coes Vit i, je
h + 1 linedrné nezavislych ¥adki, jeden Fadek z nich je tvoren slozkami ted-
ného vektoru ¢,, ostatni linedrné nezavislé fadky jsou pak ve smyslu d¥ivéjiiho
oznadeni Vg, j=mn —h,...,n —1. Zbyvajici ¥ddky, které jsme oznadili
Valy, t=1,...,m —h —1, jsou pak linedrni kombinaci ¥4dku a,-tych (viz
(1,7)).

Resitelnost soustavy (2,2) plyne pak z toho, Ze hodnost matice determinant
soustavy a hodnost roziffené matice soustavy jsou stejné, jak je zfejmé z (1,7)
a pravych stran v (2,2).

Pfi fefeni systému (2,2) stadi se tedy omezit na fefeni rovnic

a) n't, =1,

b) n* Vet,= Mq, j =n —h,...,n —1. (2,3)
Potom v¥echna feSeni rovnic (2,2) jsou feSenimi rovnic (2, 3) a obricens.

Véta 7. Je-li pfi pevné zvoleném teéném vektoru t,, n” jedno z Fedeni rovnic

(2,2), potom kaZdé Fefent n» rovnic (2,2) je tvaru:
n =n* 4+ Bw°, (2,4)
1
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kde v° je vektorem v X, _,, pro né&jZ plati
vhey=0,0=1,...,n. , (2,5)
Dukaz: Buc!ii (pfi pevné zvoleném ¢,) n¥ feSenim rovnic (2,2) a n” jiné FeSeni
téchto rovnic. Ponévads je determinant 1[B;B; ... By_4, n*] #+ 0, miizeme psat
n jako linearni kombinaci vektoru ?", BLa=1,..,n : 1, tedy ve tvaru
nr = a?" + Brwe. (2,6)

Ponévadz podle pfedpokladu je n” feSenim rovnic (2,2), dostaneme — dosa-
dime-li z (2,8) do (2,2), a pfihlédneme-li k (2) — a = 1. Tedy »n* je tvaru (2,4).
Dosadime-li z (2,4) do (2,2), dostaneme

n’ Va,tv = (?v + B:vc)‘vd; tv = Ma’ ’
coz, vzhledem k tomu, Ze pro »n” platf (2,2),, vede k podmince v°B} ¥/ 4, =0
1

a tedy — podle (4) — k podmince kgs = 0 pro j=n —h,...,n — 1. Ana-
logicky dojdeme k podmince vk, = O proi=1,...,n —h — 1 (dosadime-li
z (2,4) do (2,2),). Tim je véta dokazana.

Vé&ta 8. Vyjdeme-lt misto od shora uvaZovaného teného vektoru t, od vektoru
*t, = Pt, (P % 0), potom vdechna Fedeni rovnicls)

a) *nr¥t, =1,

b) *n* Ve*t, = *Mq, j=n—h—1,...,n —1, (2,6)
-1 @;
o) * Vo, = E *A*Mo + *ug, i =1,...,n —h —1,
fmn—-h a;

j8ou tvaru
*v = Qnv (@ = P1) (2,7)
kde nv jsou fefenimi rovnic (2,2).
Dukaz: Z rovnice (2,6), a vztahu (3) plyne ihned, Ze *n” je tvaru
*n* = Q(n¥ + Byur) ,1) (2,8)
1
kde w* je néjaky vektor v X,_,. Dosadime-lido (2,6), za *n*, *{,, * M, z trans-
formaénich vztahu (2,8), (1,3), (1,47), dostaneme
Q(n* + Byur) Vo Pt, = Mo + P~ 0P, (@ = P-1),
1
t. j. po Gpravé (vzhledem k (2), (4), (2,2),)
W Vayt, + P71 0gP + wheay = Mg + P~ OgP
H _
a tedy pouZijeme-li (2,2),,
: Wheay =0 pro j =n —h, ...,n —1. (2,9),

13) Symbolem * oznafujeme velidiny vzta¥ené k vektoru *¢,.
1) 7 je ndjaké feSeni rovnic (2,2).
1
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Dosadime-li do (2,6), za *{,, *n”, *M,, *3.’, *u,, z transformaénich vztaht (1,3)
a,
(2,8), (1,47),, (1,15),,,, dostaneme ‘
Q(n" + Bwe)(P Vo t, + t, 9a,P) =

n—1 @z
=S A(M, + P12,P) + ua, — S ip 8y P + P~13,P .
j=n—h a j=n-h o

Odtud dostaneme po tpravé vzhledem k (2), (4)

n—-1 g

n’ Va,t, + wchca‘ = X }-Ma, -+ Ua,
1

j=n—h ag
a tedy vzhledem k (2,2),
Wheg,=0prot=1,...,n —h —1. (2,9),
Tedy, jak plyne z (2,9),,, vektor w* vyhovu]e vztahim (2,5) z vety 7. Odtud
z (2,8), (2,4), plyne pak tvrzen{ véty.
Nyni vyslovme tuto dilezitou vétu:
V&ta 9. Necht v daném afinnim prostoru A, (n > 2) existuje reguldrni nad-

plocha X ,_, té vlastnosti, Ze v katdém bod€ uvaZovaného oboru plati pro hodnost h
tensoru hop: 1 < h <n — 1.

Oznalime-li v, i =1,2,...,n —h — 1 libovolnd linedrné nezdvisld FeSeni
(O]
TOVNIC
Wheyy=0,b=1,..,n—1, (2,10)
potom (n — h)-vektor o sloZkdch
vl p¥m-h-ipoa-rl | pa = B% 98 (2,11)
1) (2) (n—h-1) (%) (O] '

1’ v

kde n» je libovolné Fedeni rovnic (2,2), definuje v kaZdém bodé variety X ,_, wréity
(n — h)-smér, ktery ma tyto viastnosti:

a) je nezdvisly na volbé lmearné’ nezdvislych fefeni v* (1 =1,...,n —h — 1)
rovnic (2,10); @

b) je nezdvisly na volbé fedeni n* rovnic (2,2);

c) je nezdvisly na volbé faktoru teéného vektoru t, variety X, _,.

Dukaz: Nechf n” je néjaké Feleni rovnic (2,2); nechﬁ 8, t=1,...,n—
— h — 1 jsou lineé:né nezavisla feSenf rovnic (2,10) a “zc;“, i“=) l,...n—h—1
jiny takovy systém linedrng nezévislych Fesenf rovnic (2,10). Potom v kazdém
bodé uvaZovaného oboru variety X ,_, existuji ¢isla : (¢ k=1..,n—h—1)
tak, Ze je ‘

n—hA-1 k

wi= X roev,t=1,...,n —h—1, (2,12),
“ k=1 § (k)
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pti Sem¥ je
n—h-—-1

determinant [r] =(n—h—1)! r r r % 0.19) (2,12),
M3  n-h-q
Definujeme-l w2 = B%ws?, pak (2,12), mifeme piepsat na tvar
% )

(1)
n—-h—-1 k

wr= X r % pr= B%yo,
) k=1 1§ (k) f)
Odtud dostaneme
ky ks kn—p-1
wlaaw®s . woam-r-1pa-al = By r .. o ologm | ptaos-1p0-a] =
1) (@ (n—-n-1) 1 1 2 n-h-1 (k) (k) (kp—r-1) 1
3 k, k.
= vl®p® . pEm-r-ipsal T(—1)P Fr... rene. .
1) (2 (n—h-1) 12 n—h—1

kde ve vypsaném sumaénim symbolu séitdme pfes viechny mo#né permutace
éisel kl, o kppi=1,...,m —h — 1. Symbol p znadf pak t¥du piislu$né
permutace. Jak z pi"edchozich rovnic vyplyvé, miZeme psat

wlaws | wom-a-ipoa-dl = D olops | pom-roipoonl

@ @  (n-a-1) 1 @@  (n-nr-1) 1
kde D je skalér v X,,_,, totiz determinant z (2,12),. Z pfedchozich vztahi vy-
svitéd ihned platnost tvrzeni a) véty 9.

Dikaz tvrzeni b) véty 9 je velmi snadny. Je-li toti% n* ¥eSenim rovnic (2,2)
riznym od dffve uvaZovaného fe¥eni n* rovnic (2,2), potom muZeme na zakladé
rovnic (2,4) z véty 7 psat 1

vlEgm | pEa-r-1pon-i]l —

1 2 n—h-1
= vlapm . pmod-ipteea] | oplagm L pE-a-1Bo-ilye (2,13)
1) (2) (n—A-1) 1 1 3 (n—h—1)

kde vektor v vyhovuje rovnicim (2,5). Vektor v* mizeme tedy psat jako linesr-
nf kombinaci vektord v%, 4 = 1,...,m —h — 1 a tedy vektor vz = Bzye jako
()

linedrnf kombinaci vektort ve, 1 =1,2,...,n — kb — 1. Odtud plyne v3ak,
(0}

Ze druhy séitanec na pravé strang ve vztazich (2,13) je roven nule.
Plat{ tedy:
%o | pom-d-ipoaa] — plEys | pPn—r-1p0n-a] ,
@@  (m-r-1 @@ (a1 1
¢im% je tvrzeni b) ovéreno. )
Nechf systém linedrné nezévislych vektort »2, ¢ =1,....n —h —1 vy-
(4)
hovuje rovnicich (2,10). Vyjdeme-li nyni mfsto od te¢ného vektoru ¢, od te¢ného
vektoru *¢, = Pt,, P + 0, potomjetéi v“*h a6 =0proi =1,2,...,n —h —1,

jak je zfejmé z (5). MiZzeme tedy prohla.mt vektory v° za nezavislé na transfor-
)
madénich vztazich (3). Odtud a z véty 8, rovnic (2,7) plyne pak:

1%) To plyne z pfedpokladu linearnf nezavislosti vektori w8, i = 1,...,n —h — 1.
(O] )
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*play kyay | Fpomon-1 ¥Fpom-a] = plagts | pm-r-1p%e-al Q
1 (2 (n—h—1) (1) (2) (n—h-1)

kde @ = P—1. Je tedy i tvrzeni ¢) v&ty spravné. Tim je celd véta 9 dokézana.

Definice 1. Privilegovany (n — h)-smér z véty 9 budeme nazyjvat invariantnim
afinnormdlnim (n — h)-smérem variety X,_,. .

Poznamka 7. Nyni je zfejmé, prod jsme v definiénich rovnicich (2,2) pro
vektor n* volili pravé strany pomérné slozité. Udelem bylo toti% zajistit in-
varianci (n — h)-sméru z véty 9 vzhledem k transformaci teéného vektoru ¢,.
A k tomu bylo t¥eba volit pravé strany v (2,2) tak, aby veli¢iny na téchto stra-
nich mély takové vlastnosti pfi zméné faktoru teéného vektoru jako majf
pravé zvolené velidiny M,,. Nage definice veli¢in M, neni ndhodné. Je naprosto
analogickd velid¢indm symbolicky stejné oznadenym v difvéjsi praci, kdy Slo
o afinnormdlni vektor variety X,_, v A, s pfedpokladem, Ze hodnost tensoru 4,
jen — 1.18)

Pozndmka 8. Hofenim postupem — a to se dalo ¢ekat — nedospéli jsme
k jednoznaéné definici afinnormalniho vektoru pro varietu X,_;, pro jejiz
tensor A, plati (2,1). Za afinnormalni vektor variety X,_, muZzeme vzit které-
koliv feSeni »* rovnic (2,2). Kdybychom chtéli dosdhnout jednoznadnosti,
t. j. definovat smér vektoru »* v 4, jednoznaéné, pak bychom museli k pod-
minkam (2,2) pfidat dalsich » — b — 1 podminek, které by nebyly ve sporu se
vztahy (2,2), nebyly jejich disledkem a také aby jedna z druhé neplynuly.

Hotenim postupem jsme ziskali uréitou t¥idu afinnormalnich sméru, kterd
jako celek nezavisi na volbé faktoru teéného vektoru ¢,. K této t¥idé afinnor-
malnich sméri lze nyni konstruovat uréitou t¥du konexi v X, _,.

Budiz n” néjaké fefeni rovnic (2,2). Definujeme veli¢iny B¢ taktol?)
1

.

Fomr — g et POO—E 2.14
;T ¢ b > N0 pro a * b/’ (2,14)
Biny = 0.

11

Snadno nahlédneme, %e systém rovnic (2,14) ma jednoznaéné fefeni pro ele-
menty B2.17)
1

Lemma 4. Elementy IS, takto definované
1
I's,= B; V .B; (2,15)
1
definuji v X,_, konexi.18)

16) (I), str. 192, rovnice (4,5)a a str. 195, rovnice (4,12), a strana 197, rovnice (5,4).

17) (I), str. 182, rovnice (2,2).

18) Konexe ve smyslu afinni indukee (No%iéka, La connexion et la normale de ’hyper-
surface dans 1’espace riemannienne du point de vue de la géometrie affine, Czechoslovak
mathematical Journal, vol. I (76), 1951, strana 20 (12).
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Dikaz se provede poukazem na transformadni zédkonitost p¥i regularni
transformaci parametri v X,,_,. Zde (pro jeho jednoduchost) nenf podan.

Definice 2. Konexi o koeficientech definovanych v (2,15) nazyvime konext
indukovanou afinnormdlnim vektorem n* v X,,_,.

Vezmenre-li nyni fefenf n” rovnic (2,2) rtizné od FeSeni n*, potom plati podle
1

(2,4)
n* = n¥ + Be,
1
kde v¢ vyhovuje rovnicim (2,5). Zavedeme-li elementy B2 definici analogickou
definici elementt Bg, tedy
1

BeB; = 682, Ban» =0,
potom plati mezi elementy B2, B2 vztahy
1

Bs = Bs —pot, . (2,16)
1

Relace (2,16) se snadno ovéii na zakladé definiénich vztahd pro elementy
B3, By.»%)

Pro konexi indukovanou vektorem n* dostaneme na zakladé (2,16), (2,15)

I =BV ,B} = (B —vt,) VB, =1I¢ —v°t, V.53,
1 1

a tedy vzhledem k (4)
I, =T5% + hgvt . (2,17)
1

Vé&ta 10. T'7ida afinnormdlnich vektord variety X,_, representovand vdemi
Fedenimi n¥ rovnic (2,2) vede k tFidé konexi indukovanych v X ,_, o koeficientech
tvaru (2,17), kde I'S, je jedna z konexi této tiidy a vektor v¢ vyhovuje rovnicim

1

(2,6). Ke kaZdé konexi tFidy (2,17) existuje jednoznaéné vektor afinnormdlni n»
(jen? je FeSenim rovnic (2,2)), ktery ji indukuje. Toto pFifazeni konexe a afinnor-
mdlniho vektoru je vzdjemné jednoznaéné. UvaZovand tiida indukovanych konexi
je nezdvisld na volbé faktoru teéného vektoru t,.20)

Cést tvrzeni véty byla dokézdna v tGvahich vét& piedchézejicich; zbyva
ovéfit vzédjemnd jednoznalnou korespondenci mezi t¥idou afinnormaélnich
vektort a tfidou indukovanych konexi a dale invarianci t¥idy konexi vzhledem
k transformaci teéného vektoru *i, = P%,.

Ze vektoru n”, jen je zvolenym FeSenim rovnic (2,2), je pfifazena konexe jim
indukovanéd jednoznaéné, plyne ihned z definiénich rovnic pro koeficienty
konexe I'S, = B¢ \/, B}, kde B¢ jsou jednoznaéné svymi definiénimi rovnicemi
urdeny. BudiZ nyn{ ddna konexe o koeficientech tvaru (2,17) s pevné zvolenym

1%) Viz na p¥. préci citovanou v 14), str. 24, 25, kde je analogicky postup.

20) T, j. nezdvisléd v tom smyslu, ¥e — vyjdeme-li misto od te€ného vektoru ¢, od vek-
toru *t, = Pi,, a tedy misto od vektoru n” od vektoru *n* — dostaneme op&t konexi tidy
(2,17).
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vektorem »¢ vyhovujicim rovnicim (2,5). Potom vektor n” = n* + Bfv°induku-
1

je tuto konexi. Kdyby existovalo jiné feSeni n” rovnic (2,2) indukujici danou
konexi (n* + n*), potom by bylo n* + B¢ = n¥, »* % v°. Konexe I'g, induko-
vana vektorem =” je pak, podle (2,17)

1’8 =TI + kg, .

Rovnost I'e, = I's, by implikovala v® = v°, co% je spor s pfedpokladem.
Existuje tedy k dané konexi z t¥dy (2,17) afinnormélni vektor %” ji indukujiei
(jenz je FeSenim rovnic (2,2)) jednoznacéné.

Vyjdeme-li nynf misto od te¢ného vektoru ¢, od te¢ného vektoru *t, = P4,
(P # 0), potom viechna fefeni rovnic (2,6) pro afinnormalnf vektor *n” jsou
(podle véty 8, rovnic (2,7)) tvaru:

*ny — an .
kde n” jsou Fefenimi rovnic (2,2). Definujeme-li veli¢iny * B2 rovnicemi *B3Bj; =
= 88, *B2*n» = 0, potom mezi veli¢inami *Bg, B2 2!) plati vztah

*By = B} ™)
a tedy *I'9, = *B2 \/ , B} = B: V. By = I'S,, éimi je posledni tvrzeni véty do-
kéazano.

Polozme si nyni otdzku po definici a to jednoznaéné, afinnormalniho vektoru,
ktery je z t¥idy shora uvazovanych afinnormélnich vektori. K tomu téelu defi-
nujeme kovariantni vektor m, v X, _, takto

(a) Moy = Mq, j=n—h,...,n—1,

n—1 0 (2,18)
(b) Moy = X AMg + Uap t=1,....,0 —h —1.

jm=n—h a;

Vektor m, definovany v (2,18) pfedstavuje tedy pravé strany definiénich
rovnic (2,2),,, pro vektor n”.

Lemma 5. Vyjdeme-li misto od teéného vektoru t, od wektoru *t,= Pt,
(P # 0), potom plati
*Mg = Mg + P71 9,P . (2,19)
Spravnost tohoto tvrzeni byla ovéfena pro a =a; (j=n —h,...,n —1)
vétou 6, vztahem (1,47),. Platnost vztahu (2,19) proa=ga; t=1,...,n —
—h — 1) se snadno ovéi z transformaénich vztaht (1,15),,, (1,47),.
Vi&ta 11. Definujme pfi pevné zvoleném teéném vektoru t, vektor n» takto:
o ‘
1
ny = BV 4 1V o B + husma) — V.o B} - (2,20)
Potom vektor n® je FeSenim rovnic (2,2) a jeho smér je nezdvisly na volbé faktoru

0
te¢ného vektoru t,.

21) BS jsou definovény rovnicemi byBp = 0y B3 = n” = 0. A
1) Miifeme toti¥ psat *B jako linedrni kombinaci velitin BS, £, t. j. *B% = BITS +
+ 8¢, odkud se d4 odvodit TG = 43, r¢ = 0.
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Dikaz: Dokéd%eme, Ze vektor n* vyhovuje rovnicim (2,2). Je predevsim,
0
vzhledem k (2), (4), (1,40)
. vf — 1 abd y _l ab — .
?t'_ "}75 thaBb_kg hab—l;
tedy vztah (2,2a), je splnén. Dile dostaneme z (2,20) s ohledem na vztahy (4)
(1,44), (1,40), (1,45),
1
:g/v Va,t- = Wgab {h“lzw Viate Va Bab -+ hcqzmhabmd - Va, L VaB;} =

1 1
— ’}Tﬁab {6:; Vata Va B% -+ 5zjhabmd - vﬂjtv VaB;} = zg“bh,,bma, = Maq,

pro j=n—h,...,n —1. Je tedy téZ podminka (2,2), splnéna. Podminku
(2,2), 8i nemusime jiz ovéfovat, nebof, jak bylo na poéatku tohoto paragrafu
fedeno, jsou viechna FeSeni rovnic (2,2), , feSenimi rovnic (2,2),,,,, & obracens.
Tedy ;1." je feSenim rovnic (2,2).

Vyjdeme-li nyni na misto od teéného vektoru ¢, od te¢ného vektoru *¢, = Pt,
P & 0), potom dostaneme z definiénich rovnic (2,20), pfihlédneme-li ke vzta-
ham (1,39), (5), (3), (2,19), (4)

o = BT o, V4 B + Hharmg) — Vo By} =
= & QU (By1Q(Vy Pty V.o B + Phasfms + P2 0P) — V. By} =
=0 [ 110 (BT 4t 70 B + husm) — V. B +
+ 5 QUVIE, 7 By 8P + $QUVh o BP1 6P —

= Qnr — 2 QUVIBY(— P~1 8,P + P~1 04P) = Qu’ .
Odtud je zbyvajici tvrzeni véty zfejmé.
Véta 12, Konexe indukovand vektorem n» v X, _, o koeficientech
Az, = By v, By, (2,21)
kde elementy oB: jsou definovdnyo rovni::’emi 2

P— ) l1proa=5b
.o'Bb= b ? 6": Oproa=i=b 23)

Bgnv=0, ©
0

(2,22)

je nezdvisld na volbé faktoru teného vektoru t,.

%) Velitiny B} jsou rovnicemi (2,22) definovény jednoznaéns.
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Dukaz: Podle véty 11 plati pfi volbé *t, = Pt, (P + 0)
] = @Qnv, Q = P-1. (2,23)
0 °

Zavedeme-li elementy *B2 jednozna¢nd defini¢nimi rovnicemi *B:Bj = 43,
*B2 *n» = 0, potom si snadno ovéiime vztah *B? = B2.24) Odtud plyne pak
ihned

*A(;'b = *Bg VaB; = B;‘.’ VGB; = A:b s
¢imz je véta dokazana.

Poznamka 9. Vétou 11 a 12 byla zodpovédéna otazka jednoznaéné defi-
nice afinnormélniho vektoru o sméru nezavislém na volbé faktoru teéného
vektoru a konexe nezavislé na této volbs.

V dalsim paragrafu obratime se k dosud opomijenému p¥ipadu, kdy pro
tensor h,;, variety X,_, v 4, plati v celém jejim definiénim oboru A,, = 0.

§ 3. PFipad totdIn& geodetickych variet X,_, v 4,

Existuje-li v daném afinnim prostoru 4, (» — 1)-rozmérnéd variety X,_,,
pro niz plati :
hop=0 (3,1)
'v jejim definiénim oboru, pak tuto varietu nazyvame totdlné geodetickou nad-
plochou v 4,.V dalsim budeme existenci takovéto nadplochy X ,_, v 4, pfed-
pokladat.

Za platnosti predpokladu (3,1) existuje v X,_, vektor u, tak, Ze plati (1,3),
o Volye=tihy b=1,..,n —1 (3,2)
v kazdém uvazovaném bodé variety X, _;.

Lemma 6. Pro vektor u, z (1,3) plati pii transformact (3) teéného vektoru t,,

*uy =y + P-19,P,b=1,....,m —1. (3,3)

Dikaz: PonévadZ vztah (3,2) je nezavisly na tom, jaké feSenf £, rovnic
B, = 0 si zvolime (coZ plyne z toho, Ze hodnost tensoru k., je nezavisla na
transformaci (3)), plati téz

iV b*tr = *ub*tv
a tedy, vzhledem k (3)

P yt, +t, 0,P = *u,Pt,.
Dosadime-li do tohoto vztahu za V , ¢, z (3,2), dostaneme po tpravé
(up + P 0,P~1 — *u)t =0, .

coz, vzhledem k tomu, Ze ¢, je nenulovy vektor, vede ihned k (3,3).

Definujme nyni, pfi pevn& zvoleném teéném vektoru ¢,, vektor »” rovnicemi

a) nvt, = 0,

b) - Wty =tg a=1...,0—1.
Tizpoznémku 23),

(3,4)
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Z (3,2) plyne, %e hodnost matice determinantu soustavy (3,4) a roziifené matice
soustavy (3,4) jsou stejné a to rovny jedné. Viechna FeSenf n” soustavy rovnic
(3,4) dostaneme tedy feSenim jediné rovnice, a to rovnice (3,4),,5-

Lemma 7. Viechna Fefent n* rovnic (3,4) jsou tvaru
n’ =mn + B¥s°, (3,5)
1
kde nv je jednim z Fedend rovnic (3,4) a s° je libovolny vektor v X ,,_,.
1
Dikaz: Nechf n” je feSenim rovnic (3,4) a n* jiné takové fefeni rovnic (3,4).
1
Pak existuje skalar a a vektor s° tak, Ze
n = an’ + Bjs®.
1

Yy ¥

Ponévadi vektor n” je rovnéz feSenim rovnice (3,4),, plyne odtud ihned @ = 1.
Tedy vektor »¥ je tvaru (3,5). Z (3,1), (3,4) plyne

ny VGtr ="Vt + stc Valy, = up + sckao = Uyp -
1
Tedy vztahy (3,4), jsou splnény p#i kazdé volbé vektoru s v X ,,_,.

Lemma 8. Vyjdeme-li misto od te¢ného vektoru t, od teéného vektoru *t, = Pt,,
potom vdechna fefent *nv rovnic

a) *nv*¥, =1,
b) *nv Va*tv = *ua (3’6)
jsou tvaru
*ny = an (Q = P—l) s (3:7)

kde n» jsou f‘eé'em’ rovnic (3,4).

Dukaz: Z (3,6), plyne vzhledem k (3) ihned, Ze *n* je tvaru (3,7). Rovnice
(3,6), jsou pak splnény.
BudiZ nynf — p¥i pevném teéném vektoru ¢, — »” libovolnym feSenfm rov-
1

nice (3,4), (tedy i rovnic (3,4),,,). Definujme veliéiny B2 zndmym zpisobem
; 1

BaBr — 8, Bin» = 0. (3,8)
1 1 1

Tento systém rovnic méa jednoznaéné FeSenfi pro velidiny B3, jak tomu bylo
v analogickych p¥ipadech z paragrafu 2. Definujme veliéilny {’g, zplsobem
znamym z pFedchoziho paragrafu

Ia=Bv.B. (3,9)
Tyto veliéiny definuji v X,_, koeficienty uréité konexe (jak tomu bylo v § 2
v analogickych pfipadech), konexe indukované vektorem nl".

Plati nyni tato véta:
V&ta 13. Necht existuje v daném afinnim prostoru A, (n > 2) reguldrni
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nadplocha X ,,_;, pro niZ jest v kazdém bodé uvaZovaného oboru hs, = 0. BudiZ n»
néjaké Feseni rovnic (3,4). Potom konexe o koeficientech

A, =BV, By, (3,10)
1
kde veliiny B jsou takto definovdny

lproa=14
BBy = o (6g=<0 pro a=i=b)’

(3,11)
By =0,
je nezdvisld na volbé feSeni n* rovnic (3,4) a na volbé faktoru teéného vektoru t,.
Dukaz: Necht »n” je feSenim rovnic (3,4) a B¢ velidiny definované v (3,8).
1 1

BudiZ n” jiné feSeni rovnic (3,4) rizné od n”. Pak je, podle lemmatu 7,
1

n’ =mn’ 4 Bis®, ¢+ 0. (3,12)
1
K vektoru n* definujme velidiny B¢ rovnicemi (3,11). Vektor (kovariantnf
v A,) B muzeme psat jakolinedrni kombinaci vektorti B3, ¢, (a = 1, ...,n — 1),
1
t. j.

B3 = B3T3 + r%,.
1
Nésobime-li pfedchozi vztah vektorem B} dostaneme, vzhledem k (2), (3,11),
(3,8) '
02 = T988 = T8 = 88 ;
tedy
B =B 4 ro,.
1

Nésobime-li pfedchozi vztah vektorem n”, dostaneme vzhledem k (3,11),
(3,12), (3,4), (3,8)

0= Bin* 4 Bys®) + r* =% 479, t.j. r* = —s°.
1 1

Tedy

B = 11?3 — 8%, . (3,13)

Pro konexi indukovanou vektorem n* dostaneme na zakladé vztaht (3,13)

(3,9), (4)
Ie,=ByV.B}= (B —st) V. By =1T5,. (3,14).
1 1

Tedy konexe I'?, je nezavisla na volbé feSeni n* rovnic (3,4).

Vyjdeme-li na misto od teéného vektoru #, od teéného vektoru *#, = P4,,
potom v¥echna FeSenf rovnic (3,6) jsou tvaru (3,7) (podle lemmatu 8). Potom,
podle pfedchoziho, je konexe *I'%, indukovana v X ,_, nezavisla na volbé feseni
*n? rovnic (3,6). Budiz tedy *n” jedno z FeSenf rovnic (3,6). Definujeme velidiny
*B% zndmym zpusobem.

*Bv:B; e 6:, *Bg v =90,
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Podle (3,7) je *n” = @n”, kde n* je FeSenim rovnic (3,4). Necht pfi uvaZovaném
n” maji velidiny B} vyznam z (3,11). Snadno si ovétime, ¥e mezi velidinami *Bg,
B plati vztah
- *Bs — BS .

Odtud plyne pak, vzhledem k (3,14)

*F:DE *BSVaB;= BgVaB; =F:b .

1
Oznaédime-li I's, = A¢,, jsme s diikazem véty hotovi.
0

Poznédmka 10. Podstatné pro né% ptpad je, %e ziskand konexe o koeficien-
tech Ag, je nezévislé na volbé faktoru te¢ného vektoru ¢,. P¥i jeji konstrukei je
0

ta vyhoda, Ze za afinnorméln{ vektor variety X,_, (pro niz plati ,, = 0) mii-
zeme mit jakykoliv vektor v bodech variety X ,_,, ktery v ni nele#i.

Z4avér

Neuvazujeme-li pomérné jednoduchy pfipad popsany v § 3, t. j. piipad to-
télné geodetické nadplochy a v afinnfm prostoru 4,, potom celou predchozi
teorii lze ryze formalnim zptsobem zobecnit na p¥fpad, kdy hodnost 4 tensoru
hqy variety X,_, v 4, jest rovna n — 1. Jde tedy o zobecnéni na variety X,_;
v 4,, o nich% pojedndva mé d¥fv&jsi price: Le vecteur affinonormal et la con-
nexion de I’hypersurface dans 1’éspace affin, Casopis pro péstovani matematiky
a fysiky, rod. 75 (1950), str. 179—208.

Zde je na misté podotknouti toto: Velmi ¢asto se ¥{k4 neuvizens tém piipa-
dim variet X,_, v 4,, pro né% je hodnost tensoru k,, rovna n — 1, piipady
»obecné® variet X,_,. Zde viak teorie ,,specidlnich piipadiu* (kdy 1 < n <
< n — 1), dé se ihned roz&ifit i na p¥fpad » = n — 1, nikoliv obracens.

Abychom doplnili teorii z § 2 i o p¥pad h = n — 1, stadf uvazit, e v tomto
piipadé je hodnost matice determinantu (1,1) rovna 7.25) Systém rovnic

n't, =1

*)

mé pak, pi‘i daném vektoru m,, jediné feSenf n*. V ptipadé A = n — 1 jsou
viechny fadky determinantu z tensoru A,, linedrng nezavislé a mueme zde
definovat tensor 1% takto:

N Vay=mg, a=1,...,m —1

‘ 1%y, = 65 .19)
Je tedy v p¥ipads h = n — 1: 1% = h%>, kde h®® je kontragredientnf tensor
k tensoru k. Velidiny M, definované v (1,46), pfejdou pak pimo ve veli¢iny
stejné symbolicky oznadené v d¥ivéjif préci.?”) Definice m, = M, v rovnici (*)
" %) (1), str. 181, v&ta (1,1).

) Viz (1,16).
37) (1), str. 192, (4,5),.
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vede pak k jedinému FeSeni n” rovnic (*), kde n” je sméru nezavislého na volbs
[] 0
faktoru te¢ného vektoru i,.28) P¥{sludny vektor n” je popsan rovnicemi (2,20),

kde klademe b = n — 1, l“" = h2?. Konexe mdukovana. pak timto vektorem
n””) je pak tvaru (2,21). ’

Pro variety X,_, v A, uvazované v § 2 bylo by moZno nalézt jiné invariantni
afinnormélni sméry a konexe, tak jak to je provedeno ve shora citované préci
pro piipad A = n — 1. To je v8ak uZ zaleZitost ryze formalni.

To, Ze teorie probrand jak v této, tak i v d¥{véj&f préci (o afinnorméalnim
sméru a konexi) mé pro afinni geometrii vyznam a neni pouhou konstrukef
a formalismem, ukd%eme na jednoduchych piikladech (a to na kvadrikdch
v obylejném trojrozmé&rném afineuklidovském prostoru A,) v II. éasti prace.

I, &&st

Tato Gast je vénovana jednoduchym ptikladim z afinni geometrie ploch v afineukli-
dovském trojrozmérném prostoru Ey, tedy v prostoru 4, o koeficientech konexe vesmés
rovnych nule. Symboly z, ¥, z budou v dal$fm znadit kartézské soufadnice bodu v uvaZo-
vaném prostoru. Piiklady se tykaji kvadrik — pfesndji — afinni normaly a jejiho vyzna-
mu u nesingulérnich kvadrik a afinni normély a afinnormaélni roviny u singuléarnich
kvadrik. Podrobny vypodet zde nebude proveden, podetni vysledky budou citovény a to
v takovém poradi, aby byla patrna metoda vypoétu.

P¥iklad 1. 1*) Parametrickymi rovnicemi
x=mwucosv, y=wusinv, z="FLku, k£ 0, (1,1)*
kde u € (—o0, ®©), v € 0, 2x), je dan v B, kvadraticky kuZel ve specidlni poloze.

Polozme 5! = u, n* = v. Pro velidiny B% = g:: '
Bl = cosv, B} =sinv, B} =1Fk, 1,2)%
Bl= —usinvy, BE=wucosv, B§=0. (1,2)

Pro teény vektor ¢, variety (1,1)* dostaneme jako jedno z FeSeni rovnic (2)

t,= —kucosv, t,= —kusinv, t;=1u. (1,3)*
Z (1,2)*, (1,3)* spodteme snadno podle (4) slozky tensoru Agp:
hyy =hyg =hyy = 0, hyy = —ku?. (1,4)*

Vyloudime-li hodnotu » = 0, kterd odpovida vrcholu kufele (vrchol je v po-
éatku systému soufadného), potom v kazdém bodé plochy (1,1)* je hodnost
tensoru A, rovna jedné, jak plyne z (1,4)*. Tedy :

h=1 (u+0). (1,5)*

28) (I), str. 197, rovnice (5,4), (5,5).
29) (I), str. 197, rovnice (5,3).

1*) Tento prvy piiklad bude proveden podrobnéjis odvoldnim na formule v &asti 1.
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Podle (1,32), (1,16) dostaneme pro tensor [¢:
: 0
1
11— J12 — J21 — %2 T *
. ‘l’ g ‘l' 0, [ e (pro u =+ 0). (1,6)

Z definiénich rovnic (2,20) plyne pro normalni vektor n* na zakladé vztahu
(1,4)*, (1,6)*, (1,5)*
n = 12 {B}l?2(9,t, 9,B% + hyym,) — 0,83} . (1,7)*
[ 0 0

Pro m, dostaneme z definiénich rovnic (2,18),, (1,52), (1,49),, (1,49), s p¥i-
hlédnutim k (1,4)*, (1,5)*, (1,6)*,

2 c

2 1
=4 (%lzz Oghae —‘l’” gty 0,B§) = 3 T gty 0,BF ,
a tedy, vzhledem k (1,2)*, (1,3)* (jak snadno spoéteme)
my = 0 .2¥) (1,8)*

Z (1,8)*, (1,6)* a z poznamky 2*) plyne pro vektor n* v (1,7)*
. 0
1

= 0yB3, (u +0),
coZ rozepsano dévé podle (1,2)*
1 1
2 B RO 2 - . ___gqi 3 = . 1,9 *
7: kucosvﬂo@ kusmv,? 0 (u * 0) (1,9)

Jsou tedy rovnice (parametrické) hledané afinnf normaly variety (1,1)* bodé
(u,v), u * 0,
00 o
X =wucosv —r—l-cos'v, Y = usinv—r—lsinv, Z=ku,
(] (1] k": o 0 0 k? 0 0
kde 7 je parametr. ’

Zavedeme-li misto parametru v parametr { = — Tlciuz’ pak parametrické
[}

vyjddfeni afinni normély je
X=wucosv(l +1¢), Y=usinv(l +1¢), Z=rku, (1,10)*
[} 0 [} (1} 0

'

kde X, Y, Z, jsou b&Zné body afinni norméaly. V&imnéme si, %e pro ¢t = — 1 je
X =0,Y =0, Z = ku. Tedy afinni normaly v bodech variety (1,1)* (s vy-
0

jimkou bodu [0, 0, 0], jenZ je vrcholem kuielé a kde nenf normala definovina)
protinajf osu z soufadnicového systému. Osa z je ziejmé osou kuZele.

3%) Je totiZ pro nali varietu dyt, 9,57 = 0.
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Pro asymptoticky smér v bodé (u,v), u * 0, t.j.smér vyhovujici vztahu

hap -v®* =0 v bod& (u,v), dostaneme (bez ohledu na multiplikaéni faktor)
= 1, v® = 0, a tedy pro jeho slozky v E; plyne podle (1,2)*

. v [cos v, sinwv, k] . (1,11)*

Je tedy v” nezavisly na u. Parametrické ¢ary v = konst jsou ¢arami asympto-

tickymi. Jsou to povrchové piimky kuZele. Invariantnf afinnormélni bivektor

z véty 9 a definice 1, representovany vektory »”, n*, vede v naem p¥ipads k ro-

[

ving invariantnfho sméru,3*) jejiZ rovnice v bodé (u, v), u + 0, jest:
00 o
X ——x Y —yy, Z —2
('Ul)o’ (”2) (%) =0, (A)

(nl)o’ (nz)o» (na)o
0 0 1]

kde , ¥, 2, je bodem variety (1,1)* pro hodnoty u, v. Dosazen{ do pfedchozi
0 o o
rovnice z (1,1)*, (1,9)*, (1,11)* davéa po Gpravé rovnici

Xsinv —Ycosv=0, ’ (1,12)*
0 0

co¥ je rovnice primérové roviny kvadratického kuzele (1,1)* v bodé (u, 'v). Pri
proménném v dostdvame jednoparametricky svazek primérovych rovin s osou

splyvajicf s osou z soufadnicového systému. Poznamenejme jesté, Ze geometnc-
ky vyznam afinnfho normélniho vektoru »* a invariantniho afinnorméalnfho
» °

bivektoru shora popsany pro varietu (1,1)*, tedy pro kvadraticky kuZel, zista-
vé, af mé tento kuZel v £, jakoukoli polohu. Pfesnéji feteno, my jsme uvazo-
vali kuZel ve specidlnf poloze v E,. Aviak ten fakt, e afinni normaly o sméru
zzv prochézeji osou kuZele a ze afinnorméalnf bivektor vede k primérovym rovi-

ném kuzele, je nezavisly na regularni afinnf transformaci soufadnic v E,
% = A;xﬁ + D=, determinant [A;] + 0,
kde A2, D=, «x, 8 = 1, 2, 3 jsou konstanty.
U dalgich dvou p¥ikladd citujeme pouze vysledky bez odvoldni na formule
z &asti I, do nichZ dosazujeme. Budeme uvaZovat opét specidlni polohy v E,.
Je samoziejmé, Ze prislusné geometrické interpretace afinni normély a in-

variantniho afinnormalntho bivektoru jsou nezévislé na shora zminéné afinni
grups transformaci v Hj.

P¥iklad 2. Parametrickymi rovnicemi
u € {0, 27m) ,

x=acosu, y=>bsinwu, z=v, % € (—o0, o)
3 bl

(2,1)*
3*) T. j. nezavisly na volb8 faktoru teéného vektoru t,.
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kde @ > 0, b > 0, jsou konstanty, je din v E, elipticky valec ve speciélni po-
loze. Pro tuto varietu dostaneme (nehledime-li k faktoru)

- hyy =ab, hyg=hy = hyy = 0. (2,2)*

Tedy ve viech bodech plochy je hodnost tensoru #,, rovna jedné. Pro slozky
afinnormélnfho vektoru n* v b&Zném bod¥ (u, v) variety (2,1)* spodteme
0

1 1
n! = —cosu, n?= —sinwu, n8 =0. (2,3)*
0 b 0 a 0
Rovnicf afinnf normély o sméru n” miZeme dét v bod& (u, v) variety (2,1)*
0 00
tvar R
X =acosu(l +1t),
' 0
Y =bsinu(l +1), te(—o0, ). (2,4)*
[\]
Z =v.
0
Z rovnic (2,4)* je ziejmé, Ze afinnf norméla o sméru n” prochdzi osou z sou-
0

Fadnicového systému, jez je osou daného eliptického valce. Vektor v” o sloz-
kéch
27[0, 0, 1] (2,5)*

udéva asymptoticky smér v kazdém bodé variety (2,1)*. Invariantni afinnor-
mélni bivektor representovany vektory v*, n* v kaydém bpdé variety (2,1)*
predstavuje v bodé (u, v) rovinu o-rovnici (Ao) z pifkladu 1, ktera po rozepsani
a Gprave se dé vzhlec‘;e:n k (2,1)*, (2,4)*, (2,5)* pfepsat na tvar

Xb sin :a —Ya cos ;& =0, (2,6)*

kde X, Y, Z jsou b&iné soufadnice bodu této roviny v E,. Jako v piklads 1,
znadf rovnice (2,6)* pfi proménném u svazek rovin s osou splyvajicf s osou
0

vélce. Je to svazek priimgrovych rovin vélce.
P¥iklad 3. Parametrickymi rovnicemi
z =acoshu, y=>bsinhu, z=v, u,ve(—00, ), (3,1)*

kdea > 0, b '>,0 jsou konstanty, je din v E,; hyperbolicky vélec ve specidlnf
poloze. Pro slozky tensoru %,, spodteme

hyy = —ab, hyy = hyy = hyy = 0 : (3,2)*
Je tedy v bodech dané variety hodnost tensoru %,, rovna jedné.
Pro slozky vektoru n* v béZném bodé (u, v) spoéteme
[}

11— -
T T35

! cosh u, n? = 1 sinhu, n3 = 0. (3,3)*
) @ ]
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Parametricky mizeme afinni normélu o sméru n* v bod$ (u, v) variety (3,1)*
0 o0
popsat rovnicemi tvaru
X = acoshu(l +1¢),
0

Y = bsinhu(l +¢), t e (—o0, 00). (3,4)*
0
Z =v.

0

Z téchto rovnic je z¥ejmé, Ze afinnf normala (3,4)* prochézi osou z soufadného

systému, je% je osou daného vilce. Podobné jako v piikladé 2, vektor v* o sloz-

kéch v1 = 0, v2 = 0, v3 = 1 lez{ v asymptotickém smru v kazdém bodé dané

variety. Invariantn{ afinnormélni bivektor representovany vektory n’, v* vede
0

k roving, ktera mé v bodé (u, v) rovnici
00
Xbsinhu —Yacoshv =0, (3,5)*
0 0

analogickou rovnici (2,6)*. Tato rovina prochdzi osou vélce. Je to jeho primé-
rové rovina. P¥i proménném u predstavuje rovnice (3,5)* svazek primérovych
(1}
rovin daného hyperbolického valce s osou v ose valce.
P¥iklad 4. Parametrickymi rovnicemi
r=u, y=1u* z2=1v, 4, ve(—00, ©) (4,1)*

je dan v E, parabolicky valec ve specidlni poloze. Tensor h,, md v tomto pii-
pads slozky (az na multiplikaéni faktor)

hyy =2, hyg=hy = hyp = 0. (4,2)*
Hodnost tensoru h,; je tedy jedna ve vSech bodech variety. V nagem pfipadé
dostaneme pro smér »n*: ‘

1]
=0 nt=—1n=0. (4,3)*
) 0 0

Soufadnice afinni normély o sméru n” jsou v bodé u, v variety (4,1)*
(1} 00

Il

b

2 ¢, te(—o0, ). (4,4)*

’

N N M
l
o o8 e

co? je rovnice p¥{mky jdouc (u, v) dané variety a rovnob&iné s osou y.
. o0

Asymptoticky smér variety (4,1)* je jako v pfedchozim p¥padé udavéan vek-
torem v” o slozkéch 0, 0, 1 v kazdém bod& dané plochy. Invariantn{ afinnormal-
ni bivektor representovany vektory n’, ¢*, vede v bod& (u, v) plochy (4,1)*

) 00 ;

k roviné, popsané rovnic{
X=u. (4,5)*
°
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Pfi prom&nném u pFedstavuje rovnice (4,5)* svazek rovin rovnobéznych s ro-
[}

vinou yz. Jsou to primérové roviny parabolického vélce.

Vysledky z pifkladi 1—4 s pfihlédnutim k poznamkam o regularni afinnf
transformaci soufadnic v E, (v pfikladé 1) mizeme shrnout takto:

1°. Geometricky vijznam invariantniho afinnormdlniho bivektoru®*) pro singu-
ldrni (rediné) kvadriky je ten, Ze rovina jdouct bodem kvadriky a obsahujici uvao-
vany bivektor v tomto bod€ jest primérovou rovinou prislusné singuldrni kvad-
riky.5*)

Pozndmka. Dal¥f piklady budou se zabyvat geometrickym vyznamem
afinnormalnfho vektoru :u’ (a tedy p¥isludné afinnf normaly) pro nesinguldrnf

(vedIné) kvadriky v E,. Nésledujici piiklad 5 bude proveden pongkud podrob-
néji s odvolanim na vysledky a formule z &asti I a z d¥vé&jsiho éldnku, citova-
ného na str. 102 a v pozndmkach pod znakem (I). Vzhledem k tomu, co bylo Fe-
deno v zdvéru prvni ¢asti, lze téz pfimo aplikovat vysledky a formule z I. &asti.

P¥iklad 5. Elipsoid v E, je din parametrickymi rovnicemi

X =asin?cos ¢, y = bsin¥sin ¢, z = ¢ cos & @ e<0, 2m), (5,1)*

*Pe0, ).
Pro plochu (5,1)* jest (poloZime-li ! = 9, 2 = ¢)
B} = a cos # cos ¢, B} =bcos?sing, B = —csind, o
Bl = —asindsing, B} =bsindcosgp, B} =0. (5,2)

Vektor ¢, o slozkach

t; = bcsin? ¢ cos @, t, = acsin® P sin ¢, t; = abcosdsind  (5,3)*
jest teénym vektorem variety (5,1)*. Pro slozky tensoru k,;, p¥i hofenf volb&
te¢ného vektoru ¢, vychazf

kll _E = ta 31B‘{ = a/bc SiIl ?9, h12 ——— h21 = = ta alBg — 0 ,

hzz = abc sin® 9 . (5,4)*

Pro determinant tensoru A,;, spoéteme na zakladé ptedchoziho: by hyy — hyoho, =
= a?b%? sint 9. Jestlize z defini¢niho oboru na&f variety vylouéime body, pro
které je ¢ = 0, =, potom Vv ostatnich bodech plochy (5,1)* je hodnost tensoru
hgp Tovna dvéma. Pro tensor A% kontragredientni k tensoru k,, vyjde

1 1 1 1

11 — = - 12 — p21 — - *
. hyy  abcsin A 4 b & hyy  abcsindd’ (5,5)

pii éemi zde a, v dal¥{m vyludujeme p¥ipad & = 0, z. Definujeme afinnormaln{

4x) Zavedeného definici 1 v &ésti I. préce.

$*) Priim¥rovou rovinou rozumime rovinu jdouci asymptotickou p¥fmkou a osou singu-
larni kvadriky (jde-li o kuZel resp. o elipticky nebo hyperbolicky vélec), v p¥ipad¥ para-
bolického vélce poklédejme rovinu definovanou uvaZovanym bivektorem, za definici prii-
mérové roviny.
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vektor n* tak jako dffve rovnicemi (2,20), kde misto tensoru I*? pieme /°® a mis-
[} 0

to m, rovnou M ;;¢*)

n = Jhev{Brhed(But, 0,BE + hoyMy) — 8,By} .7%) (5,6)*
0

Pro vektor M, v (5,6) je podle (1,52), (1,49),,

Md = % [‘l‘hab adhab _— hab 3dt, auB;] .8*) (5,7)*
Z (5,7)* spodteme podle (5,2)*, (5,3)*, (5,4)%, (5,5)*
M, =cotgd, My=20. (5,8)*

Nyni bychom mohli pfimym dosazovénim spoétenych velidin spoéitat vektor
n? podle (5,6)*. Tato cesta je v¥ak poné&kud zdlouhava. Zde se vyplacf feSit
)

pi{mo systém rovnic (*) v zavéru I. &asti prace,®*) t. j. Fesit rovnice
nit, =1,
0

n O, = M,, a=1,2,
1]

jichZ je vektor n” v (5,6)* jednoznaénym Fefenim. Refenim téchto rovnic nebo
(1}

pH{mym vypodtem podle (5,6)* dostaneme v bézném bodé (4, ¢) variety (5,1)*
(¥ + 0,7)

1 1 1
1 — 2 — 3 - [ t . 5.9)*
’;L Th q),,'rob sin g, 'loz 3 cotg & (5,9)

V bods (8, ¢), 9 + 0 mizeme tedy afinnf normélu o sméru n* v tomto bodsé
0 0 0 [}]
popsat parametrickymi rovnicemi

1
X =oasindcosp + T—cos g,
0 0 be 0

Y=>bsindsingp + 7 1 sin ¢, T e (—o0, 0) . (5,10)*,
° (] ac 0
Z=ccost+ 7T 1 cot
- 0 ab © gz ’
Zavedeme-li misto parametru v parametr ¢ vztahem
T

abc sin ¢
°

t=1+

8*) Viz zavé&r Sésti I a definiéni rovnice (1,16), (2,18)-.
7*) (1), str. 197, (5,5), (5,3) a str. 185, (2,14).

8%) (I), str. 192, (4,1), (4,3), (4,5).

%) (I), str. 197, (5,4), (5,5).
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dostaneme, vyjadiime-li z pfedchoziho vztahu 7 a dosadime do (5,10),

X =asindcosgt,
[ [}

Y =bsindsingt, te(—o0, 0). (5,10),
0 0

Z =ccos?,
0

coZ jsou rovnice hledané afinni normaly v bodé (&, ¢). Vztahy (5,10)*, maji
0o 0
smysl téZz pro 4 = 0, #. Porovnanim (5,1)*, (5,10)* zjistime ihned, Ze afinni
o .
norméla prochézi potitkem systému soufadnicového (t. j. stfedem daného
elipsoidu) a je tedy v uvaZovaném bod$ jeho primérem. N4s elipsoid mél spe-
cidlni polohu v soufadnicovém systému. Aviak ten fakt, Ze nami definovani
afinnf norméla o sméru »” prochédzi stfedem elipsoidu, plati pro kazdy elipsoid
' 0

. v ka%#dé poloze v E,. Je to poznatek nezavisly na linedrni regularni transfor-
maci afinnf v #,. O tom je mozné snadno se presvéddéit.

PFiklad 6.
Parametrickymi rovnicemi
z = a cosh & cos ¢, y = b cosh & sin ¢, z = ¢sinh ¢, (6,1)*
@ €40, 27), ¥ € (—00, ) (6,1)*
je popsan v E; hyperboloid jednodilny.1°*) Pro sloZky tensoru h,;, vychéazi (aZ
na faktor)
by, = abc cosh &, b,y = hyy = 0, hyy = — abe cosh3 & . (6,2)*

Pro determinant z tensoru k,, dostaneme h hyy — hyohy; = — a?b®? cosh? 9.
Je tedy uvazovany determinant v kazdém bodé dané variety zdporny a je
tedy jeho hodnost rovna dvéma. Pro slozky afinnormélniho vektoru defino-
vaného v (5,6)* se dostane

1 1 1
1 2 — . __q1 3 — *
';& b °°5 P> ?’ 26 5ine, zz = tgh 4 . (6,3)
V bod§ (4, ) dané variety jsou tedy parametrické rovnice afinni normaly
0 o

0 sméru n’:
0

X=acosh0cos<p——r—1—cos¢p,
] 0 be 0

Y=bcoshﬂsinq)—risin<p, T € (—o0, ). (6,4a)*
0 0 ac 0

o1
=c¢sinh® — v — .
Z = c¢sin 109 rabtghfz

2 2
10%) Jeo totiig-}—%;—% =1
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Zavedeme-li novy parametr ¢ vztahem
T

t= Gcooshd
potom rovnice (6,4)* 1ze pfepsat na tvar '
X = —acoshdcosgp.t,
Y=—bcosh:98in;).t, te(—o0, ). (6,4)*,
Z = —csinh%t. '

Z rovnic (6,4)*, je ihned ziejmé, Ze afinni normély o sméru ?" prochazeji po-
S4tkem systému soufadnicového, ktery je stfedem jednodflného hyperboloidu
(podobné jako tomu bylo pro elipsoid v p¥ikladé patém). '
P¥iklad 7. Plocha v E; dané parametrickymi rovnicemi
x = a sinh 9 cos ¢, y = bsinh ¥ sin ¢, 2 = c cosh ¢, (7,1)*
¥ € (—o0, ), @ €0, 27)
kde a, b, ¢ jsou nezédporné konstanty, jest dvojdilnym hyperboloidem ve spe-
cidlni poloze.11*) Pro takto danou varietu spoéteme

h,, = —abcsinh &, by = hyy = 0, hyy = — abc sinh3 § (7,2)*
a tedy
hithos — hyshy, = a?b%c?sin A% > 0 pro & + 0.
Vyloudime-li pfipad ¢ = 0, potom k tensoru #,, mizZeme definovat kontra-
gredientn{ tensor A%, pro jehoz slozky vypodteme

1 1

ML= — odaid” *  abeambigr ¥ =0
Spoéteme-li afinnormalni vektor n*, definovany v (5,6)*, mame v bodé (&, ¢)
0 4: 0, 0 0o o
0

nlzlcostp n2=isintp nazlcotghﬁ (7,3)*
0 bc 0 o ac o o ab ' ’

Pro afinni norméalu v uvazovaném bodé (4, ¢) dostaneme analogickym zpiso-
00

bem jako v pifikladech piedchozich parametrické vyjadieni

X =asinhdcosgp.t,
0 0

Y =bsinhdsin ¢ .¢t, te(—o0, ). (7,4)*
0 0

Z =ccoshd.t,
0

Rovnicemi (7,4)* je definovdna afinni norméla té% ve vyloudeném d¥ive p¥i-
pad8 & = 0. Z rovnic (7,4)* je soudasné patrné, Ze p¥i viech hodnotéch 9, ¢ pro-
0 0 0

2 2 2
11%) Jetotilﬁ-,-{—%’—% Y,
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chéz{ afinn{ norméla potatkem soufadnic, coz je st¥ed dvojdilného! hyperbolo-
idu; je tedy ndmi definovand afinni norméla, pravé tak jako v predchozich
dvou p¥padech, primérem uvazované kvadriky.

Na zékladé vysledk z pfikladi 5, 6, 7 miZeme vyslovit toto tvrzeni:12*)

2°, Pro mesinguldrni (redlné) stFedové kvadriky md afinni normdla o sméru n»,

0
definovaném v (5,6)*, ten geometricky vyznam, Ze v uvafovaném bodé obsahuje
pramér kvadriky v tomto bodé, nebo, cof je totéz, prochdzi stfedem kvadriky.

P¥iklad 8. Parametrickymi rovnicemi
x=u,y='u,z=—l—(£2+ez2),e=:i:l,p>0,q>0 (8,1)*
2\p q
(p, ¢ jsou konstanty), je popsin v E, paraboloid a to elipticky, je-li ¢ > 0,
hyperbohcky, je-li e > 0. Pro slozky tensoru h,, vyjde

€
hu:—;hz—hl—o kzz—_? (8’2)*

a tedy pro determinant z tensoru A,,:
€
huhzz — hyshy = — 4: 0.
Tedy hodnost tensoru %,, je dvé v kazdém bode plochy. Pro vektor n" dosta-
neme
=0, n=0n=1.
° 0 0

Pro parametrické vyjadienf afinni normily o sméru n" dostaneme v bodé
(u v) plochy (8,1)*

2
Tvo¥f tedy afinni normaly o smé&ru »n* v pfipadé plochy typu (8,1)* svazek
0

u? V2
'X=u,Y=v,Z=i( +e—)+tte( —00, )
0 1]

piimek rovnobéinych s osou z soufadného systému. Mdme tak vysledek:
3° Pro mesinguldrni nestfedové kvadriky tvofi afinni normdly o sméru n"

svazek rovnob&ingjch pFimek, které odpomday@ priaméram téchto kvadrik, tak 7ak se
o nich pojedndvd v metrice.

Zivéreéna pozndmka. Jak jiZ bylo shora fedeno, maji tvrzeni 1°, 1°, 3°
platnost pii libovolné poloze pFislugnych variet v E,. To se dokéze velmi snad-
no; vyjdeme-li od grupy afinnfch lineirnich transformaciv Z,. To by vSak pre-
sahovalo rdmec této préce. Predchozi pifklady byly pouze ukézkou a jedno-
duchou aplikacf na d¥véjsf theorii. Z ptikladi samotnych je zfejmé, %e pojmy
jako osa singuldrnich kvadrik primérové rovina, primér a st¥ed reguldrnich
kvadrik jsou pojmy afinni. Rovné% je zfejmé, %e je mozno vybudovat shora
naznagdenym zpiisobem obecnou afinni teorii kvadrika jejich afinn{ klasifikaci.

13*) Z uvedenych tif piikladi nenf jasné, Ze plati pro jakoukoli polohu téchto typu
kvadrik v E,;. Platnost se viak d4 snadno dokézat.
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