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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky Gstay CSAV
SVAZEK 79 # PRAHA, 17. VI. 1954 % C[sLO 2

CLANKY

K PROBLEMU AFINN{ NORMALY A INDUKOVANE KONEXE
NADPLOCHY V AFINNIM PROSTORU

FRANT. NOZICKA, Praha.
(Dosglo 31. srpna 1953.) E 2}3:3;3,

Obsahem pfedloZeného &lénku je konstrukee afinni normély (t. zv.
afinnormélnfho vektoru nadplochy v n-rozmérném afinnim prostoru
a konexe indukované timto vektorem na nadploSe ve speciélnich p#i-
padech, které byly v dtiv8jsi autorovs préci (Le vecteur affinonormal et
la connezion de I'hypersurface dans Vespace affin, Casopis pro péstovéni
matematiky a fysiky, roé. 75 (1950)) z tivah vyloudeny. Ukazuje se, Ze
Ize afinni normélu v téchto probiranych specidlnich piipadech nad- -
plochy definovat analogicky jako tomu bylo v citovaném &lénicu, aviak
definiéni rovnice nevedou k jednoznadnosti. Teorii v tomto &lénku
a v Glénku citovaném lze spojit v jedinou teorii. Jaky maji vyznam
velifiny definované v obou &ldncich, osvétli se na kvadrikéch v oby-
dejném trojrozmérném afinnfm prostoru v pfiloZené II. éasm této
préace.

l. &&st

V afinnim prostoru 4,, (» > 2) o soufadnicich £2 s danou symetrickou ko-
nex{ o koeficientech I}, (£%) je definovéana (n — 1)-dimensiondlni nadplocha
X, _, parametrickymi rovnicemi

fa=¢(m), 6 =1,...,na=1,...,n —1. (1)

Budeme predpoklédat, %e funkce I7,(§%) maji spojité parcidlni derivace
podle proménnych #® potfebného fadu v uvazovaném oboru.

Dale predpokladame, Ze hodnost matice

(B, B}, ....B3),a=1,..,n—1, By=_—

je v uvaZovaném oboru rovna n — 1.
Teénym vektorem variety X,_;, definované rovnicemi (1), nazyvéme pak
ka#dy nenulovy vektor ,, spliiujici rovnice .

Bt,=0,a=1,...,n—1. (2)
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Je-li t, néjaké Feleni rovnic (2), pak té% kazdy vektor *¢,, pro néjz plat

*,=P(n°)t, P+ 0, (3)
‘je FeSenim rovnic (2).
V afinnf gegmetrii ploch mé podstatny vyznam tensor k,, takto definovany

hab = Baa VDta: (4)
kde ¥/ , je symbol Langrangeovy derivace. P¥i transformaci (3) plati vztah
*hap = Phygy (5)

o em% se snadno presvédéime.

V préci autorové ,,Le vecteur affinonormal et la connexion de I’hypersur-
face dans l'espace affin‘‘, Casopis pro péstovéini matematiky a fysiky, ro¢. 75
(1950) byla konstruovéna afinnf norméla a konexe za pfedpokladu, Ze hodnost
tensoru k,,, definovaného rovnicemi (4), jest » — 1 v uvaZovaném oboru.
Ukolem této prace bude konstrukece afinni normély (afinnormélniho vektoru)
a konexe jim indukované za pfedpokladu, Ze hodnost tensoru %,, je mensi nez
n —1.

Pokud se budeme v nisledujicich tivahdch odvolivat na vysledky shora
citované préce, budeme ji citovat pro struénost v pozndmkéch pod symbolem

(X).
§ 1. Pomocné véty a definice

V celé této prvni d4sti prace budeme uvafovat takové variety X, , ve V,,
pro které hodnost tensoru h,,, definovaného v (4), je mensf nez n — 1 potitaje
v to i ten p¥pad, kdy %,, je identicky roven nule v uvaZovaném oboru.

Oznadéme h hodnost tensoru 4,,, H hodnost matice determinantu

[Vit, Vaty . oos Vaa b b] 5 (1,1)
potom plati tato véta:
V&ta 1. Hodnost H matice (1,1) je o jednotku vét&i neZ hodnost h tensorw hgp,
#: H=h+1. (1,2)
Dikaz rozdslme na dvé v tvahu pFichézejici moZnosti:
I h=0 (t.]. hap=0).

Podle predpokladu a defini¢nich rovnic (4) jest
hep = B;V»t,=0,
odkud plyne, vzhledem k (2), existence takového vektoru u, v X,_,, Ze plati
Vat, = Upty, b=1,...,m —1, (1,3)
Pongvad# vektor £, je nenulovy, plyne odtud, Ze hodnost matice (1,1) jest 1.
Je-li H = 1, potom, jefto vektor ¢, je neriulovy, existuje vektoru u, tak, Ze
plati (1,3). Ndsobfme-li (1,3) veli¢inou B2 a seéteme pies », dostaneme podle (3),
(4): hgp = 0, tedy h = 0. Je tedy v tomto pfipadé tvrzeni (1,2) spravné.
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II. O<h<n—1.
Vzhledem k 8astil. dikazu véty plati pro hodnost H matice determinantu (1,1)

1<H. (1,4)
Jak je nynf znamo z elementarnf algebry, lze za pfedpokladu,ze 0 < h <n — 1
vzdy najit » — b — 1 linearné nezavislych vektorti ¢®, ¢ =1,...,n —h — 1
(%)
tak, Ze plati
By =0, i=1,..,0n —h —1. (1,5)

%)
Rovnice (1,5) miZeme vzhledem k defini¢nim vztahim (4) pfepsat na tvar

B;”betv=0, i=l,...,n—-—'h-——-1’
(1)

odkud plyne vzhledem k (2) existence skalart o(n°),7 = 1,...,n — h — 1 tak,
i

v

ze
wWYt,=o9t,t=1..,n—h—1. (1,6)
(%) 13

Pongvadz vektory v%, ¢ = 1,...,m —h — 1 jsou dle pfedpokladu linedrns
*)

nezavislé, existuje aspoil jeden determinant (n —h — 1)-ho Fadu matice

(v%, v, ..., v% )raznyodnuly.Z(1,6)plyne pak,%e miZeme n —h — 1 velidin

1) () (n—h-1)

Vaty, t = 1,...,m —h — 1 vyjadiit jako linedrnf kombinaci veliéin £,, \/ 41,
a

j=n—h,....,n —1. Tedy existuji veliiny }.’, 1=1,..,n—h—1; j=

=mn —h,...,n —1a vektory u, tak, %e?)

n—1
v“‘t,= E zv“’t,‘*"ua‘t,, 'iv:l,...,n‘_"h'—‘l.. (1,7)
jmn—hay
Z (1,7) plyne vSak, %Ze pro hodnost matice determinantu (1,1) plat{
HZh+1. (1,8)

Jeito pfedpokladame, %e pro hodnost % tensoru kg, jest 0 <h <n —1,
existuje
a) aspoil jeden determinant rizny od nuly v uvazovaném bods, t. j.
hiajv oy, - - - by + 0 (1,9)q
v pfipads, Ze b < 1,
b) aspoil jedna sloZka tensoru k., rizna od nuly v uvaZovaném bods, t. j.
hap, + 0 (1,9)s
v piipadé b = 1.

V piipadé a) mizeme (1,9), na zdklad® definiénich rovnic (4) pfepsat na
tvar

B;:B;’. con B;: V[a‘ tlv‘l, VG.t|v|" seey Va.itq #: 0; (1’10)6

1) g, jsou &fsla ptirozené z mno¥iny 1,2,...,n — 1 v poétu n —h —1 a navzéjem
rizné, a; jsou pfirozens &isla rovnd% z mnoZiny &isel 1, 2,...,n — 1 a vzdjemnd rtzné.
Déle je a; ¥ Qj.
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v p¥ipad$ b) pak

B, Vo, + 0. (1,10),
Z obou ptipadi a), b) ihned usoudime;
- H>h. (1,11)

Pfedpokladejme, %e by platilo H = h.

Vektory Vg t, (jakofto vektory v 4,) proj=n —h,...,n —1 jsou v4d,
linearné nezavislé. To plyne bezprostiedns z (1,7) a (1,10), resp. (1,10),. Pak
oviem (za predpokladu, ¥e H = k) by existovala takovd 4;, j =n —h, ...,
n — 1, %e by platilo (lokdlng oviem)

1

t,= % A;Vagl,.
A

J=n—

0dtud vynasobenim veli¢inou B} a seétenim pies » dostaneme vzhledem k (2),
(4)
n—1
S Ahpe=0b=1,...,n—1, (1,12)
jmn—h
co% znamens, %e v determinantu z tensoru %,, je urditych A fadku (t. j. ¥adky
a;t6, j =m —h,...,n — 1) linedrné zavislych. Z (1,7) plyne vSak vynisobe-
nim veli¢inou Bj:
n—1 a
kba‘: > ﬂhb,,,,i=1,...,n——h—l. (1,13)
J=n—h a;
Z (1,12), (1,13) plyne vSak, Ze v matici z tensoru A, je nejméné n — kb ¥adki
linedrnf kombinaci 2 — 1 zbyvajicich fadki. To by viak znamenalo, Ze hodnost
h tensoru k,, je < b — 1, coZ je ve sporu s pfedpokladem. Tedy

H+h. (1,14)

Z (1,8), (1,11), (1,14) plyne pak ihned H = & + 1 jak bylo dokézat.
Poznimka 1. Jak z dikazu pfedchozi véty vyplyva, jsou za predpokladu,
#e hodnost tensoru kg, jest b, 1 < b < n — 1, vektoryt,, Ve ft,,j =n —h,...,

n — 1 linedrné nezévislé, v piipadé h,, = 0 jsou vektory V/,¢, a% na faktor
rovny vektoru {,.

Poznédmka 2. Z transformaénfho vztahu (3) a (5) ihned vyplyva, Ze hodnost
tensoru h,;, nezavisi na volbé faktoru teéného vektoru ¢,. TotéZ plati pak pro
hodnost matice determinantu (1,1), jak plyne z (1,2).

ay
Véta 2. Pro velidiny A, ug z (1,7) platé pfi transformaci (3)
ag

- 1=1,...,n—h —1
*izq’ f=n—h,..‘.,'n—l ’ (1’15)6
n—-1 Z
*uﬁl = ua‘ ‘—,-E_h G‘P"l au,P + P—I 3¢‘P . (1)15)b
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Dikaz: Podle (1,7) jest e
n—1 o

Vet = I h*iv.,,*t, + *ug*t,, $=1,...,n —h—1,
-—

a tedy vzhledem k (3) a znamym vlastnostem operace ¥/, dostaneme

n—

1
PVat, +1,0P = 2 *NP Vat, + b, %P) + Prugg, .

jmn—-h a;
Dosadme sem za V/,, t, z (1,7). Dostaneme po tpravé

n—1 ] ajy n—1 a; .
X P(*A— 1) Vat, + {P(*ua, — %a) + T *A2oP — 0aP}t,=0.
j=n—h a; a3 j=n—h a

Ponévadi vektory t,, Vg t, (j =n —h,...,n — 1) jsou linedrné nezévislé,?)
musi pFislu§né koeficienty u nich stojici se anulovat, coz vede, jak snadno na-
hlédneme, ke vztahim (1,15), ;. Tim je véta dokézéna.

V dal$im budeme p¥edpoklédat, e pro hodnost & tensoru &, plati 1 < A<
< n — 1. Zfejm& nemiizeme pak k tensoru h,, zavést kontragradientn{ tensor
zpisobem obvyklym v diferencidlni geometrii.3)

Zavedeme si tensor [%¢ touto definici

1%hoay = 03, j=n —h,...,.n —l;a=1,...,n—1, (1,16)

coZ je (n — 1) b podminek pro (» — 1)? nezndmych /%, Systém rovnic mé ne-
konedén& mnoho fefeni pro tensor /¢, nebof @;-té fadky (j =n —h,...,n —1)
v determinantu z tensoru %,,; jsou linedrné nezévislé a podet rovnic je mensf nez
podet nezndmych.4)

PoloZzme si pfedeviim otdzku, zda existuje symetricky tensor [%¢, vyhovujici
rovnicim (1,16). Vyslovime a dokaZme nejdiive dvé pomocné véty:

Lemma 1. Za shora uvedenyjch predpokladi je determinant sloZeny z aj-tych

fadka a a;-tych sloupch (j=mn —h,...,n —1) v determinantu z tensoru hq,
raznyg od nuly,®) t. j.
k[ﬂ;—nl%-nlh%-uxl%_»+1l' cohay_jja, 1 # 0. (1,17)
Dukaz: Kdyby determinant (1,17) byl roven nule v uvaZovaném bodé
variety X,_,, potom by existovalo & &isel w%,j =n —h, ...,n — 1 (ne vesmés
rovnych nule) tak, Ze by v uvazovaném bod& byly splnény vztahy
n—1
X w%hge, =0 pro j,=n—h,..,n —1. (1,18)
jmn—h 3

%) Viz poznamku 1 za v&tou 1. -

_ %) T. j. nemt¥eme zavést tensor k% definici h%hy = d§ (65 je Kroneckerovo delta),
jako v préeci (I). )

4) To plyne bezprostiedn¥ z (1,13) a z pfedpokladu, ¥e hodnost tensoru kg je b (1 <
< h <n—1). Kdyby toti% ¥adky a;té (j =n —h,...,n — 1) byly linearn§ zavislé
potom, pon&vadZ fadky a;-té (¢ = 1, ..., — h — 1) jsou podle (1,13) lineédrni kembinaci
radki a;-tych, by byla hodnost tensoru h,p mensines h. :

%) Jde, jako ve v¥ech pFedchozich tivahéch o lokélni platnost.
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Odtud by pak, vzhledem k (1,13), plynulo

n—1 n-1 %, n—-1 %, a-1

Zw“iha—Ew“’E ).h“:Zﬂ.E haa, = 0
jun—M e jmn—Rh fH=n—bha; ™ J1=n—h a; =n—h wa’ %%
proi=1,...,n-—h — 1. Odtud a z (1,18) vyplyvé
‘ n—1
,E_w“lha,,,—()prob—l o —1.

Tyto predchozi vztahy vSak znamenaji, %e fadky a;t6 (j=n —4h,...,
n — 1) jsou linedrng zavislé. Pon&vadz zbyvajici a,-té fadky (s = 1,...,n —
— h — 1) jsou (podle (1,13)) linedrni kombinaci ¥ddkd a;-tych (j =n —h, ...,
n — 1), je hodnost tensoru 4,, mensf ne# &, coZ je spor s pfedpokladem.

Poznédmka 3. V dikazu pfedchozi véty neni vlastng obsa¥en dikaz pro
h = 1. V tomto pfipad& vyrok (1,17) ma tvar

hﬂ--l Gn-1 +0. (1’18)
Kdyby bylo ha,_, s,_, TOVNO nule, pak by bylo — podle (1,13) —
n—1 a,_1
hﬂu—l"t =, X 4 A h“u—l Gy = A hoa—l a1 =0 (1,19)
=n—1 a; Gy

pro: = 1,2, ..., n — 2. Rovné% podle (1,13) by bylo potom —vzhledemk (1,19)
k.,‘,.,—).h.,,.,_l—-OProzl—l wn—1. (1,20)

Podminky (1,19), (1,20) spolu 8 podminkou hay_ya,_, = 0 mohli bychom psat
struénéji ve tvaru k,, = 0, coZ je ve sporu s pfedpokladem.

Lemma 2. Necht pro hodnost b tensoru hgy, plati 1 < b < n — 1. Potom exis-
tuje nekonedné mnoho symetrickych Fedent 1°° = I°® rovnic (1,16). Zvolime-li veli-
iy 1%, 4,4, =1, ...,n —h — 1 pevné tak, aby platilo

ik 0 (1,21)
a definujeme-li ddle®)
ldm___ zli’la‘a, 1el,....,n —h—1
- fi=1 ay ;ien——h,...,n—-l, (1922)
potom za téchto podminek maji rovnice (1,16) jednoznaéné fedent pro 1%, pfi demZ
Jac — Jea | (1’23)

Diukaz: V uvazovanych bodech variety X,_,?) definujme si veliiny
%, 4,i3=1,...,m —h — 1 zcela libovolné (jako#to funkce 7°%) tak, aby
platilo (1,21) a déle definujme v téchto bodech veliéiny I*™, jen —h, ...,
n—1;1el,...,n —h —1, podle (1,22).

Definiéni rovnice (1, 1‘6) pfepifme na tvar

—A-1

f1=n—h

%) Pfi uvafované volbs velidin 1%,%,
7) Kde plati (1,13).
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Proa=a;,%,€l,...,n —h —1%) se zredukuji vztahy (1,24) na tvar

. , z hl"' hhay oy = — ‘21 l“‘ L (1,25)
1=n— -
Vzhledem k (1,13) miZeme (1,25) pfepsat takto:
n—-1
T (%% By " 1%%) hayoy = 0.
fi=n—n i=1 a;

Podle lemmatu 1 plyne odtud ihned

n—h—1 9%,
la‘a, = 3 ﬂ.l“‘a‘ « 1 .“’,n__h_..l; jlen—h,...,n—l. (1,26)
i=1 [ ]]

Porovname-li (1,26) s definiénimi vztahy (1,22), zjistime, %e plati
" =1" iel,...,m —h —1; jen —h,....,n —1. (1,27)

Pro volbu indexu a = ay,, j3en —h,...,n — 1, a;, + a; plyne z (1,24)

E la,' 1h¢,¢’= == 2 l L }"G‘G, (1,28).

Ji=n—h f=1

Pravou stranu v (1,28) pfepi§eme podle (1,13) a (1 22)

n—~h— i n—A-1n—-h~-1 n-1 dia
E l 1y ‘haial = — 2 2 E l o }b h‘i“f
i=1 i=1 =1 fy=n—n a‘ ag

Vzhledem k posledni identit§ mizeme rovnice (1,28) pfepsat na tvar
n—1 —h—1 n—h-19

E (la"a!‘ - E E A ;s lﬂ;d( ) ha, ay = 0

jy=n—h fi=1  d=1 g o
Odtud plyne ihned podle lemmatu 1

n—h—1 n—h-—1 %, &
% =% % A A juiien—hoon—1 ;7. (1,29)

=1 f=1 o o

Z (1,29) plyne

n—h—1 n—n—-1 [97, 9] n—h—1n—h-1 %,
A s N i W s o
=1 t=1 ag, 6 i1=1 f{=1 a;, O

a tedy vzhledem k podminkédm (1,21)
%) — 0 pro jy, jyen —h,c.on —1; j3 + ;. (1,30)

Z (1,27), (1,30) plyne ihned tvrzeni (1,23). Jednoznaénost feSeni pfi pevné volbé
velidin [*%, 4,,i5¢1,...,m —h — 1 a volb§ (1,22) je pak z defini¢énfch rovnic
(1,24)(coZ jsou vlastn& rovnice (1,16))azlemmatu 1zfejmé. Existence nekonednd
mnoha symetrickych FeSeni [%® rovnic (1,16) spoéiva v tom, Ze miZeme velidiny
"% (i,43 = 1,...,m —h — 1) volit zcela libovolné tak, aby platilo (1,2.)1

8) Viz poznédmku 1).
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Na zaklad$ pFfedchozi pomocné véty vyslovime nyni tuto vétu:

Vé&ta 3. Viechna symetrickd Fedent 1 rovnic (1,16) jsou tvaru
n=—h—1 44,

W—M+2 g v, (1,31)

fpig=1  (§) (4,)
kde l°° je symemcké fedent rovnic (l 16), které odpovidd volbé

%=0,a=12,...n—1Lt=1,..,n—h —1, (1,32)
0

1,4,
v, 1=1,2,...,n —h —1 jsou nezdvislé vektory s vlastnostmi (1,5) a 2]',
)
$,95€l,...,m —h — 1 jsou libovolné skaldrni velidiny v X,_, s viastnosti
[1:1,]
g =20. (1,33),
Dukaz: Pfedeviim ukaZeme, Ze existuje symetrické feSeni l"” rovnic (1,16)

pfi volbé (1,32) a to ]@dnoznaéné Volime-li totiz l"""l =0 pro 8,4, =1,

*

n —h —1, pak je podle (1,22) "™ =0 (7—~n——-h,..., n—1;1=1,..
0

‘n—h —1), coZ miZeme strudnéji psat ve tvaru (1,32). Podle lemmatu 2 existuje
pak za téchto podminek jednoznaéné symetrické feSenirovnic (1,16). Vzhledem
k (1,32) se rovnice (1,16) resp. (1,24) redukuji na tvar

n-1

> la’lailha X = 6 l, .7'2, 7.1 =N -—-h, vy TG = 1 (1,33)b
fi=n-nh0

s jednoznadnym Fefenim pro slozky I"+™: (jak plynezlemmatu 1). Vime nyni, %e
0
rovnice (1,16) majf symetrické fefeni 1. BudiZ l%® jiné symetrické fesenf rovnic
0

(1,16). Oznacme
wod = Jab _ Jab (1,34)
0

Vzhledem k toinu, Ze 1%, 2% jsou FeSenimi rovnic (1,16), plyne odtud pro we®
°

z (1,34) v o
Wy, = 0.

Mysleme si index a pevny; potom pii tomto pevném indexu a existuji velidiny
(0]
ws,1=1,...,n —h — 1 tak, Ze je

n—h—1 (f)

w® = X w9 (1,35)
i=1 )

Ponévadi ]de o symetrické FeSenf [2?, l“" rovnic (1,16), je wl?®l = 0, co% vede pro
velidiny u" z (1,35) k podminkam

-1 (4)

2 wloptl = 0,
=1 (¥

%) To plyne z (1,5), nebot viechna Fefeni v rovnic v%he; = 0 Jsou linedrnfmi kombina-
cemi shora uvaZovanych linedrn& nezévislych vektorii v%, ¢ = 1,...,n —h — 1.
) :
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Myslime-li si rozepsédnu alternaci v pfedchozich vztazich a takto upravené je
nésobime tensorem #,, (a seéteme p¥es c), dostaneme z nich podle (1,5)
. !

n—h—1 (§)
X ubhy,v*=0.
i=1 )

Ponévadz vektory v%, ¢ = 1, ..., — h — 1 jsou dle pfedpokladu lineadrné ne-
)

z4vislé, plyne z hofenich vztaht
@)
ub hbc =0.
Ze stejnych duvodu jako shora jiZ bylo postupovano miZeme psat

(i) n—h-1 i,
ub= X g (1,36)

i =1 (%) )
Z (1,36) a (1,35) plyne
n—h—1 n—-h-1 ii, .
w?®= 3 X godes.
i=l =l (i) (5)

T
Pozadavek symetriénosti tensoru w? vyzaduje symetriénost veli¢in g;‘ to plyne

z pfedpokladu lin. nezévislosti vektort »¢. Tim je véta dokazéna.
(O)
Poznamka 4. Pfedchozi véta byla vyslovena p¥i pevné zvoleném te¢ném

vektoru ¢, variety X ,,_,. Véta nasledujic se tyka FeSenirovnic (1,16), vyjdeme-li
misto od vektoru ¢, od vektoru *¢, vizaného s vektorem £, vztahem (3).
V&ta 4. Vyjdeme-li misto od tecného vektoru t, od vektoru *t, = Pt, (P + 0),
potom vdechna symetrickd fefent rovnic
*[O0 ¥y =0, a =1,..,m —1; j=n—h,..,n—1. (1,37)

180 tvaru .
} *[ab — Qab Q = P-1, (1,38)

kde 19° jsou symetrickd Fedeni rovnic (1,16), tedy tvarw (1,31).
Dukaz: Z definiénich rovnic (1,37) a ze vztahu (5) plyne pfepis
*[®Phyay = 0apy j=n —h,...,n —1l;a=1,...,n—1.
Podle véty 3, vztahi (1,31), je tedy
*[abP — [ab . *[eb = Q[ov
Poznamka 5. Z (1,37) a z véty 3 plyne specialné
, *lad — Qlov (1,39)
Vé&ta 5. Jest ° °
1%%h,, = h (h hodnost tensoru h,,) , (1,40)
a to nezdvisle na volbé Fedent I°* rovnic (1,16) a nezdvisle na volbé faktoru (nenulo-
vého) teéného vektoru t,.

Dukaz: Pro levou stranu v (1,40) dostaneme vzhledem k (1,31), (1,5)
n—h-1 4,4

[hgy = (I°° + 2 g’”“ ) hgy = 1%, ,
0

0 tpty=1 (4, (f,)
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tedy levé strana v (1,40) nezévisi na volb& Fefenf [* rovnic (1,16). Vzhledem

k (1,32), (1,27) a defini®nim vztahim (1,16) dostaneme i

n—-1 l h n—1 o h
[odh,, = z %3,% = X 0= .
6 P guten-p0 W L0 %

Tim je dokdzdna platnost vztahu (1,40) a jeho nezdvislost na volbé symetric-
kého FeSeni [%¢ rovnic (1,16). Nezdvislost vztahu (1,40) na volbé& faktoru te¢ného
vektoru plyne bezprostfedns z (5) a (1,38).

c
Definujme nynf jednak elementy [ab] jednak elementy L¢, takto:
c
[ab] = «}l“'(@,,hdb + abhad - 6‘dkab) ’ (1’41)0
L, =14v4t,V,B}. (1,41),
Lemma 3. Pfi reguldrni transformact parametra, v X, _,
7 =" (1,42)
plati1o)
c € 40 40 ¢ R 4C b
&‘5 = AcAEAs ab + bbAc 66A5’ (1:43)a
L3 = ATARANLY, + B340 8540 1) (1,43),
kde
8 = l°ahy, . (1,44)

Transformaé}li vztahy (1,43),, se ovéii piimym vypoétem. Poznamenejme,
%e pro tensor 0y, zavedeny v (1,44), plati pfedeviim, jak plyne z definiénich
rovnic (1,16),

30 g0 o Oproc#a;) ¢c=1,....,n—1,
Oe = 0g (6"’-<1pro c=a,-) j=mn—h,...,— 1. (145).
Dale je podle (1,13), (1,16)

~ n—-1 g n—-1 a

3= 1%hge =10 5 Ahsoy= T 10,

j=n—h a; Jmtm=h a;
tedy
ay

. Aproc=a; j=n—h,....,n —1;
0o =< i=1,.0n—h—1. (1,45),

0 pro c=a‘,‘i1=1,...,n——h—~1

10) Jde op&t o okoli zkoumaného bodu, tedy o lokéln{ zékonitosti.
11) A: — _al'. ;T - an°
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Vé&ta 6. Velidina M, v X, _, takto definovand

=2 | =z =1 n—1 (1,46)
a—h_l_z ac acj » a=1,..., )

md tyto viastnosti:

a) Jest kovariantnim tensorem v X, _,.
b) Je nezivisld na volbé Fedeni (symetrického) I°® rovnic (1,16).
¢c) Vyjdeme-li misto od vektoru t, od vektoru *t, vdzaného s ¢, vztahem (3),

pak jest
*M.,=MG,+P“18.,,P,jzn—h,...,n—l, (1,47),
-1

E Z@.,,P t=1..,n—h—1.

*M, =
Ma‘ od h 'Jf‘ 2 §=n—h a;
(1’47)11

a.+h+2P13¢‘P+

c
Dikaz: Z transformadnich vztaht (1,43), , plyne, Ze diference [ ab] — Lige

c
je tensorem v X,_; a tedy kontrahované veliéina [ac] — Lg, (séiténo ptes c)
je vektorem v X,_,. Tfm je tvrzenf a) véty dokdzéno.

Z definiénich rovnic (1,41),, (1,41), plyne

[:C] = %lcd(aahdc + achad - ad"'nw) = ,}lcd aaddc: tn) (1’48)0

LZ., =14Vt VaB;. (1,48),
Podle (1,31) jest
n—h—1 4,4,
319 0,hea = $ (1 LS e ) Ouhse = }1 Oghae + 3 B g 0° 07 Oohac.
fufy=1 (%) (4) fniy=1 (1) (%)

Jest vSak vzhledem k (1,5)

¢ v% 0 hdc= —"hdca e v = —h,,,,‘v"a vé -‘-hdcvda v =
(4,) (15) (%,) (i5) (4) (%) (t) (&)

(2] = sea=]] a
ac H a'lde — ac C ’ a
(]

Podobné dostaneme z (1,48),, (1,31), (4), (1,5) a (1,6)

. Tedy

n—-h-1 €4,
4 Va1, Vo By = (1 + 2 9 ) Vat, VB

1 l"l (‘l) (‘l)

n—-A-1 i,¢
—'lchJt v«: + ) gvc(van)vdvdt =

l"I-l

13) Je totik 196 85heq — 1°¢ 94hge = O vzhledem k symetrinosti tensoru 28
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n—h-1 4,i

—l"’Vat VaeB; + Z gv° (VaBy) oity =

L) ‘.-1
n—h—1

"l"’Vat VaB + z g 04, 'Uh —ZCdthvVaB;;
(1]

fpty=1 (%)
tedy
Ly, =18v,t, V. B = Lg,. (1,49),
0 0

Z (1,49),,, 8 z definiénich vztahti (1,46) plyne ihned tvrzeni b) véty. Vezmeme-li
misto teéného vektoru ¢, teény vektor *¢, = Pt, (P % 0), a oznadéime-li hvéz-
di¢kou vlevo nahote pFisluiné veliéiny (pfi této volbé *2,), potom je podle defi-
niénich rovnic (1,48), , a vztahu (1,49),,,

*Te
[ ] = %‘ wiee aa,’!hdc = ‘;‘ o aa*hdc ’ (1,50)0
ac °
Lo = ¥ M Vo BY = 1A G, Vs B - (1,50),
0

Pro pravé strany v (1,50), , plyne pak na zéklads transformaénich rovnic (3),

(5), (1,39) a vztahu (1,40), (4), (1,44)

}*l“‘ 0o*hgo = «}Ql"" 04Phy. = }l“’ Oghge + 3 P10, P, (1,51),

*ﬁ“ V¥, VaB: = Q'l’"’ Va(Pt) VB, = (l.“’ Vats VBl — P—l‘l’wkac 0P =
=147 41,V o B, — P-158 3,P . (1,51),
1]

Z (1,50),,5, (1,61)4,5, (1,49),,, & definiénich rovnic (1,46) dostaneme pro volbu
indexua = a;,j=mn —h, ...,n — 1, — pouZijeme-li jests relace (1,45), —

2 (¢
* G % ¢ -
My=5 T 2( [a,c] L.,,c) Mo + 5 T 2( + I)P 8a;P ,

coZ po upravé davé vztah (1,47),.
Pro volbu indexu ¢ =@a;, t = 1,...,n —h — 1 dostaneme z definiénich
rovnic (1,46) s pfihlédnutim ke vztahtm (1,50),,, (1,51)4,5, (1,49),, (1,45),

2 (e
* = — %7 | —
Me, h + 2( [a,—c] LM)

h o w=l & 2
odkud dpravou plyne vztah (1,47),.
Ke konci tohoto paragrafu pfipojme jesté jednu pozndmku, uziteénou hlavng
pro prakticky vypodet: »

Poznémka 6.V definiénich rovnicich (1,46) mtZeme, jak z tvrzeni b) véty 6

=
vyplyvé, psé,t misto symbolu [ ] Lg, ptimo symboly [ac] y Ly (viz (1,49)4,3).
0
o .

112



Tedy miZeme definovat p¥imo

2 c
M¢=m ac —*oLg° . (1,52)
0

Slozek M, (j=n —h,...,n —1) vektoru M, v X,_, pouzijeme vhodng
v dal$fm paragrafu pfi definici afinnorméiniho vektorua konexe timto vekto-
rem indukované v X, _,.

§ 2. Definice afinnorméliniho vektoru v pfipadé1 < h < n—1

V celém paragrafu budeme pfedpoklddat, Ze pro hodnost A tensoru h,,
variety X,_, plati v uvaZovaném oboru
1<h<n—1. (2,1)
Za tohoto predpokladu definujeme p#i pevné zvoleném teéném vektoru ¢,
variety X,_, afinnormélni vektor #” rovnicemi
a) wt, =1,

b) ¥ Vat, = M, j:n-—h on—1, (2,2)
n—1

0) n"va,ty— 2 AMG,‘Jf‘ua‘,':l,-..,n—h——l,
j=n—h a;

kde velidiny }.,u.,‘, t=1,..,n—h—1;, j=n—h,...,n—1 maji tyi
9

vyznam jako v rovnicich (1,7).

Piedevsim je tfeba podotknout, Ze systém rovnic (2,2) pro nezndmé w”
(v =1, ..., n), je fefitelny. Je-li totiZ h hodnost tensoru k,, (kde % je p¥irozené
dislo, pro néz plati (2,1)), potom v determinantu [Vity Vaty coes Vit i, je
h + 1 linedrné nezavislych ¥adki, jeden Fadek z nich je tvoren slozkami ted-
ného vektoru ¢,, ostatni linedrné nezavislé fadky jsou pak ve smyslu d¥ivéjiiho
oznadeni Vg, j=mn —h,...,n —1. Zbyvajici ¥ddky, které jsme oznadili
Valy, t=1,...,m —h —1, jsou pak linedrni kombinaci ¥4dku a,-tych (viz
(1,7)).

Resitelnost soustavy (2,2) plyne pak z toho, Ze hodnost matice determinant
soustavy a hodnost roziffené matice soustavy jsou stejné, jak je zfejmé z (1,7)
a pravych stran v (2,2).

Pfi fefeni systému (2,2) stadi se tedy omezit na fefeni rovnic

a) n't, =1,

b) n* Vet,= Mq, j =n —h,...,n —1. (2,3)
Potom v¥echna feSeni rovnic (2,2) jsou feSenimi rovnic (2, 3) a obricens.

Véta 7. Je-li pfi pevné zvoleném teéném vektoru t,, n” jedno z Fedeni rovnic

(2,2), potom kaZdé Fefent n» rovnic (2,2) je tvaru:
n =n* 4+ Bw°, (2,4)
1
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kde v° je vektorem v X, _,, pro né&jZ plati
vhey=0,0=1,...,n. , (2,5)
Dukaz: Buc!ii (pfi pevné zvoleném ¢,) n¥ feSenim rovnic (2,2) a n” jiné FeSeni
téchto rovnic. Ponévads je determinant 1[B;B; ... By_4, n*] #+ 0, miizeme psat
n jako linearni kombinaci vektoru ?", BLa=1,..,n : 1, tedy ve tvaru
nr = a?" + Brwe. (2,6)

Ponévadz podle pfedpokladu je n” feSenim rovnic (2,2), dostaneme — dosa-
dime-li z (2,8) do (2,2), a pfihlédneme-li k (2) — a = 1. Tedy »n* je tvaru (2,4).
Dosadime-li z (2,4) do (2,2), dostaneme

n’ Va,tv = (?v + B:vc)‘vd; tv = Ma’ ’
coz, vzhledem k tomu, Ze pro »n” platf (2,2),, vede k podmince v°B} ¥/ 4, =0
1

a tedy — podle (4) — k podmince kgs = 0 pro j=n —h,...,n — 1. Ana-
logicky dojdeme k podmince vk, = O proi=1,...,n —h — 1 (dosadime-li
z (2,4) do (2,2),). Tim je véta dokazana.

Vé&ta 8. Vyjdeme-lt misto od shora uvaZovaného teného vektoru t, od vektoru
*t, = Pt, (P % 0), potom vdechna Fedeni rovnicls)

a) *nr¥t, =1,

b) *n* Ve*t, = *Mq, j=n—h—1,...,n —1, (2,6)
-1 @;
o) * Vo, = E *A*Mo + *ug, i =1,...,n —h —1,
fmn—-h a;

j8ou tvaru
*v = Qnv (@ = P1) (2,7)
kde nv jsou fefenimi rovnic (2,2).
Dukaz: Z rovnice (2,6), a vztahu (3) plyne ihned, Ze *n” je tvaru
*n* = Q(n¥ + Byur) ,1) (2,8)
1
kde w* je néjaky vektor v X,_,. Dosadime-lido (2,6), za *n*, *{,, * M, z trans-
formaénich vztahu (2,8), (1,3), (1,47), dostaneme
Q(n* + Byur) Vo Pt, = Mo + P~ 0P, (@ = P-1),
1
t. j. po Gpravé (vzhledem k (2), (4), (2,2),)
W Vayt, + P71 0gP + wheay = Mg + P~ OgP
H _
a tedy pouZijeme-li (2,2),,
: Wheay =0 pro j =n —h, ...,n —1. (2,9),

13) Symbolem * oznafujeme velidiny vzta¥ené k vektoru *¢,.
1) 7 je ndjaké feSeni rovnic (2,2).
1
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Dosadime-li do (2,6), za *{,, *n”, *M,, *3.’, *u,, z transformaénich vztaht (1,3)
a,
(2,8), (1,47),, (1,15),,,, dostaneme ‘
Q(n" + Bwe)(P Vo t, + t, 9a,P) =

n—1 @z
=S A(M, + P12,P) + ua, — S ip 8y P + P~13,P .
j=n—h a j=n-h o

Odtud dostaneme po tpravé vzhledem k (2), (4)

n—-1 g

n’ Va,t, + wchca‘ = X }-Ma, -+ Ua,
1

j=n—h ag
a tedy vzhledem k (2,2),
Wheg,=0prot=1,...,n —h —1. (2,9),
Tedy, jak plyne z (2,9),,, vektor w* vyhovu]e vztahim (2,5) z vety 7. Odtud
z (2,8), (2,4), plyne pak tvrzen{ véty.
Nyni vyslovme tuto dilezitou vétu:
V&ta 9. Necht v daném afinnim prostoru A, (n > 2) existuje reguldrni nad-

plocha X ,_, té vlastnosti, Ze v katdém bod€ uvaZovaného oboru plati pro hodnost h
tensoru hop: 1 < h <n — 1.

Oznalime-li v, i =1,2,...,n —h — 1 libovolnd linedrné nezdvisld FeSeni
(O]
TOVNIC
Wheyy=0,b=1,..,n—1, (2,10)
potom (n — h)-vektor o sloZkdch
vl p¥m-h-ipoa-rl | pa = B% 98 (2,11)
1) (2) (n—h-1) (%) (O] '

1’ v

kde n» je libovolné Fedeni rovnic (2,2), definuje v kaZdém bodé variety X ,_, wréity
(n — h)-smér, ktery ma tyto viastnosti:

a) je nezdvisly na volbé lmearné’ nezdvislych fefeni v* (1 =1,...,n —h — 1)
rovnic (2,10); @

b) je nezdvisly na volbé fedeni n* rovnic (2,2);

c) je nezdvisly na volbé faktoru teéného vektoru t, variety X, _,.

Dukaz: Nechf n” je néjaké Feleni rovnic (2,2); nechﬁ 8, t=1,...,n—
— h — 1 jsou lineé:né nezavisla feSenf rovnic (2,10) a “zc;“, i“=) l,...n—h—1
jiny takovy systém linedrng nezévislych Fesenf rovnic (2,10). Potom v kazdém
bodé uvaZovaného oboru variety X ,_, existuji ¢isla : (¢ k=1..,n—h—1)
tak, Ze je ‘

n—hA-1 k

wi= X roev,t=1,...,n —h—1, (2,12),
“ k=1 § (k)

115



pti Sem¥ je
n—h-—-1

determinant [r] =(n—h—1)! r r r % 0.19) (2,12),
M3  n-h-q
Definujeme-l w2 = B%ws?, pak (2,12), mifeme piepsat na tvar
% )

(1)
n—-h—-1 k

wr= X r % pr= B%yo,
) k=1 1§ (k) f)
Odtud dostaneme
ky ks kn—p-1
wlaaw®s . woam-r-1pa-al = By r .. o ologm | ptaos-1p0-a] =
1) (@ (n—-n-1) 1 1 2 n-h-1 (k) (k) (kp—r-1) 1
3 k, k.
= vl®p® . pEm-r-ipsal T(—1)P Fr... rene. .
1) (2 (n—h-1) 12 n—h—1

kde ve vypsaném sumaénim symbolu séitdme pfes viechny mo#né permutace
éisel kl, o kppi=1,...,m —h — 1. Symbol p znadf pak t¥du piislu$né
permutace. Jak z pi"edchozich rovnic vyplyvé, miZeme psat

wlaws | wom-a-ipoa-dl = D olops | pom-roipoonl

@ @  (n-a-1) 1 @@  (n-nr-1) 1
kde D je skalér v X,,_,, totiz determinant z (2,12),. Z pfedchozich vztahi vy-
svitéd ihned platnost tvrzeni a) véty 9.

Dikaz tvrzeni b) véty 9 je velmi snadny. Je-li toti% n* ¥eSenim rovnic (2,2)
riznym od dffve uvaZovaného fe¥eni n* rovnic (2,2), potom muZeme na zakladé
rovnic (2,4) z véty 7 psat 1

vlEgm | pEa-r-1pon-i]l —

1 2 n—h-1
= vlapm . pmod-ipteea] | oplagm L pE-a-1Bo-ilye (2,13)
1) (2) (n—A-1) 1 1 3 (n—h—1)

kde vektor v vyhovuje rovnicim (2,5). Vektor v* mizeme tedy psat jako linesr-
nf kombinaci vektord v%, 4 = 1,...,m —h — 1 a tedy vektor vz = Bzye jako
()

linedrnf kombinaci vektort ve, 1 =1,2,...,n — kb — 1. Odtud plyne v3ak,
(0}

Ze druhy séitanec na pravé strang ve vztazich (2,13) je roven nule.
Plat{ tedy:
%o | pom-d-ipoaa] — plEys | pPn—r-1p0n-a] ,
@@  (m-r-1 @@ (a1 1
¢im% je tvrzeni b) ovéreno. )
Nechf systém linedrné nezévislych vektort »2, ¢ =1,....n —h —1 vy-
(4)
hovuje rovnicich (2,10). Vyjdeme-li nyni mfsto od te¢ného vektoru ¢, od te¢ného
vektoru *¢, = Pt,, P + 0, potomjetéi v“*h a6 =0proi =1,2,...,n —h —1,

jak je zfejmé z (5). MiZzeme tedy prohla.mt vektory v° za nezavislé na transfor-
)
madénich vztazich (3). Odtud a z véty 8, rovnic (2,7) plyne pak:

1%) To plyne z pfedpokladu linearnf nezavislosti vektori w8, i = 1,...,n —h — 1.
(O] )
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*play kyay | Fpomon-1 ¥Fpom-a] = plagts | pm-r-1p%e-al Q
1 (2 (n—h—1) (1) (2) (n—h-1)

kde @ = P—1. Je tedy i tvrzeni ¢) v&ty spravné. Tim je celd véta 9 dokézana.

Definice 1. Privilegovany (n — h)-smér z véty 9 budeme nazyjvat invariantnim
afinnormdlnim (n — h)-smérem variety X,_,. .

Poznamka 7. Nyni je zfejmé, prod jsme v definiénich rovnicich (2,2) pro
vektor n* volili pravé strany pomérné slozité. Udelem bylo toti% zajistit in-
varianci (n — h)-sméru z véty 9 vzhledem k transformaci teéného vektoru ¢,.
A k tomu bylo t¥eba volit pravé strany v (2,2) tak, aby veli¢iny na téchto stra-
nich mély takové vlastnosti pfi zméné faktoru teéného vektoru jako majf
pravé zvolené velidiny M,,. Nage definice veli¢in M, neni ndhodné. Je naprosto
analogickd velid¢indm symbolicky stejné oznadenym v difvéjsi praci, kdy Slo
o afinnormdlni vektor variety X,_, v A, s pfedpokladem, Ze hodnost tensoru 4,
jen — 1.18)

Pozndmka 8. Hofenim postupem — a to se dalo ¢ekat — nedospéli jsme
k jednoznaéné definici afinnormalniho vektoru pro varietu X,_;, pro jejiz
tensor A, plati (2,1). Za afinnormalni vektor variety X,_, muZzeme vzit které-
koliv feSeni »* rovnic (2,2). Kdybychom chtéli dosdhnout jednoznadnosti,
t. j. definovat smér vektoru »* v 4, jednoznaéné, pak bychom museli k pod-
minkam (2,2) pfidat dalsich » — b — 1 podminek, které by nebyly ve sporu se
vztahy (2,2), nebyly jejich disledkem a také aby jedna z druhé neplynuly.

Hotenim postupem jsme ziskali uréitou t¥idu afinnormalnich sméru, kterd
jako celek nezavisi na volbé faktoru teéného vektoru ¢,. K této t¥idé afinnor-
malnich sméri lze nyni konstruovat uréitou t¥du konexi v X, _,.

Budiz n” néjaké fefeni rovnic (2,2). Definujeme veli¢iny B¢ taktol?)
1

.

Fomr — g et POO—E 2.14
;T ¢ b > N0 pro a * b/’ (2,14)
Biny = 0.

11

Snadno nahlédneme, %e systém rovnic (2,14) ma jednoznaéné fefeni pro ele-
menty B2.17)
1

Lemma 4. Elementy IS, takto definované
1
I's,= B; V .B; (2,15)
1
definuji v X,_, konexi.18)

16) (I), str. 192, rovnice (4,5)a a str. 195, rovnice (4,12), a strana 197, rovnice (5,4).

17) (I), str. 182, rovnice (2,2).

18) Konexe ve smyslu afinni indukee (No%iéka, La connexion et la normale de ’hyper-
surface dans 1’espace riemannienne du point de vue de la géometrie affine, Czechoslovak
mathematical Journal, vol. I (76), 1951, strana 20 (12).
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Dikaz se provede poukazem na transformadni zédkonitost p¥i regularni
transformaci parametri v X,,_,. Zde (pro jeho jednoduchost) nenf podan.

Definice 2. Konexi o koeficientech definovanych v (2,15) nazyvime konext
indukovanou afinnormdlnim vektorem n* v X,,_,.

Vezmenre-li nyni fefenf n” rovnic (2,2) rtizné od FeSeni n*, potom plati podle
1

(2,4)
n* = n¥ + Be,
1
kde v¢ vyhovuje rovnicim (2,5). Zavedeme-li elementy B2 definici analogickou
definici elementt Bg, tedy
1

BeB; = 682, Ban» =0,
potom plati mezi elementy B2, B2 vztahy
1

Bs = Bs —pot, . (2,16)
1

Relace (2,16) se snadno ovéii na zakladé definiénich vztahd pro elementy
B3, By.»%)

Pro konexi indukovanou vektorem n* dostaneme na zakladé (2,16), (2,15)

I =BV ,B} = (B —vt,) VB, =1I¢ —v°t, V.53,
1 1

a tedy vzhledem k (4)
I, =T5% + hgvt . (2,17)
1

Vé&ta 10. T'7ida afinnormdlnich vektord variety X,_, representovand vdemi
Fedenimi n¥ rovnic (2,2) vede k tFidé konexi indukovanych v X ,_, o koeficientech
tvaru (2,17), kde I'S, je jedna z konexi této tiidy a vektor v¢ vyhovuje rovnicim

1

(2,6). Ke kaZdé konexi tFidy (2,17) existuje jednoznaéné vektor afinnormdlni n»
(jen? je FeSenim rovnic (2,2)), ktery ji indukuje. Toto pFifazeni konexe a afinnor-
mdlniho vektoru je vzdjemné jednoznaéné. UvaZovand tiida indukovanych konexi
je nezdvisld na volbé faktoru teéného vektoru t,.20)

Cést tvrzeni véty byla dokézdna v tGvahich vét& piedchézejicich; zbyva
ovéfit vzédjemnd jednoznalnou korespondenci mezi t¥idou afinnormaélnich
vektort a tfidou indukovanych konexi a dale invarianci t¥idy konexi vzhledem
k transformaci teéného vektoru *i, = P%,.

Ze vektoru n”, jen je zvolenym FeSenim rovnic (2,2), je pfifazena konexe jim
indukovanéd jednoznaéné, plyne ihned z definiénich rovnic pro koeficienty
konexe I'S, = B¢ \/, B}, kde B¢ jsou jednoznaéné svymi definiénimi rovnicemi
urdeny. BudiZ nyn{ ddna konexe o koeficientech tvaru (2,17) s pevné zvolenym

1%) Viz na p¥. préci citovanou v 14), str. 24, 25, kde je analogicky postup.

20) T, j. nezdvisléd v tom smyslu, ¥e — vyjdeme-li misto od te€ného vektoru ¢, od vek-
toru *t, = Pi,, a tedy misto od vektoru n” od vektoru *n* — dostaneme op&t konexi tidy
(2,17).
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vektorem »¢ vyhovujicim rovnicim (2,5). Potom vektor n” = n* + Bfv°induku-
1

je tuto konexi. Kdyby existovalo jiné feSeni n” rovnic (2,2) indukujici danou
konexi (n* + n*), potom by bylo n* + B¢ = n¥, »* % v°. Konexe I'g, induko-
vana vektorem =” je pak, podle (2,17)

1’8 =TI + kg, .

Rovnost I'e, = I's, by implikovala v® = v°, co% je spor s pfedpokladem.
Existuje tedy k dané konexi z t¥dy (2,17) afinnormélni vektor %” ji indukujiei
(jenz je FeSenim rovnic (2,2)) jednoznacéné.

Vyjdeme-li nynf misto od te¢ného vektoru ¢, od te¢ného vektoru *t, = P4,
(P # 0), potom viechna fefeni rovnic (2,6) pro afinnormalnf vektor *n” jsou
(podle véty 8, rovnic (2,7)) tvaru:

*ny — an .
kde n” jsou Fefenimi rovnic (2,2). Definujeme-li veli¢iny * B2 rovnicemi *B3Bj; =
= 88, *B2*n» = 0, potom mezi veli¢inami *Bg, B2 2!) plati vztah

*By = B} ™)
a tedy *I'9, = *B2 \/ , B} = B: V. By = I'S,, éimi je posledni tvrzeni véty do-
kéazano.

Polozme si nyni otdzku po definici a to jednoznaéné, afinnormalniho vektoru,
ktery je z t¥idy shora uvazovanych afinnormélnich vektori. K tomu téelu defi-
nujeme kovariantni vektor m, v X, _, takto

(a) Moy = Mq, j=n—h,...,n—1,

n—1 0 (2,18)
(b) Moy = X AMg + Uap t=1,....,0 —h —1.

jm=n—h a;

Vektor m, definovany v (2,18) pfedstavuje tedy pravé strany definiénich
rovnic (2,2),,, pro vektor n”.

Lemma 5. Vyjdeme-li misto od teéného vektoru t, od wektoru *t,= Pt,
(P # 0), potom plati
*Mg = Mg + P71 9,P . (2,19)
Spravnost tohoto tvrzeni byla ovéfena pro a =a; (j=n —h,...,n —1)
vétou 6, vztahem (1,47),. Platnost vztahu (2,19) proa=ga; t=1,...,n —
—h — 1) se snadno ovéi z transformaénich vztaht (1,15),,, (1,47),.
Vi&ta 11. Definujme pfi pevné zvoleném teéném vektoru t, vektor n» takto:
o ‘
1
ny = BV 4 1V o B + husma) — V.o B} - (2,20)
Potom vektor n® je FeSenim rovnic (2,2) a jeho smér je nezdvisly na volbé faktoru

0
te¢ného vektoru t,.

21) BS jsou definovény rovnicemi byBp = 0y B3 = n” = 0. A
1) Miifeme toti¥ psat *B jako linedrni kombinaci velitin BS, £, t. j. *B% = BITS +
+ 8¢, odkud se d4 odvodit TG = 43, r¢ = 0.
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Dikaz: Dokéd%eme, Ze vektor n* vyhovuje rovnicim (2,2). Je predevsim,
0
vzhledem k (2), (4), (1,40)
. vf — 1 abd y _l ab — .
?t'_ "}75 thaBb_kg hab—l;
tedy vztah (2,2a), je splnén. Dile dostaneme z (2,20) s ohledem na vztahy (4)
(1,44), (1,40), (1,45),
1
:g/v Va,t- = Wgab {h“lzw Viate Va Bab -+ hcqzmhabmd - Va, L VaB;} =

1 1
— ’}Tﬁab {6:; Vata Va B% -+ 5zjhabmd - vﬂjtv VaB;} = zg“bh,,bma, = Maq,

pro j=n—h,...,n —1. Je tedy téZ podminka (2,2), splnéna. Podminku
(2,2), 8i nemusime jiz ovéfovat, nebof, jak bylo na poéatku tohoto paragrafu
fedeno, jsou viechna FeSeni rovnic (2,2), , feSenimi rovnic (2,2),,,,, & obracens.
Tedy ;1." je feSenim rovnic (2,2).

Vyjdeme-li nyni na misto od teéného vektoru ¢, od te¢ného vektoru *¢, = Pt,
P & 0), potom dostaneme z definiénich rovnic (2,20), pfihlédneme-li ke vzta-
ham (1,39), (5), (3), (2,19), (4)

o = BT o, V4 B + Hharmg) — Vo By} =
= & QU (By1Q(Vy Pty V.o B + Phasfms + P2 0P) — V. By} =
=0 [ 110 (BT 4t 70 B + husm) — V. B +
+ 5 QUVIE, 7 By 8P + $QUVh o BP1 6P —

= Qnr — 2 QUVIBY(— P~1 8,P + P~1 04P) = Qu’ .
Odtud je zbyvajici tvrzeni véty zfejmé.
Véta 12, Konexe indukovand vektorem n» v X, _, o koeficientech
Az, = By v, By, (2,21)
kde elementy oB: jsou definovdnyo rovni::’emi 2

P— ) l1proa=5b
.o'Bb= b ? 6": Oproa=i=b 23)

Bgnv=0, ©
0

(2,22)

je nezdvisld na volbé faktoru teného vektoru t,.

%) Velitiny B} jsou rovnicemi (2,22) definovény jednoznaéns.
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Dukaz: Podle véty 11 plati pfi volbé *t, = Pt, (P + 0)
] = @Qnv, Q = P-1. (2,23)
0 °

Zavedeme-li elementy *B2 jednozna¢nd defini¢nimi rovnicemi *B:Bj = 43,
*B2 *n» = 0, potom si snadno ovéiime vztah *B? = B2.24) Odtud plyne pak
ihned

*A(;'b = *Bg VaB; = B;‘.’ VGB; = A:b s
¢imz je véta dokazana.

Poznamka 9. Vétou 11 a 12 byla zodpovédéna otazka jednoznaéné defi-
nice afinnormélniho vektoru o sméru nezavislém na volbé faktoru teéného
vektoru a konexe nezavislé na této volbs.

V dalsim paragrafu obratime se k dosud opomijenému p¥ipadu, kdy pro
tensor h,;, variety X,_, v 4, plati v celém jejim definiénim oboru A,, = 0.

§ 3. PFipad totdIn& geodetickych variet X,_, v 4,

Existuje-li v daném afinnim prostoru 4, (» — 1)-rozmérnéd variety X,_,,
pro niz plati :
hop=0 (3,1)
'v jejim definiénim oboru, pak tuto varietu nazyvame totdlné geodetickou nad-
plochou v 4,.V dalsim budeme existenci takovéto nadplochy X ,_, v 4, pfed-
pokladat.

Za platnosti predpokladu (3,1) existuje v X,_, vektor u, tak, Ze plati (1,3),
o Volye=tihy b=1,..,n —1 (3,2)
v kazdém uvazovaném bodé variety X, _;.

Lemma 6. Pro vektor u, z (1,3) plati pii transformact (3) teéného vektoru t,,

*uy =y + P-19,P,b=1,....,m —1. (3,3)

Dikaz: PonévadZ vztah (3,2) je nezavisly na tom, jaké feSenf £, rovnic
B, = 0 si zvolime (coZ plyne z toho, Ze hodnost tensoru k., je nezavisla na
transformaci (3)), plati téz

iV b*tr = *ub*tv
a tedy, vzhledem k (3)

P yt, +t, 0,P = *u,Pt,.
Dosadime-li do tohoto vztahu za V , ¢, z (3,2), dostaneme po tpravé
(up + P 0,P~1 — *u)t =0, .

coz, vzhledem k tomu, Ze ¢, je nenulovy vektor, vede ihned k (3,3).

Definujme nyni, pfi pevn& zvoleném teéném vektoru ¢,, vektor »” rovnicemi

a) nvt, = 0,

b) - Wty =tg a=1...,0—1.
Tizpoznémku 23),

(3,4)
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Z (3,2) plyne, %e hodnost matice determinantu soustavy (3,4) a roziifené matice
soustavy (3,4) jsou stejné a to rovny jedné. Viechna FeSenf n” soustavy rovnic
(3,4) dostaneme tedy feSenim jediné rovnice, a to rovnice (3,4),,5-

Lemma 7. Viechna Fefent n* rovnic (3,4) jsou tvaru
n’ =mn + B¥s°, (3,5)
1
kde nv je jednim z Fedend rovnic (3,4) a s° je libovolny vektor v X ,,_,.
1
Dikaz: Nechf n” je feSenim rovnic (3,4) a n* jiné takové fefeni rovnic (3,4).
1
Pak existuje skalar a a vektor s° tak, Ze
n = an’ + Bjs®.
1

Yy ¥

Ponévadi vektor n” je rovnéz feSenim rovnice (3,4),, plyne odtud ihned @ = 1.
Tedy vektor »¥ je tvaru (3,5). Z (3,1), (3,4) plyne

ny VGtr ="Vt + stc Valy, = up + sckao = Uyp -
1
Tedy vztahy (3,4), jsou splnény p#i kazdé volbé vektoru s v X ,,_,.

Lemma 8. Vyjdeme-li misto od te¢ného vektoru t, od teéného vektoru *t, = Pt,,
potom vdechna fefent *nv rovnic

a) *nv*¥, =1,
b) *nv Va*tv = *ua (3’6)
jsou tvaru
*ny = an (Q = P—l) s (3:7)

kde n» jsou f‘eé'em’ rovnic (3,4).

Dukaz: Z (3,6), plyne vzhledem k (3) ihned, Ze *n* je tvaru (3,7). Rovnice
(3,6), jsou pak splnény.
BudiZ nynf — p¥i pevném teéném vektoru ¢, — »” libovolnym feSenfm rov-
1

nice (3,4), (tedy i rovnic (3,4),,,). Definujme veliéiny B2 zndmym zpisobem
; 1

BaBr — 8, Bin» = 0. (3,8)
1 1 1

Tento systém rovnic méa jednoznaéné FeSenfi pro velidiny B3, jak tomu bylo
v analogickych p¥ipadech z paragrafu 2. Definujme veliéilny {’g, zplsobem
znamym z pFedchoziho paragrafu

Ia=Bv.B. (3,9)
Tyto veliéiny definuji v X,_, koeficienty uréité konexe (jak tomu bylo v § 2
v analogickych pfipadech), konexe indukované vektorem nl".

Plati nyni tato véta:
V&ta 13. Necht existuje v daném afinnim prostoru A, (n > 2) reguldrni
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nadplocha X ,,_;, pro niZ jest v kazdém bodé uvaZovaného oboru hs, = 0. BudiZ n»
néjaké Feseni rovnic (3,4). Potom konexe o koeficientech

A, =BV, By, (3,10)
1
kde veliiny B jsou takto definovdny

lproa=14
BBy = o (6g=<0 pro a=i=b)’

(3,11)
By =0,
je nezdvisld na volbé feSeni n* rovnic (3,4) a na volbé faktoru teéného vektoru t,.
Dukaz: Necht »n” je feSenim rovnic (3,4) a B¢ velidiny definované v (3,8).
1 1

BudiZ n” jiné feSeni rovnic (3,4) rizné od n”. Pak je, podle lemmatu 7,
1

n’ =mn’ 4 Bis®, ¢+ 0. (3,12)
1
K vektoru n* definujme velidiny B¢ rovnicemi (3,11). Vektor (kovariantnf
v A,) B muzeme psat jakolinedrni kombinaci vektorti B3, ¢, (a = 1, ...,n — 1),
1
t. j.

B3 = B3T3 + r%,.
1
Nésobime-li pfedchozi vztah vektorem B} dostaneme, vzhledem k (2), (3,11),
(3,8) '
02 = T988 = T8 = 88 ;
tedy
B =B 4 ro,.
1

Nésobime-li pfedchozi vztah vektorem n”, dostaneme vzhledem k (3,11),
(3,12), (3,4), (3,8)

0= Bin* 4 Bys®) + r* =% 479, t.j. r* = —s°.
1 1

Tedy

B = 11?3 — 8%, . (3,13)

Pro konexi indukovanou vektorem n* dostaneme na zakladé vztaht (3,13)

(3,9), (4)
Ie,=ByV.B}= (B —st) V. By =1T5,. (3,14).
1 1

Tedy konexe I'?, je nezavisla na volbé feSeni n* rovnic (3,4).

Vyjdeme-li na misto od teéného vektoru #, od teéného vektoru *#, = P4,,
potom v¥echna FeSenf rovnic (3,6) jsou tvaru (3,7) (podle lemmatu 8). Potom,
podle pfedchoziho, je konexe *I'%, indukovana v X ,_, nezavisla na volbé feseni
*n? rovnic (3,6). Budiz tedy *n” jedno z FeSenf rovnic (3,6). Definujeme velidiny
*B% zndmym zpusobem.

*Bv:B; e 6:, *Bg v =90,
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Podle (3,7) je *n” = @n”, kde n* je FeSenim rovnic (3,4). Necht pfi uvaZovaném
n” maji velidiny B} vyznam z (3,11). Snadno si ovétime, ¥e mezi velidinami *Bg,
B plati vztah
- *Bs — BS .

Odtud plyne pak, vzhledem k (3,14)

*F:DE *BSVaB;= BgVaB; =F:b .

1
Oznaédime-li I's, = A¢,, jsme s diikazem véty hotovi.
0

Poznédmka 10. Podstatné pro né% ptpad je, %e ziskand konexe o koeficien-
tech Ag, je nezévislé na volbé faktoru te¢ného vektoru ¢,. P¥i jeji konstrukei je
0

ta vyhoda, Ze za afinnorméln{ vektor variety X,_, (pro niz plati ,, = 0) mii-
zeme mit jakykoliv vektor v bodech variety X ,_,, ktery v ni nele#i.

Z4avér

Neuvazujeme-li pomérné jednoduchy pfipad popsany v § 3, t. j. piipad to-
télné geodetické nadplochy a v afinnfm prostoru 4,, potom celou predchozi
teorii lze ryze formalnim zptsobem zobecnit na p¥fpad, kdy hodnost 4 tensoru
hqy variety X,_, v 4, jest rovna n — 1. Jde tedy o zobecnéni na variety X,_;
v 4,, o nich% pojedndva mé d¥fv&jsi price: Le vecteur affinonormal et la con-
nexion de I’hypersurface dans 1’éspace affin, Casopis pro péstovani matematiky
a fysiky, rod. 75 (1950), str. 179—208.

Zde je na misté podotknouti toto: Velmi ¢asto se ¥{k4 neuvizens tém piipa-
dim variet X,_, v 4,, pro né% je hodnost tensoru k,, rovna n — 1, piipady
»obecné® variet X,_,. Zde viak teorie ,,specidlnich piipadiu* (kdy 1 < n <
< n — 1), dé se ihned roz&ifit i na p¥fpad » = n — 1, nikoliv obracens.

Abychom doplnili teorii z § 2 i o p¥pad h = n — 1, stadf uvazit, e v tomto
piipadé je hodnost matice determinantu (1,1) rovna 7.25) Systém rovnic

n't, =1

*)

mé pak, pi‘i daném vektoru m,, jediné feSenf n*. V ptipadé A = n — 1 jsou
viechny fadky determinantu z tensoru A,, linedrng nezavislé a mueme zde
definovat tensor 1% takto:

N Vay=mg, a=1,...,m —1

‘ 1%y, = 65 .19)
Je tedy v p¥ipads h = n — 1: 1% = h%>, kde h®® je kontragredientnf tensor
k tensoru k. Velidiny M, definované v (1,46), pfejdou pak pimo ve veli¢iny
stejné symbolicky oznadené v d¥ivéjif préci.?”) Definice m, = M, v rovnici (*)
" %) (1), str. 181, v&ta (1,1).

) Viz (1,16).
37) (1), str. 192, (4,5),.
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vede pak k jedinému FeSeni n” rovnic (*), kde n” je sméru nezavislého na volbs
[] 0
faktoru te¢ného vektoru i,.28) P¥{sludny vektor n” je popsan rovnicemi (2,20),

kde klademe b = n — 1, l“" = h2?. Konexe mdukovana. pak timto vektorem
n””) je pak tvaru (2,21). ’

Pro variety X,_, v A, uvazované v § 2 bylo by moZno nalézt jiné invariantni
afinnormélni sméry a konexe, tak jak to je provedeno ve shora citované préci
pro piipad A = n — 1. To je v8ak uZ zaleZitost ryze formalni.

To, Ze teorie probrand jak v této, tak i v d¥{véj&f préci (o afinnorméalnim
sméru a konexi) mé pro afinni geometrii vyznam a neni pouhou konstrukef
a formalismem, ukd%eme na jednoduchych piikladech (a to na kvadrikdch
v obylejném trojrozmé&rném afineuklidovském prostoru A,) v II. éasti prace.

I, &&st

Tato Gast je vénovana jednoduchym ptikladim z afinni geometrie ploch v afineukli-
dovském trojrozmérném prostoru Ey, tedy v prostoru 4, o koeficientech konexe vesmés
rovnych nule. Symboly z, ¥, z budou v dal$fm znadit kartézské soufadnice bodu v uvaZo-
vaném prostoru. Piiklady se tykaji kvadrik — pfesndji — afinni normaly a jejiho vyzna-
mu u nesingulérnich kvadrik a afinni normély a afinnormaélni roviny u singuléarnich
kvadrik. Podrobny vypodet zde nebude proveden, podetni vysledky budou citovény a to
v takovém poradi, aby byla patrna metoda vypoétu.

P¥iklad 1. 1*) Parametrickymi rovnicemi
x=mwucosv, y=wusinv, z="FLku, k£ 0, (1,1)*
kde u € (—o0, ®©), v € 0, 2x), je dan v B, kvadraticky kuZel ve specidlni poloze.

Polozme 5! = u, n* = v. Pro velidiny B% = g:: '
Bl = cosv, B} =sinv, B} =1Fk, 1,2)%
Bl= —usinvy, BE=wucosv, B§=0. (1,2)

Pro teény vektor ¢, variety (1,1)* dostaneme jako jedno z FeSeni rovnic (2)

t,= —kucosv, t,= —kusinv, t;=1u. (1,3)*
Z (1,2)*, (1,3)* spodteme snadno podle (4) slozky tensoru Agp:
hyy =hyg =hyy = 0, hyy = —ku?. (1,4)*

Vyloudime-li hodnotu » = 0, kterd odpovida vrcholu kufele (vrchol je v po-
éatku systému soufadného), potom v kazdém bodé plochy (1,1)* je hodnost
tensoru A, rovna jedné, jak plyne z (1,4)*. Tedy :

h=1 (u+0). (1,5)*

28) (I), str. 197, rovnice (5,4), (5,5).
29) (I), str. 197, rovnice (5,3).

1*) Tento prvy piiklad bude proveden podrobnéjis odvoldnim na formule v &asti 1.
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Podle (1,32), (1,16) dostaneme pro tensor [¢:
: 0
1
11— J12 — J21 — %2 T *
. ‘l’ g ‘l' 0, [ e (pro u =+ 0). (1,6)

Z definiénich rovnic (2,20) plyne pro normalni vektor n* na zakladé vztahu
(1,4)*, (1,6)*, (1,5)*
n = 12 {B}l?2(9,t, 9,B% + hyym,) — 0,83} . (1,7)*
[ 0 0

Pro m, dostaneme z definiénich rovnic (2,18),, (1,52), (1,49),, (1,49), s p¥i-
hlédnutim k (1,4)*, (1,5)*, (1,6)*,

2 c

2 1
=4 (%lzz Oghae —‘l’” gty 0,B§) = 3 T gty 0,BF ,
a tedy, vzhledem k (1,2)*, (1,3)* (jak snadno spoéteme)
my = 0 .2¥) (1,8)*

Z (1,8)*, (1,6)* a z poznamky 2*) plyne pro vektor n* v (1,7)*
. 0
1

= 0yB3, (u +0),
coZ rozepsano dévé podle (1,2)*
1 1
2 B RO 2 - . ___gqi 3 = . 1,9 *
7: kucosvﬂo@ kusmv,? 0 (u * 0) (1,9)

Jsou tedy rovnice (parametrické) hledané afinnf normaly variety (1,1)* bodé
(u,v), u * 0,
00 o
X =wucosv —r—l-cos'v, Y = usinv—r—lsinv, Z=ku,
(] (1] k": o 0 0 k? 0 0
kde 7 je parametr. ’

Zavedeme-li misto parametru v parametr { = — Tlciuz’ pak parametrické
[}

vyjddfeni afinni normély je
X=wucosv(l +1¢), Y=usinv(l +1¢), Z=rku, (1,10)*
[} 0 [} (1} 0

'

kde X, Y, Z, jsou b&Zné body afinni norméaly. V&imnéme si, %e pro ¢t = — 1 je
X =0,Y =0, Z = ku. Tedy afinni normaly v bodech variety (1,1)* (s vy-
0

jimkou bodu [0, 0, 0], jenZ je vrcholem kuielé a kde nenf normala definovina)
protinajf osu z soufadnicového systému. Osa z je ziejmé osou kuZele.

3%) Je totiZ pro nali varietu dyt, 9,57 = 0.
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Pro asymptoticky smér v bodé (u,v), u * 0, t.j.smér vyhovujici vztahu

hap -v®* =0 v bod& (u,v), dostaneme (bez ohledu na multiplikaéni faktor)
= 1, v® = 0, a tedy pro jeho slozky v E; plyne podle (1,2)*

. v [cos v, sinwv, k] . (1,11)*

Je tedy v” nezavisly na u. Parametrické ¢ary v = konst jsou ¢arami asympto-

tickymi. Jsou to povrchové piimky kuZele. Invariantnf afinnormélni bivektor

z véty 9 a definice 1, representovany vektory »”, n*, vede v naem p¥ipads k ro-

[

ving invariantnfho sméru,3*) jejiZ rovnice v bodé (u, v), u + 0, jest:
00 o
X ——x Y —yy, Z —2
('Ul)o’ (”2) (%) =0, (A)

(nl)o’ (nz)o» (na)o
0 0 1]

kde , ¥, 2, je bodem variety (1,1)* pro hodnoty u, v. Dosazen{ do pfedchozi
0 o o
rovnice z (1,1)*, (1,9)*, (1,11)* davéa po Gpravé rovnici

Xsinv —Ycosv=0, ’ (1,12)*
0 0

co¥ je rovnice primérové roviny kvadratického kuzele (1,1)* v bodé (u, 'v). Pri
proménném v dostdvame jednoparametricky svazek primérovych rovin s osou

splyvajicf s osou z soufadnicového systému. Poznamenejme jesté, Ze geometnc-
ky vyznam afinnfho normélniho vektoru »* a invariantniho afinnorméalnfho
» °

bivektoru shora popsany pro varietu (1,1)*, tedy pro kvadraticky kuZel, zista-
vé, af mé tento kuZel v £, jakoukoli polohu. Pfesnéji feteno, my jsme uvazo-
vali kuZel ve specidlnf poloze v E,. Aviak ten fakt, e afinni normaly o sméru
zzv prochézeji osou kuZele a ze afinnorméalnf bivektor vede k primérovym rovi-

ném kuzele, je nezavisly na regularni afinnf transformaci soufadnic v E,
% = A;xﬁ + D=, determinant [A;] + 0,
kde A2, D=, «x, 8 = 1, 2, 3 jsou konstanty.
U dalgich dvou p¥ikladd citujeme pouze vysledky bez odvoldni na formule
z &asti I, do nichZ dosazujeme. Budeme uvaZovat opét specidlni polohy v E,.
Je samoziejmé, Ze prislusné geometrické interpretace afinni normély a in-

variantniho afinnormalntho bivektoru jsou nezévislé na shora zminéné afinni
grups transformaci v Hj.

P¥iklad 2. Parametrickymi rovnicemi
u € {0, 27m) ,

x=acosu, y=>bsinwu, z=v, % € (—o0, o)
3 bl

(2,1)*
3*) T. j. nezavisly na volb8 faktoru teéného vektoru t,.
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kde @ > 0, b > 0, jsou konstanty, je din v E, elipticky valec ve speciélni po-
loze. Pro tuto varietu dostaneme (nehledime-li k faktoru)

- hyy =ab, hyg=hy = hyy = 0. (2,2)*

Tedy ve viech bodech plochy je hodnost tensoru #,, rovna jedné. Pro slozky
afinnormélnfho vektoru n* v b&Zném bod¥ (u, v) variety (2,1)* spodteme
0

1 1
n! = —cosu, n?= —sinwu, n8 =0. (2,3)*
0 b 0 a 0
Rovnicf afinnf normély o sméru n” miZeme dét v bod& (u, v) variety (2,1)*
0 00
tvar R
X =acosu(l +1t),
' 0
Y =bsinu(l +1), te(—o0, ). (2,4)*
[\]
Z =v.
0
Z rovnic (2,4)* je ziejmé, Ze afinnf norméla o sméru n” prochdzi osou z sou-
0

Fadnicového systému, jez je osou daného eliptického valce. Vektor v” o sloz-
kéch
27[0, 0, 1] (2,5)*

udéva asymptoticky smér v kazdém bodé variety (2,1)*. Invariantni afinnor-
mélni bivektor representovany vektory v*, n* v kaydém bpdé variety (2,1)*
predstavuje v bodé (u, v) rovinu o-rovnici (Ao) z pifkladu 1, ktera po rozepsani
a Gprave se dé vzhlec‘;e:n k (2,1)*, (2,4)*, (2,5)* pfepsat na tvar

Xb sin :a —Ya cos ;& =0, (2,6)*

kde X, Y, Z jsou b&iné soufadnice bodu této roviny v E,. Jako v piklads 1,
znadf rovnice (2,6)* pfi proménném u svazek rovin s osou splyvajicf s osou
0

vélce. Je to svazek priimgrovych rovin vélce.
P¥iklad 3. Parametrickymi rovnicemi
z =acoshu, y=>bsinhu, z=v, u,ve(—00, ), (3,1)*

kdea > 0, b '>,0 jsou konstanty, je din v E,; hyperbolicky vélec ve specidlnf
poloze. Pro slozky tensoru %,, spodteme

hyy = —ab, hyy = hyy = hyy = 0 : (3,2)*
Je tedy v bodech dané variety hodnost tensoru %,, rovna jedné.
Pro slozky vektoru n* v béZném bodé (u, v) spoéteme
[}

11— -
T T35

! cosh u, n? = 1 sinhu, n3 = 0. (3,3)*
) @ ]
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Parametricky mizeme afinni normélu o sméru n* v bod$ (u, v) variety (3,1)*
0 o0
popsat rovnicemi tvaru
X = acoshu(l +1¢),
0

Y = bsinhu(l +¢), t e (—o0, 00). (3,4)*
0
Z =v.

0

Z téchto rovnic je z¥ejmé, Ze afinnf normala (3,4)* prochézi osou z soufadného

systému, je% je osou daného vilce. Podobné jako v piikladé 2, vektor v* o sloz-

kéch v1 = 0, v2 = 0, v3 = 1 lez{ v asymptotickém smru v kazdém bodé dané

variety. Invariantn{ afinnormélni bivektor representovany vektory n’, v* vede
0

k roving, ktera mé v bodé (u, v) rovnici
00
Xbsinhu —Yacoshv =0, (3,5)*
0 0

analogickou rovnici (2,6)*. Tato rovina prochdzi osou vélce. Je to jeho primé-
rové rovina. P¥i proménném u predstavuje rovnice (3,5)* svazek primérovych
(1}
rovin daného hyperbolického valce s osou v ose valce.
P¥iklad 4. Parametrickymi rovnicemi
r=u, y=1u* z2=1v, 4, ve(—00, ©) (4,1)*

je dan v E, parabolicky valec ve specidlni poloze. Tensor h,, md v tomto pii-
pads slozky (az na multiplikaéni faktor)

hyy =2, hyg=hy = hyp = 0. (4,2)*
Hodnost tensoru h,; je tedy jedna ve vSech bodech variety. V nagem pfipadé
dostaneme pro smér »n*: ‘

1]
=0 nt=—1n=0. (4,3)*
) 0 0

Soufadnice afinni normély o sméru n” jsou v bodé u, v variety (4,1)*
(1} 00

Il

b

2 ¢, te(—o0, ). (4,4)*

’

N N M
l
o o8 e

co? je rovnice p¥{mky jdouc (u, v) dané variety a rovnob&iné s osou y.
. o0

Asymptoticky smér variety (4,1)* je jako v pfedchozim p¥padé udavéan vek-
torem v” o slozkéch 0, 0, 1 v kazdém bod& dané plochy. Invariantn{ afinnormal-
ni bivektor representovany vektory n’, ¢*, vede v bod& (u, v) plochy (4,1)*

) 00 ;

k roviné, popsané rovnic{
X=u. (4,5)*
°
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Pfi prom&nném u pFedstavuje rovnice (4,5)* svazek rovin rovnobéznych s ro-
[}

vinou yz. Jsou to primérové roviny parabolického vélce.

Vysledky z pifkladi 1—4 s pfihlédnutim k poznamkam o regularni afinnf
transformaci soufadnic v E, (v pfikladé 1) mizeme shrnout takto:

1°. Geometricky vijznam invariantniho afinnormdlniho bivektoru®*) pro singu-
ldrni (rediné) kvadriky je ten, Ze rovina jdouct bodem kvadriky a obsahujici uvao-
vany bivektor v tomto bod€ jest primérovou rovinou prislusné singuldrni kvad-
riky.5*)

Pozndmka. Dal¥f piklady budou se zabyvat geometrickym vyznamem
afinnormalnfho vektoru :u’ (a tedy p¥isludné afinnf normaly) pro nesinguldrnf

(vedIné) kvadriky v E,. Nésledujici piiklad 5 bude proveden pongkud podrob-
néji s odvolanim na vysledky a formule z &asti I a z d¥vé&jsiho éldnku, citova-
ného na str. 102 a v pozndmkach pod znakem (I). Vzhledem k tomu, co bylo Fe-
deno v zdvéru prvni ¢asti, lze téz pfimo aplikovat vysledky a formule z I. &asti.

P¥iklad 5. Elipsoid v E, je din parametrickymi rovnicemi

X =asin?cos ¢, y = bsin¥sin ¢, z = ¢ cos & @ e<0, 2m), (5,1)*

*Pe0, ).
Pro plochu (5,1)* jest (poloZime-li ! = 9, 2 = ¢)
B} = a cos # cos ¢, B} =bcos?sing, B = —csind, o
Bl = —asindsing, B} =bsindcosgp, B} =0. (5,2)

Vektor ¢, o slozkach

t; = bcsin? ¢ cos @, t, = acsin® P sin ¢, t; = abcosdsind  (5,3)*
jest teénym vektorem variety (5,1)*. Pro slozky tensoru k,;, p¥i hofenf volb&
te¢ného vektoru ¢, vychazf

kll _E = ta 31B‘{ = a/bc SiIl ?9, h12 ——— h21 = = ta alBg — 0 ,

hzz = abc sin® 9 . (5,4)*

Pro determinant tensoru A,;, spoéteme na zakladé ptedchoziho: by hyy — hyoho, =
= a?b%? sint 9. Jestlize z defini¢niho oboru na&f variety vylouéime body, pro
které je ¢ = 0, =, potom Vv ostatnich bodech plochy (5,1)* je hodnost tensoru
hgp Tovna dvéma. Pro tensor A% kontragredientni k tensoru k,, vyjde

1 1 1 1

11 — = - 12 — p21 — - *
. hyy  abcsin A 4 b & hyy  abcsindd’ (5,5)

pii éemi zde a, v dal¥{m vyludujeme p¥ipad & = 0, z. Definujeme afinnormaln{

4x) Zavedeného definici 1 v &ésti I. préce.

$*) Priim¥rovou rovinou rozumime rovinu jdouci asymptotickou p¥fmkou a osou singu-
larni kvadriky (jde-li o kuZel resp. o elipticky nebo hyperbolicky vélec), v p¥ipad¥ para-
bolického vélce poklédejme rovinu definovanou uvaZovanym bivektorem, za definici prii-
mérové roviny.
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vektor n* tak jako dffve rovnicemi (2,20), kde misto tensoru I*? pieme /°® a mis-
[} 0

to m, rovnou M ;;¢*)

n = Jhev{Brhed(But, 0,BE + hoyMy) — 8,By} .7%) (5,6)*
0

Pro vektor M, v (5,6) je podle (1,52), (1,49),,

Md = % [‘l‘hab adhab _— hab 3dt, auB;] .8*) (5,7)*
Z (5,7)* spodteme podle (5,2)*, (5,3)*, (5,4)%, (5,5)*
M, =cotgd, My=20. (5,8)*

Nyni bychom mohli pfimym dosazovénim spoétenych velidin spoéitat vektor
n? podle (5,6)*. Tato cesta je v¥ak poné&kud zdlouhava. Zde se vyplacf feSit
)

pi{mo systém rovnic (*) v zavéru I. &asti prace,®*) t. j. Fesit rovnice
nit, =1,
0

n O, = M,, a=1,2,
1]

jichZ je vektor n” v (5,6)* jednoznaénym Fefenim. Refenim téchto rovnic nebo
(1}

pH{mym vypodtem podle (5,6)* dostaneme v bézném bodé (4, ¢) variety (5,1)*
(¥ + 0,7)

1 1 1
1 — 2 — 3 - [ t . 5.9)*
’;L Th q),,'rob sin g, 'loz 3 cotg & (5,9)

V bods (8, ¢), 9 + 0 mizeme tedy afinnf normélu o sméru n* v tomto bodsé
0 0 0 [}]
popsat parametrickymi rovnicemi

1
X =oasindcosp + T—cos g,
0 0 be 0

Y=>bsindsingp + 7 1 sin ¢, T e (—o0, 0) . (5,10)*,
° (] ac 0
Z=ccost+ 7T 1 cot
- 0 ab © gz ’
Zavedeme-li misto parametru v parametr ¢ vztahem
T

abc sin ¢
°

t=1+

8*) Viz zavé&r Sésti I a definiéni rovnice (1,16), (2,18)-.
7*) (1), str. 197, (5,5), (5,3) a str. 185, (2,14).

8%) (I), str. 192, (4,1), (4,3), (4,5).

%) (I), str. 197, (5,4), (5,5).
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dostaneme, vyjadiime-li z pfedchoziho vztahu 7 a dosadime do (5,10),

X =asindcosgt,
[ [}

Y =bsindsingt, te(—o0, 0). (5,10),
0 0

Z =ccos?,
0

coZ jsou rovnice hledané afinni normaly v bodé (&, ¢). Vztahy (5,10)*, maji
0o 0
smysl téZz pro 4 = 0, #. Porovnanim (5,1)*, (5,10)* zjistime ihned, Ze afinni
o .
norméla prochézi potitkem systému soufadnicového (t. j. stfedem daného
elipsoidu) a je tedy v uvaZovaném bod$ jeho primérem. N4s elipsoid mél spe-
cidlni polohu v soufadnicovém systému. Aviak ten fakt, Ze nami definovani
afinnf norméla o sméru »” prochédzi stfedem elipsoidu, plati pro kazdy elipsoid
' 0

. v ka%#dé poloze v E,. Je to poznatek nezavisly na linedrni regularni transfor-
maci afinnf v #,. O tom je mozné snadno se presvéddéit.

PFiklad 6.
Parametrickymi rovnicemi
z = a cosh & cos ¢, y = b cosh & sin ¢, z = ¢sinh ¢, (6,1)*
@ €40, 27), ¥ € (—00, ) (6,1)*
je popsan v E; hyperboloid jednodilny.1°*) Pro sloZky tensoru h,;, vychéazi (aZ
na faktor)
by, = abc cosh &, b,y = hyy = 0, hyy = — abe cosh3 & . (6,2)*

Pro determinant z tensoru k,, dostaneme h hyy — hyohy; = — a?b®? cosh? 9.
Je tedy uvazovany determinant v kazdém bodé dané variety zdporny a je
tedy jeho hodnost rovna dvéma. Pro slozky afinnormélniho vektoru defino-
vaného v (5,6)* se dostane

1 1 1
1 2 — . __q1 3 — *
';& b °°5 P> ?’ 26 5ine, zz = tgh 4 . (6,3)
V bod§ (4, ) dané variety jsou tedy parametrické rovnice afinni normaly
0 o

0 sméru n’:
0

X=acosh0cos<p——r—1—cos¢p,
] 0 be 0

Y=bcoshﬂsinq)—risin<p, T € (—o0, ). (6,4a)*
0 0 ac 0

o1
=c¢sinh® — v — .
Z = c¢sin 109 rabtghfz

2 2
10%) Jeo totiig-}—%;—% =1
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Zavedeme-li novy parametr ¢ vztahem
T

t= Gcooshd
potom rovnice (6,4)* 1ze pfepsat na tvar '
X = —acoshdcosgp.t,
Y=—bcosh:98in;).t, te(—o0, ). (6,4)*,
Z = —csinh%t. '

Z rovnic (6,4)*, je ihned ziejmé, Ze afinni normély o sméru ?" prochazeji po-
S4tkem systému soufadnicového, ktery je stfedem jednodflného hyperboloidu
(podobné jako tomu bylo pro elipsoid v p¥ikladé patém). '
P¥iklad 7. Plocha v E; dané parametrickymi rovnicemi
x = a sinh 9 cos ¢, y = bsinh ¥ sin ¢, 2 = c cosh ¢, (7,1)*
¥ € (—o0, ), @ €0, 27)
kde a, b, ¢ jsou nezédporné konstanty, jest dvojdilnym hyperboloidem ve spe-
cidlni poloze.11*) Pro takto danou varietu spoéteme

h,, = —abcsinh &, by = hyy = 0, hyy = — abc sinh3 § (7,2)*
a tedy
hithos — hyshy, = a?b%c?sin A% > 0 pro & + 0.
Vyloudime-li pfipad ¢ = 0, potom k tensoru #,, mizZeme definovat kontra-
gredientn{ tensor A%, pro jehoz slozky vypodteme

1 1

ML= — odaid” *  abeambigr ¥ =0
Spoéteme-li afinnormalni vektor n*, definovany v (5,6)*, mame v bodé (&, ¢)
0 4: 0, 0 0o o
0

nlzlcostp n2=isintp nazlcotghﬁ (7,3)*
0 bc 0 o ac o o ab ' ’

Pro afinni norméalu v uvazovaném bodé (4, ¢) dostaneme analogickym zpiso-
00

bem jako v pifikladech piedchozich parametrické vyjadieni

X =asinhdcosgp.t,
0 0

Y =bsinhdsin ¢ .¢t, te(—o0, ). (7,4)*
0 0

Z =ccoshd.t,
0

Rovnicemi (7,4)* je definovdna afinni norméla té% ve vyloudeném d¥ive p¥i-
pad8 & = 0. Z rovnic (7,4)* je soudasné patrné, Ze p¥i viech hodnotéch 9, ¢ pro-
0 0 0

2 2 2
11%) Jetotilﬁ-,-{—%’—% Y,
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chéz{ afinn{ norméla potatkem soufadnic, coz je st¥ed dvojdilného! hyperbolo-
idu; je tedy ndmi definovand afinni norméla, pravé tak jako v predchozich
dvou p¥padech, primérem uvazované kvadriky.

Na zékladé vysledk z pfikladi 5, 6, 7 miZeme vyslovit toto tvrzeni:12*)

2°, Pro mesinguldrni (redlné) stFedové kvadriky md afinni normdla o sméru n»,

0
definovaném v (5,6)*, ten geometricky vyznam, Ze v uvafovaném bodé obsahuje
pramér kvadriky v tomto bodé, nebo, cof je totéz, prochdzi stfedem kvadriky.

P¥iklad 8. Parametrickymi rovnicemi
x=u,y='u,z=—l—(£2+ez2),e=:i:l,p>0,q>0 (8,1)*
2\p q
(p, ¢ jsou konstanty), je popsin v E, paraboloid a to elipticky, je-li ¢ > 0,
hyperbohcky, je-li e > 0. Pro slozky tensoru h,, vyjde

€
hu:—;hz—hl—o kzz—_? (8’2)*

a tedy pro determinant z tensoru A,,:
€
huhzz — hyshy = — 4: 0.
Tedy hodnost tensoru %,, je dvé v kazdém bode plochy. Pro vektor n" dosta-
neme
=0, n=0n=1.
° 0 0

Pro parametrické vyjadienf afinni normily o sméru n" dostaneme v bodé
(u v) plochy (8,1)*

2
Tvo¥f tedy afinni normaly o smé&ru »n* v pfipadé plochy typu (8,1)* svazek
0

u? V2
'X=u,Y=v,Z=i( +e—)+tte( —00, )
0 1]

piimek rovnobéinych s osou z soufadného systému. Mdme tak vysledek:
3° Pro mesinguldrni nestfedové kvadriky tvofi afinni normdly o sméru n"

svazek rovnob&ingjch pFimek, které odpomday@ priaméram téchto kvadrik, tak 7ak se
o nich pojedndvd v metrice.

Zivéreéna pozndmka. Jak jiZ bylo shora fedeno, maji tvrzeni 1°, 1°, 3°
platnost pii libovolné poloze pFislugnych variet v E,. To se dokéze velmi snad-
no; vyjdeme-li od grupy afinnfch lineirnich transformaciv Z,. To by vSak pre-
sahovalo rdmec této préce. Predchozi pifklady byly pouze ukézkou a jedno-
duchou aplikacf na d¥véjsf theorii. Z ptikladi samotnych je zfejmé, %e pojmy
jako osa singuldrnich kvadrik primérové rovina, primér a st¥ed reguldrnich
kvadrik jsou pojmy afinni. Rovné% je zfejmé, %e je mozno vybudovat shora
naznagdenym zpiisobem obecnou afinni teorii kvadrika jejich afinn{ klasifikaci.

13*) Z uvedenych tif piikladi nenf jasné, Ze plati pro jakoukoli polohu téchto typu
kvadrik v E,;. Platnost se viak d4 snadno dokézat.
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JEDNA METHODA VYSETROVANI MONOTONIE POSLOUPNOSTL

ZBYNEK SIDAK, Praha.
(Doslo dne 12. srpna 1953.) DT:517.1

V tomto é¢lanku zavadim pojem konvexni a zobecn&ny pojem k-
konvexni posloupnosti. Pokud je mi znémo, v uebnicich se tyto pojmy
nevyskytuji, ackoliv je jich n€kdy moZno vyhodn& pouZit pro vysSe-
tfovani posloupnosti. Obsah &lanku jest ovSem zcela clementérni,
proto uvaddim jen n&kolik nejdilezitéjsich vét a dukazy provadim
struéné; $lo mi v podstatd pouze o to, upozornit na tuto methodu.
(V celém ¢lanku jde ovSem o posloupnosti redlnych éfsel). Vyklad
doprovézim nékolika ptiklady.

Definice 1. Posloupnost a,, a,, ... nazveme konvexnd, jestlize plati a, <

a’n—l + an+_1
2

< pron = 2,3, ...

Ziejmé existuje-li ryze konvexni funkce f(z) takova, ze f(r) =a, (n =1,
2, ...), pak posloupnost a, je konvexni. Pojmu konvexni posloupnosti lze vak
nékdy pouzit i tehdy, kdyZz vySetfovani monotonie pomoci derivaci funkce
f(x) selze. Zvlasté vyhodné je v tom piipad®, kdyz sedtenim a,_, + @,
dostaneme jednoduchy vyraz.

Véta 1. Je-li posloupnost a, konvexni, éislo ¢, > 0, ¢ libovolné, pak jsou kon-
vexni téZ posloupnosti c,a, + ¢, a, + cn, a, — cn.

Véta 2. Je-li posloupnost a, konvexni a jejt cleny nezdporné, pak téZ posloup-
nost ay je konvexnt.

Véta 3. Jsou-li posloupnosti a,, b, konvexni, pak téZ a, + b, je posloupnost
konvexnt.

O platnosti t&chto vét se presvédéime prostym rozepsdnim nerovnosti podle
definice 1.

V&ta 4. Je-li posloupnost a, konvexni neklesajict, pak té£ posloupnost na, je
konvexni. '

Nebot 2na, < na,—y + M,y = M — 1)ap_y + (0 + 1)@pyy + CGpoyg —
— 1 S (0 —1)@p_3 + (B + 1)2n4,.
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Vi&ta 5. Je-li posloupnost a, konvexnt, % nerostouct, pak &' je konvexnd.

Kdyby totlz pro n&jaké N bylo 2WN > N T+ & :tll bylo by 2ay >
N N Ay a
_2_ Tv___—lafzv_l + m—*law"'l = Qy_q + Cyx,q + N_ll —Nﬁll = Oy 1+

+ @y,q, COZ je spor.

A nyni odvodime nejdilezitéjsi véty o konvexnich posloupnostech.

Vé&ta 6. Je-li posloupnost a, konvexni, pak nastane jeden z téchto t¥i pFipadi.:

a) a, je klesajict,

b) a, je rostouct,

c) existuje N tak, Ze koneénd posloupnost a,, a,, ... ay je klesajict, posloupnost
@y+1s Aytgs -+ J€ rOstouct.

Dukaz: JestliZe pro vechna n > 1 jest a,,, —a, < 0, nastivd ziejmé
piipad a). Jestlize v8ak existuje n tak, Ze a,,, — a, = 0, vezmeme si prvni
takovy index a oznaéime jej N.

1. Necht N =1, t. j. @3 = a,. Z této nerovnosti jiz snadno Gplnou indukei
(s vyuzitim predpokladu konvexity) plyne a,,, > a, (pro n = 2,3, ...), tedy
nastavé ptipad b) nebo c).

2. Necht N > 1. Pak na posloupnost ay, @y, ... pouzijeme tvrzeni sub 1.
a zfejmé je tedy splnén piipad c).

Korolar 1. Je-lt posloupnost a, konvexnt a z nt vybrand posloupnost klesajict,
pak a, je klesajici.

To je ziejmé. Déle pak je téz zfejmé, Ze kaida konvexni posloupnost ma
limitu (aspoii nevlastni). Specidlné plati dokonce:

Véta 7. Je-li posloupnost a,, konvexni a neni-li klesajict, pak lim a,, = co.

-0

Dukaz: Podle véty 6 je posloupnost a@, od jistého N poéinaje rostouci.
Tuto rostoucf posloupnost oznaéme by, by, ... Tvrdim, Ze pro libovolné n > 3
a pro 1<k<n—2 jest bp> (b + 1)b,—; — kby_p—y. Vskutku pro
k=1 jest b, > 2b,_; —b,_,, jak plyne z konvexity. Necht tedy plati
hoiejsf nerovnost pro k — 1. Pak b, > kb,_;; — (K — 1)bp_y > 2kb,_; —
—kby—y—y —(k —1)bp_y = (b + 1)by_p — kb,_;_,. Plati tedy také pro
k=n—2 nerovnost b, > (n —1)by, — (n — 2)b, = (n — 2)(by — b,) + b,.
Protoze vSak by, — b, > 0, jest skutetné lim b, = lim a,, = c0.

Mohli bychom ovSem také presndji v definici 1 nazvati posloupnost a, ryze
konvexni a definovati jeté posloupnost neryze konvexni, déle pak ryze a
neryze konkdvni. Je jist& zbytetné providét to v tomto éldnku, protoze viechno
je zcela elementdrni. Véty o konvexnich posloupnostech zde odvozené maji
byt viastné jen ukdzkou, jak je mo#no tyto pojmy aplikovat na theorii posloup-
nosti.
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Pojem konvexni posloupnosti lze v8ak zobecnit je§té takto:
Definice 2. Budif k pevné pfirozené &islo, k = 2. Posloupnost a, nazveme
k-konvexni, jestliZe jsou pro vdechna n 2> 1 splnény tyto dvé podminky:

Apir — An (b —1)(@psp — @) .

Ay 41 < ay, + —T_, Ap 4 k-1 < a, + k

(Tedy posloupnost 2-konvexni jest totéZ jako konvexni.)

Pojmu %-konvexni posloupnosti miizeme ziejmé& s vyhodou uZiti zejména
tehdy, kdy% vyraz a@,,,— a, je jednoduchy. Plati opét fada podobnych
vét jako pro posloupnosti konvexni; omezime se zde jen na dvé nejdileZitéjsi.

Viéta 8. Je-li posloupnost a, k-konvexnt, pak nastdvd jeden z téchio t¥ pFipadi:

a) a, je klesajici,

b) a, je rostouct,

c) existuje N tak, Ze koneénd posloupnost a,,a,, ..., ayje klesajici, posloupnost
@yix—1> Dyiks -+ J€ rOStOUCE.

Diikaz: Jestlife pro viechna n > 1 jest @,., — a, < 0, nastdvé piipad a).
Jestlize vSak existuje n tak, Ze a,,, — @, > 0, vezmeme si prvni takovy
index a oznacime jej N.

Qg 41

1. Necht N = 1. Pfednd z nerovnosti @, < a,, a; < -al + —]c;ai plyne

(k — 1) (ax+y — @1)
k

= @y4,. Tvrdim nyni, Ze pro n > k plati tyto dvé nerovnosti: @,y < @n+1,

@p < Gp4y. Pro n = k plati podle predeslého. Necht tedy platf pro n. Predné

@, < @4qp. Za druhé jest a; < a, + < @+ gy —ay =

a — Api1—k
z nerovnostf @, 95 < Gpy1—i + —”“T"-l— < Qpig—k + Cpty — Apiy—p =

k—1)(a — Apyo_
=@,y; & 2z mnerovnosti a,,; < Gyis ; +( X Ml: nto—k) plyne

(k - 1)(a'n+2 '_ a’n+2—k)
k
< Gpigio + Apig — Gpig_r = Qniq. Nastava tedy piipad b) nebo c).

Apio—p < Qnig. Za druhé pak té% an,; < Gpys—r + <

2. Necht N > 1. Na posloupnost a, @y, 1, ... pouZijeme tvrzeni sub 1. a je
tedy splnén pfipad c).

Plati tedy také obdoba koroldru 1, coz je zfejmé. Dokazme jesté obdobu
véty 7.

V&ta 9. Je-li posloupnost a, k-konvexni a neni-li klesajici, pak lim a, = co.

n-—+>o
Dikaz: Necht posloupnost a, mé &leny ay, a,, ... Podle véty 8 jest a, od
néjakého indexu n, rostouci. Limita jisté existuje (aspoil nevlastni), stadf tedy
vySettit n&jakou vybranou posloupnost. Uvazujme posloupnost a,, @, @g; - -
«ee @y, ... . Tvrdim, Ze tato posloupnost je konvexni, tedy Ze 2a,. < @@-1% +
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+ a(r+1%. Z predpokladu, Ze a, je k-konvexni, plynou tyto nerovnosti:

1 k—1 E—1 1
Gy <‘k"a(r—-1)k+1 + 2 Arg+1s Ar—prr1 < T“(r—l)k‘l‘?a'rk’ A1 <

—1 B —1 (k—l)2

&L == 2 (2 + a(r+1)k Tedy jeSt Ay < IG Ar—1)k =t k’ (29 -+

k—1
@i + g Upravoudostaneme (k* — (k — 1) —1)aye < (k—Lag_px +

+ (¢ — 1)@+ i tedy vskutku 2a,, < Or—1k + A+ Z VEty 7 pak plyne

lim @,, = lim a, = 00, coZ bylo dokazati.
r~>00 n—>ow

Bylo by opét mozno jesté zavésti pojem k-konkédvni posloupnosti atd. a
odvodit pfisluiné véty, to viak zajisté jiz zde nemusime provadét.

Pt#iklad: K vypracovani uvedené methody jsem byl p¥iveden jednim
problémem z matematické statistiky. P¥i ¥eSeni tohoto problému bylo nutno

dokézat, %e posloupnost o obecném &lenu a, = (n + 1)

' 2F2(” + 1)
2

jest klesajici. Pfednd pfimym vypodtem dokaZeme, Ze vybrana posloupnost

sudych (resp. lichych) &leni je klesajici. Dale rovnéZz vypoétem se piesvéddi-

orly)
n+ 1
r{)

(V&echny vypodty jsou dosti dlouhé, ale téméi mechanické, proto je neuvadim).

Z toho jiz pomoci nadich vét o konvexnich posloupnostech plyne, ze téz a, je
konvexnf a podle koroldru 1 je také klesajici.

me, %e posloupnost je konvexni a posloupnost klesajici.

Cvideni:

2n + 1 n 4+ 1
g sudé &leny a,, = lg —

Pomocf korolédru 1 dokaite, Ze tato posloupnost je klesajici.

1. Je déna posloupnost: liché &leny a,,_, = Ig

n!
2. Poufitim v&ty 7 dokaZte, Ze lim — = oo proa > 0.

nso @
" 3. Posloupnost a,, budiZ déna takto: ag, = 9n? 4 3n, ag,_, = I?*—3n, ag, o = 9In?—
— 9n + 2. DokaZte, Ze tato posloupnost je 3-konvexni a rostouci.
4. Sudé &leny posloupnosti budtet a,, = (n —1)!, liché &leny ay,4, =
~ (2n—1)@2n—3)...8.1

V; n=1,2,...). VySetfete monotonii. této posloupnosti

n
a doka¥te lim a,, = co. (Jde vlastn§ o posloupnost a, = I'(3n),n = 2, 3, ...). K nésleduji-
21, 2n)3
cfmu cvideni je potfeba t.zv. Wallisovy formule: — = lim o (28]

nowo 12.33 ... (2n — 1)' (2n+ 1)
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5. Posloupnost b, budiZ déna takto:

1.3 @2 —17 5 21.4%,..(2n —2)2 4
4 = an « = .
2t 42 ... (20

byn+1 = (20 + 1) .30, . 2n—1p =x

Doka¥te, %e je klesajici. (Je to vlastng posloupnost b, = ———
r(
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Casopis pro p¥stovini matematiky, ro¥. 79 (1954)

0 SYSTEMECH LINEARNICH DIFERENCNICH ROVNIC
S PERIODICKYMI KOEFICIENTY

JIRI CERMAK, Brno.
(Doglo dne 13. srpna 1953.) DT: 517.949.21

V tomto &lanku jsou vySetfovany vlastnosti fefeni systému linedr-
nich diferenénich rovnic s periodickymi koeficienty. VyS&etfovéni je
provedeno methodou, kterd spoéivéd na pojmech theorie podobnych
matic E. Weyra.

§ 1. Tento ¢lanek obsahuje rozsifeni n&kterych vysledki T. ForTA?) 0 povaze
feSeni homogenni linedrni diferen¢ni rovnice 2. fddu s periodickymi koefi-
cienty na systémy diferenénich rovnic stejného typu. Budiz podotknuto, Ze
nékteré z Fortovych vysledkil zobecnil A. A. GNANADOS pro linedrni rovnici

IV

n-tého f4du?). Toto rozsifeni je v tomto ¢lanku provedeno methodou analo-
gickou methodsé, jiz se pouzivd k vySetfovani vlastnosti integralt linearnich
homogennich systému diferencidlnich rovnic s periodickymi koeficienty a ktera
je v podstaté zaloZena na vysledcich theorie podobnych matic; je zndma pod
jménem Floquetova theorie.?) Hlavni roli zde obvykle hraji pojmy Weier-
strassovy theorie elementéarni¢h déliteli. Na rozdil od theorie elementarnich
délitelt jsem v této préci uzil pojmi z theorie podobnych matic éeského mate-
matika EDuARDA WEYRAY) a to Weyrovych charakteristickych ¢isel a soustavy
normélnich vektortt matice®). Vedle toho jsou v zdvéru ¢lanku odvozeny né-

1) T'. Fort, Finite differences, Oxford (1948), 205—207.

2) A. A. Gnanados, Linear difference equations with periodic coefficients, Proceedings
of the Amer. Math. Soc., vol. 2 (1951), 699—703.

3) @. Sansone, Equazioni differenziali, I., Bologna (2. vyd. 1948), kap. VI.

L. Sauvage, Théorie générale des systémes d’équations différentielles linéaires et ho-
mogénes, Paris (1895), 129—131.

J. Cermdk, O pouiti Weyrovy theorie matic k fefenf homogennich systém linedrnich
diferencidlnich a diferen®nich rovnic, Préce moravskoslezské akademie v&d pfirodnich,
sv. XXV, spis 12, se¥. 9 (1953), 337 —356.

4) E. Weyr, O theorii forem bilinearnych, Spisy pocténé jubilejni cenou kréloveké
&eské spoleénosti nauk v Praze (1889); pietist&no v Mh. Math:. Phys.,sv. 1 (1890), 163 aZ 236.

8) Pojem soustavy normélnich vektori je b&¥ny v soudasné literatufe, i kdyZ ne-
vystupuje pod timto ndzvem, na pi. A. I. Malcev, Osnovy linejnoj algebry, Moskva-
Leningrad (1948), 137 nebo I.M.Gelfand, Lekeii po linejnoj algebre, Moskva-Leningrad
(2. vyd. 1951), 1567—160. Domnivam se, Ze tento pojem néle¥f Weyrovi; viz také po-
znémku J. Dieudonné v Eldnku: Sur la réduction canonique des couples de matrices,
Bulletin de la Société Mathématique de France, 74 (1946), 131.
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které vlastnosti Fefeni linedrnich nehomogennich systémi diferenénich rovnic
s periodickymi koeficienty, které se jevi jako jednoduché pfeneseni znamych
vét z theorie linedrnich diferencidlnich rovnic s periodickymi koeficienty.

§ 2. Abychom se v dalsim vyhnuli opakovani, stanovime, %e proménni z
muiZe nabyvati pouze hodnot z mnoziny celych &isel. Vyrok ,,pro viechna a*
znadi, Ze z je libovolné celé ¢islo.

Uvazujme o linedrnim homogennim systému diferenénich rovnic

w(@ + 1) = Spo@) w@), i=1,2..,n, (1)
i=1

kde koeficienty p;; jsou definovéany pro viechna « a jsou periodické s periodou
o (w je celé kladné ¢islo), tedy

Pis(x + @) = pyy() (2)
pro viechna z; dile determinant |p;;(x)| + 0 také pro viechna z.

Soustava koeficientii p,; tvoif étvercovou matici P fadu n, jejiz prvky jsou
oviem funkce nezavisle proménné x. Matice budeme oznadovati velkymi
latinskymi pismeny, matice (p;;(x)), (u5(x)), jejichz prvky jsou funkce pro-
ménné z, budeme znadit P(x), U(x), nékdy také prosté P, U. Determinant
matice 4 budeme znatit |4|, matici jednotkovou E. Vektory v n-rozmérném
vektorovém prostoru identifikujeme s jednosloupcovymi maticemi o »n prveich
a budeme oznadovati malymi tuénymi pismeny. Jednotlivé vektory budeme
rozliSovati riznymi pismeny nebo indexy.

V maticové notaci piseme systém (1) u(z + 1) = P(z)u(z), P(z + ) = P(x).
Mnozinu n partikuldrnich FeSeni
ulk(x): uﬁk(x)’ 0/8isy unk(x)s k= 1 2 e (3)

identifikujeme s vektory u'(z), u®(z),..., u"(x) a oznaéime matici U (x) tak,
%e sloupce U(z) budou pravé partlkularni feleni (3).

Z theorie systému typu (1) je znamo, Ze jejich feSeni tvoii nm-rozmérny
vektorovy prostor nad télesem komplexnich &isel®), jehoZ base se nazyvé
fundamentélni soustava FeSeni. Soustava n TeSeni tvofi basi, je-li |U(x)| + 0

*) To je jeden z divodi, prod se v piipads, Ze x je redlné prom&nné, vySetfovéani ome-
zuje obvykle na x z mnoZiny celych é&isel. Kdyby x« byla prom&nnéd v mnoZ#ing viech
redlnych &isel, feSeni by tvorila vektorovy prostor nad okruhem periodickych funkei
s periodou 1.

Pozndmka redakce: Ze viechna fe¥eni systému (1) tvoii n-rozmérny prostor, mie
StensF dokézati takto:

Je-li v libovolny nm-rozmérny vektor, snadno zjistime, Ze existuje takové FeSeni u(x)
systému (1), ¥e u(0) = v (hodnoty u(l), u(2),..., u(—1), u(—2), ... lze ze vztahu (1)
vypoéita.t. protoZe matice (py;) je podle pi'edpokladu regulérnf); plati-h pro feseni u, ,.

ooy Uy, u vztah u(0).= E a, u;4(0), je u(x) = E oc‘u‘(:c) pro- kaZdé z, jak se rovné% snadno

zpsti Proto¥e hodnoty vﬁech fedeni v bodé 0 tvoif n-rozmérny prostor, tvofi i vBechna
feSeni n-rozmérny prostor.
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pro viechna z. Kazdé fefeni systému (1) lze pak obdrieti jako linedrni kombi-
naci vektord fundamentdlni soustavy fefeni. Je tedy ddno vzorcem u(x) =
= U(x)c, kde ¢ je néjaky konstantni vektor.

§ 3. Lema 1. Bud U(z) fundamentdlni soustava fedent; potom U(x 4 w) je
také fundamentdlni soustava Fedent.

Dikaz. Bud U(z) fundamentdlni soustava fefeni systému (1); pak zména
proménné z na z + » nechdvé vzhledem k (2) nezménénu rovnici (1), jest
tedy U(x + o) také soustava Fefeni. Ddle podle predpokladu |U(z)| % 0
pro vechna z, jest tedy také |U(z + w)| + 0 pro vSechna z a tedy U(x + o)
je fundamentélni soustava feSeni.

Déle necht U(zx) je fundamentdlni soustava reSeni.

Véta 1. Existuje konstanini?) matice A takovd, Ze

U+ w) =Ux)4, |4|+0. (4)

Dikaz plyne ihned z lematu 1.

Definice. A nazveme fundamentdlni matict prislusnou fundamentdini soustavé
U(x). .

Rozepigeme-li relaci (4), dostdvame soustavu rovnic

ul(r + o) = ay;u' () + 4y u* (@) + ... + anu"(R)

U(Z + ) = a3U'(T) + AgU*(2) + ... + apeu™(2)

. P N N S Y .. « % e s e e e e DY (5)
un(Z + ) = AU () + AU*(@) + ... + Bpau™(@) ,
coZ je systém linedrnich homogennich diferenénich rovnic s konstantnimi
koeficienty pro vektory fundamentédlni soustavy, kde ovSem rozpéti neni
rovno 1 nybrz w?). MizZeme tedy vyslovit vétu 1. také takto:

Systém diferenénich rovnic s periodickymi koeficienty (1) lze transformovati
v systém diferenénich rovwic s konstantnimi koeficienty (5).

Relace (4) dava A = U~(x)U(x + ). Je-li U(z) fundamentslni soustava
feSeni, pak jakakoli jind fundamentalni soustava U(x) je dédna rovnici U(z) =
=U(x)Q, |@| + 0. Zména fundamentélni soustavy U(z) v U(x) m4 tedy za
nisledek, 7e pivodni fundamentdlni matice A piislusna k fundamentélni
soustavé U(x) piejde v matici QU (z)U(x + »)@ = @ 14Q. Jest tedy fun-
dament4lni matice ptislu¥nsd k nové fundamentdlni soustavé feSeni U(z) po-
dobn4 s matici 4. Dokézali jsme takto tuto vétu:

Véta 2. Fundamentdlnt matice je uréena aZ na podobnost.

§ 4. Nyni uvedu bez dikazu nékteré véty z theorie podobnych matic,
které budu v dalsim potfebovat. Pfipomeiime jekt§ pro tplnost, Ze étvercové
matice A, B n-tého Fddu se nazjvaji podobné, existuje-li reguldrni (1. j. jeji
v 7) Konstantni maticf rozumime matici, jejiZ prvky jsou komplexni éisla.

8) V theorii diferenénich rovnic se obvykle uvaZuje o rovnicich v t.zv.normélnfm

tvaru, u kterych je rozpdtf rovno 1; toho lze viak vZdy docilit" vhodnou substituci ne-
zévisle proménné.
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determinant je rézny od nuly) Etvercovd matice Q n-tého #ddu takovd, %e B =
= @Q14Q.

(4.1) Podobné matice maji stejny charakteristicky polynom a stejné charakte-
ristické kofeny.®)

Nadale necht 4 je ¢tvercovd matice n-tého fadu, jejiz prvky jsou kom-
plexni &sla, a a jeden z jejich charakteristickych kofenii. Potom nula je cha-
rakteristicky koien matice 4 — aE. Ma-li a ndsobnost (= 1), oznaéme

Oy, 06+ gy 0 + g+ Xgy ee s X Ky F el F X, =&, .
nulity?) postupnych mocnin
A—aE, (A—aE)? (A—aE)?. ...,(A —akK)e,...
kde g je prvni celé ¢islo, které davé nejvyssi nulitu «.1t)

Cisla a,, oy, ..., &, 80U PFirozend a nazyjvaji se charakteristickd isla nebo také
Weyrova charakteristika matice A pFislusnd ke kofenu a. Da se ukézati, Ze spliiuji
nerovnosti

Ky = 0y = g = oes 2= Oy

Déle se da ukézat, Ze ke kofenu a matice A lze ptitadit soustavu &, + o, + ...
... + &, = & linedrn& nezdvislych vektoru

al, ..., a%
a’ ..., a%%  gb%tl _ gb% (6)
ael, a%% | g®%+1 ey a%®%e-1 , a%%-1+1 , a@* ,

kters se nazyva normélni soustava vektori pfisluinéd ke kofenu a matice 4,
vyznadujicich se tim, e se ka?dy vektor, pokud jeho symbol nenf v poslednim
fddku, transformuje matici A — aF ve vektor, jehoZ symbol je prévé pod nim,
kde#to vektory v poslednim fadku se transformuji ve vektor 0.

Plati tedy vzorce:

(A —aE)arr = awr+1v pro' 1S u<op—1 }v

(A—aE)ar =0 pro u=p =12 .., 0041, (7)

které mtiZzeme rozepsat také timto zpisobem:

Aaw =aaw 4 ar+1» pro 1< u<p—1 }v

Aar = aar pro u=p¢g =12 00-ps1 - (T)

Necht a, b, ..., f znaét véechny vzdjemné rizné charakteristické kofeny matice

Aaw,pf,... ¢ jejich ndsobnosti. Potom ke kazdému kofenu pFislust jistd normdlné

%) Je-li A &tvercové matice, pak vyraz |4 — AE| se nazyva charakteristicky polynom
matice 4 a kofeny tohoto polynomu jsou charakteristické kofeny matice 4.

18) Je-li A hodnost matice 4, potom n — h se nazyva nulitou matice 4.

11) Dé se ukézat, e v posloupnosti matic 4 — ak (4 — aK)3, ... existuje prvni ma-
tice takovad, Ze jejf nulita je « a vSechny nésledujicf maji také nulitu o.
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soustava vektori a tyto jednotlivé normdint soustavy obsahujt celkem x + f + ...
oo + @ = n vektori. Soustava téchto n vektord se mazjvd mormdini soustava
vektors prislusnd k matici A a dd se ukdzat, Ze vdechny tyto vektory jsou nezdvislé.

(4.2) Weyrovy charakteristiky pfislusné ke vdem charakteristickym kofenim
matice A, struénéji Weyrova charakteristika matice A, tvoft dplnou soustavu
snvariant®, podobnosti v tom smyslu, Ze dvé matice jsou si podobné tehdy a jen
tehdy, maji-li stejné charakteristické kofeny a stejnou Weyrovu charakteristiku.

Matice miZe byt interpretovana jako linedrni homogenni transformace ve
vektorovém prostoru. S tohoto hlediska podobné matice predstavuji tutéz
transformaci vzhledem k riznym basim.!2)

(4.3) Necht je ve vektorovém prostoru nad t&lesem komplexnich Eisel zaddna
transformace zprostfedkovand matict A. Vezmeme-li za basi prostoru Weyrovu
normdlni soustavu vektors, prislu§nouw k matici A, pak podle vzorci (7') matice
transformace nabyvd t. zv. Jordaniw kanonicky tvar

(@ 10....0
10al 0
000...al
000...0a
=C . (8)

f10....0

0f1....0

000...f1

{ 000...0 f|

Jinymi slovy lze (4.3) formulovat také takto:
Ezxistuje reguldrnt matice Q, jejt€ proky jsou komplexnt étsla takovd, Ze
A =Q1CQ .

Abychom mohli matici C' lépe popsati, oznaéime polet vektort stojicich
v prvnim sloupei schematu (6) &islem e, v druhém e, atd. az v poslednim e, .
Matice C jest potom tvaru

A 0 ;.0

0, 4,

kde A4, jsou &tvercové matice a 0 matice nulové a na pi. ke kofenu a patii
«, matic 4, o fddech e,, ey, ..., ¢, , pi femZ matice 4;, ¢ =1, 2, ..., o, maji

13) 1. M. Gelfand, 1. c. 99.
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zvlast jednoduchy tvar, jak ukézano v (8). Podobné se daji popsat matice
piislugné k ostatnim charakteristickym kofentm.

Poznédmkg. Snadno zjistime, vypoéteme-li elementarni délitele matice A4
piisludné k charakteristickému kotenu a, Ze ¢isla e,, e, ..., €, jsou pravé expo-
nenty téchto elementarnich déliteli, t. zv. Segreho charakteristika pFislusnd ke
kofenu a.13)

(4.4) Mda-lt matice vesmés jednoduché kofeny $,, S, ..., 8,, jest jeji Jordaniw
kanonicky tvar diag (s,, 8, ..., 8,), t. j. matice, jejiz vdechny prvky mimo hlavni
diagondlu jsou rovny nule.

(4.5) Mda-lv matice A kofeny a, b, ..., f o ndsobnostech «, B, ..., p a je-li A —
— aF nulity o, A — bE nulity B, ..., A — {E nulity ¢,'*) potom kanonicky tvar
matice obsahuje v hlavni diagondle « prvkd a, B proka b, ..., ¢ proka f; proky
mimo hlavni diagondlu jsou vesmés rovny nule.1%)

§ 5. Nyni ukdZeme, Ze povaha feSeni systému (1) je tésné spjata s charakteris-
tickymi kofeny a Weyrovou a Segreho charakteristikou fundamentalni matice.

Predné plyne z véty 2, dédle (4.1), (4.2) a poznamky predeslého odstavce

Vé&ta 3. Charakteristicky polynom, charakteristické kofeny a Weyrova ¢ Segreho
charakteristika fundamentdlnt matice nezdvisé na volbé fundamentdlni soustavy
Fedent systému (1).

ProtoZe @ je libovolna regularni matice a je bezpodstatné, jakou fundamen-
talni soustavu Fe¥eni k uréeni fundamentalni matice zvolime, muZeme podle
(4.3) dale predpokladati, ze U(x) je takova fundamentélni soustava, Ze funda-
mentalni matice ma kanonicky Jordantv tvar.

Necht mé fundamentdlni matice koteny a, b, ..., f1¥) o ndsobnostech «, 3, ...
..., & Weyrovych charakteristikdch (xy, ..., %,), (B1 oo Bo)s «vor (@15 0ves @o)-

Pak z relace (4) vzhledem ke kanonickému tvaru popsanému matici (8)
vidime ihned, %e ul(z 4+ w), u(z + w), ..., u*(z + w) jsou linearni homogenni
funkce jedné neb dvou z hodnot ul(z), u?(z),..., u*(z), dale u*+i(x + w),
w2z 4+ w), ..., us*A(z 4+ w) linedrni homogenni funkce jedné neb dvou
z hodnot we+i(z), u*+2(z), ..., us+A(x) atd.
~ Jeliko#, jak z kanonického tvaru (8) vychdzi, souvislost téchto skupin je
zcela obdobnd, stadi vziti v ivahu souvislost ve skupiné prvni (fefeni pfifaze-
nych ke kofenu a), t. j. souvislost Tefeni ul(x + ), v*(x 4 w), ..., u*(z 4+ )

13) 4. I. Malcev, 1. c. 186.
C. C. Mac Duffee, The theory of matrices, Berlin (1933), 73 (Ergebnisse der Math. u.

ihrer Grenzgeb.).

14) To je ekvivalentni vyroku, Ze Weyrova charakteristika ke ka?dému kofenu obsahuje
pouze prvni charakteristické &fslo.

18) Jordantiv kanonicky tvar uvedeny v (4.4) a (4.5) se oznaluje jako diagondlnf
madtice. .

18) Vzhledem k (4) a (4.1) jsou vSechny charakteristické kofeny rtzné od nuly.
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s feSenimi u'(x), u?(x), ..., u%(x). Snadno se vidi, Ze se té&chto « 'eeni rozpadé na
o, podskupin, které jsou charakterisovany fadou relaci tvaru

U@ + ©) = aug,(z)
ul, (@ + ©) = ujy(@) + aul,(z)
............................. (9)

upe + o) = ul (@) + augf@), k=120 .
Jest tedy takto dokdzana

Véta 4. Md-li fundamentdlni matice kofeny a, b, ..., f o ndsobnostech «, g, ...

@ a Weyrovijch charakteristikdch (xy, ..., %p), (B1s+ves Ba)s vvvs (P15 eves Pr)s
pak ke kazdému kofenu existuje skupina nezdvislych feSent, jejiché podet je roven
ndsobnosti korene. Ka#dd takovd skupina se dd rozdéliti na podskupiny Fesent,
které jsow charakterisovdny relacemi tvaru (9). Polet téchto podskupin je roven
pronimu charakteristickému Eislu v prislusné Weyrové charakteristice.

Poznimka. Je-li kanonicky tvar fundamentélni matice matice diagonslni,
redukuji se relace (9) na vztah ui(x + w) = sué(z), kde s je n&ktery zcharak-
teristickych koient.

Vezmeme-li nyni za vychodisko vlastnosti fefeni popsané ve vété 4, d4 se
snadno odvoditi analyticky tvar FeSeni. Staéi opét, kdyZ se omezime na skupinu
feSeni pfifazenou kotenu a. Relace (9) tvofi zvlastni linedrni systém diferené-
nich rovnic s konstantnimi koeficienty, jenZ je tak jednoduchy, Ze analyticky
tvar obecného TeSeni tohoto systému se dd najit, aniz vezmeme na pomoc
obecnou theorii systémi linedrnich diferenénich rovnic s konstantnimi koefi-
cienty.

Zptsob odvozeni je dobfe zndm?!?) a tak uvedeme pouze vysledek.

.1 . . .

Oznadime-li e log a = r (log je hlavni hodnota logaritmu), potom nejobec-
néjsf analyticky tvar FeSeni je tento:

ug, (@) = e q()

"(k)(-’”) == em[q(k)(x) =+ x‘hzl?)(x)]

.......................... (10)

ufh(z) = e¥IqlNe) + 2qi@) + ... + S IgER@], k=12, . o
slozky vektort q;* jsou periodické funkce s periodou w a Z4dny z vektort
9@y’ neni identicky roven nule (m, n = 1, 2, ..., e).

Pravé odvozené vlastnosti feSeni systému (1) nam umoziiuji vysetfovat na pi.
asymptotické vlastnosti FeSeni, existenci periodickych fefeni a podobné.
Omezime se na tyto dvé véty:

17) E. Goursat, Cours d’Analyse mathématique, II., Paris (4. vyd. 1924), 513.
L. Sauvage,l c. 131—133.
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Vé&ta 5. Postalujict podminka, aby systém (1) mél netrividlnt periodické ¥edent
8 periodou w, je, aby fundamentdlnt matice méla charakteristicky kofen roven 1.

Dikaz plyne ihned z véty 4.

Dodatek k v&t& 5. Podminka ve vété 5 je nutnd.

Dukaz. UvaZme, Ze obecné fefeni systému (1) je déno vzorcem u(x) =
= U(x)c. Ma-li nynf{ existovat nenulovy vektor ¢ a konstanta p tak, aby pla-
tilo u(x + w) = pu(x), pak vzhledem k (4) dostaneme

U@x)Aec = oU(z)c ,
coz implikuje
4 U(x){A — oE}c =0 ,
a ponévad? |U(z)| == 0 a vektor ¢ nemé byt nulovy, niusi byt ¢ kofenem cha-
rakteristického polynomu |4 — gE| fundamentélni matice. Ma-li tedy existo-
vati periodické feSeni u(x) s periodou w, t. j. u(x + w) = u(z), je nutné, aby
fundamentélni matice méla charakteristicky kofen rovny 1.18)

Vé&ta 6. Postalujict podminka, aby vdechna fefent skupiny odpovidajict charak-
teristickému kofenu a méla pro x — oo limitu rovnow nule, je, aby redlnd Edst
Cisla r byla zdpornd nebo, cof je ekvivalentnt, aby absolutnt hodnota charakteristic-
kého kofene a byla mendt neZ 1. Postaéujict podminka, aby vdechna felent systému
(1) méla pro x — co limitu rovnou nule je, aby vdechny charakteristické korfeny
fundamentdlnt matice byly co do absolutnt hodnoty mendt nef 1. '

Dukaz plyne ze vzorcid (10).

Pozndmka. Podobn& jako u véty 5 se déd ukéazat, Ze podminka ve vété 6
je nutna.

§ 6. Uvazujme nakonec o nehomogennim linedrnim systému diferenénich
rovnic s periodickymi koeficienty a periodickou pravou stranou

u(@ + 1) = Spy@@) + bie), i=1,2,..,n, (11)
=1

[Pis(@)] # 0, pylx + o) = py(x), bi(x + ®) = by(x) pro viechna z.
Je-li b,(x) = 0, dostaneme ze systému (11) systém (1), ktery nazyvame homo-
gennt systém prislusny k (11).
V maticové notaci piseme (11)

u(xz + 1) = P(z)u(z) + b(x) .
Hledejme, zda existuje FeSeni systému (11), které je periodické s periodou w.

 Necht uy(x) je partikuldrni feSeni systému (11) a U(z) fundamentélni sou-
stava Fefeni piisludného homogenniho systému (1). Potom, jak je zndmo,

18) Snadno se vidi, Ze podet linedrn¥ nezévislych fefeni s periodou  je roven prvnimu
charakteristickému &islu Weyrovy charakteristiky pkislu¥né ke kotenu 1. Déle se da
ukézat, ¥e mé-li fundamentélni matice k-ndsobny koten 1, pak k tomuto koFenu pFislusi
feSeni 8 periodou k@ a naopak.
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obecné fefieni systému (11) u(z) se dostane jako soudet obecného FeSeni p¥islus-
ného homogenniho systému (1) a n&jakého partikuldrniho fefeni systému (11),
tedy

u(z) = U(x)e + uy(z) .
Protoze, jak se snadno vidi, uy(x + w) je také FeSeni systému (11), existuje
konstantni vektor k takovy, Ze

uy(@ + w) = U(x)k + uy(x) .
Nyni
u( + 0) = U + @) + uz + o) = U@) {Ac + k} + uyz)
a u(z) bude feseni periodické s periodou w tehdy a jen tehdy, bude-li platit
Ac+k=c ¢ili (A—E)ec=—k. (12)

Mohou nastat dvé moznosti: 1. |4 — E| + 0. V tomto pfipadé charakteristicky
polynom fundamentélni matice nemd Z4dny kofen rovny 1 a (1) nems podle
véty 5 periodické feSeni s periodou w. Systém linedrnich rovnic (12) mé jediné
Tefeni a existuje tedy jedno a pouze jedno periodické feSeni systému (11)
s periodou w. :

2. |A — E| = 0. V tomto piipadé mé charakteristicky polynom fundamen-
talni matice aspoii jeden kofen rovny 1 a (1) mé podle véty 5 asponi jedno perio-
dické feSeni s periodou w. Je-li systém linedrnich rovnic (12) inkompatibilni,
nem4 systém periodické feSeni s periodou w, je-li kompatibilni, existuje ne-
koneéné mnoho periodickych fefeni s periodou w.

Shrneme-li tyto vysledky, dostivdme tuto vétu:

Véta 7. Nemd-li homogenni systém (1) periodické Fefent s periodou w, potom
nehomogenni systém (11) md jedno a pouze jedno periodické Fedeni s periodou w.
Md-lv homogennt systém (1) aspori jedno periodické Fefent s periodou w, potom
nehomogennt systém (11) bud nemd Zddné periodické Fefent s periodou w mebo
md takovych FeSent nekoneéné mnoho.

Peswome.

O JUHENHBIX CUCTEMAX PABHOCTHBIX YPABHEHUN
C HEPUOANYECKNMHN HOEOOUIIMEHTAMH

UPHU YEPMAK (Jiti Cermék), BpHo.
(IToctynuno B pegakuyio 13. VIII 1953 r.)

Conep:xanuem aT0# CTATBM ABIAETCA pacIIMpeHHe HEKOTOPHX pe3yJabTaToOB
T. ®opra o xapakrepe (IpHpoje) pemleHH# OTHOPONHOro JWHEHHOIro pas-
HOCTHOTO ypaBHEHHA 2-0r0 MOPAAKA ¢ IepHOfUYecKUMH KoapPumueHTaMu Ha
CHCTeMEl PasHOCTHHIX ypaBHEHHUII TOro e THIA. JTO IPOJEJaHO IPH IIOMOLIM
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MeTOAa, M3BECTHOrO IIOi HasBaHMEM Teopuu (IOKe, MCIOJB3YeMOH OGBIKHO-
BEHHO IIPH MCCJIe[OBAHUHA CBOHCTB MHTETpaJOB OAHOPOJAHBIX JIMHERHBIX CHCTEM
AuddepeHINaTBHNX ypaBHeHNI ¢ MepuofundecKuMu Koopduimenramu. B mpo-
THBOIIOJIOKHOCTE TEOPHU dIIEMEHTAPHEIX flesuTeneit Beltepmrpaca, Ha KoTopoit
00HYHO OCHOBHIBAETCA YKAasaHHIA MeTo[, B HACTOAWEH paboTe MCIOIb30BAHEL
IOHATHUA TeopuM MOAOOHHX Martpuim O. Beiipa. Ilomumo sToro BHIBemeHH
B BAKJIIOYEHNY CTATHY HEKOTOPHIe CBOMCTBA peIleHNif HEOJHOPOHELIX JINHEHHEIX
CHCTEM PaBHOCTHHIX YPaBHEHWit, KOTOPHIe IIPEJICTABIAIOT OO0 JNMIb IPOCTYIO
nepepasMpoBKy MBBECTHHIX TEOPEM TEOPMHM JHMHEHHHX auddepeHIuaTbHEX
ypaBHeHUit ¢ mepuofuIecKNMN Kosdpumenramm.

Zusammenfassung.

UBER LINEARE SYSTEME VON DIFFERENZENGLEICHUNGEN MIT
PERIODISCHEN KOEFFIZIENTEN

JIRI SERMAK, Brno.
(Eingelangt 13. VIII. 1953.)

Diese Arbeit enthiilt eine Erweiterung einiger Resultate von T. Forr iiber
die Natur der Losungen der homogenen linearen Differenzengleichung 2.
Ordnung mit periodischen Koeffizienten auf Systeme von Differenzenglei-
chungen gleichen Typus. Die Erweiterung ist durch eine Methode durchgefiihrt,
die den Namen Floquetsche Theorie trigt und die man zur Untersuchung der
Eigenschaften der Integrale von homogenen linearen Systemen der Differen-
tialgleichungen mit periodischen Koeffizienten beniitzt. Zum Unterschied
von der Weierstrassschen Elementarteilertheorie, die man gewshnlich bei
dieser Methode herannimmt, sind in dieser Arbeit die Begriffe aus der Theorie
der dhnlichen Matrizen von E. WEYR beniitzt. Zum Schluss der Arbeit sind
noch einige Eigenschaften der Losungen der linearen unhomogenen Systeme
von Differenzengleichungen abgeleitet, die als einfache Ubertragung bekannter
Sitze aus der Theorie der linearen Differentialgleichungen mit periodischen
Koeffizienten angesehen werden konnen.
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Casopis pro pEstovini matematiky, rot. 79 (1954)

POZNAMKA O POUZITf WEYROVY THEORIE MATIC K INTEGRACI
SYSTEMU DIFERENCIALNICH LINEARNICH ROVNIC
S KONSTANTNIMI KOEFICIENTY

OTAKAR BORUVKA, Brno.
(Doslo dne 20. ¥ijna 1953.) DT: 517.941.02

1. K integraci systémi diferencidlnich linedrnich rovnic s konstantnimi
koeficienty se obvykle pouZiva klasické metody Weierstrassovy, spoéivajici
na redukei matice koeficienti systému na kanonicky tvar. Tento zptisob umoz-
Nuje zejména pozndni funkéni struktury hledanych integralt. Pfi numeric-
kych vypoétech se tato metoda zpravidla kombinuje s metodou neurditych
koeficientii za tcelem snadnéjiiho docileni numerické néplné prislusnych
vzorcu.!) Podstatné jind je metoda Peano-Bakerova, zaloZend na postupnych
kvadraturach a vedouci k vyjiddieni integralt systému hodnotou exponencidlni
funkce matice koeficientii a poddteénimi podminkami.?)

Ve svych pfednéskéach o diferencidlnich rovnicich, které jsem konal ve stud.
roce 1948/49 na piirodovédecké fakulté M. U. v Brné, vyloZil jsem integraéni
metodu zaloZenou na Weyrové theorii matic. Tato metoda se vyznaduje tim,
ze vede k pfehlednym explicitnim vzoretim pro integréaly, vyjadiujicim algebraic-
kou povahu problému. Nedédvno uveiejnil M. KumoroviTz préci o integraci
systémt diferencidlnich linedrnich rovnic s konstantnimi koeficienty, kterd
je s Weyrovou theorii matic v fizké souvislosti.3) Autor odvodil explicitni
vzorec pro obecné fefeni daného systému, avSak jeho metoda je zaméfena
jinym smérem nez k vyuZiti moZnosti danych onou theorif. Ni%e popsanou
metodu lze pfenésti i na Fefeni jinych problémi, na pf. na fefeni analogického
problému o rovnicich diferenénich.4)

1) Viz na pi¥. V. V. Stépanov, Kurs diferencidlnich rovnic (Praha, 1950), 324 a n.

; ?) Qiovannt Sansone, Equazioni differenziali nel campo reale. Parte prima (Bologna,
941), 80 a n.

3) Michal Kumorovitz, Une solution du systéme linéaire homogéne d’équations diffé-
rentielles du premier ordre & coefficients constants, Annales de la Société Polonaise de
mathématique, T. XXIII (1950). Viz té%: Lothar Collatz, Eigenwertaufgaben mit tech-
nischen Anwendungen (Leipzig, 1949), 315 a n.

%) Ji#t Cermdk, O pouZiti Weyrovy theorie matic k feSenf homogennich systémi li-
nearnich diferenciélnich a diferenénich rovnic, Prace Moravskoslezské akademie piirod-
nich, sv. XXV (1953), 337 a n. ’
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2. Znamenity Sesky matematik Epuvarp WEYR uvefejnil v r. 1889 ve
Spisech pocténych jubilejni cenou Kral. ¢eské spoleénosti nauk v Praze praci
nazvanou: ,,0 theorii forem bilinearnych*. V ni vyvinul origindlnim a dimysl-
nym zpﬁsc;bem novou theorii matic, ktera se co do obsaZnosti vyrovna proslulé
Weierstrassové theorii elementéarnich délitelt a co do jednoduchosti a pri-
hlednosti ji pfedéi. Prof. Fr. STUDNICKA ve svém posudku Weyrovy prace
napsal: ,,Obsahem fadi se spis tento k nejmodernéjsim vymozenostem védy
mathematické a jest hoden v&im prdvem plného uznéani, jakéhoz se mu zajisté
dostane, aZz bude uvefejnén.© Weyr uveiejnil svoji praci také némecky v na-
sledujicim roce 1890 v asopise Monatshefte fiir Mathematik und Physik pod
nazvem: ,,Zur Theorie der bilinearen Formen‘‘. Nicméné se mné zda, ze Weyrova
préace nenalezla ve svétové literatuie ono misto, které ji pfinalezi. Na pi. v ob-
sahlé Wedderburnové knize o maticich z r. 1934 jsou sice v seznamu literatury
ob& Weyrovy prace uvedeny, aviak v textu neni o jejich obsahu zminky.
Poznamenejme, Ze v posledni kapitole své prace aplikuje Weyr svoji theorii
na studium integréli diferencidlni linedrni homogenni rovnice n-tého fadu
v okoli singuldrniho bodu.

. 3. Uvedu v pfehledu vysledky Weyrovy theorie, pokud jsou potiebné v dal-
#im vykladu.

~ Budiz 4 libovolné é&tvercovd matice (1 <) n-tého fadu v télese komplex-
nich ¢&isel. Pfipomeiime, Ze nulitou matice A se rozumi rozgdil ¢isla n a hod-
nosti matice A. Charakteristickou rovnict matice A se rozumi algebraické rov-
nice, kterd vznikne anulovianim determinantu |4 — AE|; pfitom 4 znaéi pro-
ménnou a £ jednotkovou matici n-tého fadu. Kofeny charakteristické rovnice
matice 4 se nazyvaji kofeny matice A.

BudiZ a libovolny kofen matice 4 a « (= 1) jeho nasobnost.

Uvazujme o posloupnosti matic:

(E=) (A—aE), (A—aE)!, (A—ak),...,(4A—aB)", (4 —ak)r+1,...
a oznatme jejich nulity:
(0=) »,, V1, Vgs sy Vs Vep s e
~ Tyto nulity z podatku rostou, az pfi uréité mocniné (4 — ak)" dosdéhnou
hodnoty «, nade% dalsi jsou vesmés rovny «; plati tedy vztahy:
0=) o<V <Y < .ee. <Vp=7Vpy; =... (=0).
Cisla
Oy =V, Ky =Vg—V3. &g =Vg3— Vo, ey Ky =V, —Vp_y

jsou t. zv. charakteristickd isla matice A pﬂaiué’nd ke kofenu a. Vyznaduji se
zejména tim, Ze nerostou, takZe plati nerovnosti:

2O DD e 2

- Déle existuje t. zv. normdini soustava vektori pFisludnd ke kofenu a, kters
se sklddd z &, + &, + ... + &; = & nezdvislych vektori o n slozkach.
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Takové soustava je charakterisovana témito vlastnostmi: a) Jeji vektory jsou
rozlozeny do r skupin a systém téchto skupin a téz systém vektori v kazdé
skupiné jsou uspofddany, b) o-t4 skupina obsahuje «,_,,, vektord a,,...

5 9, o.y» ©) Matici A — aF se transformuje o-ty vektor a,, v ¢-té skupiné
bud v o-ty vektor a,,,, v nasledujici skupiné nebo ve vektor nulovy, podle
toho,zdajep < r—1mnebop =7 (9 =1,...,706 =1,..., %,_p4;). Normalni
soustavu vektoru piislusnou ke kofenu a mﬁzeme tedy Vy]adrlt schematem:

i35 005 Ay g,
315 + -0 a2,a,’ a2,a,+1’ COap; a2,a,_‘:
3y .- aa,a,? aa,a,+13 L aa,a,_,: "a,a,_,+1’ oo oy aa.z,_,?
................................................... (1)
Ar1s eeey ar,a,,’ d1',a,.+1, LEOE ) ar,a,_,) ar,a,_,+1’ s wiey ar,a,_,9 LEEY) ar,ax
a vzorei:
( —ak)a, Gpt10 PrO1 < o< r—1, o=1,...,08,441, (2)

——O proo=r.

Poznamenejme, ze vektory tvoiici p-tou skupinu, 1 < ¢ < r, se transfor-
muji matici (4 —ak)"~® v (nezavislé) vektory r-té skupiny a matici
(A — aE)r—°+1 ve vektor nulovy. Toho pouzZivime k uréeni normalni sou-
stavy vektort v konkretnich pripadech: Za vektory prvni skupiny zvolime
libovolné nezédvislé vektory ay,, ..., @, , které se matici (4 — aE)™~! trans-
formuji ve vektory nezavislé a matici (4 — a®)" ve vektor nulovy. Jsou-li

jiz urdeny vektory @, ..., @pq, s 1 < 0 < r—1, obdriime vektory a,.,,
oo Goitay o podle vzorci: a,,,, = (A —aE)a,, 0 =1,..., 6,44y, & V pii-
padé &,_, > x,_,;,; dale tim, Ze za vektory Aot gy t1 oo Dottap g zvoli-

melibovolné, na vektorech a, . ; ,nezavislé vektory, které se matici (4—ag)r—%-1
transformuji ve vektory nezavislé a matici (4 — aE)"-¢ ve vektor nulovy.

Kdyz ke kazdému kofenu matice 4 pritadime piisluinou normalni soustavu
vektoril, obdrzime celkem n (= soudet nésobnosti jednotlivych kofenil) vek-
tort. Tyto vektory jsou nezavislé a tvoii t. zv. normdint soustavu vektori pfi-
slusnou k matici A.

Kdyz matice 4 je realnd, pak ke kazdému realnému kofenu matice A existuje
prislusnd norméalni soustava vektori realnych. Ke kazdym dvéma komplexné
sdruzenym kofentim matice 4 existuji prislusné normélni soustavy vektori,
které jsou komplexn& sdruZené; z kazdé soustavy obdriime druhou tim, Ze
jeji vektory nahradime vektory komplexné sdruZenymi.

4. Budiz dén systém » (= 1) diferencialnich linedrnich rovnic s konstantniml
koeficienty:

Y1 =auY + - + G >
meessesseseanaceasoesas (a)
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Ve vektorovém oznadeni jej miZeme vyjédfit vzorcem:

, y =4y, (a)
v ném¥ A znadf matici (a;). Nezavisle proménné budiz .

Budif a a-ndsobny kofen matice A s charakteristickymi &isly o, = oy =
.o = 06y, @ mecht vektory (1) tvoft k nému pFisludnou normdini soustavu vektori.
Pak vektory Yoo (0 = 1, ..., 750 =1, ..., %,_o41), ¥ poltu «, definované vzorcem:

(r—o
j80u nezdvislé a katdy z nich jest integrdlem systému (a).
Vskutku, kazdy minor x-tého f4du matice (typu n/x)
(le’ ceos Y15 Yrgs cees Yig5 e Yral) ’

v libovolném ¢isle z, se rovnd, jak je patrno, souéinu ¢isla exp xax a stejno-
lehlého minoru matice

y‘w'=e ( gv+l' p+1¢r+ +&-d"’), (3)

(@r1s oovs G115 Grgy veny Ara5 oeny Grg)

Z toho soudime, Ze vektory y,, jsou nezé,vislé
Déle platf rovnice, pro 1 < o <7, 0 =1, ..., &, g4yt
r—o gk r—e k-1

Yoo =@ - e”zk_, 910 + €% Zlm%wc,v,

pii ¢emZ v piipad® p = r znadi druhy vyraz na pravé strané vektor nulovy.
Odtud plynou s ohledem na vzorce (2) vztahy:

r—e gk r—e+1l k-1
Yea' =a. e“bgo 7 Qo +ko + e k:_ (k — 1)‘ (A —a’E)aQ+k—1,a =
=4 (ean; Z q+k,o') = AYpo' .
E‘O

Z nich vidime, Ze vektor y,, jest integralem systému (a).

Necht a, b, ..., f znadf jednotlivé kofeny matice 4 a «, f, ..., ¢ jejich ndsob-
nosti. Kdy% ke kazdému kofenu pfifadime podle vzoret (3) soustavu integrali
systému (a), obdriime celkem &« + f + ... + ¢ = n integrili systému (a).
Tyto integraly jsou nezavislé, nebof determinant jejich matice v libovolném
disle z se rovn4, jak je patrno, soudinu &isla exp (xa + b + ... + ¢f)x a de-
terminantu norm4lni soustavy vektort piislusné k matici 4, takZe je rizny
od nuly. Tim jest uréen fundamentélni systém integrali systému (a).

Viimnéme si zejména piipadu, kdy matice 4 a rovnéZ nezavisle proménna
z jsou redlné. Pak ke kazdému redlnému koienu matice 4 existuje piisludna
normélni soustava vektort redlnych a k nému podle vzorcu (3) pfifazené in-
tegrily systému (a) ]sou rovnéZ redlné. Ke dvéma komplexné sdruZzenym ko-
fenim @ = a, + i@y, @ = a, — ia, matice A existuji p¥slugné normélni sou-
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stavy vektorli @y, = Gy + 10,03, @pr = @gp; —id,, komplexnd sdruzenych

a k nim podle vzorct (3) pfifazens integraly y,,, y - systému (a) jsou komplexnd
sdruzené. Vektory Y,o; = (Yoo + Yoo) i 2, Yooz = (Yor — Yoo) : 2i, vyjadiend

VZOoreci:
r—Q vk

— ehi® £ 1
Yerr = €% > il (COS Qg Gy 4,y — SIN A% Ay 1. 59) 5
k=0 "
r—a ,k .
YQa'z = gM® Z 'l;f (Sln azx ae+k,o‘1 + cos a'z-'” do+k,02) ’ (4)

jsou realné, nezavislé a jsou ov8em integraly systému (a). Vidime, Ze kdyz
matice 4 je realna, existuje fundamentalni systém integrali systému (a),
které jsou tvaru (3) nebo vidy po dvou tvaru (4). Poznamenejme, %e vzorce
(3) a (4) vyjadiuji integraly systému (a) oviem i pro komplexni hodnoty pro-
ménné z.
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Casopis pro pé&stovini matematiky, roé. 79 (1954)

RACIONALNI KRIVKY S MAXIMALNIM POCTEM REALNYCH
UZLOVYCH BODU

LUDEK GRANAT a MIROSLAV FIEDLER, Praha.
(Doslo dne 30. listopadu 1953.) 513.61,12

V sout8%i studentské tvotivosti v r. 1952 podal Ludék Grandt jedno-
duchy piiklad (rovinné) racionélni kifivky n-tého stupné pro sudé
kladné n, kterd mé maximélni poéet, totiz §(n — 1)(n — 2), (redlnych)
uzlovych bodt. Vysledek (bez dukazu) je uveden ve vé&té 1. Spolu-
autor, ktery Grandtovu préci éetl, nalezl rovn&Z jednoduchy piiklad
takové raciondlni kiivky n-tého stupné, a to pro kaZdé piirozend n.
O tom jednaji véty 2 a 3. '

V celém élanku pfedpokladdme, Ze je ddna rovina a v ni pravouhld soustava
soufadnic z, y. Pod pojmem racionalni kiivky n-tého stupné, kde » je pfirozené
&islo, rozumime mnozinu v8ech bodi (z, ), pro néz pro néjaké realné éislo ¢ je

o P U UR M
kde f(t), g(t), h(t) jsou realné polynomy nejvyse n-tého stupné bez spoleénych
nulovych bodu, z nichZ alesporii jeden je pravé n-tého stupné, a p¥itom plati:
flto) _g(t) %

At Yo = 7t (t) * 0, odpovida jen pa-

alespoii jeden bod (%, %), T =
rametru t,, pfi ¢emz matice

f(ta)s g(to)s h(ty)
f'(%0)s 9'(80), A'(to)

mé hodnost 2 (f' atd. jsou derivace podle ¢).

(2)

Uzlovym bodem kiivky (1) je pak bod (z, y), ktery odpovida pravé dvéma

fie) k) gty
h(ty) — h(ty)’ 7~ A(t)

riznym &islim ¢,, ¢,, ¢, + t,, a to redlnym (t.j. x =

t G
= %((tz)), h(t,) . h(t,) * 0), a pFitom
1) Tato mnoZina se dopliiuje bodem (z, y), z = lim 2((2) , Y= 11m itt; , pokud existuje

a pfipadné isolovanymi smgulé,rniml body tvaru (1) pro ta ¢ komplexni (ne realns), pro
ktera jsou x i y redlné.
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f(t), g(t), R(t)
f'(t), g'(tr), R'(t)
f'(te), g'(t2), P'(ty)
Plati potom_zndmé véta, Ze raciondlni kiivka n-tého stupné ma nejvyse
3(n — 1)(n — 2) uzlovych bodii. Uvedeme ted dvé véty (prvni bez dikazu,
druhou se struénym dikazem), které obsahuji jednoduché ptiklady racional-
nich kfivek n-tého stupné, které maji pravé }(n — 1)(n — 2) uzlovych bodu:
Vé&ta 1. BudifZn > 0 sudé islo, n = 2m, h redlné &islo takové, fe h > m — 1,
h + m. Hypocykloida o parametrickiyjch rovnicich '
x = h cos mt + m cos(m — 1) 7,
y =hsin mr—msinim —1) 7,
0 < 2,
je raciondlni kfivka n-tého stupnéd) s 3(n — 1)(n — 2) uzlovymi body.
Vé&ta 2. BudiZ n pfirozené ¢islo. MnoZina M bod#
x =cosnt, y =cos(n—1)7, 0 v < 7, (4)
je dastt raciondlnt kfivky R, n-tého stupmé, kierd md (dokonce v M) }(n — 1) .
. (n — 2) uzlovych bod#i. Viechny body R, dostaneme, pFipojime-li jesté jednak
mmnofinu M’ bodi

+ 0.2) (3)

x = cosh no, y =cosh (n — 1) o, ¢ > 0. (4)
jednak mnoZinu M" bodd
z = (—1)"coshnl, y = (—1)"-1cosh(n —1) ¢, £ >0. (47)

Dikaz: Nejprve uvedeme tfi pomocné tvrzeni:
1. Pro kazdé pfirozené &islo n existuje polynom 7',(x) n-tého stupné tak, Ze je
pro kazdé &
cos né = T,(cos &), (5)
cosh né = T ,(coshé) .

Pritom pro sudé (liché) » obsahuje 7',(x) jen sudé (liché) mocniny .
Dikaz plyne snadno indukei pomoci vzorel

cos(n + 1) & = 2 cosé cosné — cos(n — 1) &, (6)
cosh(n + 1) & = 2 cosh & cosh n& — cosh(n — 1) & .9)

%) To znamen§, Ze v bodé (z, y) existuji dv& redlné teény a %e jsou ruzné.

3) Na tvar (1) ji lze uvést substituci cotg 37 = ¢. O hypocykloid¥ viz na p¥. G. Loria:
Spezielle algebraische und transzendente ebene Kurven. 2. vyd., 2. dil, str. 94.

4) Polynomy Ty(x) jsou t. zv. CebySevovy polynomy. T,(x) 1ze na pi. vyjadfit n-fad-
kovym determinantem

z, 1, 0, ...,0, O
1, 22,1, ..., 0, O
Talz) =|0,1, 22, ...,0, 0

...................
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2. Budiz n pfirozené ¢islo. Oznaéme S, mnoZinu téch celych &isel m, 0 <
< m < n(n — 1), kterd nejsou délitelna ani ¢islem 7, ani » — 1. Potom S, mé
(n — 1)(n — 2) prvki a plati:

Ke kazdému éislu k € S, existuje pravé jedno &islo &' € S, tak, Ze pro ¢2 =1 je
. k"= e(2n — 1) k mod 2n(n —1) . (7)
Je k' + k a k ¢islu k&’ obdobné sestrojené ¢islo je opét k.

Dikaz. Prvni 4st je ziejmé. Pro dané k e S, existuji &isla k;, ¢ = 1, 2, tak,
e —nn—1)k<nn—1) a k= (—1)¢2rn—1)k mod 2n(n — 1).
Ponévadz éisla 2n — 1 a 2n(n — 1) jsounesoudélng, je k; + 0,a dilek, = —k,,
nebot k, = — k, mod 2n(n — 1). M4 tedy pravé jedno z &isel k,, k,, oznadme je
k' (a tedy vibec pravé jedno) vlastnost, Ze je 0 < k' < n(n — 1) a Ze plati (7).
Kdyby £’ bylo délitelno = resp. » — 1, pak by i k bylo délitelno = resp. n — 1
proti piedpokladu. Tedy k' € S,. Kdyby ¥’ = k, pak by proe = 1 resp.e = —1
bylo k délitelné » resp. n — 1, coz je spor. Koneéné ¢islo £” obdobné sestrojené
pro k' je

k"=¢2n—1)k'= ¢ee'[4n(n — 1) 4+ 11k = ec'k = k mod 2n(n — 1)
pro ¢ = ¢, takie k" = k.

Poznamka. VSechna éisla z S, se tedy rozpadaji v 4(n — 1)(n — 2) dvojic
(k, k') ¢isel navzajem sdruzenych podle (7).

3. Necht n je celé ¢islo, n > 1. Plati cos nu = cos nv, cos(n — 1) 4 =
=cos(n —1)v, 0Zu<aw, 0Zv<am w+v pravd tehdy, je-li u =

kx k=

=n(n——l)’v—n(n~ 1)’

Dukaz. Necht pron > 1 je cos nu = cos nw, cos(n — 1) u = cos(n — 1) v,
0<u<m 0 v<m,u + v. Potom existuji &sla ¢, &5, £&5 = e2 = 1, a celd
disla 7, s tak, Ze

kde k a k' jsou sdruZena ¢&isla z S,,.

nu = g;nv + 2rxm (8a)

(mn—1)u = ego(n—1)v + 287, (8b)

Snadno se zjisti, Ze ¢, = — ¢; (kdyby &, = &,, pak u = v), takie (feSenim
n(n — 1) , nn—1) . ; ‘

(8a) a (8b)) éisla k = ——u, ¥’ = ———~ v jsou celd. Kdyby & bylo

délitelné n resp. n — 1, pak by (jak se zjisti eliminaci v) r = 0 resp. s = 0
8 u = vproti pfedpokladu. Tedy k ¢ 8,. Nésobenim (8a) i (8b) dislem ’_‘(”’_n__”
a seltenim plyne k' = ¢,(2n — 1) k — 2n(n — 1) g,(r + 8), a tedy (7). Dukaz
obraceného tvrzeni je snadny.

Ted jiz miZeme dokazat vétu 2:

Z pomocného tvrzeni 1 plyne, ze M, M’ a M" jsou disjunktni &4sti mnoZiny
R, bodu (z, y) tvaru

r = Tn(t)’ Yy = Tn+1(t) ’ (9)
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atoMpro —1<t<1,¢t=cost, M'prot > 1,t = cosh o, a koneénd M"
prot < —1,¢ =—cosh {. Aviak R, je racionélni kiivka: (1) je splnéna pro
1) = Ta(t), g(¢) = T»_y(t), h(t) = 1; pFitom bod (1,1) odpovids jen parametru
to = 1, a matice (2) mé hodnost 2 pro #, = 1, nebot 7',(1) =n? (dokdZe se in-
dukef po derivovini vztahu T, (x) = 2z T,(x) — T',_,(x), ktery plyne z (6)).

Budiz ted ke S,. DokaZeme, Ze bod Py(, yi), o = cos h—i—l T, Y =

= cos%n, je uzlovy bod R,: bod P, totiz miZeme dostat jen v &asti M,
nebot |z,| < 1, |y,] < 1. Z pomocnych tvrzeni 3 a 2 snadno plyne, ze P,
dostaneme privé pro dva rizné parametry ¢, = cos

cos—n(%gT), kde k' je ¢islo sdruzené s k v S,. Ze pro tyto hodnoty je
splnéna nerovnost (3), vyplyva odtud, e pro¢ = cos 7,0 + 7 + x,je T,/ (t) =
__msinnt

sin 7

wn—1) >

,a ze vztahu (7).

Lze tedy kaZdé dvojici &isel sdruzenych v S, ptifadit jeden uzlovy bod R,
(tyto body jsou navzdjem razné), t. j. R, mé alesponi (a podle citované zndmé
véty pravé) 3(n — 1)(n — 2) uzlovych bodi. :

Poznamenejme jesté, Ze z identity 7',,_,)(cos &) = T,(cos(n — 1) &) =
= T,_y(cos né) plyne, ze R, mé rovnici T,_,(z) — T,(y) = 0. Vyjdeme-li od
této rovnice a pouzijeme-li zndmych vlastnosti CebySevovych polynomii, mi-
zeme®) postupovat jednoduseji. DokaZzeme totiz (nezvisle na vété 2) tuto vétu:

V&ta 3. Necht Ty(x) jsou Cebydevovy polynomy k-tého stupné, k =>0,n>1
pFirozené &islo. Pak ‘

f(@, Y)=Tp-1(x) — Th(y) =0

je rovnice raciondlni kiivky n-tého stupmé, kterd mda }(n — 1)(n — 2) uzlovyjch
Dukaz. Ze f(z, y) je ireducibilni polynom (i nad t&lesem komplexnich &isel),
plyne odtud, Ze
f(@,y) = ay" + ban-1 + g(x, y),

kde ab + 0 a g(z, y) je polynom stupné nejvyse n — 2. Vicendsobné body
f(x, y) = 0 jsou pravé ty body (, y) pro néz je soudasné f(z, y) = T,—,(x) —
—T.(y) =0, :_af: =T (@) =0 i % = —T,(y) = 0. Pro Cebylevovy
polynomy vsak plati®)

§) Podle upozornénf akademika E. Cecha.
. %) Napi. H. II. Hamancon: KoHCTpYKTUBHAA Teopua yHruuit, 1949, str. 69.
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k(1 — Ti(x) = (1 —2a?) T¥(x), (10)
(1 —a?) Ti(x) —2Ty(x) 4 k2 Th(2) = 0. (11)
Z (11) a (10) je Tx(1) = k2, takZe podle pfedchoziho vicendsobné body f(x y) =
= 0 jsou pravé ty body (z, y), pro néz je pro ¢ =1

Tpoa(z) =Taly) =& (@—1)y*—1) 0.

Je-li n liché (resp. sudé), je T',—,(x) = 1 pravé pro « 3 (resp. n 3 ) ruznych

.y 2k
hodnot z (totiz pro z;, = cos;—]‘z‘—1 0<2k<n—1,k=1,2,...),T,_ ()=

(20l — 1) =

n —1

b

s n—1 n —2 ., _
= — 1 pravé pro 3 resp. — raznych z (@, = cos

0<20—1<n—1,1=1,2, ) Obdobné T,(y) =1 pron;—1 (resp.

2 2
vame tim pro = liché (sudé) }(n — 3)(n — 1) + }(n — 1)? (resp. }(n — 2)2 +
+ Hn —2)n), t.j. vidy }(n — 1)(n — 2), rznych vicenasobnych bodu
(x, y), pro néz je vidy |z| < 1, |y| < 1.

Je-li (z,y) takovy vicendsobny bod, pro ktery je 7',_,(x) = T,(y) = e,
&2 = 1, pak pro tento bod je podle (11)

— 2) riznych hodnot y, 7',(y) = — 1 pro n—1 (resp. g) riznych y. Dosta-

o*f &f

ox* Ox dy| Y woon (n — 1) n2e?

82f a2f - _-T”—l(x) Tn(y)_ - (l __xg)(l __yz) <O’
oy oy

t. j. kazdy takovy bod je uzlovy (dvojnasobny bod s realnymi riznymi te¢na-
mi). Protoze kaZdé ireducibilni kfivka n-tého stupné s }(n — 1)(n» — 2) dvoj-
nasobnymi body je raciondlni, je tim vé&ta dokazana.
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&asopis pro péstovini matematiky, rot. 79 (1954)

ULOHY A PROBLEMY

Zahajujeme hlidku uloh a problému, které byla slibena v minulém é&isle ve ¢élanku
,»»Nové ukoly*“.

Tato hlidka nenf min&na jako souhrn dosud nefesenych problémi, ale spiSe jako tribuna
matematickych dotazii. Budou zde problémy t&%8i, leh&i, n€kdy i velmi jednoduché; je
pravdépodobné, Ze se na mnohé z nich jiZ najde odpovéd v matematické literatute. Bu-
deme uveiejiiovat také problémy, jejichZ feSeni je autorovi znémo, jestliZe autor bude
hledat n&jaké jednodussi feSeni nebo jestlize bude pokladat problém za velmi zajimavy;
to ovSem bude vidy poznamenéno.

Prosime Stenéfe, aby feSeni nebo odkaz na literaturu zasilali redakei, nebo aby navézali
styk pfimo s autorem.

Rovné&Z Zddédme nase étendie, aby ndm zasilali problémy vhodné pro tuto hlidku.

Redalkce.

1. Budiz a pfirozené &islo, které neni druhou mocninou celého ¢&isla. Rozhod-
néte, zda existuji pfirozend ¢isla z, y takové, aby platilo

ax® + 1 =y?.
Jan Ma#tk, Praha.

(n—1)
(=1 =1 —

z na kruZnici |z| =1
. .
SO z—1

ﬁ[\/]s

2. Vysetfete chovani fady

-] —_— n
(spojitost limity, stejnomérnost konvergence). Podobné pro fadu 3 (n })) -
20 — 1 . n—1 =1 "
—— . z%, kde b, jsou pfirozena ¢isla, ¢, = Z b;,a potom pro moeninnou
- k=1

fadu, vzniklou ,,rozepsanim této rady.
Jan Ma#tk, Praha.

3. Plati véta: Nechf a,— 0. Pak fada f(z) = i a,x" konverguje pro kazdé

n=0
z, pro né% plati |x| = 1 a které je bodem regularity funkce f. Nelze dokdzat
podobnou vétu pro séitatelnost misto pro konvergenci? (Rozhodné&te na pt.

o spravnosti této véty: Nechf plati :—"» 0. Pak je fada % a,x" séitatelnd
n=0
podle aritmetického stiedu v kazdém bod& x (|| = 1), ktery je jejim bodem
regularity).
Jan Ma#ik, Praha.
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4. Bud C jednoduché rovinné kiivka kone¢né délky a D jejf vnitfek
(komplement). Budiz to € C. Utvofme funkei &(z, t), kde z probiha mno%inu D
a t mnozinu (C' —¢,), tak,aby &(z,t) bylo thlem mezi kladnym smérem osy
a vektorem 7 a aby funkce 9 byla spojita. Budiz

F(z) = [|d@(z, )| .
c
(Funkce F je zfejmé spojité na D a nezévisi na volbé funkce #.) Dokaite (piesnd
a pokud moZno jednoduse) néjakou nutnou a postadujici podminku, aby funkce

F byla omezens. (Viz J. Radon, Sitzungsberichte d. Akad. d. Wiss., Wien,

Math. Naturw, K1. 128, Abt. 2a, I1a, 1123; 1919.)
Ivo Babuska, Praha.

5. Bud 7' étverec. Rozhodnéte, zda existuje funkce ¢ holomorfni na 7' takov4,
Ze plati

[[(Re @) dxdy < ), (1)
T
J[(Im g)*dzdy = co. (2)
7

Poznédmka: Lze dokazat, Ze plati-li (1), pak je

[f(Im g)*~* dz dy < oo
T

pro kazdé ¢ > 0.
Ivo Babuska, Praha.

164



Casopis pro p&stovéni matematiky, rot. 79 (1954)

REFERATY

O POPULARISACI MATEMATIKY

(Referat o diskusi konané v matematické obei praZské za pFitomnosti zéstupce Cesko-
slovenské spolednosti pro $ffeni politickych a v&deckych znalost{ dne 26. jna 1953.)

Schuizi zahéjil zéstupce Ceskoslovenské spolednosti pro &ifent politickych a v&deckych
znalosti (v dal§im Spolednost) s. ing. Celeda projevem, v ndm¥ se zminil o thematickém
plénu, ktery navrhla pro matematiku Spoleénost. Upozornil, %e tim Spole$nost nijak
nechce vnucovat matematikim tato themata, nybr¥ Ze je to pouhy podndt a %e Spolednost
rada pfijme prednéSku na jakékoli thema.

V diskusi asp. dr Hdjek nastinil plan popularisaéni pfednésky z matematické statistiky,
kters se chystd, a upozornil na to, %e pfedni vykony na poli matematiky jsou mélo vy-
uZity k Sffeni zdjmu o matematiku. Jako vzor popularisace uvedl prednédky J. B. S. Hal-
dane.

Déile se ke slovu pfihlésil akad. Jarnik a upozornil na obtiZe spojené se snahou populari-

sovat matematiku; aktuélni problémy v matematice se témdF nedaji popularisovat, a na
druhé strang to, co se dé popularisovat, nemé p¥{my prakticky vyznam a mut¥e vzbudit
dojem pouhého hrani nebo ,,zajimavé kuriosity'‘. Podobny nézor vyslovil akademik
Kofinek.
. Doc. NoZitka promluvil o vieobecném nézoru na matematiku; uvedl ndkolik prikladi,
z nichZ bylo patrné, jak vefejnost nespravné chépe, co je vlastnd matematika, a vibec
nevi, v éem vlastné spodivé matematikova préce. Maloktery nematematik spravng chépe
na pf. vyznam matematickych formuli.

Akad. Novdk upozornil, %e popularisovat matematiku je um¥ni a %e by ndém zde mohl
byt vzorem Haldane; ten zpravidla vychéz{ od aplikaci matematiky, od konkretnich
prikladi.

Doc. Jeniéek se zminil o tom, %e nikdo nepopularisuje na p#. hru na klavir; nesmime
chtft pfi popularisaénich pfednéskéch n8koho mnoho naudit, nybr¥ se musime jen snaZit,
aby posluchadi ziskali lep§i pomé&r k v&ds.

Asp. dr Hdjek se pfipojil k projevu doc. NoZi¢ky a Fekl, %e irsi vefejnost nevidi rozdil
mezi matematikem a udetnfm.

Prof. Vyéichlo poukézal na duleZitost Skolskych otézek; v popularisa¥nich prednéskéch
bychom mé&li poméhat 8kole, vyloZit pojeti udebnic, osnov a viimat si té% uditeli.

Doc. Havlidek projevil nazor, %e je tieba vychézet z piikladi, ¥e viak je tieba t6% uké-
zat, Ze matematik té% uva¥uje, nejen ,,podité‘c.

Akad. Cech prohlésil, ¥e je z dosavadniho pritb8hu diskuse patrné, ¥e matematiku lze
snadno popularisovat, protoZe vé&tsina toho, co v diskusi bylo ¥efeno, by se dobie hodila do
ndjaké populdrnf prednésky. Zdé se viak, %e piitomni by chtéli na populérni pfednésce
mluvit méng srozumitelnd ne v této diskusi. Déle fekl, e by byl ochoten proslovit dv
prednéSky za rok, kdyby si sém smél zvolit thema; navrhl pak tyto néméty: 1. Struktura
matematického jazyka; proé matematika u¥i kriticky &fst. 2. Trojélenka. 3. Pro§ méme
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ruzné druhy studia matematiky na universitd. 4. Pro¢ je nedostatek matematickych
ké4dru. 5. Stojf matematicky ustav za penize, které do ného spoleénost vklada? 6. Vyvoj
Karlovy university.

Akad. Cech pak upozornil, e bychom neméli préci pro vefejnost odtrhovat od své
védecké a pedagogické prace. K projevu prof. Vyé&ichla pak pfipomnél, Ze je tfeba se starat
také o zdvodni udilist¥, nejen o vieobecns vzd&lavaci 8koly a ¥e by se tato préce méla stat
té% ukolem JCMF.

Akad. Jarnik pak upozornil, Ze je t&Zké vysvétlit Sir8i vefejnosti boj proti idealismu
uvnitt matematiky samé; ve sméru ideologickém by bylo asi lepsi zachytit boj proti idea-
lismu na front&,,matematika — vefejnost*‘, snaZit se o to, aby vefejnost ziskala k matema-
tice spravny pomér. Jde o jisty druh propagace; JCMF by méla provadst tuto propagaci
v kédrech odborné&j&ich, kde¥to Spolednost v Sirsf vefejnosti.

Doc. Holubd# se pak zminil o vyudovéani matematice. K této vci maji n8kdy Spatny
pomdr uditelé i rodide; bylo by tfeba, aby se Spole¢nost obracela té% na rodiéovské sdru-
Zen{.

Prof. Janko upozornil na dile¥itost popularisace; timto zpisobem statistika rychle
pronikla do vyroby. Byly vypracovéany texty, s nimi% pak absolventi specidlni v&tve
matematické statistiky sezndmili své spolupracovniky v praxi.

Prof. Knichal podotkl, Ze pfednéSkové forma pro popularisaci matematiky nevyhovuje
pravd nejlépe; bylo by snad lépe vytvofit jakési pracovni skupinky, kde by se davaly té%
ulohy. Je tfeba aktivn&jsi tdasti.

Prof. Pleskot upozornil, %e v t. zv. ,,stfednich kddrech* je v&tsi zdjem o matematické
mysleni, ne% by se zdélo, a poznamenal, %e se leckdy osv&déily interndtni kursy mate-
matiky.

Akademik Kofinek pak Tekl, %Ze je sice popularisace vddy duleZité, Ze vSak v tomto
sméru budeme moci mélo vykonat pro velké pracovni pfetiZeni vech nafich matema-
tiku.

Doc. NoZiéka se pak zminil o tom, Ze n8kteti védedti pracovnici jsou pretiZeni organi-
sadni praci, Ze je viak jejich vina, Ze si to nedovedou jinak zafidit. Popularisace védy je
duleZit&j8f nex mnohé funkce, které ndm ubiraji das.

Debatu uzaviel ing. Celeda. Zminil se o tom, ¥e Spoleénost mé té% publikaéni komisi,
které vydava kniZeSky asi o 20 strankéch forméatu A5, takZe je moZné popularisaéni éin-
nost té% v této formd. Déle prohlésil, Ze neni tfeba mit pfili§ velké obavy z toho, Ze veiej-
nost bude chtft jen pfednédsky ,,praktické‘; pomoc praxi nesmime chdpat pFili§ uzce.
Vzbudi-li pfednéska zdjem o v&du, je to rovné% pomoc praxi. Rovné% by bylo moZné
misto pfednéSek usporddat kursy, tieba lidovou universitu. Nakonec poznamenal, Ze je
tfeba té% odbourdvat funkce, jimiZ jsme preti¥eni; je vSak tfeba zadit ,,zdola‘‘. Jest&
jednou pak upozornil, ¥e thematicky plén, ktery SpoleSnost matematikim predloZila,
nikterak neni min&n tak, e by Spoleénost chtSla matematiktim néco piedpisovat; Spo-
le&nost naopak vité kaZdy nédvrh na thema pfednésky a tim spife prednésku na libovolny
néamét. Jan Ma#tk, Praha.

O FOURIEROVE TRANSFORMACI A DIRACOVE §-FUNKCI

(Referdt o prednéSce Jana Ma#ika, piednesené 2. listopadu 1953 v matematické obci
pra¥ské.) -

PrednéSejici napfed zopakoval postup, pomoci n8hoZ byvé ve fysikdlnich udebnicich
0 1 -]

naznagen pfechod od formule S(w) = [ f(t) e—l#t 4¢ k inversni formuli f(t) = 5 [ S(w)
—wm

—00
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el dw. Naznagil pak fysikdlni vyznam funkce S(w), kterd urduje t.zv. spektrum funkce

e}
f(2). Je jistd ptirozené vySetfovat na pt. té% spektrum funkce tvaru f(t) = z a,elont, In.

=00

© n
tegral [ f(t) e~1ot 4t vak neexistuje ani v jednoduchém p¥ipads f(t) = ett. Jestlite v¥ak

® \n=—owm

-—0o0 1 o -]
utvoiime formalnd ,,integral‘ e ( Z 2na,,6wn(w)) el*? dg, kde 8, je Diracova funk-
7

ce, pat¥ici k &islu w,, dostaneme

1 o) © ©
. z 2na,, f 0o, (@) . et de = z aqelont = f(t);
-0

fn=—o0 n=—on0

© [}
miZeme tedy tici, %e z 2na, §,, (w) je spektrum funkee f(t) = Z a,eloat, Tak do-

n=-—oo N=—u0

l 0
stdvame formalng stejny vzorec f(t) = 3 f S(w) el®* dw pro funkce se spektrem spojitym
7
—

jako pro funkce se spektrem $érovym. Chceme-li oviem tomuto vzorei dét v obou pripadech
plesny smysl, musime se vzdit poZadavku, aby kaZdé spektrum bylo urSeno ngjakou
funkef; zfejmé neexistuje funkee y takové, aby na pf. pro kazdou spojitou funkei f platilo

@
[ v(@) f(x) dx = §(0), jakse o t.zv. Diracov¥ é-funkei predpokléds. 8-funkei samu lze
—a

snadno vyjédtit jakousi m¥rou; chceme-li viak definovat také jeji derivace, pak nédm jiZ
theorie miry nestadi a potfebujeme v&tii aparat. Takovym apardtem jsou Schwartzovy
distribuce. Prostor distribucf obse#huje (mimo jiné) viechny lokéIn¥ integrovatelné funkece
a lokéIné konetné miry; ka#8léd distribuce mé viechny derivace (tyto derivace jsou opé&t
distribucemi). Pro jisty podprostor distribuci lze pak definovat Fourierovu transformaci;
do tohoto podprostoru patii na p¥. viechny funkce, které ve sm&ru do 4+ o nerostou rych-
leji ne¥ néjaké mocnina |z|, a viechny derivace takovychto funkei. Na tomto podprostoru
— budeme jej znadit S — uruje pak Fourierova transformace operétor, ktery zobrazuje
prosté § na S; komplexn¥ sdrufeny operétor je k nému inversni. Operétor §, uréeny
Fourierovou transformaci na mno#in¥ S, mé pak obvyklé ,,dobré‘* vlastnosti; je-li na pf.
8(T)=7V,je§(T") = iw V(T, V S). Déle plati F(e'vt) = 228, tedy opravdu

@ Ll
%( > ane"”uf) = > 27na,d,, .
N =—00 n=-—om
Zejména je §(1) = 27dy; Fourierovym obrazem polynomu je pak linedrni kombinace deri-
vaci d-funkef.

Je tedy vidét, Ze Fourierova transformace, definované na mno#in¥ distribuci S, vyho-
vuje v praxi lépe neZ Fourierova transformace, definované na né&jaké mnoZing funkef;
formélni operace, kterych se obvykle pouZivé a které pii ,,obySejné* transformaci nemaji
Zadny uréity smysl, se pak stanou plng ,,opravnénymi*‘. Jan Ma#tk, Praha.

O POVOLANI MATEMATIKA

(Vytah z referatu akademika Eduarda Cecha o brofute O nmpopeccun MaTeMaTnka, napsané
akademikem 4. N. Kolmogorovem a vydané Ministerstvem vysokych Skol SSSR, Moskva
1952, a z diskuse. Pofddédno matematickou obef praZskou dne 7. prosince 1953.)

BroZura obsahuje mnoho informaci, o kterych je t¥eba diskutovat ji¥ z toho diivodu, Ze
o matematice v 88SR méme mén¥ diikladné informace, ne¥ je tomu u jinych obort. Ne-
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jedné se pti tom pouze o dinnost védeckou, ale i o &innost pedagogickou, ve které mé prave
sovdtské Ekola bohaté zkuSenosti. Nutno proto doslé materiély peélivé studovat. BroZura
je ptrelofena o Seltiny, ale n¥které partie jsou vynechany.

Akademik Ed. (ech vyzdvihl pii té prilefitosti duleZitost presnosti a spravnosti pfe-
kladt a ukézal n8které ptipady nepfesnosti v pfekladu uvedené broZury; ukézal, Ze potom
_ preklad jako celek nevyniké takovou priraznosti jako original.

Z obsahu brozury zduraznil autortv nézor, ¥e ukolem matematika je pfedeviim badat
o novych vysledcich a nespokojit se pouze s hromad&nim hotovych vysledki. Aby mate-
matik zadal tvoFit co nejd¥ive, je nutno, aby 8kolitelé predkléddali svym Zdkiim konkretnd
formulované speciélni problémy.

Potom upozornil na &lének o A. N. Kolmogorovovi, uvefejnény k jeho padesétinam
v Dokladech AN SSSR, kde je zevrubn® popséna v8decka dréha A. N. Kolmogorova. Je
tam podén nédrt jeho Zivotopisu s pfipominkami k n8kterym tsekim jeho Zivota.

Pii té prilezitosti akademik Cech déle upozornil na ti¢elnost zavedeni velkého mnoZstvi
seminéfi z nejrizndjsich partif matematiky, jak je tomu na Lomonosovové université
v Moskvd, a dodal, %e je nutno se postarat o co neju¥di spolupréci matematiki s techniky
a fysiky. Matematicko-fysikalni fakulta je povoléna k tomu, aby vedla vyuku matematiky
vitbec, na viech druzich 8kol.

Zdtraznil déle vyznam a tspdchy Moskevské Skoly pro rozfifovéni matematiky ve
viech mistech SSSR i jeji snahu, aby pedagogibti pracovnici se v&novali své préci co nej-
petlivéji a nespoléhali vyhradnd na udebnice a neuleh&ovali si tak préci.

Ptitom vyzdvihl predeviim vyznam studentskych (Zékovskych) krouzki; v jejich praci
ge obré¥f jednak celkové zamdfeni préce matematické fakulty (byt ve specidlnich problé-
mech), jednak jsou v nich Zéci vedeni k vyzkumu padvé v téch partiich matematiky,
kters jsou v dané etap$ vyvoje pro rozvoj matematiky nejduleZit&jsi.

Nakonec se akademik Cech dotkl matematickych olympiad konanych v SSSR, jejich
smyslu 8 vyznamu.

Diskuse: Dr J. Veselka uvital kritiku prekladu, jak ji podal akademik Cech. V odpovédi
akademik Cech doporuéil trvat pfi piekladech na t&chto tfech v&cech: 1. aby prekladatel
thema ovlédal, 2. aby byly potddény o prekladech diskuse, 3. aby pfeklady byly dopliio-
vény vlastnimi pozndmkami.

Akademik J. Novdk doporuduje, jak se to osvdddilo pii piekladu knihy Gnedenka
a Chindina, ,,Elementérni uvod do theorie pravd$podobnosti*‘, spolupréci s filology, aby se
predeslo nepfesnym piekladim.

’ Zapsal Franti$ek Fabidn, Praha.

OSKULAENI KVADRIKY S DANYM STREDEM

(Referét o prednésce akademika Eduarda Cecha, prednesené v matematické obci praZské
dne 14. prosince 1953.)

Prednédejici uvedl nejprve ndkteré vysledky, jeZ uvefejnil v Comptes Rendus de la
Société des Sciences et des Lettres de Wroclaw, VII (1952), No 1. Je-li totiz H nadplocha
v afinnim prostoru 4, dimense n + 1, O pevny bod v A, 11, ktery nele¥i na H, lze zvolit
v A, linedrni soustavu soutadnic %, 2y, ..., %, tak, Ze O je potitek a H mé rovnici
F(%o» T35 -+ +» T,) = 1, kde f je homogenni funkce druhého stupnd. Mé-li f spojité parcidlni
derivace druhého F4du, potom existuje v ka%dém bod¥ z = (x, %;, ..., Z,) nadplochy H

n
prévé jedna oskula¥nf kvadrika se stfedem v bodd O a jeji rovnice je z fuayi¥x = 2 (pfi-
' k=0
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tom ¥ = (¥, Y15 - - -» ¥) Znadi b&Zny bod a f;; zkrécend i,k =20,1,...,n). Pomocf

iz, OF ),
tohoto vyjddrent Ize daleko jednoduseji ne¥ jinymi methodami studovat nadplochy v 4,,,,
té vlastnosti, ¥e vSechny jejich oskula¥ni kvadriky s pevnym stfedem O vyhovujf n¥-
kterym podminkam.

Akademik Cech pak ukézal, jak lze n¥které z t¥chto vysledkii aplikovat pfi FeSenf
specidlnich parcidlnich diferenciélnich rovnic. Pou%itim uvedenych method lze na p¥. zjis-
tit, Zerovnice (f je funkce z, 2, ..., x,)

o

=0
ox; ox,,

n al n
f—zxi5;+1}z @y,
=0 z £,k=0

mé obecné Fefeni tvaru f = f; 4 f,, kde f, resp. f; jsou homogenni funkce prvniho resp.
druhého stupn¥. Zavérem vyzval akademik Cech piitomné, aby dokézali uvedeny tvar
obecného fefeni pfimo. To bylo provedeno riznymi zptsoby. Nejjednodus¥i je polo¥it
x; = y;t. Tim prejde rovnice v oby¥ejnou diferencidlni rovnici Eulerova typu vzhledem
k nezavisle promé&nné ¢. Miroslav Fiedler, Praha.

MATYAS LERCH A JEHO DiLO

(Referét o piednaice &lena korespondenta CSAV Otakara Bordwky, prednesené v mate-
matické obei praZské dne 11. ledna 1954.)

Zvetejnéné védecké dilo Matydse Lercha, prvniho profesora matematiky na piirodo-
védecké fakulté M. U. v Brng, se skladé z 238 v&deckych praci (mimo drobnostf), které
byly uvetfejnény ve 32 riznych dasopisech nebo sbornicich nagich a zahraniénich. Z nich
je pséno 118 &esky, 80 francouzsky, 34 n¥mecky, 3 chorvatsky, 2 polsky a 1 portugalsky.
Praci z matematické analysy je 158, z theorie &isel 48, z geometrie 13, z jinych obori 19,

Lerchovo v&decké dilo nebylo dosud systgmaticky studovéno a kriticky zhodnoceno.
V letech 1945—48 jsemn konal na pfirodovédecké fakultd M. U. v Brn& ,,Seminé# pro stu-
dium dfla MatyéSe Lercha, jeho¥ cilem bylo upozornit studenty na Lerchovy préce
a plivést je k jejich studiu. Zadétkem r. 1952 podjal jsem se tikolu ptipravit se skupinou
brnénskych spolupracovniki, v ramei éinnosti tehdejsfho Ustiedniho tstavu matematické-
ho, nyni Matematického tistavu CSAV, kritické vydéni Lerchovych spisti z matematické
analysy. Préce byla rozvrZena na tii roky a v nyn&j&im stadiu je spln&na p#ibli¥n& ze dvou
tretin. Zuéastiiuji se ji mladsi pracovnici z brn&nskych vysokych §kol, zejména pracovnici
z Vojenské technické akademie, dr Ji# Cermdk a dr Véra Radochovd, a z Vysoké 8koly
stavitelstvi doc. dr Ludvik Frank. V rémeci t8chto praci byl vypracovan Lerchiiv %ivo-
topis (dr L. Frank) a byl sestaven chronologicky uspofédany tplny seznam jeho praci
(dr Jos. Skrddek); o tom viz 8laénky v Casopisu pro pést. mat., 2 (78), 1953, 119 a n. Sou-
¢asné byl prostudovén (dr L. Frank) Lerchtv v8decky spor s n¥meckym matematikem
A. Pringsheimem, o ném¥ rovné% bude uvefejn¥na zpréva.

Pii studiu Lerchova dila jde o tyto tikoly:

1. O roztiidéni praci do n8kolika skupin, které se vidy tykaji otdzek piibuznych nebo
podobnych, u nich# lze pfedvidat obsahové nebo methodické souvislosti;

2. o zkouménf vysledkii co do dileZitosti, t. j. ve vztahu k jinym vysledktim Lercho-
vym nebo jinych autort;

3. o zkouménf zékladnich methodickych prvki v Lerchovych ditkazech co do u$innosti
a dosahu; o studium ojedinglych obratii vedoucich k FeSent predlofenych otézek.
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Pritom jest oviem v&novat pozornost tomu, zda jde o v&ci nové ¢&i nikoli. Jako studijni
pomticky pou¥ivame t&chto prameni: 1. Spisy klasikt, zejména Cauchyho, Weierstrasse
a Kroneckera; 2. monografie, disertace a kni#nf dila star$i i moderni, pokud mohou obsa-
hovat u¥itedné idaje o Lerchovych pracich; 3. piislusné staté v Encyklopedii; 4. recense
Lerchovych pract v asopise Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik; 5. jednotlivé
Slénky v Sasopisech, pokud maji vztah k Lerchovu dilu.

Organisaéng je préce rozvrfena na fadu spolupracovniki, pfi em¥ je zajisténo, Ze je-
jich dinnost vyusti vidy v jednolity referat o celé skupind studovanych pracf, uceleny
obsahov¥ i slohovd. N&kters z tdchto referatt budou ji% v tomto roce 1954 dodény k uve-
fejnéni.

V druhé 8ésti své prednésky jsem predvedl ukézku vysledki tykajicich se Lerchova
ptinosu k theorii funkce gamma, &im¥% jsem navézal na pravé vysly &lanek V. V. Gussova
,,P#{nos ruskych udenct v theorii funkce gamma‘* (Sovétska véda, Matematika-fysika-
astronomie, roé. III, 1953, 540 a n.). V zavdru jsem popsal vSeobecné znaky Lerchova
védeckého dila. Otakar Boruvka, Brno.

O HAUSDORFFOVE MIRE

(Referét o prednésce akademika Vojtécha Jarnika, piednesené v matematické obei praZ-
ské dne 18. ledna 1954.)

Prednéadejfci promluvil o aplikacich Hausdorffovy miry na aritmeticky definované mno-
¥iny na pt¥imce. Nejdfive uvedeme definici vnéj&t Hausdorffovy miry:

Budi#¥ M mno%ina na pfimce a budiZ f(d) funkce definované pro d > 0 a monotonnd
klesajicf k nule pro d — 0. Zvolme &islo ¢ > 0 a pokryjme mnoZinu M posloupnostf inter-
vali I,, I, I, ..., jejich¥ délky |I4|, |I,|, |Ig|, ... neptesahuji e. PoloZzme

(=]
L,=inf = (L)),
f71
kde infimum bereme pro viechna mo¥né pokryti spliiujici uvedené predpoklady.Klesd-li o
k nule, potom L o neroste a tak definujeme
w(M, f) = limL,.
e—>0
u(M, f) nazyvéme vnéjsi Hausdorffovou mérou — pro struénost Hausdorffovou mérou
— mnoZiny M a snadno lze ukézat, Ze u(M, f) je vn&jsi mira ve smyslu Carathéodoryovs.
Ziejms plati:
H(@)
15(d)
Jeatliée "(M, fl) > 01 pak "(M’ fl) = 3
jeatliie ”(Ms Ii) < o, Pak "’(M; fi) = 0.
Tim dostévé opravnéni definice:
Hausdorffovou dimenst dané mnoZiny M — oznadime ji dim M — nazveme infimum
takovych &isel s (8 > 0), %o u(M, z*) = 0.
Nyni pfistoupime k aplikacim t&chto pojmti. Akademik Jarnik nejprve dokézal tento
obecny vysledek Folksmanntv:

" Necht pro ka¥dé n = 1,2,3,... je déno g, (>0) intervalii, které se nepiekryvaji
a které maji viechny stejnou délku A,. Tyto intervaly nazveme intervaly ¥4du n. Necht

Necht — 0 prod - 0.
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ka¥dy interval f4du n je obsaZen v n&kterém intervalu fédu n —1 (n = 2) a obsahuje
alespoti jeden interval ¥4du n + 1. Necht M, je sjednoceni viech intervala ¥adu n,

©
M= 1II M,.
n=1
PoloZme
g, = 2", ¢=Iliminf g,.
n—>o0
Necht dale je
Ay = 2-n(r+0(1)), 3 > Q.

Potom platf

a
1. dm M < -
v

2. jestlize mimo to ka¥dy interval fé4du » obsahuje pravé Intt intervalt Fadu n +1
In

a jestlize posloupnost &isel —

je omezend, n = 1, 2, 3, ..., potom
n+1

dimM=g.
v

Jako aplikace této Folksmannovy vty akademik Jarnik ukézal, Ze dimense Cantorova
Ig 2
diskontinua je ig—3 a Ze plati toto tvrzeni:
g

Budi# % rostouci posloupnost piirozenych &isel. «(n) necht je podet prvki posloupnosti
U, které nepfesahuji n. PoloZme

DQ[:liminfo—‘(i).
n

n—>o

Jestlize P je rostouci posloupnost pfirozenych &isel, necht yq je takové &islo, jehoZ
dyadicky rozvoj je
0, e,eq63 ...,

kde e; = 1, jestliZe ¢ € B, a ¢; = 0 v opadném ptipads.

Necht A4 je mno¥ina v¥ech &isel yg3, kde B je posloupnost vybrané z posloupnosti %.
Potom plati ]
dim A4 = DY) .

Akademik Jarnik dale vyloZil ndkteré hlubsi vysledky Folksmannovy, Chindinovy
a Knichalovy. Jaroslav Kurzweil, Praha.
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Casopis pro p&stovini matematiky, rot. 79 (1954)

RECENSE CLANKU A KNIH

B. V. Kutuzov, Lobatevského geometrie a elementy zikladi geometrie. Z rustiny pfe-
lozili Rudolf Zelinka a Vlastimil Machddek. Vydalo nakladatelstvi CSAV, sekce matema-
ticko-fysikélni, Praha 1953, stran 168, obrazu 164, nédklad 3300, cena Kd&s 18,—.

Preklad Kutuzovovy knihy vychéz{ v eské literatute jiZz jako tieti spis vénovany
neeukleidovské geometrii. Prvnim spisem o této geometrii je Uvod do neeukleidovské geo-
metrie od V. Hlavatého, ktery vysSel r. 1926, v druhém vydéni r. 1949 a ve kterém je vylo-
¥ena rovinné geometrie hyperbolicks a eliptické; vyklad je tu podén na zéklad® projek-
tivni geometrie a to analyticky. Druhy spis vySel neddvno, v kvétnu 1953, a jsou to Zdkla-
dy neeukleidovské geometrie Lobadevského od J. B. Pavliéka. Zde je vyloZena Lobadevského
geometrie (hyperbolickd) jak rovinnd tak prostorové cestou elementérnd geometrickou,
pii Sem¥ t&%isté knihy spodivé v disledném a systematickém vybudovéni Lobagevského
geometrie z axiomu.

Naproti tomu Kutuzovova kni¥ka, jeji% recensi zde poddvéme, neni systematickym
vykladem neeukleidovské geometrie, ale velmi piistupng psanou piirufkou ,,pro uditele
matematiky na st¥ednich $koléch a také pro Zéky vysSich tiid‘, jak éteme v posledni
vét& anotace, uvedené v ruském originale. Tato v&ta byla v Seském piekladu vynechéna;
je zvlastni, e desky Etenaf neni nikde v n&jaké poznémcee od prekladatelt sezndmen s tim,
#e rusky original mé p¥imo podtitul Priruéka pro ulitele stfednich skol a Ze byl jako takovy
schvélen ministerstvem kultury RSFSR.

Podivejme se nyni bli¥e na obsah Kutuzovovy kni¥ky. Je rozdslena do osmi kapitol,
z nich¥ prvni §ty¥i se vénuji vlastni Lobadevského geometrii (pouze v roving) a posledni
se zabyvaji t. zv. zaklady geometrie.

Kutuzov pii svém vykladu vychézi z toho, jak sém pife v tvodu, Ze ani znalost Loba-
Sevského geometrie ani znalost zdkladi geometrie, k nim% je Lobadevského geometrie
duleZitym piedstupndm, neni samoudelnd, ale nezbytné k pln¥jsimu pochopenf struktury
geometrie, co¥ je zejména dilleZité pro uditele matematiky. V ivodu je jesté pfipomenuta
zésluha N. I. Lobadevského o objev nové geometrie a stru§ng shrnuta historie marnych
pokusti o diikaz patého Eukleidova postulédtu a na zéver zopakovény geometrické véty,
které se daji dokézat bez pomoci tohoto postuldtu: jsou to jednak v&ty, jeZ se probiraji na
st¥edni 8kole, a proto jsou uvedeny bez dikazu, jednak v&ty Legendre-Saccheriovy a né-
které v&ty o Saccheriovd Styiuhelniku, jejichZ dukazy jsou v textu podény.

Prvnfkapitolase zabyvé vétami, jeZ m&ly v historii velky vyznam: jsou to véty ekvi-
valentni 8 Eukleidovym axiomem o rovnob&fkich. Kutuzov dokazuje ekvivalenci téchto
vét, pti Sem¥ Eukleidiv postulét o rovnobdZkéch uvadi v podstaté v Playfairovd formu-
laci. Pro uplnost uvedeme vydet téchto v&t: Soudet Ghli trojihelnika je roven dvéma
pravym. — Ve viech trojihelnicich je soudet uhlt tyZ. — Libovolnym bodem, ktery leZi
uvniti dutého tihlu, lze vést ptimku, kters protind obd ramena mimo vrchol. — Existuji
dva podobné neshodné trojihelniky. — Tti body, které leZf uvnit¥ té%e poloroviny vytaté
ptimkou a které maji od této ptimky stejné vzdélenosti, leZf na pfimce. — Libovolnymi
t¥emi body, které nele%{ na p¥imce, lze proloZit kru¥nici. — St¥{davé uhly mezi dvéma ne-
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protinajicimi se pfimkami v roving a p¥i€kou jsou si rovny. — Strana pravidelného Sesti-
thelnfka je rovna polomé&ru opsané kruZnice.

V druhé kapitole pracuje jiZ Kutuzov s Lobadevského axiomem a probiré jeho nej-
jednodussi diisledky pro rovinnou geometrii. Pfi tom se tato kapitola rozviji paralelnd
s kapitolou prvou: jeZto axiom Lobadevského je negaci Eukleidova axiomu o rovno-
bé%kéch (za ptedpokladu oviem, %e zlstévaji v platnosti vSechny ostatni axiomy euklei-
dovské geometrie), jsou negace v&t ekvivalentnich s Eukleidovym postuldtem v Lobadev-
ského geometrii spravnymi v&tami. Utvoiime-li tedy negace k v&tam dokazovanym
v prvni kapitole, dostdvame pfFiblizng obsah druhé kapitoly. Poutka, Ze soudet thli troj-
thelnfka je mensi dvou pravych (je% se opiréd v ditkkazu o Legendrovu vétu) je doplnéna
faktem, ¥e rtizné trojihelniky majf riizny souet uhlu, z fehoZ plyne nové véta o shodnosti
trojthelnikti: dva trojuhelnfky jsou shodné, shoduji-li se ve vSech tfech thlech. V sou-
* vislosti s tim uvddi Kutuzov ,,zajimavou vétu geometrie Lobadevského, tykajici se vztahu
mezi isedkou a thlem. Ka¥dd vselka v Lobalevského geometrii definuje urcity whel* (cituji
podle recensovaného prekladu; v origindle stoji ,,jednoznadn¥ urduje‘), je% sama o sobd
i v souvislosti s textem, ktery na tuto v8tu navazuje, je naprosto nesrozumitelné.

Pozdr¥me se na chvili u této v¥ci. V&ta v Kutuzovov¥ formulaci (pravé tak jako v re-
censovaném prekladu, akoliv puntitkatsky vzato by méla piesnéji znit ,,ke kazdé tsecce
1ze v Lobadevského geometrii jednoznaénd piifadit uréity ihel*, protoZe ,,tisetka‘‘ nemiize
nic definovat) neni charakteristickou vétou pro Lobadevského geometrii, nebot plati
i v geometrii Eukleidové: stadf vzit pravy tihel X AVB a uvaZovat viechny polopfimky,
je¥ majf podatek v bod8 A a protinaji rameno VB. Oznadime-li prom&nny priseéik pisme-
nem X, pak ka¥dé uiseSce VX je jednojednoznadng piitazen tihel & VAX. Kutuzovovi&lo
zde vi¥ak z¥ejm¥ o ndco jiného, totiZ o fakt, %e tseSky maji v Lobadevského geometrii
,»absolutnf miru*, u¥ijeme-li vyrazu, jen¥ pochézi od Lamberta a od Legendra. Tento fakt
se projevuje takto: jednojednozna¥né prirazeni tihla a tsedek v Lobaevského geometrii,
je% podévé Kutuzov, je pfedpisem ,,ka¥dé usefce x pfifadime ten thel, ktery svirajf
strany rovnostranného trojihelnika o strang z*‘ pIng urdeno, a to v tomto smyslu: jsou-li
f1 & f; dv& zobrazeni urené timto pfedpisem, pak pro kazdou usetku x vidy platf f,(x) =
= fq(x). Naproti tomu ptedpis, ktery jsme prve udali pro eukleidovskou geometrii, pod-
statn¥ zévisi na velikosti tseéky AV (v tom spoéiva pravé volba ,,jednotky*‘ pro délku),
nebot urduje-li pravy thel < 4,V,B, zobrazeni f, a pravy thel < A4,V,B, zobrazeni f,, pak
pro ka¥dou usefku z bude platit f,(x) = fy(x) tehdy a jen tehdy, bude-li délka tsetky
A,V, t4% jako délka tseSky A,V,. Uva¥ovana vta z Kutuzovova textu by méla znit tedy
alespoii takto: ,,Ke ka¥dé tisebce lze v Lobadevského geometrii jednojednoznadéng ptifadit
urdity vhel, pfi $em¥ toto ptifazeni je pln& ureno nezdvisle na volb& délkové jednotky ‘.
Je mo¥né, %e toto vie cht&l Kutuzov vystihnout pravé slovy, %e ,,kazdé tsedka jednoznad-
nd& definuje urdity Ghel a %e ruskému Stenéafi je tato véta srozumitelné, nebot ve vlasti
Lobadevského mé neeukleidovské geometrie jistou tradici. Pochybuji viak, %e nezasvé-
ceny StenéF Seského prekladu by za vdtou v uvedené formulaci vidél vechno, co by za nf
vid&t mél. _

Vratme se nynf k obsahu Kutuzovovy knihy. V druhé kapitole se setkédvame déle
8 v&tou: uvnit¥ tihlu existuje takovy bod, %e ka%d4 pfimka jim prochézejici protne nejvyse
jedno rameno tihlu mimo vrchol, je¥ je negaci dali v&ty z L. kapitoly. Vedle této formulace
uvidi Kutuzov v¥tu je¥t v ndzorndj¥im zn&nf: je-li ddn ostry ihel, pak lze vidy urdit
takovou kolmici na jedno rameno, je% neproting rameno druhé. V daldim pak dokazuje, %e
mezi vlemi takovymi kolmicemi existuje kolmice nejbliZ¥i vrcholu. Zbyvajici odstavce
druhé kapitoly jednaji o ekvidistantnf k¥ivee, o iihlech Saccheriho &tyfihelnika pfi horni
zékladng, o trojuhelnicich, jim¥ nelze opsat kru¥nici, a o faktu, Ze strana pravidelného
Sestitihelnika je v Lobadevského roving vétsf ne% polomér jemu opsané kruZnice.
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Treti kapitola je vénovéna vzdjemné poloze piimek v Lobadevského roving. Je zde
zaveden pojem pifmek soub&Zinych a rozb&Zinych, odvozeny zékladni vlastnosti
vztahu orientované soub&Znosti, totiZ symetrie a transitivnost (zde Kutuzov ptehlédl, Ze
je nutno pokladat za soub&Zné i splyvajici pfimky, nebot by jinak obecn¥ formulovana
vlastnost transitivnosti neplatila) a vlastnosti pfimek rozb&¥nych. Pfi tom vétu, Ze dvé
rozb&zky maji pravé jednu spoleénou kolmici, dokazuje svym vlastnim a novym zptso-
bem, ktery pochézi z r. 1942. Kromsé toho je v této kapitole ukézano, %e dv¥ soub&tky se
v orientaci soub&Znosti k sob& bliZi asymptoticky, v orientaci opaéné se neomezend vzda-
luji, déle je zaveden tihel soub&Znosti a probréany n&které zvlastni polohy pf¥imek v roving,
jako je asymptoticky trojihelnik. Na zévér je ukdzéno, jak 1ze riiznymi zplisoby zavést
soutadnice v Lobadevského roving (a to soufadnice pravouhlé a Beltramiho; o soufadni-
cich ekvidistantnich tu zminky neni).

Ve détvrté kapitole je vyloZena theorie obsahti mnohotihelnikii Lobagevského roviny,
jeZ je zde obzvlastdé jednoduché, protoZe obsah trojuhelnika je a% na faktor imérnosti
roven defektu tohoto trojihelnika. Diikaz tohoto tvrzeni je vlastng jedinym pfedmétem
Stvrté kapitoly. Ditkaz vychézf z toho, %e soudet defekt trojuihelnik, na n¥Z je dany troj-
thelnik rozdélen, je roven defektu tohoto daného trojihelnika. Proto¥e obsah mnoho-
uhelnika mé tu vlastnost, Ze 1. shodnym mnohouhelniktm je ptifazen ty% obsah a 2. obsah
je additivni v tom smyslu, Ze souet obsahii mnohothelniki, na n&% je dany mnohothelnik
rozdélen, je roven obsahu mnohouhelnika pivodniho, je tim ukézéno, %e defekt troj-
uhelnika spliiuje oba poZadavky na obsah. Kutuzov viak dokazuje jest§ pfimym dika-
zem, %e pomér ,,obsahii*‘ dvou trojuhelniki je ty% jako pomdr jejich defektu, jestliZe ten-
tokrét bereme ,,obsah‘‘ ve smyslu ,,rovnoplochosti rozkladem* (podle Hilberta), kdy dva
mnohoihelniky poklddéme za rovnoploché, jsou-li 1. bud shodné nebo 2. je lze rozdslit
useckami tak, Ze ze vzniklych &asti lze sloZit shodné mnohothelniky. Daéle se Kutuzov
zmirtiuje jeStd o faktu, Ze soudet hli trojuhelnika se tim vice bliZi dv&ma pravym, éim
mensi je jeho obsah a naopak, %e 24dny trojuhelnik v Lobadevského rovind nemu¥e mit
obsah v&tsi neZ je uréité Gislo. Za toto &islo lze vzit obsah limitnfho trojihelnfka (jehoZ
strany jsou vzajemnd soub&Zné pfimky). Odtud plyne dalsi v&ta ekvivalentni s Eukleido-
vym postuldtem o rovnobgZkéch: ke kazdému &islu existuje trojthelnik, jehoZ obsah je
v&tsi neZ toto &islo. Zév&rem Kutuzov hodnoti zésluhy Lobadevského, ktery ve svych pra-
cich novou geometrii velmi Siroce a hluboce rozpracoval, a struén se zmitiuje o vyznamu
neeukleidovské geometrie pro celou matematiku.

Jak jsme jiZ uvedli, v&nuje se Kutuzov v poslednich &tytech kapitoldch zédkladim geo-
metrie. Svij vyklad zadind v paté kapitole rozborem nejstariiho dila z tohoto oboru,
totiZz Eukleidovych Zékladui. Analysuje cil Eukleidova spisu, hodnoti jeho pfinos i nedo-
statky a ukazuje, jak teprve v 19. stol. bylo cile dosaZeno pracemi M. Pasche a pozdé&ji
D. Hilberta. V Sesté kapitole je pak dosti podrobng vyloZen Hilberttv axiomaticky vyklad
geometrie. Pomérng obsaZné a latkové bohaté je sedmé kapitola, kterd jednéd o modelech
(interpretacich) geometrie. Vedle Fedorovovy interpretace eukleidovské prostorové geo-
metrie, které je u nés zndma pod nézvem ,,cyklografie*, a analytické interpretace euklei-
dovské geometrie jsou zde vyloZeny zejména Beltrami-Kleinova a Poincarého interpretace
geometrie neeukleidovské. Vedle Poincarého interpretace rovinné geometrie, s niZ jsou
velmi vhodn$ a snadno vyloZeny i elementy hyperbolické trigonometrie, je probrana také
Poincarého interpretace geometrie prostorové, take na tomto mistd je vlastni vyklad
Lobadevského geometrie dopInén zédkladnimi fakty z prostorové geometrie, zejména pokud
jde o vlastnosti ekvidistantnich ploch a horosféry.

Posledn{ kapitola struénd pojednédva o principiédlnich vlastnostech axiomatického
: 8ystému, totiZ o jeho bezespornosti, nezévislosti a tiplnosti.
Veelku lze #ci, 2o Kutuzovova kniZka velmi zdatile jedné o zdkladnich v&cech z oboru
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zdkladti geometrie. Je pséna velmi srozumitelns a ani vyb&rem latky neni piiliZ rozséhld,
tak¥e ani detba ani studium knihy nenf nijak namahavé.

Cesky pteklad je virnym pretlumodenim ruského originélu. Vyskytuji se v ném sice na
n&kterych mistech drobné nedopatieni, veelku v8ak nerusi dobrou srozumitelnost textu.
Mém zejména ndémitky proti témto formulacim:

Str. 11, posledni fddek: misto ,,pojem nedefinovatelnosti zdkladnich pojmi‘‘ mé byt
»spojem nedefinovanych...“.

Str. 12, #ddek 12 shora: divné zn{ ,,objasnit na obrazcich této interpretace‘‘ (v originale
stojf ,,razjasnit na obrazach etoj interpretacii...‘); presn&jsi pieklad je ,,objasnit v této
interpretaci‘‘.

Str. 97, tddek 5 zdola: misto ,,A. Poincaré‘‘ mé byt ,,H. Poincaré‘‘ (Henri).

Str. 99, fadek 13 shora: misto ,,tyto pojmy se... nepopisuji‘‘ mé byt ,, ...neopisuji... .

Str. 146, f4dek 5 a 6 shora: ve vé&té ,,Na piiklad PSQ (vlastnd oblouk polokruZnice)...*
ptidali pfekladatelé proti origindlu text v zdvorce, ktery smysl véty jesté vice zatemriuje;
lépe by snad bylo vétu pfeloZit takto: ,,Na piiklad oblouk PSQ...“.

Str. 146, ¥4dek 7 a 8 shora: ve vé&td ,,Obrazky 135 a 136 obsahuji ,,trojaihelniky s nulo-
vymi thly* by snad misto ,,obsahuji‘“ bylo 1épe napsat ,,zobrazuji‘.

Nevim rovné&%, zda je vhodné seznam citované literatury jednoduSe opsat azbukou,
i kdy% v ném jsou uvadény préce neruskych autori, pfeloZené do rustiny, jeZ jsou u nés
piistupné daleko snéze v originéle. Jan Pavliéek, Praha.

Alois Urban, Trigonometrie. Vydalo ve I1. vydani jako 2.svazek sbirky ,,V&da vSem*
Nakladatelstvi CSAV, Praha 1953. Str. 189, naklad 3300. Cena Kés 18,—.

K sepsani této kniZky, jeZ po prvé vysla na zaddtku roku 1952, byl autor veden hlavng
snahou, aby véZnym zéjemcim z fad absolvent byvalych §kol IT. stupné, nyn&jsich osmi-
letek, umoz#nil piistupnou a jasnou formou seznédmit se s rovinnou trigonometrii. Knizka.
jim v plné mife ukazuje jejilogickou vystavbu, zaloZenou na geometrické definici goniomet-
rickych funkei, a ddvé jim tak piileZitost k prohloubeni jejich matematického vzd8lani.
Pro uspé&nou fetbu spisku jsou pottebny jen zékladni znalosti matematiky z osmiletky.
Mén& b&%né azndmé pojmy i véty, hlavné o podobnych trojuhelnicich, uvédi aufor v 1. aZ
4. oddilu; dukazy nékterych z nich odsunul a% do dodatku v oddilu 18., aby ¢étenafi
umo#nil dostat se co nejdiive k vlastni latce.

Ke goniometrii pfichdzi autor a% v oddilu 5. Definuje v ném nejprve tangens ostrého
thlu a pak velmi piistupnou formou seznamuje &tenéie s pojmy, které jsou v dalSim ne-
zbytné: pojem funkce, grafu a obloukové miry a aplikuje je na uvedenou definici
tangenty. Zbyvajici &ast oddilu obsahuje vyklad o pouZivéni tabulky tangenty ostrych
uhli.

V oddile 6.a% 8.zavédi autor postupn® funkce kotangens, sinus a kosinus ostrého uhlu
a podobnd jako v oddilu 5. vykladé jejich zékladni vlastnosti a uéi manipulaci s tabulkami
jejich hodnot.

Refeni pravouhlého trojihelnika a ovem i tiloh, je¥ na n& vedou, je v¥novan oddil
9. V oddflu 10.vyklddé autor, jak pouZivat tabulek dekadickych logaritmi goniometric-
kych funkef pfi fefeni trigonometrickych tiloh. Nepfedpoklddé viak v dalsim textu znalost
poditéni 8 logaritmy, a proto v ném viude p¥ifeseni tiloh uvadi vidy vypodet pomoci ta-
bulek goniometrickych funkei a pak pomoci tabulek jejich logaritmut. Oddil 11., jim%
kondf prvni 8ast kni¥ky, obsahuje zékladni vztahy mezi goniometrickymi funkcemi ost-
rého uhlu.

V oddilu 12. a 13. definuje autor goniometrické funkce sinus, kosinus, tangens a ko-
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tangens obecného tthlu a vySetfuje i jejich podrobnégjsi vlastiiosti. V oddflu 14. jsou od-
vozeny t. zv. soudtové véty pro goniometrické funkce a oviem i jejich dusledky.

V oddilu 15. uvadi autor zdkladni v&ty, jichZ je potieba k feSeni obecnych trojihel-
niku, totiZ vétu sinovou, kosinovou, tangentovou, vzorce Cagnoliho, vzorce pro funkce
poloviénich uhla trojihelnika atp. V oddilu 16. je uZito vSech téchto vét a vzoreu k feSeni
obecnych trojuhelnikd, hlavng k takovym ulohédm, jeZ jsou nejduleZit8jsi anebo které se
v praxinejéastéji vyskytuji. Oddil 17. obsahuje n8kolik velmi éastych a duleZitych aplikaci
v t.zv. praktické geometrii. V podstaté b&Zi o zjist&ni vzdélenosti dvou bodii, kterou nelze
zmé&Fit pfimo. '

Kladem spisku je velké mno#stvi pitikladu, jednak v textu upln& provedenych,
jednak uvedenych za oddily ku procviéeni vyloZené latky. Na konci kniZky v oddilu 19.
jsou uvedeny jejich vysledky. Piiklady jsou vesm&s puvodni. Jejich mnoZstvi dobfe po-
slouZi i uditelim jedendctiletek, které jist§ zaujme i uspoiddéni latky. Po zkuSenostech,
jich¥ docent Urban nabyl p¥i vyudovani na pramyslovych skoléch, definuje a probiré zé-
kladni vlastnosti goniometrickych funkei oddélend a postupn& nejprve pro funkce tan-
gens a kotangens & pak pro sinus a kosinus. Tim se jeho spisek li8i od b&%nych piirudek
anebo udebnic trigonometrie.

Kratkd doba, v niZ bylo prvni vydani kniZky rozebréno, svédéi o znaéném zéjmu o ni
i o tom, %e vySe zmindny tkol, ktery si jeji autor vytkl, plni velmi dobie. Proto je tieba
jeji dalsi vydéani jen uvitat. Zbynék Nddentk, Praha.

Stanislav Hordk, Elipsa. Nakladatelstvi CSAV, Praha 1953. Str. 78, 35 obrazt, naklad
3300. Cena broz. Kés 9,—.

V kniZnici ,,V&da vSem*, vyddvané Ceskoslovenskou akademii véd, vysla neddvno jako
prvni svazek Hordkova kniZka o elipse. Podle slov autorovy pfedmluvy je kniZka uréena
piedevsim pro zdjemce o geometrii z fad Zak nasich $kol. U étenéie se predpokladé pouze
znalost geometrie asi v rozsahu uéiva osmiletky; tato okolnost byla smérodatné p¥i vybéru
i zpracovani latky. ’

Kni’ka obsahuje Sest kapitol. Od popisu ,,zahradnické‘‘ konstrukce elipsy pirechézi
autor v prvni kapitole k definici zdkladnich pojmit a odvozuje nejjednodussi poulky.
Jsou zde v8ty o soumérnosti elipsy, je vyloZen princip elipsografu a bez dukazu uvedena
konstrukece kruZnic kiivosti ve vrcholech elipsy. Druhé kapitola pojednéavé o poloze
bodu vzhledem k elipse; zavadi se pojem vnitiniho a vn&j§iho bodu elipsy a hlavnim vy-
sledkem je véta o konvexité mnoZiny bodu, leZicich uvnitf elipsy ana ni. Tietikapitola
je v podstaté vénovéna podrobnému naznadeni dikazu véty, Ze elipsa mé s piimkou spo-
leéné nejvyse dva body; pfesny diukaz je mimo dosah prostfedkii, na néz se autor omezil.
V dalsich dvou kapitoldch se autor zabyvé hlavng vlastnostmi tefen elipsy. Posledni,
Sesté kapitola mé raz dodatku a obsahuje dikaz dvou pomocenych vét, jichZ se uZiva
v kapitole paté.

Jednotlivé kapitoly obsahuji jednak vlastni vyklad, jednak podrobné fefeni n&kolika
tuloh, ponejvice konstruktivnich, které se thematicky pfimykaji k ldtce pravé vyloZené.
Pak nésleduji cvideni (celkem je jich v kni%ce 90) a nakonec feSenf a ndvody k feSeni
n&kterych cvideni. — Text je doprovazen 35 obrizky.

Prednosti autorova podéni je snaha o piesnost, projevujici se v peélivém provedeni
dukazi, v dikladném rozboru fefenych problému i ve vyjadfovéani. Neduslednosti, které
se misty vyskytuji, nejsou zpravidla takového rézu, %e by Stendte uvedly do rozpakii. Na
pf. na str. 11 v odstavci, zadinajicim 3. F. shora, neni jasné, co se pfedpoklddé o bodech
M,, M,’; na str. 33 ve cvieni 5 a 7 je kolmici min¥na kolmice na hlavni osu; na str. 44
definice vnitinfho a vn&jiiho \ihlu pruvodidu ztrdei smysl pro hlavnf vrcholy elipsy; déle
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v poznémce k def. 4 mé&lozfejms byt Fedeno, e teény jinych ktivek maji jiné definice. Na
str. 62 se néhle objevuje nékolik tiskovych chyb: v fddce 8 zdola mé byt @,” misto Q,,
v . 7 zdola mé byt F,Q,” misto F;Q,’; kroms toho v obr. 29 mé byt (vzhledem k textu)
kruZnice o stfedu F, a o poloméru 2a oznadena g,” misto g’.

Pro svou piistupnost najde Hordkova kni¥ka bezpochyby hodn& mladych $tensiu a ze-
jména ¥dkum jedendctiletek bude uZitednym dopliikem matematického uéiva.

Ladislav Kosmdk, Praha.

H.v. Sanden: Praktische Mathematik. (B. G. Teubner, Leipiig, 1953, str. 128.)

Kniha vznikla z pfednéSek o praktické matematice, je¥ byly kondny na hanoverské
technice a které dopltiovaly piednasky z vys&i matematiky.

Kniha je rozdé&lena do Sesti kapitol: I. Graficky po&et, II. Taylorova v&ta. Ptiblizné
vzorcee, III. Integrovéni, derivovéni a interpolace, IV. Statistika, V. Vyrovnavaci podet
a methoda nejmensich ¥tvercti, VI. Harmonickd analysa a synthesa pomoci trigono-
metrické interpolace.

V prvé kapitole uvadi autor nejprve n&které zdkladni v¥ci z grafického poétu: urdeni
vhodnych jednotek; zévislost grafu funkce, uréitého integralu funkce a derivace funkce

1
na zvolenych jednotkéch; konstrukece funkef zf a - f k dané funkei f (v pravodhlych sou-
z

fadnicich). Déle autor probiré integrovani funkei danych graficky, a to jak nahrazenim
kiivky lomenou éarou tak pomoci integratoru; zvléstni odstavec je v&novan grafickému
integrovéni soudinu dvou funkei. V poslednich odstavcich se Stenaf seznamuje s logarit- -
mickym pravitkem a s u¥itim logaritmického papiru.

Druhou kapitolu zafind autor nékolika vSeobecnymi pozndmkami o presnosti p¥i
numerickém poé&iténi. Pak pfechézi k nahrazovani danych funkei polynomy a k jejich
. odvozenf u¥fvé Taylorovy v&ty. Odvozuje sice zbytek Taylorovy fady, a to v integralnim
tvaru, avSak nezabyvé se methodami odhadu této veli¢iny a misto odhadu zbytku se spo-

kojuje s odhadem V)’frazu( [P+ (co)(x — x,)" t1. Partie je doplndna piehlednou

n -+ 1)
tabulkou pfibliZnych vzorch pro nejdastéji se vyskytujici funkce s udédnim intervalu
pouZitelnosti, ptipoustime-li chybu 0,1%, 1% a 109%,. Strudn& je pojednéno o odhadu
zm&ny funkce ndkolika prom&nnych pomoci totalniho diferencidlu. Dalii éast kapitoly je
vénovéna numerickému FeSeni rovnic. Autor uvadi Newtonovu methodu a iteraéni me-
thodu, aviak bez udéni podminek, za nich¥ procesy konverguji. Tato partie je dopln&na
vykladem o Hornerov& schematu.

V t¥eti kapitole autor nejprve odvozuje Simpsonuv vzorec pro vypodet uréitého in-
tegralu. Pfi urfovéni nepiesnosti tohoto vzorce si v&§imé nejen nepiesnosti zpisobené na-
hrazenim integrandu jinou funkei, ale také nepiesnosti zavinéné nepfesnym udénim
funké&nich hodnot. Déle je zaveden pojem diference libovolného Fadu a je ukézéno, jak
muZeme u¥it diferenci k odhadu velikosti derivace a k prvé orientaci o prtib8hu funkce.
Nakonec je jeSt& odvozena Newtonova formule pro interpolaci vpfed.

Obsahem étvrté kapitoly je vyklad n8kterych elementéarnich pojmi statistiky, a to
8 hlediska jejich aplikaci v theorii chyb a vyrovnavani, jeZ je podéna v V. kapitole. Tim
je uren i rozsah létky vyloZené ve 8tvrté kapitole i zpusob jejiho vykladu a celkové pojeti
statistiky; jde totiZ o statistiku ist8 popisnou, tak jak byla statistika chépéna jestd na
podatku tohoto stoletf, nikoliv o matematickou statistiku v dnefnfm smyslu.

Pé4té kapitola navazuje na ¢tvrtou vykladem vyrovnévacich method, zejména me-
thody nejmensich Stverct v obvykle b&fném rozsahu. Pfi tom jsou vyloZeny té% ndkteré
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vlastnosti variance. V zavéru paté kapitoly je pojednédno o koeficientu korelace a jeho
uZiti jako miry lineédrni zévislosti.

Konetén& v Sesté kapitole seznamuje autor étenéie s tim, jak urdit trigonometricky
polynom aproximujici danou periodickou funkei, a to pro pfipad, %e v intervalu jedné
periody znéme bud 12 nebo 24 funkénich hodnot. Uvadischemata, podle nichZ lze vypodty
s vyhodou provadét.

Na celé knize je patrno, Ze ji psal autor s velkou poétéiskou praxi, ktery dovede dat
étenéfi mnoho, tieba drobnych, ale pfitom velmi uZiteénych rad. Kazdé partie je osvétle-
na na fadé ptikladt. Autor zdiraziiuje vyznam kontroly pfi numerickém poéiténi a také
vidy uvadi zpusob, jak provedeny vypoéet zkontrolovat.

Cely vyklad statistické &asti knihy trpi ponskud neaktuélnosti celkového pojeti
tlohy statistiky pii zpracovani empirickych dat. I kdyZ uvaZime po vytce praktické za-
méfeni knihy a jeji relativni elementérnost, pfece musime jen litovati, Ze v knize nenalezl
mista na pi'. alespoti princip testti vyznamnosti, jasndji formulovany ne¥ tomu je, nebo
tieba kriterium x2. Témé&i zésadnd se v knize nerozliSuje mezi charakteristikami populag-
nimi a vyb&rovymi. To sice dovoluje autorovi vyuZivat asymptotické normality nékte-
rych charakteristik i pro velmi malé vybéry (viz piiklad na str. 89—90), ale zéroveri nés
nuti k pochybnosti o pfesnosti a smyslu vysledku; tim je vysvétlen i pFili§ velky vyznam
prikladany normélnimu zédkonu rozloZeni.

Acdkoliv autor v predmluvé pise, Ze kniha je uréena poslucha&tm i absolventiim technik,
je v knize uZito pouze elementu infinitesimélniho podtu bez v&tsich naroku na néjaké
hlubs§i matematické vzd&lani étendie. To mé sice svou stinnou stranku, %e autor se musi
omezit ve vSech vyklddanych partiich na pouhé polatky (co% je oviem déno i rozsahem
knihy) bez hlubsfho theoretického rozboru, ale také stranku svétlou, Ze kniha je pfistupna
velmi Sirokému poli Etendit, predevsim sttednim technickym kédriim, a prévé tém by-
chom chtéli knihu upiimné doporudit. 0. Vejvoda, Fr. Zitek, Praha.
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&asopis pro p&stovini matematiky, rot. 79 (1954)

ZPRAVY

SEDESAT LET PROFESORA DR JAROSLAVA JANKO

Dovrseni 60. roku Zivota Jankova je vhodnou pfileZitosti k letmému naért-
nuti a zhodnoceni charakteristickych rysu jeho obsdhlé védecké ¢innosti jak
v fadé uzsich obort védeckych, jako je ekonomicka statistika, matematika
v jevech hospoddiskych, demografie, pojistovnictvi, tak zejména v Sirokém
oboru theorie matematické statistiky se stdle rostoucim okruhem jejich apli-
kaci. g

Janko je rodem z Opatova na Moravé. Narodil se 3. prosince 1893; gymna-
sium studoval v Trebiéi v letech 1904—1912, vesmés s vyznamendnim. Jiz za
stfedoskolskych studii projevuje se vyrazné jeho sklon k matematice. Po matu-
rité vstupuje Janko na filosofickou fakultu Karlovy university v Praze a vénuje
se studiu matematiky a fysiky jako hlavnich predmét pro ucitelstvi na stied-
nich 8kolach. Jiz v 3. roce studia dokond¢uje samostatnou préci z oboru theore-
tické fysiky: ,,0 elektromagnetickych kmitech koaxidlnich valet kruhovych®,
prijatou do Rozprav Ceské akademie véd a uméni II. tf. Prib&hem r. 1918
sklada statni zkousky uditelské zptsobilosti pro st¥edni skoly a koncem téhoz
roku i rigorosa a je promovéan na doktora filosofie pravé v den svych 25. naro-
zenin. Janko se chystal ziejmé v té dobé k védecké praci vysokoskolské v oboru
theoretické fysiky. AvSak v téZe dob& po¢ind na piirodovédecké fakulté, oddé-
lené z fakulty filosofické, zvySeny zéjem o aplikovanou matematiku, tehdy
dosti opomijenou. Janko zaméfuje ihned svoje Gsili na tento dulezity tsek
matematiky. Dochazi v kratké dobé k zavedeni specidlniho dvouletého cyklu
piednafek o pojistné matematice a matematické statistice. Janko se udastni
téchto prednések a sklada Gspésné zdvéretnou zkousku v tnoru 1926.

Prvni obdobi praktické ¢innosti Jankovy sahd od r. 1919 do r. 1931, kdy byl
zaméstnan v tehdejiim ministerstvu socidlni péde. V této dobé se vénuje Janko
vedle rozsahlé price Gredni samostatnému hlubfimu studiu matematické sta-
tistiky a pojistné matematiky. V r. 1929 se habilituje pro obor pojistné mate-
matiky a matematické statistiky na Vysoké skole specidlnich nauk a kratce
na to, v r. 1931 je jmenovian mimofddnym profesorem a opousti ministerstvo
socidlni péde. Vstupem na vysokou 8kolu specidlnich nauk poéind nové obdobi
¢innosti Jankovy, jejimZ téZistém ztstdvé uditelskd éinnost na této Skole aZ
dor, 1952, V r. 1936 je jmenovan f4dnym profesorem, ve &kol. roce 1937/38 je
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zvolen po prvé dekanem fakulty specidlnich nauk, v r. 1946/47 po druhé a
k 1. 10. 1952 prechdzi do stavu uditelskych sil katedry matematické statistiky
na matematicko-fysikélni fakulté Karlovy university, kam preslo také studium
statistického inZenyrstvi.

Uftedni prostfedi obklopujici Janka v dobé statni sluzby v ministerstvu
socialni péce pisobilo intensivné na smér védecké jeho ¢innosti a na volbu kon-
kretnich themat. Bude to jasn& patrno ze stru¢ného prehledu jeho rozséhlé
publikaéni éinnosti. Jankova védecka ¢innost se soustiedila na uziti matema-
tické statistiky na jevy piirodni, hospodaiské a socidlni. V pozdéjsi dobé vé-
noval hlavni pozornost uziti matematické statistiky v kontrole jakosti vyroby.

Zminim se nejprve o pivodnich védeckych pracich Jankovych:

1. Aplikace statistiky v demografii. Janko byl ¢lenem Stitniho vyboru
statistického a v trvalém styku se Statnim Gfadem statistickym. Udastnil se
celostatnich akef tohoto tfadu zejména v odboru demografickém. Z této spolu-
prace vznikd vyznamné studie Jankova publikovand ve Statistickém obzoru
1931 ,,Konstrukce umrtnostnich tabulek obyvatelstva na podkladé séitani
lidu“. V bohatém, logicky p&kné uspofddaném piehledu existujicich method
pro konstrukei takovychto tabulek Janko kriticky hodnoti divody pro volbu
mezi dvéma nejvhodnéjsimi methodami — Becker-Zeunerovou a Rathsovou —
a osvétluje nadzornd kladné i zdporné stranky téchto method. Sleduje v pojed-
néni podrobnd vliv migrace na vysledky a vliv ¢asového kolisini Cetnosti
porodi a neopomiji ke konci ani otdzky technického provedeni souvisici s kon-
strukei tabulky Gmrtnosti. Zdiraziiuje potfebu zvldstnich tabulek pro zemé
deské a pro Slovensko. Z dalsich praci v oboru demografie uvddim jeSté zaji-
mavy &lének ,,Roéni miry pfirtstku obyvatelstva‘‘ predlozeny na XXIV. se-
zeni Mezindrodniho statistického institutu v Praze 1938 (Stat. obzor 1938).
Obsahuje vypodet roénich mér plodnosti v éeskych zemich a odvozeni n€kolika
aproximativnich vyjad¥eni analytickych, kterd se s riiznou piesnosti pfimykaji
k hodnotdm empirickym.

2. Matematika a statistika v poji¥tovnictvi. Z pavodnich praci z oboru po-
jistné matematiky uvddim nejprve &lanek ,,UZiti zdkladnich &isel pfi trokové
mife (i) pro vypotet hodnot dichodu pii trokové mife (i'), Poj. obzor 1929.
Prvé &ast dldnku je zaloZena na pouziti Taylorova rozvoje pro hodnotu Zivot-
ntho diichodu jednak jako funkce diskontniho faktoru (v), jednak jako funkei
trokové miry (i). Zvl4sté pozoruhodnym je v daldi éasti ¢ldnku uziti Steffen-
senovy nerovnosti

fb f¢)dt < fbf(t) git)de < }“f(t) dt; f(¢) nerostouci v (a, b); A = fb(p(t) de,
I<oi)<l1.
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Do téhoz oboru spadé dalsi studie Jankova ,,Statistické metody umoziiujici
piedbéZny odhad tmrtnosti vadnych Zivotu‘ (franc.) a ,,Metody zajistovani‘‘,
oba ¢lanky z r. 1937. Statistikou imrtnosti pojisténcu zabyva se Janko v ob-
sahlém élanku ,,Nékteré nové methody ve statistice tmrtnosti‘, r. 1929. Po-
jednédnd v ném podrobné o pokusech dospéti k zdvérim o mife Gmrtnosti jen
z dat o Gmrtich, reprodukuje vypocet jedné tmrtnostni tabulky provedeny
R. A. Fisherem, v némz opravuje zjisténé chyby a dopliiuje éastetné ptivodni
theoretické odvozeni. Specidlhimi pojistné matematickymi otdzkami zabyval se
Janko v ¢lanku ,,Poznamky k hypothekdrnimu poji§téni Zivotnimu‘‘ (1941),
v dal§im élanku ,,Tarif tvarny v Zivotnim pojisténi* (1946) a ,,Diferenéni rovni-
ce reservy pojistného‘‘ (1949).

3. Aplikace matematiky a statistiky na jevy hospodafské. V r. 1924 uve-
tejnil Janko v Casopise pro péstovédni matematiky a fysiky zajimavou studii
,,O form& tarifa*, k niz se organicky poji élanek v Poj. obzoru ,,Rozbor nékte-
rych &sl. tarifi (zvlasté danovych)“. Janko poddva jednak vystiZny kriticky
piehled o riznych feSenich problému monotonng progresivniho tarifu vyskytu-
jicich se ve svétové literatuie, jednak zobectiuje v p¥ipadé analytickych tarifa
vhodnym zpiisobem logaritmickou formuli Douglas-Whiteovu.

Cinnost v ministerstvu socidlni péte dava Jankovi podnét k ¥adé pavodnich
praci zabyvajicich se problémy statistiky ekonomické.

4. Theorie matematické statistiky. V theorii matematické statistiky zaha-
juje Janko svoji ¢innost studii ,,Koeficient korelace v homogradni statistice*
(1926), v niz se zabyvé uréitou aproximaci analytického vyjadieni vicerozmér-
ného rozlozeni pravdépodobnosti, ktera umoziiuje piiblizné vyjadieni koefi-
cientu mnohondsobné korelace. Tato i ndsledujici prdce nazvand ,,K teorii
representativni metody* (1928) nevyboduji jesté nijak z rAmce obvyklého kla-
sického postupu iedeni tloh matematické statistiky. Znaény vzestup je patrny
jiz v dalsim ¢ldnku ,,Technické uziti klasifikace statistickych charakteristik*‘
(1934), kde autor otevira odborné veiejnosti nové zajimavé obzory a seznamuje
ji s klasifikaci problémi statistické indukce ve formulaci R. A. Fisherové.
Zduraziiuje fundamentalni dileZitost theorie nahodného vybéru o malém roz-
sahu pii feSeni téchto problémi. Z prace je zfejmé, Ze se Janko v té dobé jiZ
zabyvé uzitim matematické statistiky v kontrole jakosti, kterd — oviem teprve
po skonceni druhé svétové valky — zaujimé v Jankové &innosti védecké piedni
misto a jeho zdsluhou pronika stale hloubé&ji do nasich zdvodi.

Dalsim prispévkem v theorii matematické statistiky je obsirn&jsi ¢ldnek
,,Homogenita statistického souboru* (1940). Vychazi z pojmu zdkladntho sta-
tistického souboru a rozlisuje pfi tom t. zv. formalni homogenitu elementii sou-
boru riizného stupné podle poétu shodnych znaki u jednotlivych prvku. Piipo-
menuv struéné pojem materialni homogenity, f)fechézi k definici kolektivu ve
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smyslu Misesové. Referuje podrobnd o ndmitkéch proti této definici a uvadi
pak modifikace jeji navriené jednak Copelandem, jednak Waldem. V dalsim
soustfeduje- pozornost na otdzku vhodnych kriterii homogenity. Na prvém
misté jedné o analyse rozptylu, jejiz zakladni relace odvozuje, a demonstruje
pak uZiti vysledki k testovidni homogenity na konkretnim piiklad® statistiky
fertility v né&kolika okresich za léta 1930—1937, odvozuje pak Fisherovu theorii
korelace mezi tiidami (intraclass correlation) a pfipomind Pearsoniiv »2 test,
Lexisovu miru disperse a pouziti Studentova ¢-testu.

O netinavné pili Jankové svédéf velky pocet &lanki (vice ne# 170) obsahuji-
cich jednak referity o jednotlivych aktudlnich otdzkéch socialng politickych,
ekonomickych, pojistné-matematicko-statistickych a v piitomné dob& téz
ideologickych, jednak publikované diskusni piispévky na mezinrodnich sjez-
dech, na schuzich Csl. statistické spoletnosti a jinde, recense knih, jubilejni
pocty, hesla do slovniku a pod., jakoZ i fada vefejnych prednasek.

Veden stdlou snahou po zvySeni trovng studia na vysoké $kole a tsilim po
proniknuti statistickych method do vyroby a jinych tsekt techniky vénuje se
Janko obtiZné praci spojené s vydanim celé fady uéebnic a u¢ebnych pomicek.
S velkym zéjmem &irsi vefejnosti setkala se prv4 jeho udebnice statistiky vyda-
na v letech 1942—1944 v Sbirce ,,Cesta k védéni* nazvani: ,Jak vytvaii sta-
tistika obrazy svéta a Zivota“. Jeji tispéch je potvrzen uskuteénénim druhého
vydéani v letech 1948—49. Je to prvni naSe kniha pod4vajicf piehled zakladnich
pojmi a modernich method matematické statistiky zaloZenych na theorii né-
hodného vybéru s Cetnymi aplikacemi v technické praxi, formou p¥stupnou
dtenafi se stfedodkolskym vzd&lanim. VystiZné jsou vylozeny zdklady statistic-
ké indukce a na éetnych ptikladech z praktického Zivota je ukdzéno, jak t¥eba
ziskdvat, zpracovat a hodnotit statisticky material.

Naléhavé potieba vhodné pomiicky pro studium matematické statistiky na
vysoké &kole vede Janka k sepsdni dvoudilnych skript ,,Matematickd statis-
tika I v r. 1949 a ,,Matematicks statistika I v r. 1951.

Uvedené udebnice a skripta doplnil Janko postupné samostatnymi shirkami
statistickych tabulek. Jiz v r. 1931 vyddva ,, Tabulky k numerickym metodidm
podetnim a matematické statistice’, v r. 1938 ,, Tabulky ke cviteni z pojistné
matematiky‘, v r. 1950 ,,Tabulky k matematické statistice** zahrnujici 10 ta-
bulek zvlété dilezitych pro aplikace. Tyto tabulky podstatnd roziitené se zie-
telem na nejnové&jsi: pokroky v theorii matematické statistiky, a misty nové
upravené, vydavé Janko v r. 1953. Obsahuji 20 tabulek a vyhovuji v p¥itomné
dobé viem hlavnim potiebdm v praxi.

Obraz kniZni ¢innosti Jankovy dluzno doplniti jeho prvni knihou jednajici
o matematické statistice ,,Zaklady statistické indukce‘* z r. 1937. Kniha zna-

menala v té dob& vyznamny a zisluiny &n, ktery prispél ke zvyseni tirovné
statistického vzdélani u nés.
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Koneénd budiZ uvedena elementdrni uéebnice ,,Zéklady statistiky* sepsané
spoleéné s akademikem Novdkem a dr. Robkem a vydand v r. 1950.

Jiz z uvedeného piehledu Jankovy publikaéni éinnosti je patrno, %e obor
jeho piisobnosti se neomezoval na vysokou $kolu. Byl aktivnim ¢élenem v celé
radé védeckych spole¢nosti. Janko se udastni pracemi a diskusnimi pfispévky
mezindrodnich kongresti aktuarskych a statistickych, a to v Londyné r. 1927,
ve Stockholmu 1930, v Rim& 1934, v Paiizi, Zenevé, Berling, Draidanech,
Stuttgarté. V r. 1947 byl na studijni cest§ v USA. Udastnil se tehdy statistic-
kého kongresu ve Washingtonu, sjezdu pro matematiku a matematickou sta-
tistiku v Yale, pfednasek na Columbijské universit&é v New Yorku a na univer-
sité¢ v Princetonu.

Vyznamné misto v Jankové ¢innosti nalezi té% jeho dlouholeté tispé¥né &in-
nosti pedagogické a jeho trvalému tsili o reorganisaci studia pojistné matema-
tiky na Vysoké 8kole specidlnich nauk. Vysledkem této snahy byla pfeména
puvodniho dvouletého studia na &tyileté studium statistického inZenyrstvi
v r. 1946.

Jiz z bézného prehledu Jankovy rozsdhlé a mnohostranné éinnosti védecké,
ktery jsem predvedl v lapidarnich tazich, rysuji se dostateén& ostie vyznainé
charakteristické znaky Jankovy osobnosti: Je to pfedevidim velikd a vytrvalad
pile v praci, kterou Janko nekon4 isolované od spoleénosti, nybrz v tésném a ¥i-
roce zaloZeném styku s vedoucimi osobami a institucemi vefejného hospoda¥-
ského Zivota za tim cilem, aby zamé&fil svoji prici sprdvnym smérem. Jako
dalsi charakteristicky rys vidime u Janka siln& uplatiiovanou trvalou snahu po
harmonickém spojeni theorie s aplikaci, zejména spolupraci pfi technickém
zdokonalovéni vyroby. Koneénd neméng vyznaéné je Jankova snaha po dosa-
Zeni co nejvyssi trovné ve svém oboru a to netinavnym dopliiovanim védomosti
nezbytnych k udrZeni se na této Grovni. Janko nezistdvd nikdy stdt ve védec-
kém vyvoji, neoddava se Zddnému odpotinku v tomto sméru. Tento kol neni
pravé snadny, uvazime-li poédtedni Groveii u nds po prvni svétové vilce a trva-
ly, tasem piekotny vyvoj matematické statistiky a jejich aplikaci.

Ladislav Truksa, Praha.

MATEMATICKY USTAV CESKOSLOVENSKE AKADEMIE VED

Akademik Eduard Cech byl presidiem Ceskoslovenské akademie véd dnem 1. ledna 1954
na vlastnf ptanf zpro&tdn funkce feditele Matematického tistavu CSAV, aby se plng mohl
vénovat préici védecké. Je zndmo, %e zaloZeni a organisa¥ni a v8decké vybudovéani tohoto
ustavu je z nejvitsi d4sti dilem akademika E. Cecha. Presidium CSAV vyslovilo proto p¥i
této pile¥itosti akademikovi Ed. Cechovi viely dik za velmi obéta.vou Pé¢&i, kterou tstavu
doposud v&noval, a 24d4 ho o dal&f spolupréci.

Presidium CSAV jmenovalo sousasnd prof dr. Viadimira Knichala od 1. ledna 1954
feditelem tohoto ustavu. Redakce.
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PREDNASKY A DISKUSE V MATEMATICKE OBCI PRAZSKE

10. 12. 1953.
° O theorii ideélu I.
11. 12, 1953.
O theorii idealu II.

14. 12.

16. 12,

1953.
1953.

Heinrich Grell, profesor matematiky na Humboldtov$ universit§ v Berling:
Heinrich Grell, profesor matematiky na Humboldtov& universit§ v Berling:

Eduard Cech: Oskula¥ni kvadriky s danym stfedem.
Diskuse o popularisaci matematické statistiky. (Na podklad¥ névrhu pied-

néd¥ky ,,Co dévéd d&lovéku matematickd statistika‘’, ktery vypracoval

Jaroslav Hdjek).
. 1954,
. 1954.
. 1954.
. 1954.

11.
18.
25.

bt ot

Eduard Cech: O z4émé&n¥ proménnych.
Otakar Boriuvka: Matyés Lerch a jeho dilo.
Vojtéch Jarntk: O Hausdorffové mirte.
Zbynék Nddenik: O jistych dvojicich ploch.

SEZNAM MATEMATICKYCH CASOPISU DOCHAZEJICICH
DO MATEMATICKEHO USTAVU USAV V ROCE 1954

Acta mathematica (Budapest)

Acta mathematica (Uppsala)

Acta scientiarum mathematicarum (Sze-
ged)

American Journal of Mathematics (Balti-
more)

American Mathematical Monthly (Buffalo)

Anales de la sociedad cientifica Argentina
(Buenos Aires)
Annales de 'université de Lyon (Sciences
mathématiques et astronomie) (Lyon)
Annales de linstitut de H. Poincaré
(Paris)

Annales universitatis Mariae Curie Sklo-
dowska (Lublin)

Annales de la Société polonaise de Mathé-
matique (Krakéw)

Annales academiae scientiarum Fennicae
(Helsinki)

Annali dellascuola norm. sup. di Pisa (Pisa)

Annals of mathematical Statistics (Balti-
more)

Annals of Mathematics (Princeton)

Applied scientific Research (The Hague)

Archimedes (Erlangen)

Archiwum mechaniki stosowanej (Warsza-
wa) -

Arkiv f6r Matematik (Stockholm)

Atti della Ace. Naz. dei Lincei (Roma) -

Bolletino della Unione matematica Italiana

(Bologna)
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Bulletin de la Société Mathématique de
France (Paris)

Bulletin of the American Mathematical
Society (Providence)

Bulletin of the Calcutta Mathematical So-
ciety (Calcutta)

Bulletin de 1’Académie Polonaise des Scien-
ces (Warszawa)

Cahiers Rhodaniens (Lyon)

Canadian Journal of Mathematics (Toronto)

Commentarii mathematici Helvetici
(Ziirich)

Commentarii mathematici universitatis Sti.
Pauli (Tokyo)

Communications on pure and applied
Mathematics (New York)

Compositio mathematica (Groningen)
Comptes rendus de I’Académie Bulgare des
sciences (Sofie)
Casopis pro péstovant matematiky (Praha)
Cechoslovackij matematiteskij ¥urnal
(Praha) -
Doklady akademii nauk SSSR (Moskva)
Duke Mathematical Journal (Durham)
Elementa (Tidskrift for matematik, fysik
och kemi) (Stockholm)

Enseignement Mathématique (Genéve)
Ganita (Lucknow)

Glasnik matematiko-fiziki i astronomski
(Zagreb)



Indagationes mathematicae actis quibus
titulus proceedings of the Section of
Sciences (Amsterdam)

Izvestija akademii nauk SSSR, serija ma-
tematideskaja (Moskva)

Izvestija akademii nauk SSSR, otd. tech-
nideskich nauk (Moskva)

Journal of the Indian Mathematical So-
ciety (Poona)

Journal of the Institute of Actuaries
(London)

Journal of the Faculty of Science of
Hokkaido University (Sapporo)

Journal of the Institute of Polytechnics
(Osaka)

Journal of the Osaka Institute of Science
and Technology (Osaka)

Journal of Symbolic Logic (Princeton)

Kansas Science Bulletin (Kansas City)

Matematibeskij sbornik (Moskva)

Matematika v 8kole (Moskva)

Matematika ve 8kole (Praha)

Matematikai lapok (Budapest)

Mathematik-physische Meddelelser (Keo-
benhavn)

Matematyka. Czasopismo dla nauczycieli
(Wroctaw)

Mathematica Japonicae (Tokyo) |

Mathematica scandinavica (Kebenhavn)

Mathematical Gazette (London)

Mathematical Journal of Okayama Uni-
versity (Okayama)

Mathematics Student (Madras)

Mathematical Reviews (Providence)

Mathematical Tables and Aids to Compu-
tation (Washington)

Mathematics Teacher (New York)

Mathematische Nachrichten (Berlin)

Mathematische Zeitschrift (Berlin)

Mechanika (Moskva)

Mémorial de 'artillerie francaise (Paris)

Nachrichten der Akademie der Wissen-
schaften math.-phys. Klasse (Géttingen)

Nachrichten der 6sterreichischen mathe-
matischen Gesellschaft (Wien)

Nieuw archief voor Wiskunde (Amsterdam)
Nordisk matematisk tidskrift (Oslo)
Nuovo cimento (Bologna)

Osaka mathematical Journal (Osaka)
Pacifi¢ Journal of Mathematics (Berkley)

Portugaliae mathematica (Lisboa)

Prikladnaja matematika i mechanika
(Moskva)

Prikladnaja mechanika (Moskva)

Proceedings of the Cambridge philoso-
phical Society (Cambridge)

Proceedings, Serie A (Amsterdam)

Proceedings of the American Mathematical
Society (Menasha)

Proceedings of the Royal Irish Academy
(Dublin)

Proceedings of the London Mathematical
Society (London)

Proceedings of the Edinburgh Mathemaiti-
cal Society (Edinburgh)

Proceedings of the Royal Society (London)

Quarterly of Applied Mathematics (Pro-
vidence)

Rendiconti del Seminario matematico della
Universita di Padova (Padova)

Rendiconti di instituto matematico Lom-
bardo (Milano)

Revista Matematica Hispano-Americana
(Madrid) )

Revista Universidad National del Tucu-
man (Tucumén) ’

Revista Scientifica (Rio de Janeiro)

Revista de la Union Matematica Argentina
(Buenos Aires) .

Revista de Faculdade de Ciencias (Lisboa)

Revista de la sociedad Cubana de Ciencias
fisicas y matemadticas (Habana)

Révue de la faculté des sciences de 1'Uni-
versité d’Istambul (Istambul)

Rozprawy matematyczne (Warszawa)

Sankhya, the Indian Journal of Statistics
(Calcutta)

Science Reports (Tokyo)

Scripta mathematica (New York)

Sovétské véda. Matematika, fysika a astro-
nomie (Praha)

Studia Mathematica (Warszawa)

Transactions of the American Mathema-
tical Society (Menasha)

Uspechi matematieskich nauk (Moskva)

Vestnik akademii nauk SSSR (Moskva)

Vestnik akademii nauk .kazachskoj SSR
(Alma-Ata)

Vestnik Moskovskogo universiteta
(Moskva)
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Vestnik dru¥stva matematiSara i fizisara Zastosowania matematyki (Warszawa)
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