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NAPJATOST DESKY S DVEMA ZALISOVANYMI KRUHOVYMI CEPY

MILOSLAV HAMPL, Praha.
(Doslo dne 2. Fijna 1953.) DT 621.81-41 : 539.3/.4

Do nekoneéné rovinné desky se dvéma kruhovymi otvory (polomér
a, vzdalenost stiedu 2e) jsou za tepla zalisovany kruhové éepy s polo-
méry a(l + «). Jde o urceni napjatosti desky a Cepii.

Predpoklddame pii tom, %e material desky i ¢epi je homogenni,
a ma stejné elastické vlastnosti.

Zalisovani éept se provede tim zplisobem, %e desku ohfejeme tak,
aby kruhové otvory se teplotou zvétsily a éepy (neohiaté) se daly
do téchto otvort zalisovati. Po vychladnuti desky vznikne mezi
éepem a kruhovym otvorem tlak a tim deska i ¢epy se dostanou do
napjatého stavu, jehoZ zjisténi je obsahem této prace. ‘

Jde o nalezeni napjatosti v desce a v ¢epech, které musi vyhovovat
podminkém:

a) ve sty¢éné kruZnici Cepy a desky musi byti pravodite a napéti
radidlni a smykové v Sepu i v desce stejné,
b) radidlni a smykové napéti desky v nekoneénu musi byti nulové.

ReSeni problému je provedeno vhodnou volbou t. zv. Airyho bi-
harmonické funkce napétt (Brit. Assoc. Rep. 1862, Trans. Roy. Soc.
vol. 153, 1863, p. 49) pro ptipad dvojdimensiondlni napjatosti. Je
znamo, Ze parcidlnimi derivacemi druhého féddu této jediné funkce
se daji vyjadriti vSechna tii napéti v roviné (radidlni, obvodové a
smykové). Viz na pi. Technicky pruvodce, 111, 1944, str. 442).

Znadleni:
xy soufadnicovy systém,
r, ®; ry, 9,; re, ¥, polarni souradnice podle obr. 1.,
e vzdalenost stiedu kruhového otvoru pro éep od podatku,
a polomér otvoru,
ax presazeni éepu (= rozdil poloméra éepu a kruhovéh ootvoru)
(/] Airyho funkce napéti,
2P 10D 1 0

2 — el ! s —— s
e = T T TR
u, v radidlni resp. obvodova deformace,
, 89, rd radialni, resp. obvodové a smykové napéti v soufadnicich r, ¢,
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E modul pruznosti v tahu,
v Poissontiv pomér (0,3 u oceli).
Index c resp.-d se vztahuje na &ep resp. na desku.

Podstata fefenf problému je zaloZena na zndmém FeSeni napjatosti jednoho
kruhového depu zalisovaného do otvoru v nekoneéné roviné. V tomto p¥ipadé
maji Airyho funkce napéti tvar:

a) pro desku @, = Alog% ,

b) pro éep @, =B} .

Témito funkcemi (resp. jejich derivacemi) se dé vyjadFit napjatost v kazdém
misté desky a Cepu.
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Obr. 1.

Pridteme-li k témto funkeim touz biharmonickou (po pfipadé harmonickou)
funkei, znamen4 to, Ze jsme na puvodni stav napjatosti superponovali novy,
ktery sice zménf nap&ti ve styéné kruznici éepu s deskou, ale tak, Ze obé zmény
budou stejné, takZe krajové podmince a) bude zase vyhovéno.

Za tuto superponovanou Airyho funkei volime A log % a dokazeme v dalsim,

%e viem krajovym p(;dminkém je vyhovéno a kromé toho vypoéteme napéti
v depu a v desce, do nf% jsou zalisovany dva éepy (se stejnymi poloméry).

Zvolme tedy tyto Airyho funkce napéti: -
1. pro desku:

¢,,=Alog%+Alog%, (1,0)
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2. pro Cep 1:

resp. pro ¢ep 2:

(151:Br§+Alog%’l,

¢2=Br§+A10g% .

Formule pro jednotliva napéti v polarnich soutadnicich r, §:
~ 10D
r

a pro deformace:

T oor

1w
r 09

Krajové podminky problému:
Na obvodé éepi musi byti
a’(1+o‘)+uc:a+ud s

+

1020
2 o9t

or

2

Ve = Vg ,
rre =173 ,
7'296 = 7‘194 .

__ o
orz ’

Vsem podminkédm vyhovime vhodnou volbou konstant A, B.
Pro dalsf vypodet uZijeme téchto vztaht:

tedy
. ory
or,
Pak
0D,
ord

r3 =1} + 4e® + 4der, cos ¥,

r, + 2e cos ¥4

Ta

oD,

or,

2
n

)

1 . 2(ry + 2e cos 9,)?

Ory _ 2erysind,
o, s '

r, + 2e cos 9,
2

T3

3

2er, sin 9,
2
s

4

)

|.

(L,1)

(L,2)

(2,1)
(2,2)

(2,3)

(3,1)

(3,2)

(3,3)

(4,1)
(4,2)

(4,3)
(4,4)
(5,1)

(5,2)

(6,1)

(6,2)

(6,3)
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A tedy napéti v desce v soufadnicich 7, 9:

(rir1)e =

Pro radialnou deformaci podle (3, 1) plati:

a integraci

(integradni konstanta = 0, nebot pro lim r;, = oo, musi byt u; = 0). -
Cep I

Ug =

020, _ A 2er; cos ¥, | 8errfsin? g,
& 7 o
pio, =0 .
— 02D, 1 02
— (018)a = — . =A712-——A5;flog—
~ o (A ©
(rlﬁl)d = arl (;,: 8’01 I )
oug 0 @d
a_rl' - ( + ) )

1
_E‘(1+

V)-E = —E(1+V)A(71+

@, = Br? + Alog% ,

Napéti v éepu 1 v soufadnicich r,, 9;:
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0D, r, + 2e cos 9,
a_r1 = 2Br, + A = 5
0P, 1 2(ry + 2e cos$,)?
R :
0D, 2er, sin 9
i et
0:0, 2er, cos P, . 8efrsin?d,
R e L
pid, = 4B .
~ 02D 02 7
rire = 4B — 3r§l = 2B Aml()g—ai ,
— 2P 0? 7
00, = Br{I =2B + A i log -2 ,
: ry
~ ol a 0 log a2
= T\ ey, )
ou, 02D,
aTI_E—[4B_(1+v) ]a

Ty

0 log -2

T2
a

or,

b

(6,4)

(6,5)

(7,3)

(7,4)

(8,1)

(8,2)

(8,3)

(8,5)

(8,6)

(9,1)

(9,2)

(9,3)

(9,4)



integraci:
1 0 log %
] — LB —n —AQ ) — 2|
1
(9,5)

(integraéni konstanta = 0, nebof pro r, = 0 musi byt u, = 0). Po dosazeni
do (4,1) pror;, = a:

[ o0,
U, ZE[4B71 ‘—(]. +'V)—a"7‘—1'

Ta
aw=—gA AT\ o] ™
Ty
L _syeBatliq Aalogz
—gU—nBatgatnal 2|
a tedy
Exa? = —A(L + ») — 2B(1 —v)at . (10,1)

Normalni napéti na obvodé fepu (r, = a) musi byti stejné, (podminka (4,3))
jako na obvodé otvoru v desce:

0% Ty . a L 02 Ty
o A(Zrer) ~aloa(Bs)

a? or?

T =0 r1=0
odtud
A = 2Ba? | (10,2)
tedy
Ea2x = — 4Ba? ,
A = 2Ba? = — $Ea?% ; (10,3)

tangencialni napéti r??l pro r; = a jsou u ¢epu i desky identicka. Tim jsou
uréeny konstanty A, B. Snadno zjistime, Ze pro takto uréené A, B jsou i pod-
minky (4,2) a (4,4) splnény.

Je tedy :
®, = — }Eax (log% + log %) , (11,1)
2
@, = — }Bax [21;—2 + log %] . (11,2)
Napéti na obvodé r, = a:
u desky:
(rr1a)r-a = — (H1d10)r =0 =
1 a? 4+ 4ae cos ¥, + 4e? cos 28,
G 2 _
St [a2 T (@® + 4ae cos ¥, + 4e2)? ’ (12,1)
(r;bld)ﬂ-a _ 9Raty 25D % (a + 2e cos ¥,) (12,2)

(a® + 4ae cos ¥, + 4e?)? ’
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u depu:

. (FF1drma = (MT12)rma (12,3)
(FD1)rma = — Bax — (r710)r,ma (124
(FB1orma = (rd1a)r,=a - (12,5)
Napéti v éepu obecné:
~ A 1 2(r; + 2e cos )2
1'17'10 = a—é —_ A[;‘E — A Tg L ) (13)1)
=~ A 1 2(r, + 2e cos )
e = =5 + A [E — e ; (13,2)
;1-;916 _ _4Aes;1nt91 (ry, + 2ecos ¥,) ' (13,3)
i
Specialng pro stied éepu, kde r; = 0, 7, = 2e
~ A A
(T171)0 = P = 1t cos 29, ,
— A A
(b = =5 — 1508 201 (14)
—_ A .
(rdiede = — o Sin 29, .
Napéti v desce v soufadnicich r, §:
- i ) T2
Dy —A(log o + log a) .
Z obr. 1 je patrno, Ze
1 =124 e —2ercosd, 13 =1+ e+ 2ercosd,
a tedy
er, r—ecosd or, 7+ ecos?d
_— e — _ — ].
or r, *oor Ty ’ (10}
ory _ ersind ory, _ ersind
o r, o ry
_1_822 _r—ecos? n r 4+ ecos
A or 3 3 :
1 02p; 1 1 (2(r —ecos?)?  2(r + ecos )2
A o _E_I_E_ 4 $ ’ (16)
1 @‘g _ersind  ersind
Ao .
1 0?®; ercosd ercosd o5 ., 1 i)
AoE - A ——3a 2ersm07€+7%.
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Tedy

~ 1 1 1 1 =~
= _ = = 2 qin2 s — — e
o A[r{ + - 2¢2 8in 19(4 + r,’,)] My , (17,1)
‘19,!9\, = ﬂ;;:d ’
- . r—ecosd r 4 ecosd
ra?,,_A.2es1n19[ a — m ] ; (17,2)
y
[ —
] M

<3

r
2
X

4 L 4

Obr. 2.

Hlavni napéti v desce:

— —

0ra = b + 09) + 3V 4By + (rr — OD)

(r* 4 e* — 2er sin 9)(r* + e* + 2ersin )
gy = 20 ) n » (18,1
o pel (18,2)
i3
kde 7
o} =172 4 e* —2ersind ,
Qé =% 4 2 + 2ersin @ , (15

(0,5 jsou vzdalenosti vySetfovaného bodu od bodi na ose y ve vzdélenostech
=+ e).
Napéti v téchto bodech je = 0.
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D4 se tedy po tipravé psat:

Vr‘ + e4 + 2e%r2 cos 29
rt 4 et — 2e%2 cos 29

c 0y = + Ea?x

Napéti v desce:

1. Podél osy z:
tedy pro
=0, r=r—e rp,=1r-+e

1 1
= T+

—_

17y = — 99, = — 3Ba?x [

2],7?93:0.

2. Podél osy y:
’ P=3n, =1} =124 ¢,
—_ — 1-2 '—62
rry = —19291, = ———Eazzxm .

Napétf mezi ¢epem a deskou:

(Franms = — flata {& 4 o daecon b 4 oon 20}

Extrémn{ hodnoty budou v bodech, kde derivace zavorky = 0: Je to
1. pro 4, = 0, resp. =,

tam bude radidlni napéti

- 1 1
("1716)r,=a, 8,20 = — [a—z + @t W] 1Ea%x

(1716)r =0, b,=n = —[ + —__2] 1Ea?x |

a® " (2¢ —a)
2. pro &,, pro néx
- a(a® — 12¢?)
Ccos ’0‘1 = —1663—
Tam bude radialni napéti

32¢t — 24a2? 4 3a?
2a2(4e? — a?)?

—
(rlrlc)'l-ar 9 = — %Ea2(x

Citatel se d4 psat také
8e%(4e? — 3a?) 4 3at

a tedy pro e > a je i Gitatel stale > 0.

(18,4)

(19,1)

(19,2)

(20,1)

(20,2)

(20,3)

(20,4)

(20,5)

Tedy i radidlni napéti v misté &, je tlak a to nejmensf na celém obvodé

(21)

depu.
Rovnice kiivek, podél nichz maji hlavni napéti konstantni hodnotu, zni:
Qe _ ¢ '
riry e’
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kde ¢ je bezrozmérny konstantni faktor, ktery vyjadiuje pomér hlavniho

napéti ¢ v uvazovaném bodé k hlavnimu napéti v podatku g, tedy ¢ = g—.
(1}
UZijeme-li vztaht pro g,, gs, 7;, 73, dostaneme:

0303 = r* + et + 2e¥r?cos 29 , o
riry = r* + et — 2e%*2 cos 29 .

Po dosazeni do (21) a dpravé, bude rovnice hledané &ary konstantniho
hlavniho napéti:

2c2(ut + 1) + 1 —|/8c(ut + 1) + 1

cos 29 = T .

(21,1)

kde u = — .
e

U odmocniny nutno brati znaménko zaporné, aby Vy§e1 cos 28 < 1. K¥ivka
protind osu x(¢# = 0) obecné ve étyfech bodech s tsetkami Lz, ,, pro které
plati:

2 1 8 1 3 —a?
x§2:c+ j;cvc_'— :resp'xgz——ail_'

(21,2)

Pokud je ¢ < 1, jsou jen 2 priseéiky realné, pro ¢ = 1 ma kiivka tvar lezaté
,,osmidky“ s dvojnym bodem v polatku, pro ¢ > 1 protinad osu ve &étyfech
realnych bodech a rozpada se na dva ovaly symetricky poloZené k ose y a lezfci
uvnit¥ smyéek krivky ¢ = 1.

Priseédiky s osou y dostaneme dosazenim 9 = }a.

Pro jejich pofadnice plati:

g =201+ )8F1
y].: 26 3

(21,3)

(plati jen kladné znaménko u odmocniny a hodnota %, je readlnd pouze pro
c< 1);

—2 + 14 )T —8¢

2c

2
, takye yi = 22 ki (21,4)
Yz — 1

2
resp. Y23 =

Je vidét, Ze pro ¢ < } protind k¥ivka osu y celkem ve t¥ech parech (k ose x
symetricky polozenych) bodt: +y,, + y,, +¥,, a pro ¢ < } pouze v jednom
paru bodu + y,.

2
Oznadime-li oy hlavninapéti v podatku = e

O absolutni hodnotu hlavniho

napéti v obecném bodé, znadi konstantni faktor ¢ = orl' V obr. 3 byly zakres-
0
leny kiivky konstantnich hlavnich napéti pro rtizné hodnoty c.

Prisecéiky s osami jsou uvedeny v tabulce.
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c 2 1 % ¥ T 7o
z, 0,488 , 0 2,05 3,26 3,565 4,77
Xy 1,51 V§ =1,732 imag imag imag imag

"y imag 0 0,486 0,8105 0,842 0,913
Ya imag imag imag /3-=1,732 1,328 1,12
s imag imag imag V/3=1,732 2,497 4,10
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Obr. 3.
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