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Casopis pro péstovini matematlk}, ro&. 79 (1954)

POZNAMKA K JEDNOMU RESENT BIHARMONICKEHO PROBLEMU

IVO BABUSKA, Praha.

(Doslo dne 19. kvétna 1953.) DT: 517.946

Q. A. Grinberg upozornil v [1] a spoleénd s N. N. Lebedévem a Ja.
S. Ufljandem v [2] na jednu methodu feSeni biharmonického problému
v roving pomoci orthonormélnich fad. V této poznédmce bude uéinéno
nékolik pfipominek k této method& a bude ukézédna jedna modifikace
Grinbergova postupu.

1. ReSeni rovinného biharmonického problému orthonormélnimi Fadami
podle G. A. Grinberga.

V tomto odstavei vylozim struéné hlavni myslenku Grinbergova postupu.
Ukazi ji pouze pro fefeni homogenniho biharmonického problému 44w = 0.
Pii fefeni nehomogenniho problému je zakladnf myslenka stejnd.

Problém formulujme takto: Bud 2 rovinna jednoduse souvisléd oblast, ohra-
ni¢ena jednoduchou dostateéné hladkou k¥ivkou C. Jest nalézti FeSeni rovnice

AAu = 0, kdyz na C nabyvaji funkce u a 2—: (v je vnéjsi normala) piedepsanych
hodnot.
Predpokladejme, Ze fefeni existuje a Ze

[[(Au)2dR < o .
Q2
Hlavn{ my§lenkou Grinbergovou jest rozvinuti funkce A« pomoci orthonormal-
nich funkef.
Bud u, (n = 1, 2, ...) uzavieny orthonormaln{ systém harmonickych funkei.
Podle piedpokladu jest funkce Au integrovatelnd s kvadratem na Q. Lze ji
tedy vyjadiit fadou

o)

kde
an = [[(Au) u,dQ.
a
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Koeficienty «, mizZeme vyjadfit pomoci u a —a% na C. Skute¢né z Greenovy

véty i)lyne relace

ff(Au) u, dQ :ffu([lu,,) de +f(u,,2—jf —u %’“‘) ds .
. Q ¢

Q2

Ponévadz u, je podle predpokladu harmonicka funkce, je prvy integral na pra-
vé strané roven nule, takze plati

ou ou
Cp =f(u,,5;~u—a—v") ds.
c -

Na C zname u a -Zju jako okrajové podminky. MuzZeme tedy uréit vSechny koefi-

cienty «, a tim i funkei Au.

Znéme-li funkei Au, uréime podle Grinberga hledanou funkei « jako FeSeni
Dirichletova nebo Neumannova problému.

K methodé, jak ji navrhl G. A. Grinberg, vaZe se fada otdzek. Jde predevsim
o problém uzavienosti (Gplnosti) systémia harmonickych funkei a o nékteré
otdzky konvergenéni. Pf¥i numerickém poéitani je dale nevyhodné, Ze je ve
druhé fazi nutno provadét Feseni Dirichletova neb Neumannova problému.
Naznadené obtize lze vSak piekonati, jak bude ukazano v této poznamce, ale-
spoil pro oblasti s dostateéné hladkou hranici.

K oblastem s hranici po ¢astech hladkou, které jsou v aplikacich nejdulezi-
t8j&1, se vratim nékdy pozdéji.

Poznamka. Biharmonicky rovinny problém ma velkou duleZitost v aplika-
cich. Tak fefeni rovinného problému pruznosti jest vlastné reSeni biharmoniec-
kého problému. Na biharmonicky problém se také snadno pievede fefeni na-
pjatosti v deskéach.

2. N&které pomocné véty.

Definice 1. Bud C jednoduchd orientovand hladkd kfivka. Bud 9(s) vihel klad-
ného sméru tebny s osou x, kde s je délka oblouku. Necht 9(s) jest totdiné spojitd

dd(s) ’ dd(s)
s €L, p>1,t.9. necht f’ P
¢

jest dostateéné hladkd. Orientaci predpoklidejme tak, Ze vnitiek je po levé strané.

Véta 1. Bud C dostatetné hladké kiivka a 2 jejt vnitrel. Bud w() holomorfni
funkce, kterd konformné zobrazuje jedmotkovy kruk I'= E[(, [(] < 1] na Q.
Potom funkce o’ (L) jest v uzavieném jednotkovém krubu I' = E[C, |¢| < 1] spojitd

P
a ds < . Potom budemerikat, Ze kitvka C
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a totdlné spojitd na hranici y = E[(, || = 1]. Pfi tom |o'($)| md kladné mini-
mum.r)
Dukaz: Viz [3], str. 322, Satz 1.

Definice 2. Bud Q omezend oblast. Budeme znacit Ly? linedrni prostor vdech
harmonickijch funkci definovanyjch na Q a integrovatelnijch s kvadrdtem. Pri tom
budeme v L3? predpoklidat bény skaldrni souéin a metriku.

Véta 2. Prostor Li? jest tiplny. Mimo to plati: Jestlife f, e Ly® a f,— f
v prostoru Ly?, potom f, konverguje bodové skoro stejnomérné, t. j. stejnomérné
na kaZdé uzaviené mnofiné F C Q.2)

Dikaz: Bud f,e Ly? (n = 1,2,...) cauchyovské posloupnost. Dokazme
nejprve, ze tato poslaupnost konverguje bodové skoro stejnomérné na Q, t. j. ze
konverguje stejnomérné na kazdé uzaviené mnoziné F C Q. Bud CQ2 komple-
ment mnoziny £2 a necht o(F, CQ2) > 35 (n > 0). Ponévadz F je kompaktni,
existuje koneéné pokryti mnoZiny F sférickymi okolimi S(zg, 1) o stfedech
2z € F' a poloméru 7.

Ponévads f, e L3?, jest f, harmonick4 funkce a tedy plati

R — 2 a
~— 2Rr cos (O — @) s

2n
; 1 :
f’n(zk + 7-818) = %ff‘n(zlc + Rel?’) Rz + 7-2
0

pokud r < B < 3.

BudiZ nynf r < #. Vynasobme obé strany veli¢inou R a integrujme podle B
od 27 do 35. Dostaneme
3n 2=
1 . (R*—1?) RdR dop .
o 10) 52 . ! =
f‘n(zk |- 7 ) N = znfffn(zlc T Rew)Rz - r2 — 2Rr cos (@__(p)

2n 0

1
:é—;fffn(z)K(T, 0,z)dg,
By

Ek:E[z, 27]__<_: |Z‘—zk| __§.37]] .

kde

Jestlize je r < ), jest K(r, O, z) omezena spojita funkce.

Ponévady posloupnost f, (n = 1, 2, ...) jest cauchyovsks, jest f.(z; + re'®)
pii pevném 2z, 7, @ cauchyovska ¢iselna posloupnost. Existuje tedy funkce f, Ze
f. — f bodové stejnomérné na S(z, n). Ponévadz pokryti jest koneéné, je kon-
vergence skoro stejnomérnd na £2.

Dokazme nyni, Ze f je harmonické funkce.

1) Mluvime-li o funkei w’({) na hranici, minime tim jeji spojité prodlouZeni z I'.

2) Ve v&ts stadi predpokladat, Ze f, — f v L;. PondvadZ vSak déle se budeme zabyvat
jen prostory L,, vyslovujeme v8tu ve vyse uvedené formulaci.
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Skuteéné

R — o2
— 2Rr cos (O — @) dp ~

1 s 4
ful2i + re'®) =§;ffn(zk + Rel"')Rg T
0

Ponévad? f, konverguje stejnomérné bodové k f, plati

Rz — o2 d
— 2Ry cos (@ — p) ¢

2n
1
[z + 1e'®) = 5 f fe + Rel®) gos (1)
0
Z toho viak plyne, Ze f je harmonické funkce, nebot (1) je Poissoniiv integral.

Definice 3. Bud Q2 omezend oblast. Budeme znadit Ly *? linedrni prostor vech
holomorfnich funkci definovanych na Q s integrovatelnym kvadrdtem absolutnt
hodnoty. P¥i tom budeme v Ly*? predpoklddat bénou kvadratickou metriku.

Vi&ta 3. Jestlife jest g € Ly*?, potom plati, % Re g e L¥? a Tm ¢ e L3°.
Dukaz: Plati |p2 = (Re ¢)? + (Im ¢)2.

Vé&ta 4. Bud C dostateéné hladkd kiivka, 2 jeji vnitFek. Bud ¢ holomorfni funkce
definovand na Q takovd, %e Re ¢ € Ly?. Potom jest pI'e Ly *“. Ddle bud z, € Q. Jest-
lite v Ly? jest |Re ¢|| < 1 a jestlife Im g(z,) = 0, potom v L3*? plati |j¢|| < A4,
kde A zdvist jen na C a na z, (nikoliv na @).

Dikaz: Bud «o({) konformni zobrazeni jednotkového kruhu I'= E[¢,
|¢] < 1] na 2 takové, Ze w(0) = z,. Bud x({) = @(w({)). Oznaéme dile u =
= Re g a u*({) = u(w({)). Ztejmé jest Re y = u*. Ponévadz jest Im ¢(z,) = 0,
platf, Ze Im %(0) = 0.

Snadno se ddle nahlédne, Ze

[[urd@ = [[u*|e’2dI,
2 r

pokud jen integral na jedné strané ma smysl. Ponévadz podle pfedpokladu jest
ue L3, jest také w* e L3T, nebot podle véty 1 mé |o’(£)| kladné minimum.

Funkei %({) rozvifime v Taylorovu fadu. Je pak
Z(relw) == zkarke’kv’ .
0
Tato fada konverguje absolutné a stejnomérné pro r < r, < 1. Tedy plati

Re y(re'®) = u*(re'®) = Zak % cos kp + Zbkrk sin ko , (1)
N (1] . 1
kde

cx,,=a,,—~ib,,.

Obé fady konverguji absolutné a stejnomérné pro » < r, < 1.
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Dokazeme, Ze fada 1 konverguje v prostoru Ly'. Skutedng plati pro kazdé
7o <1
[[ux2dl' < [[u**d'= D < o .

|&[<7, r
Tedy
w2 dl = ff Da* cos kp) + D byr® sin ke)? r dr dp =
[¢l<re 00 o0 1
= © 2I§k+2 © \ 7.3x+2 2.2 )
_2[Zakk+l+1bkk+l+d%r"' (2)

< a? <~ b2
$E+T Y FrAT ®

konverguji. Z toho jiz snadno plyne, Ze ¥ada (1) konverguje v prostoru Lj”.
Imaginarni ¢ast funkce x({) lze rozepsat ve tvaru

0

Im y(re'®) = > (— by cos ke + az sin kg) 7% . (4)
1

Tato fada konverguje absolutné a stejnomérné pro » < ry, < 1. Vzhledem ke
konvergenci fad (3) je zfejmo, Ze Fada (4) konverguje i v prostoru LyT. Odtud
plyne, Ze jest ye Li*" a ze

[lxdr < 2f furzar.
r r

Podle véty 1 jest funkce w'(£) spojitd na uzavieném kruhu I a tedy jest ome-
zena. P¥i tom jeji maximum zdlezi jen na C a poloze bodu z,.

Ponévadz jest
[[1pPdQ = [[lz]? |0 dl",
Q r
jest nase tvrzeni dokazano.

Definice 4. Bud u harmonickd funkce v jednotkovém kruhu I' = B[, |¢] < 1].
Budeme fikat, Ze funkce u je typu H, jestlize

2n
sup [(u(rel?))? dp < oo .

r<10
Poznamka. Lze ukazat, Ze pro kazdou harmonickou funkei » plati
2n 2n
1> 7 >, = [(u(re'®)2de > [(u(re'®)) de
0 0
a proto misto suprema bychom mohli uvaZovat limitu.
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Definice 5. Bud y holomorfni funkce v jednotkovém kruhw I'. Budeme Fikat, Ze
funkce v je typu H,, jestliZe

2n
sup f|zp(rc‘°’)]2 dp < .
r<10

Pozndmka. Opét bychom misto suprema mohli uvazovat limitu.

Definice 6. Bud C dostatecné hladkd kfivka a £2 jeji vnitFek. Bud w harmonickd
funkce definovand na Q. Budeme Fikat, Ze funkce w je typu E, jestliZe existuje
konformni zobrazeni () jednotkového kruhu I' na Q takové, Ze u(w(L)) je typu H.

Poznamka. Konformn{ zobrazeni I'na Q2 neni ztejmé jediné. Lze viak uké-
zat, e vlastnost ,,byti typu H je nezavisld na tom, které konformni zobra-
zeni I' na 2 uvazujeme. Tak jestliZe jsou w,({) a w,({) dvé riznd konformn{
zobrazeni jednotkového kruhu na oblast 2, potom z toho, %e u(w,({)) je typu H,
plyne, Ze i u(w,({)) je typu H. Nam v8ak bude stadit definice v uvedeném tvaru
a proto nebudeme musit dokazovat tuto nezavislost.

Definice 7. Bud C dostateéné hladkd krivka a Q jeji vnitiek. Bud ¢ holomorfni
funkce definovand na Q. Budeme Fikat, Ze funkce ¢ je typu E,, jestlize existuje

konformni zobrazent w(l) jednotkového krubu I' na Q takové, Ze p(w(()) je typu
H,.

Vé&ta 5. Bud C dostateiné hladkd kfivka a 2 jeji vnitfek. Bud ¢ holomorfni
funkce na 2 takovd, Ze Re ¢ je typu E. Potom je ¢ typu B,.

Dtkaz: Oznaéme Re ¢ = u. Podle pfedpokladu existuje konformni zobra-
zeni w(() jednotkového kruhu I' na Q takové, Ze u*(¢) = u(w(C)) jest typu H.
Polozme déle y({) = @(w({)). Ziejmé jest u* = Re .

Rozvitime funkei y v Taylorovu fadu. Jest

1(re'®) = Dorkel*®
E=0
a tedy
Re y(re'®) = u*(re!®) = Zakr" cos kO + Zbﬂ"‘ sin kO ,

kde

(xk=ak—ibk.

Podle piedpokladu jest u* typu H. Tedy jest

27

f (u*(re'®)) 46 = f (Zakr" cos kO + ZW sin k@) 4O =

n(2ag + 2a2 s Zbiﬂ") <D<
1

pro kazdé r < 1.
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Z toho vSak plyne, Ze fady
Zaf., >b: (1)

jsou konvergentni.
Déle viak, jak se snadno nahlédne, plati

27 0
[z(re'®)|2 dO = 2752[/\',42 r
0 0

Ponévadz fady (1) jsou konvergentni, jest y({) typu H,. Podle definice jest
tedy ¢ typu E,.

Véta 6. Bud C dostateéné hladkd kfivka a Q jeji vnitiek. Bud vy holomorfni
funkece definovand na Q a necht y je typu K,. Potom funkce Re y a Im y jsou
typu E.

Dukaz: Ziejmé.

Véta 7. Bud vy holomorfni funkce definovand na jednotkovém krubu I'=
= B[, || < 1]a necht je y typu H,. Potom y jest skoro vude whlové prodluZitelnd
na hranici y = B[, |{| = 1].

Dukaz: Viz [4], str. 82.

Véta 8. Bud C dostatecné hladkd kiivka a Q jeji vnitiek. Bud vy holomorfni
funkce definovand na Q2 a necht y jest typu E,. Potom vy je skoro viude thlové
prodlufitelnd na hranici C.

Dtkaz: Podle predpokladu jest y typu £,. Existuje proto funkce w(¢), ktera
konformné zobrazuje jednotkovy kruh I'na Q takova, ze y(w()) jest typu H,.
Podle predeslé véty jest p(w($)) skoro viude thlové prodluZitelnd na hranici.
Ponévadz tihlové prodlouzeni na I" zistane uhlovym prodlouZenim i po kon-
formnfm zobrazeni na £, jest y hlové prodluZitelpa na hranici C.

Véta 9. Bud C dostatecné hladkd kfivka a Q jeji vnitfek. Bud y holomorfni
funkce definovand na Q takovd, Ze Re v jest typu E. Potom jsou funkce Re y a
Im y skoro viude whlové prodluZitelné na hranici.

Dukaz: Tvrzeni jest disledkem vét 5 a 8.

Vé&ta 10. Bud y holomorfni funkce definovand na jednotkovém kruhu I" a necht v

je typu H,. Jestlite p(e'?) jest whlové prodloueni funkce y na hrawici kruhu (to
existuje pro skoro vechna g € {0, 2n) (viz vétu 7)), potom plati

2n
lim [|yp(gel?) — yp(el?)dp = 0.
¢—>1— 0

Dikaz: Rozviiime funkei y v Taylorovu fadu. Bude

p(¢) = iakC" .

k=0 .
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Pro ¢ < 1 plati Parsevalova rovnost

2n
1 { (2]
- —_ lp)|2 - 12 o2k,
2nf|w(ee Py = 2l 0
0
Protoze p je typu H,, plati tedy
Z|kalz < 0.
£=0

Bud nyni 0 < 1 < 1. Dostavame vztah

2n
Ely—z fhp(gew) — p(Age'®)[2 dgp = D mf? (1 — A¥)2 .
0 k=0

Prejdeme-li k limité pro p — 1, plyne z Fatouovy nerovnosti

2n
'21?5 f |w(ele) — p(delr)2 dp < Zlaf2(1 — 24,
0

z éehoZ dale plyne naSe tvrzeni.

Véta 11. Bud C dostatecné hladkd kfivka a Q jeji vnitiek. Bud vy holomorfni
funkce definovand na Q takovd, Ze Re ¢’ ¢ Ly?. Potom jest vy typu E,. Ddle budi¥
zge Q. Jestlize v Ly? jest |Re y'|| < 1 a jestliZe y(z,) = Im ¢'(2,) = 0, potom
plati [|y2ds < A4, kde A zdvisi pouze na C a 2z, (nitkoliv na y).

¢

Dikaz: Bud w(¢) konformni zobrazeni jednotkového kruhu I" na Q. Necht
pii tom jest w(0) = z,. Polozme y({) = y'(w({)). Podle pfedpokladu bude
Im %(0) = 0. Ponévadz podle véty 1 ma |w’({)| kladné minimum, plati

[/(Rey')?dQ = £ J(Re x)? |o'2dl" = D£ J(Re y)2arl.

Q
Z véty 4 dale plyne, Ze

JJIxl?dl < D, [ [[Re y* dI' < D, [ [(Re y')* d 2.
Ir r Q
Bud nyni #%({) holomorfni funkce na jednotkovém kruhu takova, ze »(0) = 0

a #(8) = 2(2) '(2). Plati
[J1#[: QT < Dof [z dI < DoJ [ (Re y/ 2.

Rozvinme funkei » v Tdylorovu fadu. Jest

# () = Ecka" .
k=0

Dale plati

’ < I“klz
2 —_—
Lf]x i nkgok +1’
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]e konvergentni a

0 2
z Geho# plyne, Fe Fada o
Py kZO k41

|0‘k|2
7T

- <Dy [[(Rey')2dQ.
Q2

Ponévadz jest

%) = D Ic(xkl or+L
plati, Ze

— o ?
Jim fotiendp = 25

Ponévadz rada z I %’ T je konvergentni, jest tim spiSe konvergentni fada

ok +1

T I":’il N . Z toho plyne, Ze funkce x je typu H,. Dile pak podle véty 10 jest
=0

f|x el?)|2 dp = hm f]x (Zeio)|2 = 2nz lojifl N
a tedy

2n
Of |%(e') |2 dp < D L [(Re ¢')2dQ.

Snadno se jiz nahlédne nase tvrzen{, uvazime-li jen, Ze »({) = p(w({)) a Ze podle
véty 1 jest |w'($)| omezené.

Definice 8. Bud C dostateéné hladkd kfivka a 2 jeji vnitrek. Posloupnost har-
monickych funkct w, e Ly® (n = 1,2, ...) nazveme uzavienou v L3 2, jestlife pro
katdé € > 0 a kaZdou funkei we Ly? existuji redlné koeficienty x, (n =1, 2, ...,
N) tak, Ze plati

u—Za,, 2dR < e.

Definice 9. Bud C dostateéné hladkd kfivka a 2 jeji vnitiek. Posloupnost holo-
morfnich funkct v, e Ly*? (n = 1, 2, ...) nazveme uzavienou v Ly*?, jestlite pro
katdé ¢ > 0 a kaZdou funkci ye L**” existuji koeficienty «, (n = 1,2, ..., N)
tak, Ze plati

N
([ — Dopa)?dR < e.
Q n=1

Vé&ta 12. Bud C dostatecné hladkd kfivka a 2 jeji vnitiek. Budy, (n = 1,2, ...)
uzaviend poslowpnost holomorfnich funkci v Ly*?. Potom posloupnost harmonic-
kych funket uy, = Re 9,, Ugn—1 = Im ya (n =1, 2, ...) je uzaviend v Ly°.

Dukaz: Bud v holomorfni funkce definovand na 2 a necht Re pe Ly°.
Potom podle véty 4 jest ye Ly*?. Tedy padle predpokladu pro kazdé ¢ > 0
existuji koeficienty «, (n =1, 2, ..., N), Ze
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N
{)flw — Zlanwnlz dQ <e.

Z toho viak plyne, Ze posloupnost funkei u; jest uzaviena.

Pozndmka. Véta 12 umoZiiuje nam konstruovati uzaviené posloupnosti
v L3?, nebot v L3*? se uzavienost verifikuje snadnéji nez v Ly ?. Lze se na pt.
presvéddit, Ze posloupnost 2* jest uzaviend. Srv. také [5], kap. V., § 4, zvIasté
pak str. 429.

3. Biharmonicky problém.

Véta 13. Bud Q jednoduse souvisld oblast a g btharmonickd funkce definovand
na Q. Potom funkci g lze vyjadrit ve tvaru

g = Re [zp + 1]
kde @, y jsou holomorfni funkce definované na 2. Ddle plati
aog .09 =5 o=
% T ° il + 29" + %
a
Adg = 4Re ¢’ .

P¥i tom ¢’ je uréeno az na ryze imaginarni konstantu.

Dukaz: Viz [6], str. 108.

Vé&ta 14. Bud C dostateéné hladkd kiivka, Q2 jeji vnitfek; necht zoe Q2. Bud
Yo (=1, 2,...) posloupnost celistvyjch®) funkct splitujict tyto piedpoklady:

1. Poslowpnost funkci v, = Re v, je uzaviend v L37.

2. Posloupnost funkci v, = Re v, je orthonormalisovand, t. j. plati

. _Jlpron=m,
j‘;fv,.v,,,d.Q _{0 pro n +m.

3. Necht plati Tm y,(2,) = 0 pron = 1, 2, ... Bud ddle g biharmonickd funkce
na 2 magjict tyto vlastnosti:

4. Obé prvé derivace funkce g jsou spojité na Q.
5. . Age L3? .
Potom je-li g = Re [2¢ + x],%) plati

(P' = %ZO‘M[M 3

n=1
1) Predpoklad, Ze funkce y,, jsou celistvé, nenf podstatny. Pongvad¥ viak pfi skuteéném

vypo&tu budou pravideln¥ funkce yp, celistvé, vyslovujeme v&tu 14 v uvedeném tvaru.
3) Oznadeni je minéno jako ve vét§ 13.
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tato fada konverguje v prostoru L3*? a tedy i bodové skoro stejnomérné na Q.
Pri tom _
&, =1Im [F.y,dt,
¢
kde
o ag . ag . — =
F—'é;—f—l'@'——(P—i—z‘P +7.

Dikaz: Polozme v, = Re y,, w, = Im y,. Podle pfedpokladu jest posloup-
nost funkef v, uzaviend v prostoru Lj;?. Ponévadz dile jest podle véty 2
prostor L*? tplny, mdme

Ag = u = %anvn,

n=1

kde
op = [[v,udf.
2

Ponévadz podle véty 13 jest 4g = 4Re ¢', plati

)
4‘P’ = Z“n‘/’n ’
n=1

kde fada podle véty 4 konverguje v prostoru L3*<.
Z Greenovy véty déle plyne

e frsio= [ fruto- [(uo%)

kde » jest vnéjsi normadla.

Dale pak plati

oy,  ow,

o os’
jak se nahlédne z Cauchy-Riemannovych podminek.

Tedy jest
f P g — f " ds = — f % 1, ds .
Proto jest
_ )
f("av v)ds——f(v,,av w,,as)ds.
c
Dale plati
% 4, _ o _ g, %
ds = o cos(z, ») ds + —ag—/sm(x, v)ds = E7 dy 7y dz ,

o9 .. _ o9 o9
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takze

ag o9 (29 og og a9
(—”"—]"a;w")ds_('ézv”—f_ég—/w")ay—i—( — v, + 7 U dx .

oy - oy
" Polotme
B8
Jest
B ont Loy —ReFp)s  hwn— gl v =Tm (P

. Bude tedy
on = [[vn AgdQ2 = [Re (Fy,) dy + Im (Fy,) dz = Im [Fy, dt,
2 C C

kde
tl=x+iy.
Uvéazime-li tvrzeni véty 2, jest nafe véta uplné dokéazana.

Zname-li nyni parcidlni derivace na hranici C, potom podle dokizané véty
mi¥eme uréit s libovolnou presnosti funkei ¢’. Ve vété je podstatny predpo-
klad existence biharmonické funkce. Postup pro uréeni funkce ¢’ by totiz mél
formélni vyznam i tehdy, kdyby biharmonicks funkce neexistovala. Tedy jest-
99
%
musi byt zarulena existence biharmonické funkce. Pro kfivku dostateéné
hladkou ve smyslu tohoto &lanku jest existenéni véta dokazina pomoci variaé-
nich principi; nelze viak obecnd zarudit, Ze parciilni derivace jsou spojité na £,
jak predpoklddd nade véta. UkédZeme viak, Ze predpoklad spojitosti funkei
%, -g% na © nenf podstatny a e jej 1ze nahradit pfedpokladem slabsim, ktery
jiz bude splnén. ,

lize chceme ze znamych okrajovych hodnot funkef aa—'i, vyjadiit funkei ¢,

Nejprve si v8ak dokdzeme pomocné véty.

Vé&ta 15. Bud I jednotkovy kruh. Bud redlnd | spojitd funkce na I' takovd, Ze
obé parcidlni derivace jsou na I spojité a integrovatelné s kvadrdtem. Potom

1. pro kadé o z intervdlu (%, 1) plati

frvwnsnol [ fraos [ (2] (2] aa].

kde jest D konstanta nezdvisld na f a kde
8= E[Z, ‘ZI < %]’
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2. existuje funkce f(e'?), Ze
2n

lim [ (f(eel") — fle')? dg = 0.
o—>1— 0

Dukaz provedeme na zékladé myslenky, které uzil S. L. SOBOLEV (srv. [6])
pii ditkazu jedné obecné véty. Nase tvrzeni jest sice disledkem této véty, pfesto
viak budeme hlavni my§lenku reprodukovat v nafem specidlnim pifipads.

1. DokéZ%eme nejprve prvni ¢ast naseho tvrzeni.
Bud
S = Blz, |7 < 1]
a polozme
1
e '=D* pro |z| <
vl = {0 pro |z| =

¥(zy, 7, @) = v(z, + re'®),

f(zl’ 7, @) = .f(zl o 7-919) ’

@(Zl’ r, @) = f{;(zl’ e, @) e dQ .

r

A

Pro z, & 2, bud dale

w(zl, zz) == I‘P(zl, r, @) ’
kde
2, =2, + 1, r>0, 0<0 < 2n
a predpokladejme vidy dale, Ze |z,| > %.

Snadno se nahlédne, %e funkce (2, 2,) pfi pevném z; jest rtznéd od nuly
pouze na oblasti 2¢?, kterd je ohranitena &asti kruhu |2| = { a teénami k §
z bodu Z, (viz obr.).

Definujme déle pomocnou funkei

V(zh 7, @) = sz r, @) 17’(Z1, r, @) = f(zl: 7, @) ’ fa(zu e, @) 0 d@

pro
2, +re®el,

V(z, 7, 0) =0
pro
2, +re'®nonel.
Polozime-li » = 0, bude ‘
V(Z, 0, @) = f(zv 0, @) . q’(zl’ 0, @) = _f(zl)df..(zll’ 0, 0) 0 dQ
a dale
V(Zl, w, @) = O .

53



Derivujme funkei V(z,, r, @) podle r. Dostaneme

= (zl, r, Q) = f (zl, r, @) p(z,, r, O) + f 2,1, 0)0(z,r,0)r (5)
pro
2, +rel®el,
0
% (2,,7,0) =0
pro

2, +re'®nonel.

Tuto funkei nynf integrujme podle » od 0 do 0. Vzhledem k (3) a (4) bude
platit -

@

f(z) f v(zy, 1, O) rdr-—f/zl,r O) rv(zy, 1, O) dr +

0
of
+f6_r (7, 1, O) p(zy, 7, O) dr. (6)
0

Integrujme nynf rovnici (6) v mezich od 0 do 2z podle @. Dostaneme

2n © 2n o)
f(zl)fd@fi}(zl, r, ©) rdr =fd@ff(zl, 7, 0) % (2, 7, 0)r dr +
0

—}-fd@ff (2, 1, @) P(2g, 7, @) r dr .

Tuto rovnici miZeme napsat jesté ve tvaru

f(zl)ff”(zz) de,, : fff(zz) v(2,) A2, +
E
0f (2 1 ’
+ffavhz. l’ 2) (2’17 22) dgzs’ (6>

0 4 i % . v oo "
kde 61»] znaéi derivaci funkce f ve sméru spojnice bodu zz, v bodé z, a

21,22

0(2y, 23) = |2, — 25| znaéi vzdalenost bodi. Dale piSeme df2, abychom vy-
jadfili, Ze pfi integraci je proménny pouze bod z, zatim co bod z, jest pevny.
Viechny integrély v (6) jsou minény po cz1é roving E, ale ve skuteénosti jde
oviem pouze o integraly na (),

Oznadéme dile

[Jo(z,) A2, = [[v(z,) dQ, =,
E S
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takze potom bude

af(22) 1
f(zl) = —fff ZZ) v(z2 dQZ. + ff aVzl 2 V)( 1 22 Q( 2 22) d-Q . (7)

Odhadneme kazdy séitanec zvlasté. Jest
[ fi(ea) vlzs) A2,T < [ 1) A, [ J*(z) A2, < O1f [f(z,) ALy, .
Abychom odhadli také druhy integral na pravé strané (7), uvazme, %e plati
of(z;) 87(21, r, )

=éf—cos0 +_ZLySin@'

avz;,z. o or ox
Méme tedy
of (2,) 1 of P(212,)
E (24, 22) oz 72)“ 2 (g 4 iy,) cos o 0y, %) -+
of (g + iy,) . P(21, 2)
n @ ;
R T
Jest viak

[fnf%’;cos@%q;dg,,]z: [lf a08 B ”,-g—%dg ]_
o4 o P [

podobny vztah dostaneme také pro druhy séitanec. Plati tudiz

2n
Of [{) [1(z2) v(zs) 42,12 dp < C L [fadQ,

JUStwe o< feo
OfU f_ sin 02 sz,]qu; < 0, l f (%)2(1 o

z, = Re', R<1,

Pii tom

nebot je
2n

1
f & (Rew, 75 °9

0
omezena funkce.



Z toho viak jiz snadno plyne prvé ¢st nadeho tvrzenf, uzijeme-li jen Cau-
chyovy nerovnosti a uvdzime-li, e plati pro kazd4 realna &isla relace

2 2
a—l—i>

3 ab.

2. Dokézeme nyni druhou &4st. Polozme

e ff e

Snadno se ukéZe, e F(A) je spojité funkce redlného argumentu 0 < 1 <1.
Mimo to F(1) = 0. Toté% plati pro -2—; a f na s. Dale plati podle prvni &4sti

tvrzeni

2n
f (f(oe'?) — f(Age'?))* dp < D [ f f (H(z) — {(32))* A2 +
(1] 8

[l - gonf ]

Vzhledem k tomu, co jsme Yekli o F, jest prava strana predeslé rovnice libo-
volné mald, jen kdyz 4 jest dostatedns blizké 1. Polozime-li nyni o, = 1 — %
potom funkee f(g,e!?) tvo¥f cauchyovskou posloupnost v prostoru viech funkef
s integrovatelnym kvadrédtem na intervalu 0, 2z. Ponévadz tento prostor je

tplny, plati

>

f(ent'®) — f(€') .

Snadno se nyni také nahlédne, Ze f(p,e'®) - f(e!®) pro kadou posloupnost
0, —> 1. Tim jest nase tvrzeni Gplng dokazano.

Definice 10. Bud C dostateéné hladkd kfivka a Q jeji vnitiek. Bud f spojitd
funkce na Q. Budeme fikat, Ze | je typu E*, jestlife existuje funkcef(t)(te C)
takovd, Ze pro kaZdé konformmi zobrazent w(l) jednotkového kruhu I' na Q plati

hm f (Ho(ee'?)) — f(w(e7)))* dp = 0 .2)

Funkci f(t), pro t e C budeme fikat prodlouent funkce f(2), z € 2 na hranict C.

Vé&ta 16. Bud C dostate¢né hladkd kfivka a Q jeji vnitfek. Bud f redlnd funkce na
£ se spojityma druhymi derivacems takovd, Ze

1) w(el?) jest spojité prodlouZeni funkee w(¢) na hranici. Lze snadno ukézat, ¥e w(ei9)eC.
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[ 2t on <=

of of

< *
Potom jsou funkce 7 % 30 % typu E*.

Dukaz. Bud w( ¢ ) konformni zobrazeni jednotkového kruhu I"na . Polozme
dale

g=157 9+ in) = glw(+in).

Ponévadz g mé na 2 derivace integrovatelné s kvadriatem a ponévadz plati
véta 1, md § spojité prvé derivace, které jsou integrovatelné s kvadritem
na I'. Podle véty 15 tedy existuje funkce g (e'®), kters jest prodlouZenim funkce
g na hranici. Necht nyni jest w,({) konformn{ zobrazen{ jednotkového kruhu I’
na sebe. UkaZeme, Ze plati

Jim | f (§ (1(01€%)) — § (1(0:)))* dp = 0. (1)

e—>1—
Skutecéné

2n

f (7 (01(0:6'%)) — § (@,(0,0'%)))? dop < f (7 (w4(04€)) — g (A, (0,€'))) dg +

+ of(g (w,(00)) —¢ (lw1(92ew)))2 de + l/of@ (Awy(0,6%)) — g (Aw,(0.0'7)))* do.

(2)
Ponévadz déle plati

. i & arY aro
o [0~ Gocfar-s; o [ 80~ & osfar-s

nahlédne se snadno z véty 1 a 15, Ze prvé dvé odmocniny na pravé strané (2)
mozno uéinit libovolng malé, kdy% bude A dostateénsd blizké 1. Ponévadz déle
jest g (Az) omezens funkee, plati

2n
Hm [ (§ (Aw,(01'%)) — § (A, (0e¢?)))2 dp = O .

e—~>1—0
ey—>1—

Z toho viak jiz plyne relace (1). Proto také plati
hIfl f (4 (w,(€'%)) — G (w1(01¢'%)))* dp = 0 .
Q—>l—

Polozime-li nyn{ pro te C
9(t) = g (1)),
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kde w-1(t) jest inversni zobrazeni k w({), snadno ukaZeme, Ze

lim f w*(ee'?)) — glw*(e!?)))* dp = 0

e—>1—0

pro kazdé konformni zobrazeni w*({) jednotkového kruhu I" na £. Skuteéné
je-li w*(¢) konformn{ zobrazeni I' na 2, bude

~

9(z) = g (@~1(2)) = g (0~ How*(ee")) .

Jest viak w-Y(w*(ge!®)) konformni zobrazeni jednotkového kruhu na sebe.

Z toho nynf{ jiz plyne tvrzeni nasi véty pro gix .

Uplné stejnd lze dokdzat tvrzeni pro funkei % .

Véta 17. Bud C dostateéné hladkd kiivka a 2 jeji vnitfek. Budte na C definovdny
funkee h, k takové, Ze
[h2ds < o0 ; [k2ds <
¢ é

kde s ‘;;'e délka oblouku.

Necht ddle existuje spojitd na 2 funkce f se dvéma spojitymi derivacems takovd,
Ze

v R G o) e <

- of of
2. prodlouzeni funkce 5g TSP P

(prodloufent existuje, viz vétu 16). Potom existuje btharmonickd funkce g takovd, Ze

Y [ R R

2. prodlouZeni funkci 9 resp. % je na hranici skoro vSude rovno h resp. k.

na hranici C je rovno skoro vude h resp. k

ox
Dukaz: Viz [6], § 14, str. 111 a dalsi.

Poznamka. Existence funkce f pfi dostateéné hladkych funkecich A resp. k
pii splnéni nutné Neumannovy podminky (podminky momentové)?!) se snadno
dokézZe tim, Ze se tato funkce p¥imo sestroji.

1) Neumannova podminka pro biharmonicky problém jest

og o9 .. _ _
sz + 35 dy —-fhdx—i—kdy—o.
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Véta 18. Véta 14 plati © v tom piipadé, Ze ve 4. predpokladu se misto spojityjch
derivaci na Q Zida, aby

82g2 % a % &
ST+ G+ () Jae < =
Q2

Pri tom na hranici C uwvaZuje se prodloufent obou parcidlnich derivact.
Dikaz: Bud w konformni zobrazeni jednotkového kruhu I" na . Bud C,

obraz kruznice y, = E [C el =1— %] a £, vnitfek C;. Ponévadifunkcev, je

podle predpokladu celistvé, je tedy omezend a tudiz, ponévads jest Age Ly “,
plati
lim [ [v, AgdQ = [[v, AgdQ.

k-0 23 2
Jest viak
[[v, AgdQ = Im[Fy, dt.
Q Ck
Dale plati

JFonai= [(Z @ien—i Z @ien) mioen @ ac.

Cg

Ponévady y, jest celistva, jest w,(w(¢)) na I omezeni. Podle vty 1 jest omezena
i |w’|. Ponévadz podle véty 16 jsou funkce gg a %—Z typu E*, plati
lim ffy;,, dt = [Fy, dt.
k- Cr C
Z toho plyne jiz snadno tvrzeni nasi véty.
Véta 19. Bud C dostatecné hladkd krivka a Q2 jeji vnitfek. Bud vy, posloupnost

funkci podle véty 14. Bud g = Re [2¢ + y] btharmonickd funkce spliiujict pfed-
poklady véty 14 neb 18. Bud ddle

_ag .ag__ = = == 4 —
F=getigg=0+@ +7, a ¢)=Ingl)=0.

Necht ddle jest
« N N
Py = igfcm S @ =”Zix#’,. ; P=v,, Yalz)=0;
ap=1Im [Fy,dt,  yi(z) =_L F(t) — @5(t) — t @p(t) dt
¢ 2mi t—z ’
C
Potom

1. gp— @' v LE*?; i

2. yw—> ' skoro stejnomérné bodové na Q.
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Dikaz: Bud () konformn{ zobrazeni jednotkového kruhu I'na 2. Bud C,

konformni obrg,z kruinice y, = £ [C, [¢] =1— -]t—] a necht 2, jest vnitiek C,.

Potom ziejmé plati pro ze 2,
o) = L fF(t) —ol)—te') 5, _ 1 f Ft) 4

2ni t—=z 21 J t—=z
Cr Cx

1 [e®) 1 fewitdt 1 fo@)dt
2ri ) t—z 27 ) (t—2)  2miJ t—z2
C,

/3 Cy Cx
Uzili jsme relace
ft‘w'(t) _ . fw(t)'{c_lg . f g(t) dt
t—z (t— z)2 t—z’
Cx Cx Ck

kterou snadno ziskdme z véty o integraci per partes.
Avsak

)

fim L fIT’(t) d 1 [F@)d
owolmi J t—z 2w ) t—z
Cr C

99 99 . * _9 ;9
neboﬁé-; a ay]soutypu E¥XaF = o + lay'
Podle pfedpokladu a véty 13 jest Ag = Re ¢’ e L3?. Proto podle véty 11 jest ¢
typu E,. Plati proto

1 p(t)dt 1 [ot)dt lim 1 pt)tdt 1 pt)tdt

1 _ _—

o2 J t—z  2#i) t—=2
G ¢

s ——— pE—

koo 271 J G —2)¢ 27 ) (t—2)’
(o]

% . Cr .
lim_Lf,'P(t) de _ wa(t) dt
koo 2771 t—=z 27 t—=z

Cr . C
Tedy
vy L [F(t) — olt) 1 fw(t)t“dt 1 [gt) de
YO =5z | =2 Y m)o—r T ) =2
C C C

Z véty 14 (resp. 18) dale viak plyne, %e Re ¢y = Re ¢’. Proto podle véty 11

@y konverguje na C' v priméru. ProtoZe jest Re ¢ — Re ¢’ v L3?, je podle

véty 11 [(py — @)?ds— 0, tedy té% [|py — ¢|ds—> 0. Odtud plyne, Ze
¢ ¢

%y — - Tim je dokézéna nade véta, nebof prvé jeji st je véta 18.

3. Z4vér.

Véty odstavee 2 a 3 vysvétluji fadu otdzek spojenych s postupem, jak jej
navrhl G. A. Grinberg.
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P#i vypoétu zvolime nejprve uzavienou posloupnost harmonickych funkef.
Nejlépe je volime podle véty 12. Tento uzavieny systém orthonormalisujeme
na p¥. zndmou Gramm-Schmidtovou methodou. Pfi numerickém FeSeni proces
orthonormalisace riiznym zptasobem modifikujeme, aby byl co nejméné pracny
vypodet. Tato ¢ast vypodtu jest totiz vétsinou nejpracnéjsi. Jde v podstaté
0 vhodné uspotfadani Fefeni soustavy linedrnich rovnic.

Orthonormalisaci ziskdme basi prostoru L3 ?. Tyto prvky volime tak, aby
se k nim snadno uréili p¥fslu§né holomorfni funkce a jejich funkce primitivni.
Volime-li na p¥. ve vété 12 posloupnost funkef z#, splnime tim vSechny uvedené
pozadavky. P¥i volbé téchto funkef musime dale dbati na to, aby byl snadny
numericky vypodet skalarnich souéint v L3®. Tyto soudiny toti# musime p¥ed
orthonormalisaci vypocitat. Uréujeme tim prvky Grammovy matice. Je-li nyni
déna na hranici C' biharmonicka funkce a jeji normalni derivace uréime snadno

na C i obé parcidlni derivace %, —gi Budeme tim zndt na C hodnoty funkce F'.

Nyni miazeme podle véty 14 resp. 18 uréiti jiz funkei ¢’ resp. ¢ pomoci neko-
neéné fady. Aproximativni vysledek dostaneme, kdyz vezmeme pouze koneény
podet élent Fady. Abychom mohli uZit véty 18 musf feSenf existovat. O exis-
tenci se pak pfesvédéime pomoci véty 17. Podle véty 19 pak uréime aproxima-
tivni funkei 3’ resp. . Véta 19 podstatné zjednodusuje Grinbergtv postup. Tim
bude problém aproximativné feSen.

Presnost aproximace zavisi na rychlosti konvergence fady Zo,y,. Je proto
tieba voliti funce y, tak, aby konvergence byla pokud moZno nejrychlejii. Ve
vétsing piipadi se podits specidlni piipad s uréitymi okrajovymi podminkami.
Jest vhodné, abychom odhadli néjakym zptsobem charakter feSeni biharmo-
nického problému a uvazili jej pfi volbé uzavieného systému harmonickych
funkei.

Biharmonicky problém mé dilezity vyznam v aplikacich, zejména pak v theo-
rii rovinné pruznosti. P¥i tom jest dulezité znati charakter hrani¢niho chovani
funkei ¢ a y. Véta 11 jej do jisté miry uréuje. V nékterych p¥ipadech toho lze
dobie vyuziti.

Nage tivahy se tykaly pouze oblast{ jednoduse souvislych s dostateéné hlad-
kou hranici. Celkem bez velkych obtizi lze provést stejné tvahy pro oblasti
koneéné, vicendsobné souvislé, s dostateéns hladkou hranici. V praxi jsou viak
nejdulezitéjsi pipady, kdy hranice mé-tuhlové body. V jednom z piistich &isel
ukazi, Ze postup zustane skoro stejny i v tomto pifpads, i kdyZ na pt. tvrzeni
véty 11 nebude spravné. V nékterém z piistich &isel také ukazi konkretni
numerické FeSeni pro pi¥ipad, %e oblast jest pravouhly trojahelnik.

Tento éldnek Fedil nékteré theoretické otdzky. Rada jich v¥ak zistivé ote-
viend. Zminim se zde o nékterych, které se bezprostfedné tykaji otdzek souvi-
sicich s timto ¢lankem.

1. Vznikd otdzka, zda lze Fci néco specidlngjitho o chovani funkei @, x.
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