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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 78 (1953)

KANALOVE W-PLOCHY

KAREL HAVLICEK, Praha.
(DOélO dne 30. bi‘ezna 1953.) DT: 518.786

V &lénku je ukézéno, e n8které vlastnosti kanalovych ploch, které
jsou znédmé jako podminky nutné, jsou zdroven i postadujici pro jed-
notlivé typy téchto ploch. Pfedeviim jsou zde mezi kandlovymi plo-
chami uréeny vSechny plochy Weingartenovy.

1. Formulace problému

" Kanalové plochy lze charakterisovat rovnief
C=0, (1)
kde C je skaldr, jehoZ konstrukei jsem podal dfive;') protoze
C = Uyry Ugpy PYePAPrY

kde u,3, a PA# jsou symetrické tensory, jejichz slozky jsou zavislé aZ na tietich

parcidlnich derivacich funkef, uréujicich uvazovanou plochu, je rovnice (1) rov-

nicf diferencidlni. Chceme-li mezi kanalovymi plochami uréit nékteré specidln{

plochy, charakterisované jinou diferencialni rovnici, stadf hledat spoleéné

feSeni obou diferenciadlnich rovnic. Tak lze na pt. zjistit, které kanalové plochy

jsou zéroveii plochami p¥imkovymi.2) Abychom stanovili mezi kanilovymi

plochami vechny W-plochy (Weingartenovy plochy), budeme hledat spoleéné
feSeni rovnice (1) a rovnice

0K oH

ou’ ou

3K oH

el

=0, (@)

ktera charakterisuje W-plochy; pfi tom K, H znaéi Gaussovu, resp. stfedni
kitivost plochy vztaZené k parametrim wu, v.

ProtoZe rozvinutelné plochy (K = 0) jsou zde trividlnim reéenim vypustime
je ze svych Gvah a omezime se v dal’fm pouze na plochy nerozvinutelné.

1) Havltdek [1].
2) Havltéek [2].
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Rovn&z kruhové body plochy vylouéfme ze svych avah, nebof v takovych

bodech nelze sestrojit skaldr C. Znaéfi-li f}" RL normalnf kfivosti plochy
1 2
v hlavnich smérech, takZe tedy je
1 1 1
K=zr> "=mtrm>
pak kruhové body<sou charakterisovany rovnicf RL = —I;— Celkem tedy bu-
1 2
deme v daldim stéle pfedpokladat splnéni téchto dvou nerovnosti:
1 1
K+0, z+p (3)

Vedle ploch rozvinutelnych je t{m vylouéena z nasich Gvah také koule.
Za podminek (3) lze rovnici (2) nahradit rovnici
oR, o,
ou’ ou
oR, oR,|~ " - @
ov ' ov
tak¥e nadim tikolem je hledati spoleéné feeni rovnic (1) a (4). ProtoZe vyznam
téchto rovnic je nezavisly na volbé parametri u, v, miZzeme vypodet zjednodu-
8it vhodnou volbou parametrii. K tomu téelu se zde hod{ parametry hlavni.

2. Pomocné rovnice

Utijeme obvyklé vektorové a tensorové symboliky a terminologie.?) V pravo-
thlych kartézskych soufadnicich jsou parametrické rovnice plochy, vztaZené
k parametriim u, v symbolisovény vektorovou rovnici

r=r(u,v), (5)

které pfedstavuje pruvodié (radius — vektor) r bodu plochy jako funkei dvou
parametrii u, v.

Za piedpokladu, Ze u, v jsou hlavn{ parametry, vyjadiime slozky prvniho
metrického tensoru a,, resp. druhého metrického tensoru b,, klasickym zputso-
bem .

ey y=4FE, aqgn=ay;=F =0, agn=0~Q

byp=L, bip=byi=M=0, byp=2N.
Jejich diskriminanty oznadéime
. A*=EG — Fe, Bt= LN — M.
Protoe studujeme pouze redlnd plochy bez singularit, je vidycky 4 > 0.

3) Viz na pi. Havltbek [2].
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Nasledujici vztahy a rovnice tohoto odstavce uvaddim rovnéZz bez dukazu;
jsou obsaZeny téméf v kazdé moderni udebnici diferencidlni geometrie.4) Pro
normalni k¥ivosti v hlavnich smérech mame vzorce

1 L 1 N

takze —1—;—1 (resp. 1%2) je normalni k¥ivost kiivky v = const (resp. u = const).
V disledku druhé nerovnosti (3) je tedy
EN — QL + 0. (1)

Jednotkovy vektor normély plochy oznaéme N. Formule Rodriguesovy pak
jsou ) _
ON__lo N _ 160 ' (8)
ou R, ou’ v R, o0’

Christoffelovy symboly {1’;
parametrech uréeny témito vyrazy:

I|_ 1 9F Iry_1 o
1I[ 2Eou’ {IIII T 2Q o’
m)_ (1) _ 1 eG T) [1)_1@E ©)
TII( JIII[{ 2Gou’ (III[ (III( 2E o’
T\ _ 1 o I)_ 1 2@
I1I{~  2Gaew’ (IILII[ ~ 2Eou’

E
P < : 0 &« &
ro slozky kubického tensoru b,,, = Ero bur — i bor — » b,e do-

}, uréujicf metrickou konnexi, jsou v hlavnich

stavame tyto vyrazy:

1(, 0L . oE N _L\eg
beI—————(E————L ), bun=b1111=§( )_

E ou ou G E| o
1 oL oE 1 oN oG
bIIII——E(E %-——L—a;), bIIIn=-§(G~a—~N%) (10)
L N\oG 1 oN oG
b11111=b11111=§(-ﬁ7——a-)5?7, bunn=§(G-a—5—N%)-

Tento tensor je symetricky, takze
brim=brmr=burr, brmu=bnin=buur,

u# dévé zndmé rovnice Mainardi-Codazziho, je% v hlavnich parametrech tedy
znf: -

4) Na pt. Kagan [3].
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1(N L\oE 1 aL_LaE
2\ E)w E\"w o

(11)
1(L N\eG _1(,0N N oG

2\E~ Glou G\ ou ul

V dalsim uZijeme Gaussovy rovnice, které vyjadiuji druhé derivace vektoru (5)

. e . N T or o
jako linedrni kombinace ti{ linedrné nezavislych vektort -52, a—:) , N. Tyto

-

rovnice maji v hlavnich parametrech tvar

or 1 oF or 1 oF or
ou?  2E ou ou  2G ov v
or 1 oF or 1_ oG or
ouov 2E ovou ' 2G du dv’
or 1 oG or 1 3Gar+NN

o 2Eouou ' 2G ov o

(12)

Koneéné pro Gaussovu miru kfivosti plochy mame jednak vyjadfeni K =

=§;, jednak vyjddfeni pomocf prvniho metrického tensoru (Gaussova

véta),

K 1 E(FZBE 130)+

“2dwm\EAw  Adou
1 ¢ (20oF 1 0 F oFE
+.§za(za—2%“m’@)’ kde.d >0,
" coz v hlavnich parametrech dava rovnici
1 ok oG oG\? ok oG oE\?
bl @,

3. Kanélové W-plochy

Kazdé kandlové plocha je obalkou jednoparametrického systému kouli.

Maji-li vechny tyto koule stejny polomér, pak je zndmo, Ze jejich obélka je
W-plocha. Druhy bé#ny pifpad kanalové W-plochy je rotaéni plocha.’) Jiné
kandlové W-plochy uZ nejsou, jak plyne z nasledujiocfho tvrzen:

‘V&ta 1. Necht kandlovd plocha je W-plochou. Potom je to bud plocha ro-
taént mebo obdlka jednoparametrického systému kouli s konstantnim polomérem.

) Na pt. Kagan [3], str. 202; 2562 a dal.
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Dikaz: Dana plocha je podle pfedpokladu kandlovou, tedy pro ni platf
Tovnice (1), kterd v hlavnich parametrech se po kréceni nenulovym faktorem
redukuje na tvar®)

brrx bpnn=20. (14)

Aspori jeden systém hlavnich (kfivoznaénych) éar jsou kruznice, ProtoZe ozna-
&enf parametrickych &ar je v nasf moci, mizeme predpokladat, Ze tyto kruznice
jsou ¢ary « = const, takZe je by = 0. K podmince b;y; = 0 bychom dospéli
pouhou zaménou parametri. Pro Dupinovu cyklidu je soudasné byy; = by =
= 0, MiZeme se tedy pfi fefeni rovnice (14) bez ijmy obecnosti omezit na
piipad

biunnm=0. (15)
Z posledni rovnice (10) odtud plyne
oN . o@
G — N o = 0,

nebof vzhledem k piedpokladu 4 > 0 je @ 3 0. Tato podminka je ekvivalentni
s rovnici

oR,
=20, (16)
G LN
nebot ze (6) plyne R, = —, jelikoz N + 0 (nebot podle (3) je = K % 0).
N ®EG .

(Pozndmka: Touto rovnici (16) v hlavnich parametrech je mozno také defi-
novat kanalovou plochu, ¢imz by odpadly nékteré vypolty v odstavei 2. Bu-
deme je viak jeSté potiebovat pii jiné piflezitosti.)

Druhy predpoklad, Ze dana plocha je W-plochou, vede na rovnici (4). Dosa-
zenim ze (16) do (4) tedy dochazime k podmince

oR, R,
ou v

ktera spolu se (16) charakterlsuje kanalové W plochy. Nyni je tfeba rozliSovat
dva piipady:

(17)

I. ?E*o 11.3_Rl=0.
ou o

I 36121 = 0 spolu s podminkou (16) diava R, = konst; ale R, je pravé
polomér koule, ktera se dotyka plochy podél pifslusné kruznice u = const.
To plyne na piiklad ihned z véty Meusnierovy, podle niz polomér kruZnice
4 = const je kolmym primétem poloméru R,, takze existuje koule o poloméru

R,, prochézejici uvazovanou kruZnici a dotykajici se plochy podél ni. Ke kazdé

8) Havlilek [1], théoréme (3,5), str. 30—31, kde misto tensoru byau je uZito tensoru
Vyay = — by, (viz Mathematical Reviews, Vol. 11, No 5, p. 396, nebo Havlidek [2], po-
znamka 10) pod Garou). .
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- kruZnici = const lze takto pfifaditi jedinou kouli, viechny tyto koule maji
konstantni polomér R, = konst, jejich stfedy probihaji kiivku?)

p=r-+ RN, (18) .

takZe tyto koule tvoff jednoparametricky systém a uvaZovana plocha je tedy
jejich obalkou. Vede tedy p¥ipad I k obilce kouli o konstantnim poloméru,
Hmy je prvni &ast tvrzeni véty 1. dokazéna.

I1. piipad, kdy 2By = 0, vyzaduje deldtho vypottu. Uvazovana kanalova

plocha je oviem zase obalkou jednopa.rametrického systému kouli, dotykajicich

se ji podle kruZnic u = const. St¥edy téchto kouli vytvo¥{ i zde kfivku (18),

aviak R, nemusf zde byt konstantnf. Doka%eme, Ze tato rovnice (18) zde je rov-

nicf pfimky; tim bude dokézéno, ze dané plocha je rotaéni, nebof tato pfimka

stfedd koulf je zfejmé osou rotace celého jednoparametrického systému kouli.
Z rovnice (18) plyne:

ap_ a oN
, =gt Nt gy
Dosazenim z rovnic (6) & z prvnf rovnice (8) dostavame
op EN—GLor oG oN
ou~  EN ou +N2(N Ga_u)N'
Koeficient pfi vektoru N upravime je$té dosazenim z.druhé rovnice (11), takze
op _EN—GLfor 1 oG
ou_ EN ( 2N ou N) (19)

Dalsim derivovinim dostaneme

®*p_[2 (EN—GL or 1 oG EN —QLJ[ e
b [6u (——‘*‘EN )] - [@ w EN'a‘JN] TTEN [% .
1 oG oN 1 2@ oG oN

SN T aNE (Narz— 5 6u)~]

: or? : oN : ;

Dosadime-li sem za —; z prvni rovnice (12) & za ——z prvn{ rovnice (8), mame
o U ou :

po kratsf Gpravé

2p EN —GL\] [or . 1 oG
Zut [au(——EN )]~[51;+ma—u"]+

EN—GLJ 1 oF oG\ or 1 oE or
RN [zEN(N——La;)a—ﬁa—vsﬁ (20)
1 [, #G 8GN .
+W( ¢ o +2LN) ]

7) V dusledku druhé z rovnic (8) je totiz%’; = 0, tak¥e p zdvisi pouze na jednom
parametru a pfedstavuje tedy kiivku.
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17
Tento vysledek lze znaéné zjednodusit. UZijeme-li koneéné rovnice % = 0,
plynouci z podminky (17), mdme po dosazeni za R, ze (6)
oE oL

coz dosazeno do prvni rovnice (11) ddva vzhledem k nerovnosti (7) podminku
oK

P 0 (21)
a tedy také

oL

ov

Upravime predeviim koeficient pfi N ve vyrazu (20). Z rovnice (13) se snadno
vypodte ;%G?l ,-co% p¥i podmince (21) ddva -

G 1 aQ{,, oG oE\
T zf‘EGEJ(EEJﬂ“G'a;)‘ LN

a uzitim tohoto vysledku po vhodné upravé dostaneme

1 (00N

2N2\" our ou ou

1 oG 1 oK 1 oG 2 oG oN
ZZN%[E%_ a%*“aN(Na*Ga—u)]-
Posledni ¢len snadno upravime dosazenim z druhé rovnice (11) a dostaneme
postupnymi ipravami tento koeficient ve tvaru:
1 oG ( 2 I OG)

+ 2LN2) =

ou  oul|’
Dosadfme-li to spolu s (21) do (20), mame
*p @ (6:' 1 oG )

4EN? ou ou

72~ \om TN
kde
v

@ (EN—GL +EN——GL B oq
“ou\" EN 2E°N? w oml -

Porovnanim s rovnicf (19) nachazime vzhledem k (3), Ze plati

i
%2_¢"5,‘2’ (22)
kde
EN
=¥ gN—er=
EN [0 (EN—GL\], 1 (. 0E 4G
_EN—GL[E»E( EN )]+ 2EN (N%*L%)'
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o _ . , 7, e P dPp_ 7P
Vzhledem k tomu, ie% = 0 (srovnej s poznamkou 7), je = ow T T
rovnici (22) lze pfepsat na tvar
&p_ 5dp
aw= P q
kterd charakterisuje pf{mku. K¥ivka (18) je tedy piimkou, to znamens, Ze
uva¥ovand plocha”je obilkou jednomocného systému kouli, jejichz sttedy
vyplni pi{mku, takZe na%e plocha je rotadnf. Tim je véta 1. celd dokdzana.
Zvl4étnim pFipadem kandlovych ploch jsou Dupinovy cyklidy, charakteriso-
vané v hlavnich parametrech rovnicemi

bIII = bnnn =0. (23)
Pro né dava piedchozi véta 1. tento vysledek:

Vé&ta 2. Nuind a postalujict podminka pro to, aby Dupinova cykloida byla
W -plochou, jest: tato plocha je torus (rotaéni anuloid).

Diukaz: Protoge torus je nutné W-plochou, stali se omezit na druhou ¢ast
dukazu. Necht Dupinova cyklida je W-plochou. Podobné jako v dikaze véty
1. zjistime, Ze (23) je ekvivalentn{ s rovnicemi

R, _ oR,
N =0 BE=0 (24)
coz dosazeno do (4) dava
R, 0R, _ )
o B (25)

Rozli§ujeme opét dva piipady.
I. Necht 36_1121 = 0. Spolu s rovnici (24a) ddva tato podminka vysledek R, =

= konst; uvazovana plocha je tedy obalkou kouli o konstantnim poloméru
a tyto koule se dotykajf plochy podél kruZnic » = konst. (Porovnej s piipadem I,
v dikazu véty 1.) Spolu s rovnici (24b) predstavuje podminku pro to, aby
plocha byla rotaénf, na niz kiivky « = konst jsou rotaénimi kruznicemi (coz
jsme odvodili v dikaze véty 1., ptipad I1.). To znamena, %e ¢iry v = konst,
jez jsou zde kruZnicemi, jsou merididny na$i plochy, ktera je tedy rotadénim
anuloidem.

oR
IT. Piipad 31—1’-2 = 0, dava ovism stejny vysledek s vyménou oznaceni obou

~systémi parametrickych kfivek.

, . OR, OR, OoR, R, _ i )
Poznamka: Pifpad T T T 0 vede k podminkam

brr1r = binxmr = 0, coz podle rovnic (11) za predpokladu (7) znamena %7 = 0,
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% = 0; podle vzorce (13) pak mdme K = 0 a nase plocha je rozvinutelnd, kte-
ry#to pripad jsme pfedem vyloudili ze svych ivah. Kdybychom opustili pied-
poklad (7) a pripustili R, = R,, pak v8echny body jsou kruhové a uvaZované
plocha je koule. Tento piipad jsme rovnéz vyloudili.

4. N&které duasledky.

U kanélovych W-ploch je vidycky jedna soustava hlavnich (¢ili kfivoznag-
nych) kiivek tvofena kiivkami geodetickymi; u plochy rota¢n jsou to meridié-
ny, u plochy, ktera je obslkou koulf o konstantnim poloméru jsou to kruZnice,
podle nichz se tyto koule dotykaji obalky (nebot rovina kazdé z téchto kruznic
prochézi zde stfedem prisluiné koule a tedy jeji normély jsou zdrovei normd-
lami obalky, co% je charakteristické vlastnost geodetické kfivky). Snadno uké-
%eme, Ze tato vlastnost je pro kandlové W-plochy charakteristicka.

Oznadime-li u = &%, v = &, pak rovnice geodetickych kfivek lze uzitim

tensorové symboliky psat jednoduSe ve tvaru
d2gr | (v)derdes | dev _
ar {zy}ﬁm—f(‘)w’ =L,

kde f(t) je libovolny skalér, ¢ je parametr uvazované kiivky. Pro parametrické
kiivky mame bud % = konst, v = ¢

d £l dzgl

d&I d2§I
tedy g ="g@ =% =" @ =

nebo u = ¢, v = konst '
ag Qg dgr  qn q
(7“ @ =% w T e )

takZe nutna a postadujici podminka, aby parametrickd kfivka u = konst
(resp. v = konst) byla geodetickou, je

{IIIII} = 0 (resp. {IHI}= 0). (26)

Ptedpoklédejme opét, Ze parametry u, v jsou hlavni a ve shodé s oznaenim
v predchézejicim odstavei volme kruZnice, tvotici jednu soustavu hlavnich
k¥ivek na kanalové ploge, za kiivky w = konst. Nazveme ji prvni soustavou
hlavnich kiivek; kiivky v = konst tvof{ pak druhou soustavu hlavnich kfivek.

Vé&ta 3. Nutnd a postadujict podminka pro to, aby na kandlové plode byla proni
soustava hlavnich kfivek tvofena kFivkams geodetickyma, jest: tato plocha je obdlkou
jednoparametrického systému kouli o konstantnim poloméru.

Dikaz: Kandlova plocha, na niz hlavni kiivky » = konst jsou kruZnice, je
charakterisovéna rovnici (15), resp. (16).
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Z pifpadu I v dukazu véty 1. vime, Ze tato plocha je obalkou kouli o kon-
stantnim poloméru tehdy a jen tehdy, kdyZ ve viech bodech plochy platf
| oR, _
. ou
¢Gili

- _N'a—q'—G?AT=O-
U

Na. zéklad$ druhé z rovnic (11) je tato rovnice vzhledem k predpokladu (7)
ekvivalentni s podminkou

% _ o

ou ’

kterd je splnéna tehdy a jen tehdy, kdyZ

1
{II 11} =0,

jak snadno zjistime z posledn{ rovnice (9). Tak dochadzime k prvn{ rovnici (26),
piedstavujici nutnou a postatujici podminku pro to, aby k¥ivky u = konst
byly geodetické. Tim je véta 3. dokdzana.

Stejného postupu dikazu uzijeme i v druhém ptipadé.

Vi&ta 4. Nutnd a postatujici podminka pro to, aby na kandlové plode byla druhd
soustava hlavnich kfivek tvofema kfivkami geodetickyms, jest: tato plocha je ro-
tacni.

Diukaz. Z pifpadu II v dikaze véty 1. vime, Ze kanalova plocha, na nfz
w = konst jsou kruZnice, je rotadnf tehdy a jen tehdy, kdyz vedle (16) plati

¢ili

Vzhledem k ptedpokladu (7) plyne z prvni rovnice (11), Ze tato podminka je
splnéna tehdy a jen tehdy, kdy% -

5—;:0.

Ze vzorci (9) plyne, Ze tato rovnice je splnéna tehdy a jen tehdy, kdyz

It
b=

¢ili, kdy# kfivky v = konst jsou geodetické (viz druhou rovnici (26)), éimz je
tvrzeni véty 4 dokazéno.
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