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CAST II.
N&kolik p¥ikladi z afinni geometrie k¥ivek v £,

Uvedené pfiklady jsou jednoduchou aplikaci theorie probrané
v I. &asti préce na kfivky v dvojrozmérném afinoeukleidovském pro-
storu. Jde v&tSinou o zndmé vysledky, které je moZno odvodit jedno-
duchymi jinymi vypoéty. Piklady jsou voleny jednoduché proto, aby
na nich prav¥ byla evidentni Gloha afinniho oblouku v geometrii.

Afinni prostor dvojrozmérny A, o koeficientech konexe I, = 0 se nazyvd
dvojrozmérnym afinnim eukleidovskym prostorem a je zvykem oznadovat
jej K.

Jako velmi jednoduché piiklady pro aplikaci theorie rozvedené v I. &asti
prace uvedeme pifklady z afinni geometrie k¥ivek v E,.

Poznamenejme jeité, %e geodetickymi ¢arami v afinnim eukleidovském pro-
storu B, (n = 2) jsou piimky. K¥ivka p-té t¥idy v £,, 1 < p < n, je kiivkou
le#fcf v p-dimensiondlni rovinné subvarieté E,, ktera le#f v £,. To snadno na-
hlédneme z definice t¥idy reguldrni k¥ivky v 4, podané v 1. &4sti préce. Stadf
se tedy omezit p¥i studiu k¥ivek v E, na studium kfivek n-té tiidy v £,.

@ |
PFiklad 1. Rodina parabol v E,. Definujeme funkei A(s) takto:
(2 !
A=0. (1,1)
1 :

V tomto pfipadé se diferencialnf rovnice (27) redukujf na tvar

dege B
=0 x=1,2, (1,2)

Reseni téchto rovnic jest,
@ = AJag? + Beg 4 Cx a=12, : (1,3a)

kde A2, B*, C*, « = 1,2 jsou zcela libovolné konstanty. Podminka, %e hledana
kiivka mé byt druhé t¥idy v E, vede na podminku

A'B: — A*B' 4+ 0. (1,3b)

Rovnice (1,3a) spolu s podminkou (1,3b) vyjadiuji, jak se snadno presvédéime,
rodinu viech parabol v kartézské roving.

Jestlize predepifeme politeéni hodnoty ve smyslu existenéni véty 8, pak
dostaneme jedinou zcela urtitou parabolu jakoito partikuldrni feSeni rovnic
(1,2).

2fa
V&imnéme si je&té toho, Ze smér ¢= = % je konstantni a v dtsledku (1,3b)
2

o a
nenulovy. Nazveme-li 1* sdrufenym smérem ke sméru 1 = (_ld—i-’ potom v kaz-
1

2
dém bodé& paraboly je vektoru ¢= pfifazen jeden a ty% smér sdruzeny.
1
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Pl‘fklad 2. Rodma elips v E,. Hledejme rodinu k¥ivek druhé t¥idy v E,, kde
funkce /1(8) je takto definovana

@
A(s)z— 1. (2,1)
1
V tomto piipadé se diferencidlni rovnice (27) redukuji na tvar
ddge  dge _ :
=t =9 x=12. (2,2)
Snadno zjistime, Ze feSenim systému rovnic (2,2) jsou kiivky
2 = Aagins 4 B=xcos s + C=, a=12, (2,3a)
kde A=, B, C* (x = 1, 2) jsou libovolné konstanty vizané pouze podminkou
A'B* — A*B' £ 0, (2,3b)

c0% je opét podminka pro to, aby integraln{ kiivka rovnic (2,2) byla druhé tHdy
v B,.

Rovnice (2,3a) spolu s podminkou (2,3b) popisuji, jak se snadno presvédéime,
rodinu v8ech elips v kartézské roviné.

P¥iklad 3. Rodina hyperbol v E,. Definujeme-li

1(8) =1, (3,1)
potom se rovnice (27) redukuji na tvar
A B
d# " ds a=12, (3,2)

jejichZ Fefenim jsou kiivky
5“——A“e’+B¢e-‘+C“ =1
které miZeme té%z piepsat na tvar
&2 = g2 ginh 8 4+ b2 cosh s + ¢c=, a=1,2, (3,3a)
kde a%, b2, c* (x = 1, 2) jsou hbovolne konstanty vazané podminkou
alb? — a2bt *+0, (3,3b)

kterdZto podminka vyjadiuje, Ze ki¥ivka (3,3a) je druhé tiidy v E,. Snadno se
plesvédéime, Ze parametrickymi rovnicemi (3,3a) spolu s podminkou (3,3b) je
podchycena t¥{da hyperbol v kartézské roving.

Poznémka 1. Snadno se presvédéime, Ze volba }. = —k, k > 0 je konstan-
ta, vede ke kfivkdm druhé ttidy v B, s para.metnckyml rovnicemi

| . E“——A“smyks—{—Bacosts—{—C'“ =12, :
kde Ae, Be, O (x = 1, 2) jsou libovolné konstanty vazané podminkou 41B? —
— A2B! % 0. PoloZime-li *s = Vlcs potom pFedchozi parametrické rovnice
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pfejdou v rovnici elips v E, tvaru (2,3a)a pfisludnd charakteristicka funkce *ﬂ.
je pak, podle transformaéniho vztahu (30b), rovng

(2) 1 (?
* —_—
2= Wer s

Tedy éislo —1 charakterisuje skuteéné v8echny elipsy v E,. Zeela obdobné si
ovéiime, Ze ¢islo +1 charakterisuje viechny hyperboly (vétve hyperbol) v E,.
To, %e ¢islo 0 charakterisuje v8echny paraboly v roving, bylo ukdzano v p¥i-
kladé 1.

P¥iklad 4. Definice stfedu elipsy a hyperboly a stredu kftvosti.
Budiz parametrickymi rovnicemi
Ea = £2(8), « = 1,2, sed (J — otevieny interval) (4,1)
dana v K, kiivka druhé t¥idy v J, pii éemZ s necht je jeji afinni oblouk. Pfed-
pokladejme dale, Ze této kiivee pfislu§nd charakteristickd funkce ():)(3) jespojité

v J. Budiz s e J té vlastnosti, Ze
o

2)
As) £ 0. . (4,2)
1 o

(2)
Z (4,2) az pi"edpokladu spojitosti funkce 1( s) v J (jak to vyZaduje existenéni
teorém 8) plyne, Ze je }.(s) razna od nuly v dostateéné malém qkoli bodu 8.

o

Volme ¢islo & tak malé aby bod 8 + % byl rovnéz z tohoto okoli (pFi éemz
8 + hedJ). Vbodechs, s + h knvky (4,2) sestrojme pfimky ve sméru vektori
12(8), t%(s 4+ h). Parametrické rovnice téchto pfimek jsou
2 o g o
z(t) = £%(8) + 1%(s) ¢
) (o] 2 ©° (4,3)
w(t) = (s + h) + i“(s + h)t

Najdéme tu hodnotu parametru ¢, ktera odpovidéd prisedfku p¥{mek (4 3). Pro
tuto hodnotu ¢, plynou z (4,3) tyto vztahy

t;.[:“(g + h) — :“(g)] =—[Exs+h)—E(9)], a=12. (44)
Uvazujme nyni dva podily |
Ea(s + h) — £=(s) |
m'@ ’ X = 1, 2 (4,5)

@)
Jeito vektor iz m4 v J derivaci g za = At= a je¥to ve zminéném dostateéné
2 11
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malém okoli bodu 8 je }.(s) #+ 0 a protoze vektor W nenf v zadném bodé inter-

valu J vektorem nulovym potom aspoii pro Jeden podil v (4,5) je jmenovatel
rizny od nuly a tedy pfisluSny podil mé smysl. Nechf x je onen pevny index,
pro ktery podil (4,5) mé smysl. Potom jsou zfejmé splnény podminky pro dru-
hou vétu o st¥edni hodnoté, takze muzeme psat
§4(8 4 k) — &(3) i(s + 6h)

) — ) , 0<6<1l.
g © g o

@
A(s + Oh) i*(s + Oh)
10 1 o
Odsud a z (4,4) plyne
%=—m—i——, 0<O<1. (4,6)
A(s + Gh)
10 .
Dosazenim z (4,6) do prvn{ z rovnic (4,3) dostaneme pro soutadnice hledaného
priseéfku
‘ @
x2(ty) = £2(8) — {A(s + Oh)}~11%(s), x=1,2. (4,7)
o 10 2 © .
Nechéme-li nyni bod s + & konvergovat k bodu s, potom pfechodem k limité
— 0) dostaneme
)
z%(8) = lim x2(8,) = &2(s) — {A(8)}1¢2(s), =12,
° a0 o 10 2 o
Vysledek miZeme stmén§jvysloviti takto:

1°. Ke kaZdému bodu kfivky (4,1) lze pfifadit za predpoklada shora vyslove-
nych, bod o soufadnicich

ve(s) = bo(o) — (D)1iee),  a=12. (4,8)
L1 ;

Toto pfifazent je jednoznaéné a nezdvislé na volbé parametru kfivky.

Nezéavislost bodu 2%(s) na volb& parametru plyne ihned z transformaénich
vztahl (30b), (31).

Bod z%(s), definovany v (4,8), mazyvame stfedem kfivosti kfivky piislusnym
k bodu s. L

Z 1° a ze vztahi (30b), (31) plyne ihned:

2°, Vektor
ne(e) = — {A(e)}=2 i) “9)
je nezdvisly na transformaci parametru kfivky.
Poznémka 2. Bod kiivky druhé tifidy v E,, v némz je ()’.) = 0, budeme nazy-

‘vat bodem parabolickym na kiivce. V takovém bodé neni ovéem vektor n= defi-
novan.
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Vektor :#(s) (s je afinni oblouk) budeme nazyvat smérem sdrufenym ke
2

sméru =,
1

Z predchazejicich definic a vztahu (4,8) odvodime dvé tvrzeni, tykajici se
rodin kiivek z priklada 2,3.

3°. Viem bodam elipsy v E, odpovidd jediny spoleény stied kfivosts, jimZ pro-
chdzeji v8echny primky

za(t) = Eo(s) + ne(s)t, a=1,2. (4,10)

(t. j. pFimky ve sméru @“(8) vedené bodem &£%(s)). Stejné tvrzeni plati pro hyper-
bolu.

Dikaz. Pro elipsu je podle (2,3a)
2 = Axgins + B*coss + C=, =12, (4,11)

pti éemz A=, B, C* jsou libovolné konstanty vazané podminkou A4'B* —
— A2B! =+ 0; s je afinn{ oblouk. Z (4,11) plyne ihned
:’“z——A“sins—B“coss:—Ea—|—C“. (4,12)
Dosadime li z (4,11), (4,12) do (4,8) a uvazime li, %e pro elipsu (4,11) je podle
(2,1) A = — 1, dostaneme
xx(s) = C=, a=12,

pro kazdou hodnotu s. Jezto bod z=(s) lezi na pfimce jdouci bodem &=(s) majici,
smér ¢%(s), je zbyvajici ¢ast tvrzeni 3° pro elipsu evidentni. Pro hyperbolu pro-
g .

biha diukaz obdobné.
4°. Necht pammetrickg]rﬁi rovnicems .
o = Ea(s) 8€(—00,00) (4,13)
je definovina v E, reguldrni kfivka druhé tfidy v celém svém definiénim oboru.
Necht s je jeji afinni oblouk a (,3.)(8) ji prislusnd charakteristickd funkce, o niZ bu-

deme predpokladat, Ze je v (— o0, ) derivace schopnd. Potom nutnd a postadujici
podminka pro to, aby pro krivku (4,13) uvedenyjch vlastnosti existoval jediny stied
kiivosti,1) jest: kiivka je bud elipsa nebo hyperbola.

Dukaz: Postaditelnost podminky véty je vyslovena tvrzenim 3°. Nutnost
podminky véty si ovéiime takto: uvazme nejdiive, Ze ma-li mit krlvka poZado-

vanou vlastnost, potom v Zdédném bod§ této kiivky nemuze byt }, rovno nule
1
(jezto v takovém piipadé by piislusny stied kiivosti nebyl viibec definovan, jak

1) spoleény viem bodum kiivky.
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2)
je vidét z (4,8)). Musi byt tedy nutné 4 + 0 v (—oo, ). Podle pfedpokladu
1
@) (2)
véty je A spojitou funkef parametru s v (—oo, o0); ma tedy 4 v (—oo, o) totéz
1 1

(2) (2)
znameni (tedy bud 4 > 0 v (—oc0, ) nebo 4 < 0 v (—o0, )). Podminka, Ze
1 1

existuje jediny stfed kiivosti pro kazdé se (—oo, ), vede podle (4,8) k pod-
mince

d
(Tg{fa(s) (i) i (8)} =0 (8 € (—o0, ®)).

1
Provedeme-li naznatenou operaci, dospéjeme (vzhledem k (27)) k podmince

d(i) " :
()51_ 8 € (—o0, ).

Jeito pfedpokladame, Ze k¥ivka je druhé t¥{dy v E,, nemize byt v Zadném bodé
(2)
1« vektorem nulovym. Posledn{ vztah se tedy redukuje na H— l =0,tj A=
2 S (1) ]
= konstanta v (— o0, o). Z ho¥Féjsich Gvah je zFejmé, Ze tato konstanta nemize
byt rovna nule. Je tedy bud vétsf neZ nula a kfivka je pak hyperbola, nebo
men&f nez nula a kiivka je v tomto pfipadé elipsou. To plyne z pozndmky 1.
Pozndmka 3. Do kategorie kiivek s jedinym stfedem k¥ivosti mohli by-
chom zahrnout téz parabolu, kdybychom pfipustili pojem nevlastniho stiedu
ktivosti, Tento pojem vSak nezavddime.
Poznamka 4. Tvrzeni 4° ukazuje, Ze rodina elips a rodina hyperbol jsou

jakési privilegované kiivky v E,. J edmy stfed kiivosti téchto k¥ivek nazyvame
prosté jejich stfedem.

P¥iklad 5. Frenetovy formule pro kfivku druhé t¥idy v E,.
Necht parametrickymi rovnicemi §* = £%(s), « = 1, 2, je ddna k¥ivka druhé
tHdy v E,, pfi éemz s je jeji afinni oblouk, (s, s) definiénf interval. P¥edpokla-
12

dejme, %e na uvazované kiivee nelezi Zidny parabolicky bod. Dile pfedpokls-
‘ (2)

dejme, %e kiivce pfisludné charakteristickd funkce A(s) md v intervalu (s, s)

1 1 2

(2) (2)
spojitou derivaci. Pak je tedy v (s, s) bud A(s) > 0 nebo A(s) < 0
1 2 1 1

Oznaéme
‘ . @
& = gignum A(s) , s e (s, 8)?) (5,1)
1 12
. @ . @)
) tedy e =1,jeli 4 >0,¢e =—1,jeli 1 <O.
1 1
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a zavedme na dané kfivce novy parametr

8
(2)
o= J ViR as. (5,2
Oznadime-li 4
. dee
tn = g (5,3)

a znadi-li 1 = gd&—s-a (jako v pfedchozich pifkladech), potom mezi vektory 72, ¢«
1 1
plati vztah
' te = |A[ e, - (5,4)
. 1
Z (5,4) plyne pak
d @ 4@\ . @
—_—l = — -2 __ a —1ja
e =l (G ) e+ i

Zavedeme-li jeité oznadeni (viz (4,9))

@ @ .
ne(s) = — {A}~1ix(s) = — ¢g|d|-1ix(s), (5,5)
12 1 2
miizeme psat .
d @ . [d®
— e e -3 ' a 5,6)
ot «}e|}1»| (dsf)t en (
7 (5,5) plyne dale derivovanim podle o
d . " (2)(2)_:1 . (22:d(2)
N = t —}—e/;l~ ]i.] 7 e, /ll_dsf. (5,7)

Zavedeme-li pro struénost oznacéeni

~
)
~

2)
o(8) = eA |44, (5.8)
11
muzeme (5,6), (5,7) psat ve tvaru
d _
a(—Tt = — }ote — en=, (5,9a)
i-'n"‘-——t"‘—}— ne . -(5,9b)
do =~ ens. :

Plati nyn{ tato véta:

5°. Vektory t=, n* a skaldrni funkce g jsou nezdvislé na volbé parametru kfivky
shora wvaZované.

Dikaz této véty plyne bezprostiedné z definiénich vztahu (5,4), (5,5), (5,8)
a z transformaénich rovnic (30a, b), (31).

Jsme nyni opravnéni vyslovit tuto definici: Vektory t=, n* nazgjvdme v tomto
pofadi normalisovanym telnym, mormalisovangm mnormdlnim vektorem kiivky
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druhé tFidy v jejim neparabolickém bodé. Skaldr o(s) nazyvdme kfivosti kfivky
druhé tFidy v B, v jejim neparabolickém bodé. Vztahy (5,9a, b) nazveme Frene-
tovymi formulems pro k¥ivku druhé téidy v E, v jejim neparabolickém bodsé.

Poznamka 5. Pro elipsu maji Frenetovy formule tvar

d d

jak plyne ihned z°(5,9a, b) a (2,1). Pro hyperbolu pak — podle (5,9a, b)a (2,1) —
plati d

d

P¥iklad 6. Afinni styk krivek. Budtez C,, C, dvé kiivky druhé tiidy v E, po-
psané parametrickymi rovnicemi

* = £%(s), (6,1)

o nichZ budeme pfedpokladat:
a) s je afinnim obloukem k¥ivky O, s je afinnim obloukem k¥ivky Cy;
b) k¥ivky C,, C, maji spoleény bod, odpovidajici u k¥ivky C; hodnoté para-
metru ¢ = 0, pro kiivku C, hodnoté parametru s = 0;
¢) funkce &2(s), £%(3) jsou v dostatetns malém okolf bodu s = § = 0 funkce-
mi analytickymi;
@ @
d) charakteristické funkce A(s), A(s), piisluné v tomto potfadi kiivkim
1 1

C,, C,, jsou ve spoleéném bodé (odpovidajicim hodnoté s = s = 0) rizné od
nuly.

Poznamka 6. Maji-li kiivky C,, C, spoleény bod a jsou-li vztaZeny k libo-
volnym parametrim (tedy ne nutné ke svym afinnim obloukim), potom lze
vidy zat{dit, aby platily pfedpoklady a), b). To plyne z ptedpokladu, Ze kiivky
jsou druhé t¥{dy v E, a z poznamky 5, rovnice (*) v prvé 4sti prace. B '

‘Volme nyni s = § tak malé, abychom zistali v takovém okoli bodu s —

o] o]
=3 = 0, kde plati pfedpoklad c). Definujme nyni:

Definice. K#ivky C,, C; maji ve spoleéném bodé s = s = 0 afinnt styk nejméné

g-tého Fddu, jestliZe plati
£o(s) — &=(s)
im ——— =0 pro p=1,..,¢q. (6,2)

8—>0 Lid
@ o

Z predchozi definice plyne véta:

6°. Nutnd a postalujici podminka pro to, aby kfivky (6,1) mély ve spoleéném
bodé s = 8 = 0 afinnt styk nejméné g-tého Fddu (¢ = 1, 2, 3, 4), jest:
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pro

0);

(0), i%(0) = i=(0); (6,3)
2 2

1) ¢ = 1: i2(0) = 3=
1 1

2) ¢ = 2: i%(0) = 1%
1 1

3) ¢ = 3: t2(0) = t%(0), n2(0) = n2(0);

4) ¢ = 4: t=(0) = %(0), n*(0) = n*(0), (0) = (0).

Dukaz: Z pfedpokladu c) plyne

k=0 ds*
sk
< __a__wo dkéa
=50 =55 (T ).

a tedy

Podminka (6,2) implikuje
dkge drze
—_— = - == ] p cee ’
( IoF )‘=o ( o );_0 pro k=1,2..4q (6,4)

a téZ obracens, t. j. (6,4) = (6,2).

Pripady (6,3,), (6,3,) plynou bezprostiedns z definiénich rovnic (26) a pod-
minek (6,4).

Pro ¢ = 3 plati podle (26), (6,4), (6,3,), (6,3,)
@

Po(0) = T%(0),  ix(0) =T%0),  4(0)%(0) = A(0)7%(0),
1 1 2 2 1 1 1 1

kterézto podminky muiZeme piepsat na ekvivalentni systém podminek

_ — @) @
1%(0) = 1%(0) , 12(0) = ¢%(0) , A(0) = A(0), (6,5)
1 1 2 2 1 1

ktery, vzhledem k definiénim vztahtim (5,3), (5,5) vede k podminkdm (6,3,).
Pro ¢ = 4 platf jednak podminky (6,3,), jednak, podle (6,4), podminka

() (o
ds? l=0_ dst [0’
kterou, jak se snadno presvédéime z (27), miZeme pfepsat na tvar

ae@\ @ d®
(& f).no i#(0) + 4(0) §=(0) = (a /})

8=0

7(0) + A0)7+(0) . (6,6)
1 1 2

Z ptedpokladu linearni nezavislosti vektort ¢=, ¢= (nebof jde o k¥ivku druhé
12
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I

t#dy) a z platnosti vztahi (6,5), jeZ jsou ekvivalentni s (6,3;), plyne pak z (6,6)
— vedle podminek (6,5) — navic podminka

d® d®
il Sl 6,7
(d& 1 );=0 (d8 1 )l-rﬂ ( ’ )

Podminky (6,5) jsou pak ekvivalentni{ podminkdm (6,3;), podminka (6,7)
spolu s podminkou t¥eti v (6,5) vede — podle (5,8) — k podmince
2(0) = ¢(0) . (6,8)
Ztejmé je podminka (6,8) spolu s podminkami (6,3;) ekvivalentn{ podmin-
kém (6,5), (6,7), jak snadno nahlédneme.
Poznémka 7. Z (6,3),,, je vidét, ze v podminkéch afinnfho styku 3. a 4. Fidu
vystupuji pouze veli¢iny nezdvislé na volbé parametru kfivky.

P¥iklad 7. V tomto pifkladé uvedeme jednoduchou aplikaci theorie z p¥-
kladu 6. _
Definice. KuZelosedku, kterd md s danow kfivkou styk (afinni) tFetiho Fddu,
budeme nazjvat oskulaéni kuZelosetkou kfivky v uvaZovaném bodé.
Uvazujme nyn{ tfi ptipady:
A) Necht C, je k¥ivka druhé t¥dy v E, s parametrickymi rovnicemi
Sa = Ea('s) ) & = l’ 2 ) (7318‘)
kde s je jeji afinni oblouk a ktersd mé za definiéni obor n&jaky interval (s, s)
. 12
obsahujfcf bod s = 0. Necht v bodé s = 0 platf
@)
A<0. (7,1b)
1

Polozme si za kol stanovit elipsu, jez mé v bodé s = 0 s danou kfivkou afinni
Btyk 3. fédu. 1 )

Pi&me, podle (2,3a), parametrické rovnice piisluiné elipsy ve tvaru
Ee(s) = A=sin§ + B*coss + C= 3) (7,2)
Pro elipsu (7,2) spodéteme vektory t=, ne v bodé s = 3 = 0. Podle (2,3a), (2,1)
a (7,2) dostaneme - ’

7%(8) = A2 cos § — Besin g,
1 .

s )
1%(8§) = — A*gins — B2 cos 8, A=—1
2 1
a tedy
- — 2)
12(0) = A=, 1%(0) = — B>, A0)=—1.
¥ 2 1

'3) Bereme tedy pro elipsu parametr’s, jenZ je jejim afinnfm obloukem.
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Dosadime-li odtud do defini¢nich rovnic (5,4), (5,5), dostaneme
12(0) = A=, 12(0) = — Be , (7,3)

Tedy podminka, aby elipsa (7,2) méla s kiivkou (7,1a) v bodé s = 0 styk tietiho
fadu, vede na podminky (podle (6,3;))

£2(0) = B>+ C=>, = t2(0) = 4=, n%(0) = — Be,
Dosadime-li odsud do (7,2), dostaneme rovnice hledané oskulaén{ elipsy
ga(s) = £%(0) + t%(0) sin s — n(0) (cos s — 1)
' Je-li s libovolhym bodem k¥ivky (7,1a), v ném% (}2.)(8) < 0, dostaneme snadno

pro hledanou elipsu parametrlcké vyjadieni (piSeme-li misto £z(s) symbol

£(6) |

£2(8) = £2(s) + t*(s) sin(s — 8) + n(s)(1 — cos (s —9)), x=12. (7,4)
Poznamka 8. A) Je-li dand kf¥ivka (7,1a) elipsou o rovnicich (7,2), potom,

jak se snadno presvédéime, splyva oskulacni elipsa v kaZzdém jejim bodé
s danou elipsou (7,2), coZ samoziejmé otekdvame.

- B) Necht C, je kiivka druhé tiidy v E, s parametrickymi rovnicemi
== Ea(s) ) x = 17 2 ) (7358’)

kde s je jeji afinni oblouk a kterd ma za definién{ obor néjak§ otevieny interval
(8, s), obsahujici bod s = 0. Necht v bodé s = 0 platf
12

@) .
A(0)> 0. (7,5b)
1
Vytknéme si za tikol stanovit hyperbolu, kterd ma v bodé s = 0 styk s kiivkou
(7,5a) tfetiho ¥adu. Pisme, podle (3,3a) rovnice pfislusné hyperboly ve tvaru
&y = A=sinh s + B2cosh s 4 C=. : (7,6)
Pro hyperbolu (7,6) je podle (3,1) ‘
@) .
i#(0) = A=, i%(0) = Ba , 2(0) = 1.
-1 , 2 A 1.
Dosadime-li odsud do definiénich rovnic (5,4), (5,5) dostaneme
| £4(0) = Ao ny(0) = — B, (7.7)

Tedy podminka, aby hyperbola (7, 6) méla s danou k¥ivkou v bode 8 = 0 styk
fadu tietiho, vede — podle (6,3;) — na podminky

£2(0) = B+ + C=, t2(0) = A=, n+(0) = — B .
Odsud a z (7,6) plynou pak rovnice hledané hyperboly
%(8) = £%(0) 4 ¢%(0) sinh ¢ + ne(0)(1 — cosh s) .
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@)
Je-li s libovolnym bodem k¥ivky (7,6a), kde A(s) > 0, dostaneme snadno pro
° : 10
hledanou hyperbolu z pfedchoziho vyjédient ‘
%(8) = £2(8) + t*(s) sinh(s — 8) + n(s8)(1 — cosh(s — s)) . (7,8)

Hyperbola s parametrickymi rovnicemi (7,8) je hledand oskulaéni hyperbola
kiivky (7,5a) v bodé s.

Poznamka 9. Analogicky k poznamce 8 miZeme v pfipadé, ze dané kiivka
(7,5a) je hyperbolou, snadno se presvédéit, Ze oskulaéni hyperbola v kazdém
jejim bodé s ni splyne.

Poznamka 10. Piedpoklad d) uéinény o kfivkach C,, C, na podatku pii-
kladu 6 byl pro definici styku dvou k¥ivek nepodstatny. Podstatné predpoklady
jsou a), b), ¢).

Je-li na pifklad C kfivka druhé t¥idy v E, s parametrickymi rovnicemi
§x = £2(8), « = 1, 2, kde s je jeji afinni oblouk a ktera mé za definiénf obor
(2)

néjaky interval (s, 8) a je-lis = 0 z intervalu (s, s)takovy, %e 4(0) = 0, poton
12 1 2 1

je moZno jednoznaéné urdit parabolu, ki:eré, m4 s k¥ivkou C v tomto bodé styk
t¥etiho ¥adu. Pro rovnice této, tak zvané oskulaéni paraboly, dostaneme snadno
z podminek (6,5)

&5(8) = '}Z;‘(O) 8 + il"‘.(O) 8 + &%(0), x=12.
(2)
Je-li ¢ = s libovolnym bodem z intervalu (s, 8), v ném% A(s) = 0, potom para-
° 12 10
metrické rovnice oskulaéni paraboly v s jsou
(-}

&5(8) = ’l‘i“(g)(s — g)" =k f“(g)(s —g) + E"‘(g) ) (7,9)

jak se snadno presvédéime.

Kdyby dané kfivka byla parabolou, pak v kazdém jejim bodé je oskulaéni
parabola s danou parabolou identicka.

Vysledky z pifkladu 6 miZeme struéné shrnout takto:

7°. BudiZ C kfivka druhé tfidy v E,. Potom v kaZdém jejim bod¢ je jednoznalné
uréena oskulaéni kuseloseka, a to:

@ :
a) elipsa, je-li A < 0 v tomto bodé,
1
2)
b) hyperbola, je-li A > Q v tomto bodé,
1

(2)
c) parabola, je-li A = 0 v tomto bodé.
1
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Tim je déna zakladni klasifikace bodi na reguldrni k¥ivce druhé t¥idy v E,.

(2) 2)
Body, v nichz 1 < 0, nazyvame eliptickymi, body, v nichz 4 > 0 nazyvame
1 1

hyperbolickymi, body, v nichz (i)= 0 jsou pak parabolické body na dané
kiivce. '
PFiklad 8. V piikladé 5 byl definiénim vztahem (5,8) zaveden pro neparabo-
lické body k¥ivky druhé t¥{dy v E, invariant p.
Polozime-li si nyn{ otazku najit v E, k¥ivky druhé t¥idy, pro néz
o = konstanta , (8,1)
potom dojdeme k jednoduchym specidlnim rovindm kiivek druhé t¥{dy v E,.

Podrobny rozbor je pomérné snadny, aviak pracny. Ve vysledcich dojdeme
k této klasifikaci:

A) Ptipad ¢= 0. Jeito predpoklidame (i) + 0, vedou tyto podminky
k znamému piipadu ti¥id hyperbol a elips v £, j;k snadno vyplyva z (5,8) a pii-
klada 1, 2.

B) Ptipad o =k (konstanta) + 0, (i)(.s) > 0. V tomto piipadé je treba
jesté rozeznavat: ' :

a) |k| + }/2 (k + 0). V tomto p¥ipadé dojdeme k roving kiivek druhé tiidy
v E,, které se daji popsat parametrickymi rovnicemi

£%(t) = A% + B% + C=, a=1,2; t>0, (82a)
kde A% B*, C*, = 1,2 jsou libovolné konstanty, A'B? — A2B' = 0, pii
demz _ '

ae(—o0, —1) resp. ae(—1,0), resp. ae (0, }), resp. ae(2,0). (8,2b)
b) |k| = }/2. V tomto pipadé lze parametrické rovnice hledanych kiivek
uvést na jeden z téchto tvari:
I.

E%(s) = A%® + B*log s + C*, x=1,2, s§>0, (8,4a)
kde 4% B*,C% &« =1,2 js.ou konstanty vazané pouze podminkou A'B? —
— A?B! =+ 0.

II.
&(t) = *A% + *B%log, ¢t + *C*, =12, t>0, (84b)

kde a je néjaké nezdporné &fslo, @ + 1a *4=, *Be, *C= jsou libovolné konstanty
*AI*B‘Z — *A2*Bl :t: 0.
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III.
£t) = A% + B*r + C*, a=12; Te(—00,00), (8,4c)
pri Semz A=, Bx, T2, x = 1, 2 jsou opét libovolné konstanty, 42Br — 41B2 + 0.
P¥ipomeiime jekté, Ze v piipadech (8,2a), (8,4b), (8,4c) nejsou- para,metrv
afinnimi oblouky.
C) P¥ipad o = ¥ (konstanta) + 0, ).(8) < 0. V tomto piipadé je treba
rozeznavat t¥i moZnosti: v :

a) |k| > 4. Rovnice hledané roviny kiivek druhé t¥idy v E, lze psa'mt zde ve
tvaru

£4t) = A% + B*% + C*, a=12; t> 0, (8,58)

kde A%, B, C*, x = 1, 2, jsou libovolné konstanty, :4'B* — A?B! & 0 a déle

' ae(l,2) resp. aé(31). (8,5b)

b) |k| < 4. Parametrickym rovnicim hledanych kiivek je mozno dét tvar

£%(t) = A% sint + Bt cost + C*, = a=1,2; (8,68)
te(—o0,0),

kde 4% B*, C* o = 1,2 jsou libovolné konstanty, AB? — A%B' = 0, pii
demz
ke (0,00). (8,6b)
c) |k| = 4. Zde je mozno hledané kiivky popsat parametrickym vyjadienim
£4t) = A% + B* (log t) t + C*, x=12; t>0, (87)
kde 4% B*, C*, &« = 1,2 jsou opét libovolné kenstanty vazané podminkou
A'B? — A?B! =+ 0. Pifpady A), B), C) fesf na§ problém, kladeny podminkou
(8,1), Gplné: Poznamenejme jeité, ze v pifpadech (8,5a), (8,6) a (8,7) nen{ para-
metr ¢ afinnim obloukem.
Poznédmka 11. Viimndme si, Ze vztahy (8,2a, b) spolu se vztahy (8,5a, b)
davaji k¥ivky s parametrickym popisem
£%(t) = A*%® + B% + C*, xa=1,2; ~ t>0, (88)
kde a miZe nabyvat viech moZnych redlnych hodnot s vyjimkou éisel —1, 0,
4, 1, 2. Snadno nahlédneme, Ze pro a = 0 bychom dostali piimku a nikoliv
kiivku druhé t¥{dy v E;. Proa = 2 a a = } by pfedchozi rovnice (8,8) vyjadfo-
valy parabolu (tedy kfivku, pro nfZ nenf invariant definovan). P¥ipad a = 1
vede opét na piimku v E,, koneéné piipad a = — 1 vede na hyperbolu, pro ni%
o=0.
Pro volbu A' =0, A2 =1, B*=1, B2 = 0, C* = 0 dostaneme specia.lni
kiivku systému (8,8) v explicitnim vyjadien{ (poloZime-li z = ¢)
y=2a°, ae(—o0,®), a=+104%12,
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Odtvodnéné muzeme nyni systém kiivek (8,8) nazvat tfidou obecnych mocnin-
nych kfivek v E,. Ty jsou podle pfedchozich vysledkt dvojiho typu:

1. mocninné kfivky s body vesmés hyperbolickymi s konstantni afinni k¥i-
vosti g, o % 0, |o| * V2;

2. mocninné k¥ivky s body vesmés eliptickymi s konstantn{ afinn{ kiivosti p,
lo] > 4.

Vedle uvedené t¥idy obecnych mocenin v E, existuji dal§i t¥idy k¥ivek druhé
tiidy v E, s konstantni afinni k¥ivosti. Je to tiida kfivek (8,4c), do niZ patif
téz kiivka

z=1, y=et,
Muzeme tedy tiidu kiivek (8,4c) nazvat tfidou exponencidlnich kiivek v E,.

Ktivky s parametrickym vyjadfenim (8,6a) obsahuji kiivku

xr = ekgint, y = e*cost, k>0,
coZ je v kartézském systému spirdla.

PFiklad 9. Pro kiivku druhé t¥{dy v £, danou v explicitnim tvaru

y = f(@)
dostaneme, jak se snadnym vypodtem presvédéime
(2)
A=Rgy Yy — "y,
1
kde k je konstanta riizné od nuly. Tento vztah lze téZ piepsat na tvar
@ o,
l = 5)”.

Jako specialni piipad plyne z pfedchoziho a z pifkladia 1, 2,3 dlferencmlni
rovnice pro viechny kuZelosetky v roviné

(y i)m =
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