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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 78 (1953)

KRIVKA V AFINNIM PROSTORU A JEJI AFINNI OBLOUK

FRANT. NOZICKA, Praha.
(Doslo 4. tnora 1952.) DT: 518.771

CAST 1.

V tomto &lénku jsou shrnuty nejzékladn&jsf poznatky o kFivce
v obecném n-rozm&rném prostoru afinnim A4, v pfehledny celek a to
tak, aby, za predpokladi obvyklych v diferencidlni geometrii, m&ly
postavené v&ty a definice ,,obecnou platnost v tom smyslu, aby
zahrnovaly v8echny kiivky v A4, které pfichézeji p¥i lokélnfm studiu
8 hlediska diferencidlni geometrie v tivahu.

Jde predeviim o zékladni afinnf klasifikaci ktivek v 4,, o ni% po-
jednévé véta 1 a definice 1, déle pak o definici privilegovaného para-
metru kiivky, tak zvaného afinntho oblouku. D4le jsou zavedeny
urdité charakteristické skalarni funkce, jichZ dileZitost v obecné
afinni geometrii vyzdvihuje existenéni v&ta 8.

Clének je pfinosem k theorii kiivek v A, pouze v tom smyslu,
¥e a) zobecriuje dosavadni skrovné poznatky a shrnuje je v jednotnou
theorii, b) upozoriiuje na velidiny zédkladniho vyznamu pro kfivku
v A,, které nejsou afinnimi invarianty v obvyklém smyslu.

Nechf v n-rozmérném afinnim prostoru A4,(n > 1) o soufadnicich & (x =

=1, 2,...,n) se symetrickou konex{ o koeficientech I}, (£*) je definovina
kiivka C parametrickymi rovnicemi
fr=148t), a=12..mn, (1)

pri ¢em% predpokliddime, Ze _

a) funkce I'}, jsou redlnymi funkcemi redlnych proménnych &+, x = 1, 2, ...
... n, které maji v uréité oblasti D spojité parcialni derivace nejméné 2(p—1)-
ho ¥4du, kde p je ptirozené &islo 1 < p < n;

b) funkee £2(t), x = 1, 2, ... n, jsou redlnymi funkeemi!) v intervalu (ﬁ’ 2), '

jex majf v tomto intervalu spojité derivace ¥adu nejméné 2p, pti Gemi pro,
vSechny hodnoty ¢ € (¢, t) lezf body £=(f) v oblasti D. V 24dném bodé intervalu
12 ] i

. ; dé= "
(¢, t) nechf nejsou viechny derivace (ft soucasné rovny nule;
12

1) Redlné proménné ¢.
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c) vektory u*, 1 =1, 2,... p, takto definované
= i

v df" v v )
’il« ——-Ti-t— u vtﬁl 2—2,...27,

kde V; je symbol absolutni derivace, jsou v intervalu (t t) linedrné nezavislé,
vektor =
w = VYV’ (2b)

p+1 ?
necht je v (t, {) jejich linedrni kombinacf.
12
Poznamka 1.V pifpadé p = n je vektor u” = w? vidy linedrni kombinac{
+1  n+1
vektord ¥, u”, ... u’. ’ "
1 2 n

Poznédmka 2. Odtvodnéni pfedpokladii a), b), c) bude patrné z vét, které

v dal¥im budou odvozeny. '

Detinice I. Za platnosti pfedpoklada a), b), c) budeme Fikat, Ze rovnicems (1)
je v intervalu (t, g) parametricky definovina reguldrni kfivka p-té tridy (1 < p <
st LR
< n) v afinnim prostoru A,

Poznédmka 3.Z piedpokladﬁ a), b), ¢) a z definice I je zifejmé, ze jde o lo-
kaln{ definici. Tedy té% tvrzeni, kter4 budou v daléfm uvedena, maji lokalnf
charakter.

" Budi C kiivka p-té tiidy, 1 < p < n (ve smyslu definice I) s definiénfm
oborem (¢, t). Potom, podle pfedpokladu c), jsou vektory u», 1 = 1, 2, ... p
12 s

linedrné nezavislé v (¢, t), vektor u» = V w? jest v (¢, ¢) jejich linearni kombinaci.
12 p+1 P 12

Existuji tedy v (¢, t) skalary I® (),7 = 1, 2, ... p tak, Ze plati v (¢, )
12 p—i 12

Viuw’ =u® = ﬁ 1® yr, (3)

? P+l i=1p—i @

BudiZ déle v = ¢(t) funkce definovana v (t t) takova, Ze ex1stu]e spopté,

+1
derivace :11:; T o) v (t t), pfi Cemz viude v uvazovaném intervalu je -& % 0.
Za téchto okolnosti je vztahem
T=p), telt) (4a)

definové.na transformace parametru k¥ivky C, reguldrni v intervalu (t t)
Vztah (4a) Ize té% prepsat na tvar

t = y(7), (4b)
kde y je inversni funkef k funkei ¢ v intervalu (1t’ 2)'
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Vztéhnéme k¥ivku (1), jez dle pfedpokladu je p-té tiidy v 4, (1 < p < n),
k novému parametru v, zavedenému v (4a) resp. (4b). Zavedme déle oznaden{
dév

*uv—_—___’ *uV:V‘r*uv’ i=1’2,__,p—+—1, (5)
1 dr’ i—1

Pak plati tyto véty:

Pomocna véta I. V intervalu (t t) js0u vektory u“ *ua 1=12...p+ 1,
vdzdny vztahy

*’ll,":‘—ZA.j’iu", j=112)'”p+1) (6)

H t=1 i

kde velidiny A;,; zdvisi pouze na tvaru funkce @ (t), uvafované v (4a), a jejich
derivacich (resp. na tvaru funkce y(t) v (4b) a jejich derivacich).

Dikaz lze podat struéné methodou aplné indukce. P¥i kazdém n > 1 a kaz-
dém p, 1 < p < 7 jest, jak plyne z (2), (4)a, (5), proj = 1

*uv = 2w (7)
tedy 4,, = ad% Pro j = 2 dostaneme ihned z (7)

d .. .
¥y — VT kv —= — kv + Fa,ﬂ *yo kyf —
1 dr 1 1

2
d2¢ ds\*[d
—_Er_“fy'{”(d) (d,“ +Fwwﬂ)

tedy
dzt dt\*
Koy — ~ YV s v
12‘ dr? ?f + (dr) 12‘ ) - (8)
. dz¢ dt\*
Zde je Ag; = o Agg = I . Tvrzeni vety je tedy spravne pn kazdém

n>1,1< p < n,proj=1, 2. Uplnou indukei d4 se snadno dokazat Ze véta
plati v tom rozsahu, v ném# byla vyslovena?).

Pomocnd vé&ta Il. Pro velidiny A;,, 4;, ;—,, A;; ze vztahi (6) plati

d’t . ‘
A“:a-f proj=12...p+ 1 (9a)
— 1){ds\""* d2t X
Af,f—1~7—(7—2“ )(dr) o2 PR = 2,...p+ 1 (9b)
dt)’ X
Ai,5= dr pro j=1,2,...p + 1 (9¢)

Ppfi kaZdém n > 1 a kaZdém p, 1 < p < .

%) Methoda diikazu je obdobné jako pro vypodet j-té derivace funkce sloZené. Zde jde
viak o absolutni derivaci vektori.
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Dikaz se provede opét fipinou indukei. Z (7), (8) plyne ihned, Ze véta je
spravnd p¥i katdém n > 1, 1 < p < n pro j = 1, 2. Pfedpokldddme-li plat-
nost vztahtt (9) pron > 3,3 X p < n,3 < § < p + 1 (nebof [ptipady n = 2,
1Zp<L2 j=1, 2 jsou zfejmé v (7), (8) obsaZeny), potom lze podle (6),
(9) pséat .

-2 _ i—2 j
w =% A, u,+7(7 1)(dt) dz uv+(g)uv,

2 dr d‘l‘;l dr i

i =1 2
kde 4, = g ;- Odtud plyne pak po del$im vypoétu a Gpravé, piihlédneme-li
k definiénim vztahim (2),

di+t G+ L)jfat\ ™" ax de)'*?
¥y — v LML) el ot v —_— v
521 d‘!’l'”' ? + E Ajﬂ”'u + 2 dr dz? 151, + dr ;3:’1

pfi demZ vyjdeme od identity

*uv:_d._*ul’_{_ry *ua*uﬂ
i+1 T i i 1

Je tedy

di+1g + 1) fde\ "t (ax de}+?
A!+1,1 = W’ AJ+1,! = Y ) )(dr) dr2 > A:l+1 i+1 = d‘r

v souhlase s (9). Tim je véta Gplnou indukei dokdzana.

Na zékladné piedchozich dvou vét dokdZeme snadno tuto dilezitou vétu:

Vé&ta 1. TFida reguldrni kiivky C v A, je afinni invariant, t. j. tfida kFivky
C v A, nezdvisi na volbé soufadnic v 4, a na volbé parametru, k nému? kfivku
vztdhneme.

"Dukaz: Nejdfve dokézeme, #e tifda kiivky je invariantni pfi transfor-
maci soufadnic v 4,. Budiz tedy p, 1 < p < n tifda kiivky v 4,. Jsou tedy
vektory :u’, g', ... u” (podle predpokladu c) na str. 2) linedrn& nezavislé v de-

?

fini¢nfm oboru kiivky C, t. j. matice

wu? ... un
11 1
wu? ... un
22 2
wud ... un
A 4

mé v uvafovaném oboru hodnost p. Potom v n&jakém bod§ ¢ z defini¢niho
oboru k¥ivky mé p-vektor z vektort ue, ue, ... 'w’ aspoi jednu slozku od nuly
ruznou, t. j. : Lot

utus L ut %+ 0 pro te(tl, ) (11)
2 7]

kde «,, ag, ... ap €1, 2, ... n jsou pevna vzajemns ruznd &sla pfi pevn& zvole-
ném ¢ e (lt, i)' :
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Je-li &= = £= (£8) libovolna transformace soufadnic v A4, regulérn{ v uréitém
okoli uvafovaného bodu ¢ a oznadéime-li

« af T 85‘1
A =—, A; =
a 35 aéa
potom, oznadime-li pruhem nad symbolem transformované slozky vektoru
u, plati '
i

u“—A“u" uf = A%, i=1,2,...p. (12)
T
Pro slozku w*u* ... u%, uvazovanou v (11), plati (podle (12)) pfi uvazované
1 2 7]
transformaci v soufadnic 4, v uvazovaném bodé ¢
usut . u% = AZAZ .. AD U .. U, (18)
1 2 ?] 12 7]

Kdyby vektory ux, u* ... u* byly v uvazovaném bodé linedrné zavislé, potom
viechny slozky 53'7325' 'Z“p p-vektoru z vektort u“ u%, ... u* by byly rovny
nule (p¥i uvaio\[rlanzé tran:]formacl soufadnic v A4,), ccz)i by, ppodle (13), mélo
za nisledek, Ze by téz v uvaZovaném bodé bylo u* u* ... u* = 0, coz je ve
sporu s pfedpokladem (11). Jezto bod ¢ byl liboxg)ln;’rm 'bo:’i]em z defini¢niho

intervalu (¢, t) k¥ivky C, plyne z pfedchoziho, Ze vektory ue, u«, ... u* jsou lineér-
12 12 »

né nezavislé v kazdém bodé uvazovaného oboru.
Budiz nyni u* u® ... u%+ libovolnd slozka p + 1- vektoru z vektorit u“
noz2 P+1]

u*, ... u* Potom p¥i kazdé regularni transformaci soufadnic v 4, plati

2 p+1 = e
— — —_ X & o
uhu . u%r = Ay Aa ... AdTumu . urhr, (14)
1 2 p+1] 1 2 Pp+1}

Jezto podle predpokladu je kiivka C t¥idy p, je, vzhledem k definici t¥dy
k¥ivky, vektor u” = V/ ;u”linedrni kombinaci vektorii u”, u”, ... u” a tedy viech-
1 2 P

ny slozky u”‘vu::-+ .1 u‘:v: jsou v uvazovaném oboru rovny nule. Odtud a z (14)
plyne pa,k1 z2e vseclﬁn?y slozky u® 12#‘- ... W%+ jsou rovny nule. Jetto predtim
jsme ukizali, Ze %"‘l, uk, . u"‘?]sou llnpe:r]né nezavislé, plyne z pi'edchoziho
ihned, Ze vektox; itla je hnearnzi’ kombinac{ vektori 'wz 'g“ :ﬂ.

Tim jsme dokéazali, %e t¥éida k¥ivky je 1nvarlantni viiéi transformaci soufad-
nic v 4,. Zbyva jesté ukazat, Ze tiida k¥ivky nezdvisi na volbé parametru,
k némuz k¥ivku vztahneme. : .

Pfi transformaci parametru?®) pfejdou vektory u?, w, ... uv, ur ve vektory

: 12 9 opal
3) Tedy pfi transformaci (4).
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*ur, *uy, ... *u, *u?, definované v (5), pfi demZ plativztahy (6). Jezto dle pred-
1 2 y v+l
pokladu je dané kfivka t¥idy p, existuje aspofi jedna slozka u®u® ... u%
[ 2 7]
p-vektoru z vektort ua u®, w' jeZz je ve zvoleném bodé ¢ z defini¢niho
2

oboru kfivky C rizna od nuly. Z (6) plyne pak ihned

*us ¥yt *uts = A, 4, Ag ... Ap gutut .. ut,
[1 2 7] n 2 7]

coZ mizeme vzhledem k (9¢) prepsat na tvar
dt)p(r+1)
2

s kyos | Eydp — (—

usu* ... use. 15
noo2 7] dr (15)

m 2 7]

Jeizto p¥i transformaci (4) je v uvazovaném oboru i %+ 0 a jezto dle predpokla-

dr
du je v uvaovaném bod¥ slozka u*wu® ...u% rizné od nuly, plyne z (15)
ihned - &
uBus . ut £ 0 = *un *ys | Fy% £ 0. (16)
n e ?] n 2 ?l

Jeito jsme uvazovali libovolny bod z definiéniho oboru kiivky, plyne ze (16)

ihned, e vektory *ua *ua, . *u“ jsou v tomto oboru lineArné nezavislé.
2

Z predpokladu, ie dané knvka C je tiidy p, plyne ihned, %Ze v8echny slozky
(p + 1)-vektoru utvoreného z vektorit u*, u* ... u*, u* jsou v definiénim oboru

1 2 » p+1
k¥ivky rovny nule. P¥i transformaci (4) platf vztah
ds (r+2)(+1)
o Rkyss | Kyt = (— 2 uBu* .. U+
2 p+1] T n 2 p+1]

odtud plyne pak ihned, Ze

wumus ., utr+r = 0 = Fym *ys | Fycn = 0,
n 2 P+1] [ 2 p+1]

t. j. vektory *u®, *u®. ... *u%+ jsou v uvafovaném oboru linedrné zavislé.
102 p+1 :
Jeito jsme pfedtim ukézali, Ze vektory *ua i=1, 2,...,p, jsou v tomto

oboru linedrn¥ nezévislé, plyne odtud lhned Ze vektor *u” jest v definiénim
p+1
.oboru k¥ivky linedrnf kombinaci vektort *uz, ¢ =1, 2, ..., p.
4

Tim jsme dokézali, 7e t¥ida k¥ivky nezavisf na volbé parametru k¥ivky. Tim
je dikaz vty 1. hotov.

‘Nynf se obrétime k disledkim predchozich vét. Necht C znaéf reguldrni
k¥ivka p-té tHdy v A, s définiénim oborem (t t) s parametrickym vy]adi’-enim :

(1). Budte ;u", i=1,2, ... p vektory defmova.ne v (2a). JeZto dle pfedpokla,du
je kiivka C t¥dy p-té, pla.ti pro vektor u”, definovany v (2)b, vztah (3). Vztah-
p+1
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neme-li k¥ivku € k novému parametru 7, zavedenému v (4a) resp. (4b) a maji-li

vektory *ur, *wv, ... *uw’, *u¥ tentyz vyznam jako v (5), potom, vzhledem

1 2 p P+l ;

k vété 1, existujf skaldry *I®(z), i =1, 2, ..., p (kde 7 = 7(¢)) tak, e v de-
»—i =

fini¢nfm oboru (¢, t) k¥ivky C plati
12 :

?
kv = /7, *ur = X *® *yv, (17
) p+1 ? t=1lp—¢ ¢
Néam pujde nyni o to najit vztah mezi skalary I®, *I®, ¢ =1, 2, ..., p, kde
—i p—i
skalary oznadené hvézdickou, odpovidaji parametru t (viz (17)), ty druhé pak
puvodnimu parametru ¢ (viz (3)).

Véta 2. Skaldry I®, *I®, ¢ = 1,2, ..., p, jsou pfi reguldrni tramsformaci
—  p—i

(4a) resp. (4b) v (¢, t) vdzdny vztahy
12

§At,1 *|(0) — iA . _|_ l(p) Ay, dt,
i=1 p—i dz
. d¢ d¢ s
EiAi,j:_l(;) = Ap,i—la; + Er- Ap,; + Ap ? dr l(p):?, =2,..,D (18)

kde A, ; maji vijznam z vét pomocﬁych I, II.

Dukaz: Vyjdeme ze vztahu (8) pro j = p. Potom dostdvame, vzhledem
k (7), (3),

v, *7:1: — ad? *;:v + I *,,;a *?ﬂ -1 (ElA" iu.,) +
+ T3 (élA,,,ﬂlﬂ) A, jub =
= E:IA,,', g:((;l w’ + I'Y ,u uﬂ) + Elu (;i Ay =
' 19
L =R teidela.- W
el )
+ ii?v (517 Api + g g T Ans :11_: l(r))

Na druhé strang dostaneme z (17), dosadime-li tam za *u*, 1 =1,2,...,p
-
ze vztahu (6),

p 1 -
Ve*w = 2 S A, 0w =% wiA, ,*zm . (20)
P i=1j=1 p—i j I=114 i=3 »
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PfSeme-li v (19) misto séitactho indexu ¢ index §, potom z (19), (20) plyne ihned

W(EAil*l(’)--—(lApl 4, il_t.l(ﬂ))+
: d di dt
+ 5:2‘2 ?v (,?,Al g I — pp Ap ; —Ap ;4 o — Ay d‘r,, l(p)) 0.

Odtud plyne, vzhledem k tomu, %e vektory =”, j =1, 2, ..., p, jsou v uvazo-
vaném oboru linedrnd nezavislé (nebof dle ,pi"edpokladu je kiivka t¥dy p,
1 < p £ n), ihned systém vztahi (18).

Pozndmka 4. Z v&ty 2 plyne ihned, Ze mezi skaldry *I®), [® plat{ trans-
formadni vztah °

A,,,,*l(”)—A,,,, lgt+ App"r“Arpd l(p)v

Dosadime-li do tohoto vztahu za 4, ,, 4, -, z (9), dostaneme, pfihlédneme-li

k tomu, %e v uvaZovaném oboru je o * 0,

dr
plp—1) dx(de\™  d% (de\™' | dt
= Troam @l + T
t. j s
-1
xm — PP+ 1) l)dﬁt(dt 4t 1
gp 2 dz2\dr + d'tgp &4

Nyni si miizeme poloZit otdzku, zda je mozno najit funkei v = ¢(t), jeZ by méla
v defini¢nfm oboru (¢, t) k¥ivky C (jez je dle pfedpokladu t¥idy p v 4, 1 <
12
< p £ n) spojité derivace nejméné (p + 1)-ho F¥adu, dile ((11—: + 0V (¢ t) a pro
12
niz by viude v (¢, t) bylo *I®®) = 0. Odpovéd nam dava tato véta:
12 0

' Véta 3. Budit C reguldrni kfivka p-té tFidy v A,, dand parametrickymi rov-
nicemi (1) s definiénim oborem (i, t). Potom existuje mekonedné mmnoho -funket
12

T = @(t), definovanych v intervalu (t,t), jeZ maji v tomio intervalu spojité deri-
12

vace fddu alespori p + 1, pfi demZ E +0v (t t) a jeZ maji tu vlastnost, Ze vztdh-
neme-li kfivku C ke kterékoliv z té'chto funlccz T = @(t) v intervalu (t t) jakoéto
“novému parametru, potom

@) = 0, (22)
0

P éemé vijznam aymbolu *g(") je patrny ze (17). |
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V&echny tyto funkce majs tvar

v = gty = C feﬁ% e koo, (23)

kde C #+ 0, k jsou libovolné konstanty.
Dikaz: Nejdfive se pfesvédéime o tom, Ze viechny funkce tvaru (23) maji
vlastnosti ve vété uvedené. Predevsim je z (23) zfejmé, Ze ((li—(f #+ 0 pro ka%dé ¢

prichazejici v ivahu. PouZijeme-li formule pro derivaci funkce inversni, snadno
se presvédéime, Ze funkce ¢(t), definované v (23), anuluji pravou stranu ( (21),
a tedy pro né vyplyva tvrzeni (22). DokédZeme o nich jesté, %e maji spojité
derivace fadu nejméné p + 1. Aby funkce (t), definované v (23), mély spojité
derivace alespoii (p + 1)-ho ¥adu, k tomu staéf, jak je patrno z (23), aby
skalér l(l’) mél spojité derivace alesponi (p — 1)-ho Fadu vzhledem k t v defi-

mcnim oboru (t t) Ze tomu tak skutednd je, to plyne jiZ z pfedpokladu Ze
ktivka C je p- te tridy v (2, £)%).
12

Abychom zjistili, Ze ve (23) jsou podchyceny vSechny funkce s vlastnostmi
ve vété uvedenymi, staéi ukazat, Ze funkce (23) jsou obecrrym integrilem di-

ferencialni rovnice
pp + 1) d2t [de\ ™! dt Y — o
2 de2\dr + d‘r({p ) ‘ (24)

a jinych integralt pro tuto rovnici v intervalu (¢, t) p¥i -gé #+ O nenf. Rovnici
12
(24) miZeme psat ve tvaru

~1
i(ﬁ) __2
dz \dz pip + 1)o

kterou, vzhledem k tomu, Ze pfedpokliddme ((ii— #+ 0 v uvazovaném oboru,
muzZeme déle prepsat

4) To si ov&ifme takto: Je-li ¢ libovolny bod z intervalu (¢, t), potom z pfedpokladu,

12 J

ze kiivka C je v (¢, t) p-té t¥idy, (1 £ p < n), plyne, Ze v uvaZovaném bod$ je aspoii jedna
’ 12

sloZka p-vektoru z vektora u%, u%, ... u* rizné od nuly. Budif to slofka u®muos ... uss.
Z (3) plyne pak 1 2 P n 2 7]

wMu® w7 u® = T ut L = 1Phy2y* |y,
a2 7—1 7] n 2 7] 012 ?]

odkud muZeme l"’) vyjédrit, nebot u u“’ je v uvaiovaném bod¥ razné od nuly
PredevEim je odtud vidét, Ze l(”) je i-é.du p + 1 vzhledem k ¢. Odt:ud a z pfedpokladu a),

b), ¢), za nichZ byla postavena. definice kiivky p-té t¥idy, je ihned vid&t, e l(”) ma spo-
jité derivace alesporti (p — 1)-ho Fadu.

) Viz (21).

315



di\'ddr d dr 2
—_ S = o S —— ¢ )]
(dt) TG a8 Tt{ e T (24}

jejim% obecnym integralem jsou pravé funkce definované v (23). Tim je dikaz
véty proveden. -

Poznédmka 5. Z pfedchozi véty je ziejmé, Ze podminkou */® = 0 v uva-
0

fovaném oboru neni piislusny parametr v jednoznaéné stanoven. Je din aZ
na afinni transformaci

T=Cr+k C=%+0, (+)

kde C = 0, k jsou libovolné konstanty. Vhodnou volbou poéateénich podmi-
nek lze dosdhnout jednoznadnosti.

V&ta 4. Budif te (t,1), tedy z definiéniho oboru kfivky C, jeZ je p-té tFidy
. 0 12

(1 £ p £ n). Potom poldtednimi podminkams

ds
8(3) =0, (Tﬂ)c=z =1, (25)

je v intervalu (1t, 2t) definovina jednoznaéné funkce s = s(t) téchto vlastnosti:
1. 8(t) je rostouct v intervalu (¢, t),t <t,

2. s(t) je aditivni funket v (2, tl),2 P

3. 8(t) md v (f, :) 8pojité der:v;ce Fadu nejméné p + 1.

4. Oznadtme-li
48 e ir—ie, k=1,2 (26)
de "1V amy oSl
potom plati .
—1
V,i8 =3 AP 428) (27)
? k=1p—k &k

kde £)’ k=1,...,p — 1 jsou skaldry definované tak v bodech kiivky C.

6. Funkcs s(t) lze psdt ve tvaru

t
—2 [
YT e

elt) = fe .
t

Dikaz: Funkee s(t), definovand v (27), vyhovuje poditednim ,podminkdm

iak il 1 hl . 5 d ds 2

t. j. funkee s(t) z (27) vyhovuje dif. rovnici (24)*7) a tedy ze systému funkei

At (28)

%) Je.li p = 1, pak je soufet na pravé strand v (27) prézdny.
7) Tedy © = 8(t) je FeSenim rovnice (24)* a tedy t&% (24).
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tvaru (23). Podle véty 3 mé tedy s(t) spojité derivace fadu asponi p + 1 v (¢, ¢).
Funkce s(f) mé tedy vlastnost 3. Vlastnosti 1., 2. jsou zfejmé z (28). LA
To, %e funkce s(t), definovand v (28), je pfi podateénich podminkach (25)
jednoznaénym Fefenim dif. rovnice (24)* resp. (24), plyne ihned z existenéniho
teorému Cauchyova. Jezto je s(f) tvaru (23), je pak, podle véty 3, v celém de-
finiénfm oboru (t t) splnén vztah (22), coz vzhledem k (17), vede ihned ke vzta-
hiam (27), pfi (‘,emz misto d¥véjsich symboli *[® zavédime symboly A(”) nebot

—k
zde jde o specialni, privilegovany parametr, pro ktery v celém uvaiova,ném

definiénim oboru ki¥ivky C je splnén vztah (22). Tim je celé tvrzeni véty do-
kazano. .

Definice Il. Funkci s(t), definovanou v (28), nazyvdme afinnim obloukem re-
guldrni kfivky p-té (1 < p < n) v n-roomérném afinnim prostoru A,, oriento-
vanym od bodu t k bodu t (t > t).

0 0

Vé&ta 5. Afinni oblouk s(t) a skaldry A® (s), k= 1,2,...,p — 1 se transfor-
p—k

muji pfi kaZdé reguldrni transformaci parametru t v (t, t)8)
12

t = t(t) : (29)
takto
= : dt
5(0) = as(t), o= (Tﬂ),_t (30a)
2(:)(t) = xb—p—1 A(P)( ), prol<p<n k=1, 2 ... p — 1. (30Db),
p—

Duikaz. P¥i regularni transformaci parametru ¢ v (t t), uvazované v (29)

d

e 3 +0v (t t) Zavedeme-li oznadeni t = ( ) potom dostaneme vzhledem
0 .

k (21), (28)

p(p + 1) d2[d¢ dt d¢
flmdt f{ dtZ(dt) i }“dt
l.

1 t t

2 (P 13 t 2
—_— | 1'?) gt o l(!’) dt
- P(ﬂ+1)f = p(p+1)
3(t) = fe A f to dt,

ty _ &

a tedy

8) Jde neustéle o kfivku C p-té t¥idy v 4, s definiénfm oborem (t t), danou parametric-
kymi rovnicemi (1).
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fedy 3(t) = ws(t), kde & = (—g;) , jak se snadno pfesvédéime. Tim je vztah
(30a) dokazén. ity
Z dokézaného vztahu (30a) plyne ihned

=, df  derds _(at
VRS TR G hea=ig) -
Methodou ﬁi)lné indukce snadno dokazeme, Ze =
T _Fa ds 1 o k—1:v
k:—lzv': T ds v'cxk: = k:-l

prok=1,2,...,p. Pro k = p > 1 plyne pak z (31) a z véty 1, pfihlédneme-li
ke vztahtim (27) a vét§ 3,
- —1 _ 7—1
V=23 A0y = x"P-1F ANy, (31)
7+1 J=1p—4 1 i=1p—4 14 ’
t. j. podle (31)
' —1 _. —1
X APy = P11y )y,
j=1p—i 4 i=1p—ij
odkud plyne ihned
i) — xi=p=1 )@  proj=1,2,...,p—1,
r—i -
coZ je vztah (30Db).
Poznidmka 6. Z véty 5 vyplyva, Ze jak afinni oblouk s(t), tak skaldrnf
velidiny A®), k= 1,2,...,p—1 (kterézto jsou definovany jen pii p > 1)
—k
nejsou vnitFnims velidinami kfivky C, jez je, dle predpokladu k¥ivkou p-té t¥idy
v uvazovaném oboru; citované veli¢iny nejsou afinnimi invarianty k¥ivky C,

nebot pii kazdé reguldrni transformaci parametru nejsou invariantni, nybrz
podléhaji jednoduchému transformadnimu zdkonu (30a, b).

Jako doplngk k definici afinnfho oblouku uvedeme tuto vétu:

V&ta 6. BudiZ parametrickymi rovnicemi (1) definovdna reguldrni kfivka C
n-té tFidy v A, s definiénim oborem (8, t). Necht t je néjaky bod z intervalu (¢, t)
12 0 12

Potom jeji afinni oblouk (ve smyslu definice II) lze uvést na tvar

t 2
[war... w] |55
sy | | 22 8 dt,

t

o Ke_t{r"z i
kde [u” ... u"] je determinant z vektors w’, i = 1, ..., n, definovangch v (2a)
1 n $

a K je konstanta riznd od nuly, K = [uw’ ... u}i—s,
12 n
Dikaz: Podle formule pro absolutni derivaci multivektoru jest

Viu?, ...u"] = E— [uy, ... w*] + [w” ... u"] Fg,uﬂ de. (33)
1 n ds 1 n 1 n 1
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Provedeme-li pfimo operaci naznadenou na levé strané v (33), dostaneme vzhle-
dem k (3) a vzhledem k tomu, Ze kiivka C je t¥idy n
Vilw? ... u] = 1™ [u>, ... u"]. (34)
1 n 0 1 n

Z (33), (34) plyne ihned vztah
d
) — — v v By
g" dthg |[114 1:]] +I’ﬂ¢'of dt,
nebof, jeito je k¥ivka C t¥dy =, je v celém uvaZovaném oboru [u” ... w*] # 0.
1 »

Integraci poslednf rovnice v mezich od ¢ do ¢, kde ¢, ¢ € (¢, ¢) & ze vztahu (28)
0 0 12

(polozime-li tam p = n) plyne pak snadno piepis (32) a tim i tvrzen{ véty.

V dalsim budeme uvazovat afinni oblouk regulirni k¥ivky C kterékoliv
t¥dy v 4, (tedy libovolné tidy p, 1 < »p < n).

Vé&ta 7. Budiz C reguldrni kfivka p-té tfidy, (1 < p < n), v A, (n > 1) 8 de-
finiénim oborem (t t), dand parametrickymr rovnicemi & = &v(t), v =1, ... n.

Necht a, b, ¢ jsou tm pevné zvolend vzdjemné riznd &isla z intervalu (i, t). N echt
3(t) je afinni oblouk kfivky C, definovany v (28)%). Potom pomér 12

8(a) — s(c)
8(b) — s(c)
je nezdvisly na volbé parametru kfivky C.

d(a, b; c) = (35)

Poznamka 7. P¥i pevnych &islech a, b, ¢ vzdjemné riznych (a, b, ¢ € (lt, g)) je
tedy délici pomér d(a, b; ¢) invariantnf vadi ka%dé regularni transformaci
parametru { = ¥(¢) v (¢, t). Zfejmé je s(t) skaldrem v 4,, definovanym v bodech
dané kiivky C. Je tedfyzd(a, b; ¢) afinnim invariantem k¥ivky C.

Dukaz véty 7: Necht ‘f je libovolnym bodem z intervalu (f, t), jez je defi-
niénim oborem k¥ivky C (ktera je, dle pfedpokladu, p-té tiidy :r A,). Potom
afinni oblouk pfi této volbé podateéniho bodu je dan piedpisem (28). Vyjde-
me-li od jiného poédateéniho bodu *t + ¢, *t € (¢, £), potom mezi pi{sluinymi
afinnimi oblouky s(¢), *s(¢) pii témieopﬁ\;od;imlpirametru plati zfejmé vztah

*3(t) — s(t) = konst., (36a)
to
kde konst. = f e—’T:'m;[ o de.
%,
Jsou-li a, ¢ dva libovolné body z (1t’ f), potom podle (36a) a je
*g(a@) — *s(c) = s(a) — s(c). (36b)
%) Pfi libovolné volbs ,,podateéniho bodu‘ g € (f, é).
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Prihlédneme-li nyni k v&t8 (5) resp. k transformaénimu vztahu (30a), potom
z (36b), (30a) plyne ihned tvrzeni véty. Jmenovatel na pravé strand v (35)
nemiiZe byt pro zddnou dvojici b #+ ¢, b,ce (t t) roven nule, jezto s(t) je ryze

monotonni v (¢, ¢).
12

Pozndmka 8. Z vét 3, 5, 7 plyne snadnou tGvahou, %e pomér d(a, b; ¢) je
nezavisly na tom, jakou funkei v = ¢(f) ze systému (23) vezmeme za para-
metr kiivky C, tedy, kterou z téchto funkef prohlasime za afinni oblouk k¥iv-
ky C.

Definice 1ll. Cislo d(a, b; c), definované v (35), nazjvime délicim pomérem
bodu c vzhledem k zdkladnim bodém a, b na kfivce C(a, b, ¢ € (ti tg, a+b=+c#Fa)

Nyni se budeme zabyvat skalary A®, k=1, ... p — 1, vystupujicich ve
—k

vztahu (27). Tyto skaldry nejsou afinnimi invarianty, jak vyplyva ze vztahu
(30b). Avsak transformaédni zékon (30b) je tak jednoduchy, Ze se d4 pravem
odekavat, Ze tyto skalary jsou pro danou kiivku p-té t¥idy v A, charakteristic-
ké. Jejich dulezitost vysvitne z nasledujici existenéni véty.

Véta 8. Budif A, n-rozmérny afinni prostor v soutadnicich & (x = 1, 2, ... n),
opatfeny symetrickou konexi o koeficientech I'y,(£%). BudiZ & bod tohoto prostoru
takovy, Ze v ném a v jeho uréitém n-rozmérném okoli maji funkce I'Y, spojité
“parcidlng dertvace podle proménnych & nejméné p-tého Fadu, kde 1 < p < n.
Budi ddle ddno p — 1 funkc? jedné proménné s, p,(8)t = 1, ..., p — 1, spojitych
v bodé’a a v uréitém jeho okoli. BudiZ ddle ddno p &isel (7¢)°, k= 1 L pa=1,..

wm, takovych Ze matice
(i‘)o(i2)o )
iy x
(11)o(2%)o - - - (t")o
2 2 2

.............

md hodnost p.

Potom v dostatetné malém okoli bodu &2 existuje kfivka p-té tﬁ’dy v A, 8 para-
metrickymi rovnicemi

Er=¢&@0s), v=1,...n (37)
téchto viastnostt:
8} pros =4 je f"(g) = &
b) oznadime-li :
. g . " _
‘ ff E; ._..vs‘l, k—2,...,p,
potom

1%(8) = (%), k=1,...,p;
EO k
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c) parametr s je afinnim obloukem této kiivky: . ' .
d) pro kfivku (37) skaldrni funkce A®)X(s), k =1,...,p — 1, (z vély 4, vziah®
—k

(27)) jsou rovny danym funkcim @i(s), t. J.
AP(s) =qu(s), k=1,...,p—1;
»—k

e) ve zminéném dostatecné malém okoli bodu £§ (a v ném samém) existuje kfivka
(37) 8 vlastnostms a), b), ¢), d) jednoznaéné.

Pozndmka 9. Véta predchozi ¥iké, Ze skalarni funkce A®) ze vztaht (27)
—Fk

tvoif tak zvany uplny systém pro existenci kiivky p-té t¥idy v 4, (lokalnf

existenci), t. j., jsou-li ddny pfedem funkce A?)(s), k=1,...,p=11<p<n,
—k
a je-li ddno né&jaké &islo s z definiéniho oboru téchto funkef, dile pak poda-
0

tedni bod £% v 4, a v ném p linedrn& nezavislych vektord, potom, za pfedpo-
kladd ve vété vyslovenych, je témito podminkami v dostateéné malém okolf
bodu &3 jednoznaéné definovana kiivka p-té tiidy v 4,,.

Dikaz vé&ty 8: P¥i daném pfirozeném p, 1 < p < n, uvazujme systém
diferencialnich rovnic '

r—1
12 =Va* =X ‘Pk(s)i“ 10)’ (38)
»+1 P k=1 k
kde
. dé= . :
*= ==Y\, prok=2..,p+ 1 (39a)
1 ds’g k—1
Zavedme oznadenf
dEa ] d & — & j—
—d?-——’l{,a—s-bﬁl—’g, ,k——2"“’p+1. (39b)
Vektory i* v (39a) muZeme prepsat pomoci veli¢in v* a koeficientd dané
k k
konexe v 4,, resp. jejich parcidlnich derivaci podle &=. Tak dostaneme
=, (40a)
1 1
1 = v* + I'g vho?, (40Db)
2 2 11
1@ = v 4 3I'% vhY o, I's, + I's I'8 Yyorvro?. 40c
s 3+ 7y 1 +(7»+ﬂ1/w111 (40c)

Snadno bychom nyni methodou Gplné indukce dokéazali toto tvrzeni.

Tvrzeni L. Vektor i« lze piepsat na tvar
k

1@ = v8 4 Pe(vr, 07, ...0*) prok=2,...,p+ 1, (40)
k k E o102 —1 , . N

1) Viz (27).
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kde P= je. celistvou raciondini funkei v proménnyjch v, ve, ..., v*, v jejichZ koefi-
E 12 k-1

cientech vystupujé v soudtech a soulinech pouze konstanty, koeficienty konexe
a jejich parcidlni derivace nejvyde (k — 2)-ho fadu').

Viimnéme si, Ze ze vztaht (40a, b, ¢) a z tvrzeni I plyne ihned tento pozna-
tek: Jsou-li dany-velidiny :)a, k=1,..., pabod & pevné!?), pak jsou téz vek-

tory 2, k=1,...,p pevné jednozna’né stanoveny. Snadno nahlédneime
(rovngi z (40a, b, c) a z tvrzeni I), Ze, jsou-li ddny pevné vektory 22 a bod &=,
jsou pak jednoznadné a pevné stanoveny vektory ve=. k

Utéitime nynf tento krok: pevné danym &fsltim &% ; (@) k=1, ..., p, (v pfed-
pokladu véty), ptifadme &fsla (v=), ve smyslu pi'edchokzich avah. Jsou tedy po-
ééteénimi'podminkami Ee, g:)o, k=1,...,p, ve smyslu hofeniho pfifazeni
jednoznadng stanovena &isla (:)a), k=1,...,p.

Vyslovme nyn{ dal&f, pro dikaz véty dilezité tvrzeni:
Tvrzeni Il. V dostateé’né’ malé uzaviené oblasti n(p + 1) rozmérné, obsahujici
uvnitf  bod [E‘, (vl)o, cee (V%)g, (WY)gs - - - (v™)o], maji funkce i2(£7, v?, ... vY)
1 2 P k 1 k
8pojité parcmlm derwa,ce podle svijch argumenti (k =1, 2, ... p).

Dikaz tohoto tvrzeni plyne ihned z tvrzeni I a z pfedpokladu véty.

Vratme se nyn{ k systému rovnic (38). Tento systém lze, vzhledem k (39b),
(40) prepsat na tvar

p—1
v = — P(v¥, ... v") + Z @p(8)(v> + Pe(v, ... vY)). (41)
p+1 p+1 1 ? k=1 k k1 k—1

UvaZujme nyni systém =n(p + 1) rovnic pro n(p + 1) neznamych funkei

&2, v2, ... v* 8 nezavisle proménnou s
1

?

d&.u d Iz — & —
S ';2 akfl_l;v, k=2,...p, (42a)
(—?— -—fa s, &7, v" v, L. oY), (42b)

2 »
kde p—1
fe=— Py, ... v”) —|— Z (pk(s)(’v“ + Pa(v", v"))“). (43)
Pp+1 1 k—

Tvrzeni lll. Omezime-li se na do.statecné’ malou uzavienou oblast n(p +1)+1
rozmérnou, obsahujict wvniti bod

[s, 8, ... &3, (W)gy «ov (V™)gy «ve (V)]
00 1 1

?

4) Snadny dikaz tohoto tvrzeni methodou tplné indukce zde nepodavéam.

13) £4 z oboru, v ném¥ podle pfedpokladu v&ty majf funkce I""’ spojité parcidlni deri-
vace aspori p-tého fadu.
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potom funkce f*, definované v (43), jsou v této uzaviené oblasti spojityms funkcems
svych argumenti s, &=, v“ v"‘ a maji v této uzaviené oblasti spojité parcidini

derivace podle n(p + 1) promé’nnych &, v“ v“

Dukaz tohoto tvrzeni plyne bezprosti'edné z tvrzeni II a z predpokladu
véty, Ze totiz funkce g,(s) jsou spojité v dostateénd malém okoli bodu s.
0

Tvrzeni III ndm viak ¥ka, %e funkce fo, x =1,...,n vyhovujf v dosta-
teéné malé uzaviené oblasti, obsahujici uvnit¥ bod [s,, 51, sas 8y (Wh)gy <o
01

< (™), (WY)g, -- v"),,] Lipschitzové podmince vzhledem k £%, 'v“ .. ve1d) Plat{
1 2 ?

tedy pro soustavu diferencidlnich rovnic (42a, b) existenéni teorém Cauchyuv
(lokélng). Tedy plati tento existendénf teorém téZz pro soustavu ekvivalentnf
soustavé (42a, b), t. j. pro soustavu (38). -

Podle tohoto existenéniho teorému existuje tedy (lokélng) k¥ivka C s para-
metrickymi rovnicemi (37), jez.prochdzi pfedem danym bodem &% = 5’(3)

a pro kterou plati v bodé s
_ 0

(v“)o — v“(s), k=1 ...,7. (44)

Vztahy (44) implikuji (podle toho, jak jsme &isla (va)o a veli¢iny v¢ difve defi-
novali) nasledujici relace
(i9)y = 12(s), k=1,2, ...,p. . (45)
k E 0
Tim je dokazano tvrzeni a), b) nasi véty. Z rovnic (38) je zfejmé, Ze tato
integralni kiivka je v uvaZovaném dostateéné malém okoli bodu s nejvyse
0

p-té tiidy v A,. Jeito vektory 'a“ . 1= jsou pak v tomto dostatetnd malém
»

okolf spojitymi funkcemi- proménné 3 (jsou totiz, ]a.k Plyne z (38), dxferenco-
vatelné podle s), je hodnost matice z vektort 2, ... i* rovna p téZ v dostateéns
malém okolf bodu s. ! »

0

Tvrzeni c) véty, totiZ, Ze s je afinnim obloukem této k¥ivky, plyne ihned
z rovnic (38), véty 4 a z poznamky 5 na str. 14. Tvrzen{ d), jeZ je jadrem véty,
plyne ihned z rovnic (38), z véty 4, vztaht (37). Tvrzeni e) je pak z pfedcho-
zfho evidentni. Tim je véta 8 dokazéna.

Poznimka 10. Pfedchozi existenéni véta neobsahuje p¥ipad kf¥ivky prvé
tiidy v 4,. V tomto pfipadé jde o feSenf systému diferencialnich rovnic

Vai" = 0,
b §

13) Viz pravou stranu v (41).

18) Viz na p¥. V. V. Stepanov: Kurs diferenciglnich rovnic (Sesky preklad od E. Cecha),
Praha 1950, str. 157 shora.
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