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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky dstav CSAV
SVAZEK 78 ¥ PRAHA, 18. XI1. 1953 * CIsLO 4

CLANKY

410,
KE 146. VYROCT SMRTI MIKULASE KOPERNIKA

OTAKAR ZICH, Praha.
(Doflo dne 10. éervna 1953.)

Déjiny téch odvétvi védy, v nichz se formuloval nazor lidstva na postaveni
Zemé ve vesmiru, tvor{ uréité jednu z nejdramatidtéjiich kapitol v déjindch
myslenkového vyvoje lidstva viibec.

Pochopeni Zems ve svétovém universu souvisf v kazdé dobé tak tésné s po-
vahou spoledenskych idef, Ze miZeme pifmo ukézat, jaké prvky to byly, jez své
doby piisobily povzbudivé na rozvoj védeckého pojetf této otdzky, ¢i zase jaké
prvky to byly, jet pusobily brzdivé, neblaze. P¥i tom oviem pusoben{ ideji,
o nich# mluvime, je zdkonité spjato s etapou ¥adu spoledenského, v némz se
ony ideje formuji, takze jeding hodnoceni celku miZe tu dat jasny obraz
o povaze dramatickych fazi celého naznaéeného procesu.

Jaké byly prevazujici, aviak jiz stérnouci nézory a vlivy ideologické, kdyz
mlady KoPERNTK poéind v osmnécti letech studovat na slavné Jagellonské
akademii v Krakové? Viechno mygleni bylo ve vleku ideji, jejichz zédklad byl
vysloven biblf a Novym zékonem. Tak tomu bylo alespoii na pfevézné Easti
evropského kontinentu. Z tohoto zékladu, doplnéného cirkevnimi otei, vznika
systém, tuhé soustava, odkud bylo dovoleno cestou forméalni logiky vyvozovat
disledky. Proto nemohly byt oviem ve sporu se zéklady uéenf samého, se za-
klady, jimi% ot¥ést nebylo dovoleno. Bith teprve pozdéji stvofil Slunce a
hvézdy: proto Zemé, na nf% nakonec stvofil ¢lovéka k obrazu svému, musila
mit zvlégtni, zcela ojedinélé misto ve vesmfru, vidyt i hlubiny pekelné byly
kdesi dole pod zemi.

Nastupujicf t¥ida, t¥ida obyvateli mést, zahijila vSak jiz pfed dobou Koper-
nikova mladi mohutny tutok, ktery ottdséd ztuhlou kostrou feuddlnf: mésta se
zmociiuji posic hospodéiskych, mésta vysilaji plavce, obchodniky, cestovatele,
kte¥ prinafeji obdivujici zpravy o cizich méstech, vzddlenych obyvatelich,
zvifatech a rostlinach. Formuje se docela novy vztah k piirodé, k Zivotu a tento
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vztah, ktery poméhéd dobyt mé§tantm vsechny zavazné posice, odrazi se také
v novém nézoru na cely svét. Utok mééfanstva proti feuddlnim vlddeim, proti
cirkevnimu a svétskému feudalnfmu panovi, byl nutné veden i na poli védec-
kém. Scholastika se svym deformovanym ARISTOTELEM je podrobovana zniéu-
jicf kritice.

Odkud mohla #8ak nova véda éerpat posilu k novym védeckym vykonaum?
Je jisto, Ze uréujicim momentem byly potteby vyrobni praxe, ale i tu bylo
t¥eba se opfit o vzory, které jiz mnoho mohly poskytnout, a to dasto v dokona-
| ém FeSeni. Studuje se antika celd, nejen deformovany Aristoteles, studuji se
velikéni fecké kultury, védy a filosofie a toto studium ukazuje novému, rene-
sanénimu ¢loveku, Ze lidé nebyli vidy vedeni v zdjmu jedné ti{dy k askesi,
k odvricen{ od vééné knihy piirody.

Recké antickd prfrodovéda se rozvijela pod mohutnymi impulsy poéatki
otrokéfského ¥adu. Pomaha jeho ziizeni, jeho upevnéni, poméha pokroku
vyroby, plavby i obchodu: proto i filosofie prvnich p¥irodovédei od slavné
gkoly milétské pres pozdéjsi atomisty, jimiz vrcholi, nemtZe byt jind nez spon-
tanné materialistickd. O materidlnf jednoté svéta nenf nejmensi pochyby, at je
vyjadfovana jiZ obrazy jakymikoli.

Ovsem tehdy, kdyZ se jiZ posice otrokait upeviiuje, kdyz neni jiz tieba no-
vych objevi, jako byla kotva, §rouby, kovaiské méchy a jiné, tehdy, kdy sdm
veliky Aristoteles nevidi uz potfebu vynédlezti novych, nebot ,,vSe potfebné
k zjemnénf{ Zivota jiZ bylo vynalezeno, kdy otroci opatifuji svym pantim luxusni
Zivot, tehdy se téZ zdkonité upeviiuje idealistickd nadstavba Feckého otrokai-
ského statu. A jeji velmi podstatnou slozkau jsou nazory, vtélené v systém
stdtniho naboZenstvi. Pozdéjsi filosofie feckych otrokaid zcela prirozené neni
naklonéna zkouman{ zmény, hmoty viibec; na misto toho jiz ve 8kole eleatské
pozaduje nehybnost, klid. Nebot nenf radno ménit poméry, jez jsou. A filosof,
jenz slouz{ upevnéné posici otrokaiu, dovede obdivuhodné hypnotisovat
myg&lenkou trvalosti a nemé&nnosti vieho. _

" Podle takovych zésad je pak t¥eba fefit i problémy kosmologické, a je to
zejména PLATON, ktery obraci{ mnoho usilf své idealistické dialektiky, aby zto-
toznil planety s bohy, v&¢nymi a nezménitelnymi. Ve $kole Platonové se pak
najde znamenity matematik Eupoxos, jenz dovede udat feSeni planetarnich
pohybu tak, aby vééni bohové se pohybovali po dokonalych kiivkach, kruzni-
cich, a to rovnomérng, nebof bohu jiny pohyb nemize pifslufet. Resenf Eudo-
xovo bylo zékladem celého pozdsjitho astronomického systému. Jeho zdkladni
myslenka byla pak takova: planeta se pohybuje po kruznici rovnomérné, avsak
stfed této kruZnice se pohybuje sdm po kruZnici jiné, zpravidla vétsi. Sttedem
této druhé kruZnice byla pivodné Zems. Pozdéji dostala Zemé polohu jinou,
byla umfisténa excentricky, aby bylo moZno vyhovét pozorované nerovnomér-
nosti ob8hu planet v prib&hu roku. Je patrno z jednoduché geometrické uvahy,

%e timto zpisobem lze deskriptivng vyhovét znamym , klitkdm*, jeZ astronomie
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ddvno jiZ zjistila na pohybech n&kterych planet. Dokonalého vypracovén{
dofla Eudoxova mySslenka v alexandrijské soustavé HrpPARCHOVE-PTOLE-
MATOVE, soustav® znalné sloZité.

Nenf sporu o tom, Ze ustfedni postaveni, které méla v této soustavé Zems,
bylo zcela v souhlase jak s ndboZenskymi soustavami antickymi, tak i s ndbo-
zenstvim kiestanskym, jez je z v&t&f ¢asti jejich derivatem.

Obrovsky vliv otrokaiské nadstavby zpisobil, Ze zcela v zapomenut{ upadla
feSeni jind, nez bylo oficialn{ nabozenské feseni Platonovo. Ji% ve kole pythago-
rejské se objevuje mySlenka ustfedniho ohng, okolo néhoz obfhaji planety
i Slunce. Je tu viak zejména genidln{ ndpad HERARLEIDA z PoNTU (388—310),
jenz z faktu, ze Merkur a Venufe nemaji p#li§ velkou tihlovou vzdalenost od
Slunce, usoudil, Ze se musi otadet okolo Slunce. Kone¢nd sdm poznamenal, ze
i denn{ pohyb oblohy by bylo moZno vysvétlit rotaci Zems kol osy. Herakleido-
vy myslenky rozvinul disledné ARISTARCHOS zE SAMU, jeden z nejvétsfch astro-
nomu svétovych déjin vibec. Jeho myslenka je v podstaté jiz zcela koperni-
kovska a byla ve své dobé tak pozoruhodnd, e ARCHIMEDES povafoval za
nutné se o nf zminit ve svém dile matematickém (O poétu zrnek pisku). Koneéng,
historickd spravedlnost nim uklad4, abychom i to zaznamenali, #e Platon nebyl
zcela disledny ve svych poZadaveich ndboZenskych, nebot nadhodil myslenku
vylozit pohyb nebeskych téles rotaci Zemsé kol osy. '

Aristarchos nepovazoval planety a Slunce za bohy, coZ je nejlépe vidét z ]eho
mladsiho pojednan{, v némz navrhl métit vzdalenost Zemé& od Mésice a Slunce.
Dilo jeho, jakoZ i dflo Herakleida z Pontu bylo skvélym vyvrcholenfm mate-
rialistické astronomie. Ov8em, tak vykladat b&h nebeskych téles nebyla bez
osobniho risika. Vime dobte, e zastupce stoické Skoly, Aristarchiiv soudasnik,
KLEANTHES, chtél Aristarcha obvinit z bezboZnosti. Takové obvinéni mélo pra-
vé tak nebezpecné nésledky jako ve sttedovéku a pozdéji. Nepodivime se tedy,
kdyz tyto skvélé blesky feckych myslenek byly zahaleny hustou tmou reakce.

Velkolepy rozvoj vyroby a obchodu, dlouhé pouti ndmo¥ni, netusené objevy
a sebevédomi mladého méstanstva probouzi k Zivotu pirodn{ védy v renesanci
a prinut{ je, aby opét lidstvu slouZily a provézely je na jeho pouti.

Slozity astronomicky stroj Ptolemaitiv podind selhdvat. Jak se mé na p¥.
srovnat s Ptolemaiem fakt, zndmy jiZ z antiky, Ze planety nejsou v priitb&hu let
stéle stejné veliké, Ze se ndm jevi ngkdy vétif, nékdy mensi, co# je mo#no pozo-
rovat u samého Mésice pfi sluneénim zatmén{? Jak srovnat s Ptolemaiem fakt,
Ze Slunce vystupuje nad rovnik 23°51'20”, kdy# md vystoupit jenom 23°29'?
Jde tu dale o pfesné urden{ zemd&pisnych soufadnic, na nichz kdysi tolik nezéle-
Zelo, i kdy% vime, %e tu na pifklad Arabové méli Gspéchy zna¥né. Ted, v rene-
sanci, otdzka mapovani ve spojitosti s bezpeénosti{ ndmotnich cest vystupuje

. do popfedf oviem velmi silng, nebot nenf lhostejné, zda kordb t&%ce nalozeny
zlatem z Indif a vzédenym kofenim ztroskotd, & ne. A kdo mu¥e bezpeénost
cest zarudit, kdy¥ astronomicka soustava selhava? Je tu konedn® otdzka méFeni
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dasu, obtiZe s kalendéfem. Lateransky koncil roku 1516 se obrétil k této otézce
a chtél pravé vyuiit vysledki Kopernikova mé&fen{ ¢asu. Je t¥eba uvaiovat
o reformé kalendéte, ktery kulh4 za skutednost{. A je tu v neposledn{ ¥ads rene-
santni smysl pro Zivou realitu, ktery se nemiize smifit s vyumslkovanou a zé-
platovanou soustavou Ptolemaiovou, jejif viechna zlepéovin{ nemohla odstra-
nit zékladn{ vada a véc pouze komplikovala.

Tu pfichézf slovansky genius z Toruné, Mikuls Kopernik, jeho# poslénfm je,
aby pfivodil jeden z nejvétsich pFevratt v myslen{ lidstva. Sléva ve svém dile to
nejuilechtilejsf, co méla astronomie a¥% do jeho doby, odhazuje bezcennou -
idealistickon strusku a vykovavé z ulechtilé slitiny novy pohled na vesmfr,
pohled pfevratné sfly a vyznamu.

0¢ se mohl Kopernik opf{t? Renesanéni ovzdusf dychlo na mladého Koper-
nika jiZ v dobdch jeho studia na Jagellonské akademii. Do podétkd astronomie
ho tam zaudoval slavny polsky udenec BRuDZEWSKI. Té% tento udenec nebyl
zcela spokojen s Ptolemaiovym systémem a neni vyloudeno, Ze prvé pochyb-
nosti Kepernfkovy o sprévnosti tohoto systému se datujf ji¥ z Krakova. Aviak
renesaéni ovzduif dychlo tfm vice na mladého Kopernika v Italii, kam se ode-
biré studovat na radu a s podporou svého vyteéného stryce LUukASE WATZEN-
BODA, biskupa varmijského. Renesanénf pohled na p¥irodu je zcela novy, pii-
rody se neboji a hledf na ni tak, aby ji poznal. Kopernikovi jde o realitu déni,
kters, je zasuta piskovou horou Ptolemaiovy soustavy. A v této soustavé jsou
zéva¥né logické nesrovnalosti. ‘

Antické moudrost ovliviiuje hluboce mladého Kopernika zejména v italském
obdobf studia. Tak se ve studiu matematiky, fysiky i astronomie seznamuje
s antickymi my¥lenkami, o nich% jsme mluvili. Aristarcha pak povaiuje za
svého pfedchidce. M4 sice ve svém slavném dile ,,De revolutionibus orbium
coelestium* jako své predchiidce pouze Herakleida z Pontu, EKFANTA a NI-
KETA, aviak na téch strankéch rukopisu, je pti koneéné redakei textu nebyly
pojaty do dila, jméno Aristarchovo napséno jest. MiZzeme dnes j jen tusit divo-
dy, které vedly Kopernika k tomu, %e v ti§téném textu Aristarchos vynechén
byl. Kopernik v&d&l dobfe, jak revoluéni je pojeti, které poslal do svéta. Aristar-
chos pak byl z antiky velmi dobfe zndém jako neznaboh, a snad nechtél jeho
jménem provokovat hnév cfrkve ihned.

. Otdzka relativnosti pohybu a polohy byla té% zkouména. My#lenf renesanéni
bylo proniknuto ideami velkého predchiidce renesance, MIKULASE z Cusy
(naroz. 1401). Mikuldg z Cusy piedeviim nevidi Zemi ve stfedu vesmiru. Doka-
zuje vyteénymi argumenty, %e st¥ed vesmiru je viude. Dile vyslovil tento zna-
menity myslitel po prvé jasné problém. relatnnty pohybu, ktery demonstruje na
vztahu biehi feky a &lunu, plovouciho po ni.

...V takovém my#lenkovém klimatu zraje Kopernikiv systém. Genialita slo-
va.nakého v&doe nespotivé viak v tom, %e urditych myglenek, jei se zdkonité °
v jeho dobé ob]evujf uZil, nybri v tom, jak jich u¥il. Zédny z jeho pedchided

i\
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ani soudasniki neuvedl takové mygdlenky v soustavu, %4dny jim nedal onu
logickou vyzbroj, kterou se teprve systém stavé theorif. Ideje antiky zistaly
ojedinglymi blesky, Kopernik viak vyvolal pfevratnou boufi. A tu nemohl vy-
volat jen genidlni ndpad, byla to dlouhé préce tficeti Sesti let, jeZ ji ptivodila.

Myslenka relativnosti pohybu, kterd hraje tak velkou roli v Kopernikové
soustavé, nebyla hned viemi pochopena. Svédectvi o tom poddvé i dilo FrAN-
c1sE BacoNa (Novum Organon), myslitele jist$ vysoce pokrokového, slavného
materialistického filosofa, ktery mél pochybnosti o soustavé Kopernikové
jesté v 17. stoletf. Proto bylo pravem fedeno o Kopernikovi, Ze Slunce zastavil
a Zemi uvedl v pohyb, kterymi#to slovy je zdoben jeho pomnik v Toruni.

I kdy# Kopernik vidél v myslence relativnosti pohybu podstatné zjednodu-
genf vykladu astronomickych zjevil, nesmime zapominat, Ze to bylo pro ného
pouze jedno potvrzeni skutetného chodu reality. Kopernik nepracoval na-
prosto pod vlivem né&jakého ekonomického principu myglenf (v modernéjifm
rouse hldsal tento princip na pifklad AVENARIUS, ztotoztioval subjektivisticky
pozadavek ekonomického vykladu piirody s jeho pravdivosti), je viak velmi
pifznaéné, %e tohoto principu nejjednodussiho vykladu védoms uzil Ptole- |
maios. Fakt, %e matematické zpracovan{ véci svédéilo pro novou soustavu, po-
vazoval Kopernik za potvrzenf shody své koncepce s realitou.

Nemalého vyznamu je Kopernikovo tufeni veobecné gravitace, které odival
jeho velky pokradovatel KEPLER do roucha mnohdy mystického. Bylo viak
t¥eba tohoto impulsu Kopernfkova, aby Isaac NEwTON mohl my&lenkou gravi-
tace zavrsit moderni koncepci planetérn{ soustavy. Je jasné, Ze bez Koperni-
kova systému, bez jeho vykladu precese jarniho bodu, by nebylo nebeské me-
chaniky. A proto by nebyla ani klaslcka vys8f matematika, jak se ji potom
tikalo.

Kopernfkova koncepce neni prosta viech pfezitki Ptolemaiovy soustavy.
I Kopernik si vypomahd myslenkou eudoxovskych epicykld, té% on vidf jen
rovnomérny pohyb po drize kruhové. Aviak touto starou formou pronikd
zcela novy obsah. Tento obsah je jiz podstatnym krokem vpfed v odrazu reali-
ty; tak bylo t¥eba jiti ddl, nebylo viak tfeba principiiln& nové cesty.

Rozsah a zdvainost Kopernikova dila by naznadovaly, %e bylo vytvofeno
udencem, jenz mu vénoval veskeré sily svého Zivota. Aviak zprivy, jeZ médme
0 jeho Zivot&, nés poudi o nétem docela jiném. Kopernik byl muZem renesance,
o nf% k4 BepkicH ENGELS: ,,Byl to nejvétdf pokrokovy pfevrat, ktery lidstvo
dosud protilo, doba, jez potfebovala a zrodila obry, obry silou mysli, vd¥nivosti
a charakterem, viestrannostf a udenosti. Lidé, ktef{ poloZili zéklad medernimu
panstvi burZoasie, byli viechno, jen ne m&técky omezeni. Naopak, ovanul je
vice nebo mén& dobrodruzny duch doby. St&%i se tehdy nalel &lovék, ktery by
nebyl mluvil $tyfmi nebo péti jazyky a nevynikal v nékolika oborech.”
(Dialektika pFirody, ¢eské vydani 1950, Svoboda, str. 24.) Kopernik jli z4 svich
studif v Italii projevil neobydejnou mnohostrannost. Ba lze se prdvem domni-
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vati, Ze by i v jiném oboru kulturnim byl vykonal dilo mohutné. V Italii stu-
doval sice matematiku, fysiku a astronomii, ale mélem by se tam byl zménil
v malﬁ‘e pod vlivem ohromného umgleckého kvasu t6 doby. Jeho nadan{ pro
v‘ytvarné umén{ bylo zfejmé veliké, kdyz ho dovedlo strhnout na &as @plng pro
sebe. Kopernik byl viak téz hudebnikem, vybornym pravnikem, v Italii gra-
duovanym doktorem prév, a byl té odborné vzdélanym léka¥em. Jako 1ékak
mél oviem na starosti té% osoby postaveni vyjimedného, jako byl jeho stryc
blskup, ale jeho skuteény humanismus se néjkrasnéji projevil v tom, Ze zdarma
16¢il mnohé a mnohé prosté obdany celého rozlehlého biskupstvi. Pravnicky
v8hlas Kopernikiv se osvéddil mnohokrat v nesnadnych diplomatickych jedna-
nfch, jeZ byla v dobéch politického napéti zv1asts zévasnd. Kopernik, vérny syn
" Polsky, héjil préva biskupstvi varmijského, oddans t{hnouciho k polské korun,
proti rozpinavosti ¥4du némeckych rytfit. Té% organisadni schopnosti osvédéil
Koperntk zcela vyjimeéné, a to nejen v dobéch vzrusenych, nybrs dokonce va-
lednych. (4st varmijského biskupstvi, jiz spravoval, nevahal organisovat
vojensky proti vpadu loupezwych némeckych rytfit. Centrum jeho spravniho
okrsku, hrad Oldtyn, pfivitalo svymi bombardami rytifské lupite tak a&inné,
%e odt4hli s nepotizenou. Bombardy pro hrad objednal Kopernik, téZ o munici
se dobie staral a d8lostteleckému ohni ums] velet.

Organisaén{ starosti vedly Kopernika k @vahém o podstaté pensz. Jako
vim, tedy i touto vécf se zabyva do hloubky, &te traktity o povaze pendz a je-
jich reformd a vysledek svého pfemygleni ukldd4 ve spis. Tato préce bude vidy
chloubou trovng polského mysleni ekonomického.

Neni divu, %e osobnost tak ohromného vyznamu se sna#ili v nedavné dobé
nacisté pkistfihnout po svém, a to p¥i jeho vyrodf v roce 1943. Aviak humanis-
mus Kopernikiiv nelze nacisticky skreslit, jeho vzor bude vidy ukazatelem cesty
lidstva pokrokového. : _

Pouény je i dalsf osud Kopernikova hlavniho dila, jeho préce v oblasti astro-
nomické. Nékteré nedostatky jeho systému, na pi{klad otézkakruhovych drah,
vedly k presnéji{mu promyslen{ jejich tvaru, to viak zékladni koncepci ot¥dst
nemohlo. Obtffe geocentrismu byly v podstaté prekonény, takie nové soustava

-zadala lidstvu opravdu slou%it. A to pravé v tikolech, je# renesance s pozdéjsim
rozyojem kapitalismu pot¥ebovaly. Tu stad{ pfipomenout jenom zévaZnost
zji&téni zemepisnych soufadnic a dasomiru. Kopernikovo zjiténi, %e stalice
musi byt ¥ddové mnohem vzda.lenéjéi ne ne]vzda,lene]éi planety, provokuje
piimo myslenku nekone¢ného vesmiru, i kdy% u Kopernika samého byl jests
form4lng uzavien sférou stalic. Oviem takové myslenka, jakos i jind dali, Ze je
nmoho planetdrnich soustav, vede k t8%kému sporu s katolickou cfrkvi. Prota
hyne pokr&éov&tel Kopemikﬁv Gmnnmo BRrUNO, na hranici svaté inkvisice,
fe mél odva.hu domyslet Kopamikovy ideje. Cirkev katolické se probouzi a%

‘ponékud pozdép, aby s nenévxsbi zavrhla dflo Kopernikovo, a# zhruba po stu
létqah Byla toti? ve svych ne]dﬁleiltéﬁich predstavitelich také na &as ovanuta
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duchem renesance a nebezpe¢i si hned neuvédomila. Zato cirkev evangelicka,
dokonce v osobé samého LUTHERA i MELANCHTHONA se vypoféddavi okamiité
s Kopernikovym dilem surovym utokem.

Oviem, pokrokovou myslenku, pro niZ hyne Bruno, nenf{ mozZno zastavit.
Pravé proto, Ze cirkevnim hodnostaiim byla zndma pravdivost ndzorit Koper-
nikovych, zakro¢ili ostfe proti GALILEOVI GALILEIMU. Nebof tento velikdn
renesance si polozil pf{mo za tikol dal§imi argumenty fysikélné podepfit uéeni
Kopernikovo, piitvodné jenom kinematické povahy. Galileo vyhral sviij zdpas
s cirkevni reakei. Jak byla vSak silnd, vidime i z toho, e RENE DESCARTES pali
svij slavny traktat o svété jen proto, Ze obsahuje zobecnéni Kopernikovych
a Galileovych myslenek, a to ¢inf pravé v dobg, kdy se dovidé, Ze Gahleo musil
odvolat své nazory.

BurZoasie oviem byla jesté v té dobé tﬁdou pokrokovou a dovedla chapat
jaky vyznam pro ni ma Kopernikova myS$lenka, déle rozvadéné jeho pokraéo-
vateli. Dovedla se proto té% téchto muZii ujmout a nevéahala hodit na védhu
i pravdy védecké, aby si zajistila vitézstvi.

V dobé, kdy burZoasie doZiva, kdy jeji filosofie svédéi o naprostém rozkladu
mysleni, je sice Kopernik zdénlivé uctivdn, aviak podstata jeho uceni je rafi-
nované torpedovana. PovSimnéme si tu jen dvou ukazek. Myslenka vyjimed-
ného postaveni nasf Zemé byla Kopernfkem definitivné poraZena. Takova
myslenka se v8ak opakuje ve velkém s celou nasi planetarni soustavou. Anglic-
ky fysik a astronom JAMES JEANS se stal zndmy svou slapovou theori, jeZ méla
vylo#it vznik planetarni soustavy. Aviak to hlavni na jeho theorii, totiz vytvo-
feni slapu na praslunci, je vdzano na zcela nepravdépodobnou, ojedinélou cestu
hvézdy kolem naseho pivodniho praslunce. Pasma Zivota jsou pak podle piivod-
nich Jeansovych vypoéti tak mizivého objemu, %e jsou krom naseho planetar-
nfho systému skoro nemozné. A tak faktum nasi planetdrni soustavy je ojedi-
nélym zjevem ve vesmiru, zazrak bezmadla, jenz byl pfiveden na svét bohem —
matematikem. Jeansovy vypoéty v této véci spravné nejsou a jeho avahy také
ne. Slunci a planetarnich soustav je mnoho,dokonce nové vznikaji, jak ani jinak
neni mozné. To ukazuji nejnovéjsi vysledky sovétské védy, v nichZ jakoby
oifvaly vzneSené myslenky Giordana Bruna.

Jin4 myslenka, sméfujici k naprostému podcenéni Kopernikova tZasného
vykonu, se fale$né vyvozuje z EINSTEINOVY theorie relativity. Rikd se asi tak:
je to jedno, zda se vesmir todf kolem nas, ¢ my se svoji planetou ve vesmiru,
nebot na pohybu je vSe relativni. Tito vulgarisdtofi myslenek obecné ¢&i spe-
cidlni theorie relativity zapominaji na argumenty, jimiz Kopernik sdm a po ném
Galileo Galilei podeptel fakt, Ze se nase Zemé otédf. Ukazovali, Ze neni moZno,
aby tak obrovské masy v tak obrovskych rychlostech tmérnych vzdalenostem
rotovaly beztrestns. Zdanlivé ,efektn{‘‘ disledek z theorie relativity je pouze

klamnym zévérem, k némuZ pomohly i nékteré ne dosti uvazené vyroky rela-
tivistd samych.
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thime nyni, kolikrét v d&jindch byla velkd myslenka odrézejici objektivni
rékilitu napadéna. Aristarchos byl zastfen platonovskymi bohy — planetami,
kdy# vitézila otroké¥ska reakce. Kopernfka napadé doZivajici reakce feuddlni.
A podstatu myslenky Kopernikovy napada doZfvajici reakce burZoasni.

Z Kopernikova dila méme to veliké poudeni, Ze myslenka odréZejfci objek-
tivni realitu se umldet nedé. Oviem k tomu, aby prorazila; je tfeba heroismu
préoce, nikoli pouhych slov. Bylo-li privem feteno, Ze genius je préce, pak plnym
pravem platf tato slova o Kopernikovi. Slavny polsky mistr védy nenf muZem
chvilkovych, byt i genidlnich ndpadi. Je hrdinou price, ktera ns dosud osvobo-
zuje od povér. Aviak jen myslence odraZejfci objektivni realitu lze pfifknout
destny titul kopernfkdnského prevratu; jehof bylo uZ od dob Kopernfkovych
tolikrét u¥ito. Vzpometime tu jen, Ze i némecky filosof KanT v poslednfm obdo-
bi své &innosti chtd] destného titulu kopernikédnského pfevratu pouiit pro svoji
my#lenku, ¥ duch vnésf do pirody ¥4d. Tento idealisticky pofadavek, odpo-
rujief v¥f zkuSenosti, kterd ukazuje, %e je to p¥froda a spole¢nost, jez formuji
nés dufevn{ Zivot, nezaslou{ onoho &estného titulu. Kant se v poslednim obdob{
své ¥innosti neprévem dovolédval slavného Poldka pfi zdludném obratu své
filosofie, a to dila, kterému ve svych mladifch letech tak dobfe rozumél.

Kopernikiiv ‘rukopis je v Praze. Patfil ngjakou dobu té% uliteli ndrodi
Jaxv Amosv Komenskfmu. I kdy? Komensky nezastdval uéeni Kopernikovo,
je pro nés ten fakt vyznamny, Ze o n¥m premyilel a e se tak setkali aspoil
dflem dva velef slovanitf geniové. Rukopis je chloubou na¥eho rukopisného
pokladu a je sém ¥4sti nai{ nérodni historie. Cesky nérod, ktery hledf s ob-
zvl4¥tnf Getou na monumentélnf dilo Kopernfkovo, stte#i s ldskou uSlechtilé
érty pera t8¢h listd, které zménily myglen{ svéta.



Casopis pro p&stovini matematiky, roé. 78 (1953)

POZNAMKA O UHLECH MNOHOUHELNIKA

ALFRED RENYI, Budapest.

(Z dopisu E. Cechovs datovaného 2. 1. 1953.) DT: 513.102
Uhly &y, «,, ..., &, rovinného n-tihelnfka spliiujf nerovnosti
O<op<2n (k=1,2,...,n) (1)
a rovnici
n
Sop=(n—2)m. (2)
k=1

E. CecH polo#il otdzku, zda obricens &sla &y, &g, ..., &, (n > 3) spliiujici pod-
minky (1) a (2) jsou v daném pofadi Ghly n-Ghelnika. Odpovéd je kladnd.

Dikaz vedeme indukei. Pro n = 3 je véta trividln{, budiz tedy » = 4 a pro
(n — 1)-ubelniky budiZ véta uz dokazéna. PoloZme «; = «; pro 7 = k (mod n).
Pron > 4 ]e
(n —2).2xn

=>n
n =

§l'-'

n
Z ‘xt + (x¢+1

pfi éemz rovnost plati pouze pro n = 4. Je-li «; + «;,, = & pro viechna =, je
n = 4 a véta je spravna (piipad rovnobéinika). Jinak musi existovat takovy
index ¢, %e oy + ;41 > 7, avBak o,y + i S ; protofe x;,, > 0, je ayq <
< ma tedy o; + o441 < 37, nebot «; < 2n. Polozime-li

*
By = &3 + Kiyqg — T,
bude 0 < aF < 27 a soudet n — 1 &isel
*
Ky eeny Kijoqy Ky s Kgygy ooy Ky (3)

bude roven (n — 3) xn, takZe podle induktivniho pfedpokladu jsou é&fsla (3)
v daném pofadi tthly (n — 1)-thelnika P. Mimo to je patrné, %e pti induktivnim
dukaze muzeme piedpoklé,dat oy =i= M, X4y =% Jsou nyni t¥i moZnosti:
(@) of <@, (b)n < af < 2n, (c) «f = . V pHpadsé (a) je a; + x¢y1 < 27
a tedy aspoil jeden z obou thlud, tfeba «;, je men&f ne% #. Je-li také oy, < 7,
ubereme (obr. a,) od P maly trojahelnik 8 Ghly % — oy, @ — &4y, &F; je-li
&4, > 7, pFipojime (obr. a,) k P maly trojahelnik s thly oy, x5, — 7, @ — &7
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Obr. b,. Obr. b,.

Obr. c.

V. piipadé (b) je a¢ + x4,4 > 27 a tedy aspoil jeden z obou Ghld, tfeba «;, je
vét&l ne# . Je-li také as,; > 7, pripojime (obr. by) k P maly trojihelnik s thly
K T By ppi— By, 20 — & je-li agyy < 7, ubereme (obr. by) od P maly troj-
Ghelnik s ahly 27 — oy, & = a4,1, o — 7. Posléze v p¥padé (c) pozménime P
podle obr. ¢, Viéta je dokédzéna. : '

hadis v oatlvbadisfiooed
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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 78 (1953)

KRIVKA V AFINNIM PROSTORU A JEJI AFINNI OBLOUK

FRANT. NOZICKA, Praha.
(Doslo 4. tnora 1952.) DT: 518.771

CAST 1.

V tomto &lénku jsou shrnuty nejzékladn&jsf poznatky o kFivce
v obecném n-rozm&rném prostoru afinnim A4, v pfehledny celek a to
tak, aby, za predpokladi obvyklych v diferencidlni geometrii, m&ly
postavené v&ty a definice ,,obecnou platnost v tom smyslu, aby
zahrnovaly v8echny kiivky v A4, které pfichézeji p¥i lokélnfm studiu
8 hlediska diferencidlni geometrie v tivahu.

Jde predeviim o zékladni afinnf klasifikaci ktivek v 4,, o ni% po-
jednévé véta 1 a definice 1, déle pak o definici privilegovaného para-
metru kiivky, tak zvaného afinntho oblouku. D4le jsou zavedeny
urdité charakteristické skalarni funkce, jichZ dileZitost v obecné
afinni geometrii vyzdvihuje existenéni v&ta 8.

Clének je pfinosem k theorii kiivek v A, pouze v tom smyslu,
¥e a) zobecriuje dosavadni skrovné poznatky a shrnuje je v jednotnou
theorii, b) upozoriiuje na velidiny zédkladniho vyznamu pro kfivku
v A,, které nejsou afinnimi invarianty v obvyklém smyslu.

Nechf v n-rozmérném afinnim prostoru A4,(n > 1) o soufadnicich & (x =

=1, 2,...,n) se symetrickou konex{ o koeficientech I}, (£*) je definovina
kiivka C parametrickymi rovnicemi
fr=148t), a=12..mn, (1)

pri ¢em% predpokliddime, Ze _

a) funkce I'}, jsou redlnymi funkcemi redlnych proménnych &+, x = 1, 2, ...
... n, které maji v uréité oblasti D spojité parcialni derivace nejméné 2(p—1)-
ho ¥4du, kde p je ptirozené &islo 1 < p < n;

b) funkee £2(t), x = 1, 2, ... n, jsou redlnymi funkeemi!) v intervalu (ﬁ’ 2), '

jex majf v tomto intervalu spojité derivace ¥adu nejméné 2p, pti Gemi pro,
vSechny hodnoty ¢ € (¢, t) lezf body £=(f) v oblasti D. V 24dném bodé intervalu
12 ] i

. ; dé= "
(¢, t) nechf nejsou viechny derivace (ft soucasné rovny nule;
12

1) Redlné proménné ¢.
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c) vektory u*, 1 =1, 2,... p, takto definované
= i

v df" v v )
’il« ——-Ti-t— u vtﬁl 2—2,...27,

kde V; je symbol absolutni derivace, jsou v intervalu (t t) linedrné nezavislé,
vektor =
w = VYV’ (2b)

p+1 ?
necht je v (t, {) jejich linedrni kombinacf.
12
Poznamka 1.V pifpadé p = n je vektor u” = w? vidy linedrni kombinac{
+1  n+1
vektord ¥, u”, ... u’. ’ "
1 2 n

Poznédmka 2. Odtvodnéni pfedpokladii a), b), c) bude patrné z vét, které

v dal¥im budou odvozeny. '

Detinice I. Za platnosti pfedpoklada a), b), c) budeme Fikat, Ze rovnicems (1)
je v intervalu (t, g) parametricky definovina reguldrni kfivka p-té tridy (1 < p <
st LR
< n) v afinnim prostoru A,

Poznédmka 3.Z piedpokladﬁ a), b), ¢) a z definice I je zifejmé, ze jde o lo-
kaln{ definici. Tedy té% tvrzeni, kter4 budou v daléfm uvedena, maji lokalnf
charakter.

" Budi C kiivka p-té tiidy, 1 < p < n (ve smyslu definice I) s definiénfm
oborem (¢, t). Potom, podle pfedpokladu c), jsou vektory u», 1 = 1, 2, ... p
12 s

linedrné nezavislé v (¢, t), vektor u» = V w? jest v (¢, ¢) jejich linearni kombinaci.
12 p+1 P 12

Existuji tedy v (¢, t) skalary I® (),7 = 1, 2, ... p tak, Ze plati v (¢, )
12 p—i 12

Viuw’ =u® = ﬁ 1® yr, (3)

? P+l i=1p—i @

BudiZ déle v = ¢(t) funkce definovana v (t t) takova, Ze ex1stu]e spopté,

+1
derivace :11:; T o) v (t t), pfi Cemz viude v uvazovaném intervalu je -& % 0.
Za téchto okolnosti je vztahem
T=p), telt) (4a)

definové.na transformace parametru k¥ivky C, reguldrni v intervalu (t t)
Vztah (4a) Ize té% prepsat na tvar

t = y(7), (4b)
kde y je inversni funkef k funkei ¢ v intervalu (1t’ 2)'
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Vztéhnéme k¥ivku (1), jez dle pfedpokladu je p-té tiidy v 4, (1 < p < n),
k novému parametru v, zavedenému v (4a) resp. (4b). Zavedme déle oznaden{
dév

*uv—_—___’ *uV:V‘r*uv’ i=1’2,__,p—+—1, (5)
1 dr’ i—1

Pak plati tyto véty:

Pomocna véta I. V intervalu (t t) js0u vektory u“ *ua 1=12...p+ 1,
vdzdny vztahy

*’ll,":‘—ZA.j’iu", j=112)'”p+1) (6)

H t=1 i

kde velidiny A;,; zdvisi pouze na tvaru funkce @ (t), uvafované v (4a), a jejich
derivacich (resp. na tvaru funkce y(t) v (4b) a jejich derivacich).

Dikaz lze podat struéné methodou aplné indukce. P¥i kazdém n > 1 a kaz-
dém p, 1 < p < 7 jest, jak plyne z (2), (4)a, (5), proj = 1

*uv = 2w (7)
tedy 4,, = ad% Pro j = 2 dostaneme ihned z (7)

d .. .
¥y — VT kv —= — kv + Fa,ﬂ *yo kyf —
1 dr 1 1

2
d2¢ ds\*[d
—_Er_“fy'{”(d) (d,“ +Fwwﬂ)

tedy
dzt dt\*
Koy — ~ YV s v
12‘ dr? ?f + (dr) 12‘ ) - (8)
. dz¢ dt\*
Zde je Ag; = o Agg = I . Tvrzeni vety je tedy spravne pn kazdém

n>1,1< p < n,proj=1, 2. Uplnou indukei d4 se snadno dokazat Ze véta
plati v tom rozsahu, v ném# byla vyslovena?).

Pomocnd vé&ta Il. Pro velidiny A;,, 4;, ;—,, A;; ze vztahi (6) plati

d’t . ‘
A“:a-f proj=12...p+ 1 (9a)
— 1){ds\""* d2t X
Af,f—1~7—(7—2“ )(dr) o2 PR = 2,...p+ 1 (9b)
dt)’ X
Ai,5= dr pro j=1,2,...p + 1 (9¢)

Ppfi kaZdém n > 1 a kaZdém p, 1 < p < .

%) Methoda diikazu je obdobné jako pro vypodet j-té derivace funkce sloZené. Zde jde
viak o absolutni derivaci vektori.
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Dikaz se provede opét fipinou indukei. Z (7), (8) plyne ihned, Ze véta je
spravnd p¥i katdém n > 1, 1 < p < n pro j = 1, 2. Pfedpokldddme-li plat-
nost vztahtt (9) pron > 3,3 X p < n,3 < § < p + 1 (nebof [ptipady n = 2,
1Zp<L2 j=1, 2 jsou zfejmé v (7), (8) obsaZeny), potom lze podle (6),
(9) pséat .

-2 _ i—2 j
w =% A, u,+7(7 1)(dt) dz uv+(g)uv,

2 dr d‘l‘;l dr i

i =1 2
kde 4, = g ;- Odtud plyne pak po del$im vypoétu a Gpravé, piihlédneme-li
k definiénim vztahim (2),

di+t G+ L)jfat\ ™" ax de)'*?
¥y — v LML) el ot v —_— v
521 d‘!’l'”' ? + E Ajﬂ”'u + 2 dr dz? 151, + dr ;3:’1

pfi demZ vyjdeme od identity

*uv:_d._*ul’_{_ry *ua*uﬂ
i+1 T i i 1

Je tedy

di+1g + 1) fde\ "t (ax de}+?
A!+1,1 = W’ AJ+1,! = Y ) )(dr) dr2 > A:l+1 i+1 = d‘r

v souhlase s (9). Tim je véta Gplnou indukei dokdzana.

Na zékladné piedchozich dvou vét dokdZeme snadno tuto dilezitou vétu:

Vé&ta 1. TFida reguldrni kiivky C v A, je afinni invariant, t. j. tfida kFivky
C v A, nezdvisi na volbé soufadnic v 4, a na volbé parametru, k nému? kfivku
vztdhneme.

"Dukaz: Nejdfve dokézeme, #e tifda kiivky je invariantni pfi transfor-
maci soufadnic v 4,. Budiz tedy p, 1 < p < n tifda kiivky v 4,. Jsou tedy
vektory :u’, g', ... u” (podle predpokladu c) na str. 2) linedrn& nezavislé v de-

?

fini¢nfm oboru kiivky C, t. j. matice

wu? ... un
11 1
wu? ... un
22 2
wud ... un
A 4

mé v uvafovaném oboru hodnost p. Potom v n&jakém bod§ ¢ z defini¢niho
oboru k¥ivky mé p-vektor z vektort ue, ue, ... 'w’ aspoi jednu slozku od nuly
ruznou, t. j. : Lot

utus L ut %+ 0 pro te(tl, ) (11)
2 7]

kde «,, ag, ... ap €1, 2, ... n jsou pevna vzajemns ruznd &sla pfi pevn& zvole-
ném ¢ e (lt, i)' :
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Je-li &= = £= (£8) libovolna transformace soufadnic v A4, regulérn{ v uréitém
okoli uvafovaného bodu ¢ a oznadéime-li

« af T 85‘1
A =—, A; =
a 35 aéa
potom, oznadime-li pruhem nad symbolem transformované slozky vektoru
u, plati '
i

u“—A“u" uf = A%, i=1,2,...p. (12)
T
Pro slozku w*u* ... u%, uvazovanou v (11), plati (podle (12)) pfi uvazované
1 2 7]
transformaci v soufadnic 4, v uvazovaném bodé ¢
usut . u% = AZAZ .. AD U .. U, (18)
1 2 ?] 12 7]

Kdyby vektory ux, u* ... u* byly v uvazovaném bodé linedrné zavislé, potom
viechny slozky 53'7325' 'Z“p p-vektoru z vektort u“ u%, ... u* by byly rovny
nule (p¥i uvaio\[rlanzé tran:]formacl soufadnic v A4,), ccz)i by, ppodle (13), mélo
za nisledek, Ze by téz v uvaZovaném bodé bylo u* u* ... u* = 0, coz je ve
sporu s pfedpokladem (11). Jezto bod ¢ byl liboxg)ln;’rm 'bo:’i]em z defini¢niho

intervalu (¢, t) k¥ivky C, plyne z pfedchoziho, Ze vektory ue, u«, ... u* jsou lineér-
12 12 »

né nezavislé v kazdém bodé uvazovaného oboru.
Budiz nyni u* u® ... u%+ libovolnd slozka p + 1- vektoru z vektorit u“
noz2 P+1]

u*, ... u* Potom p¥i kazdé regularni transformaci soufadnic v 4, plati

2 p+1 = e
— — —_ X & o
uhu . u%r = Ay Aa ... AdTumu . urhr, (14)
1 2 p+1] 1 2 Pp+1}

Jezto podle predpokladu je kiivka C t¥idy p, je, vzhledem k definici t¥dy
k¥ivky, vektor u” = V/ ;u”linedrni kombinaci vektorii u”, u”, ... u” a tedy viech-
1 2 P

ny slozky u”‘vu::-+ .1 u‘:v: jsou v uvazovaném oboru rovny nule. Odtud a z (14)
plyne pa,k1 z2e vseclﬁn?y slozky u® 12#‘- ... W%+ jsou rovny nule. Jetto predtim
jsme ukizali, Ze %"‘l, uk, . u"‘?]sou llnpe:r]né nezavislé, plyne z pi'edchoziho
ihned, Ze vektox; itla je hnearnzi’ kombinac{ vektori 'wz 'g“ :ﬂ.

Tim jsme dokéazali, %e t¥éida k¥ivky je 1nvarlantni viiéi transformaci soufad-
nic v 4,. Zbyva jesté ukazat, Ze tiida k¥ivky nezdvisi na volbé parametru,
k némuz k¥ivku vztahneme. : .

Pfi transformaci parametru?®) pfejdou vektory u?, w, ... uv, ur ve vektory

: 12 9 opal
3) Tedy pfi transformaci (4).
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*ur, *uy, ... *u, *u?, definované v (5), pfi demZ plativztahy (6). Jezto dle pred-
1 2 y v+l
pokladu je dané kfivka t¥idy p, existuje aspofi jedna slozka u®u® ... u%
[ 2 7]
p-vektoru z vektort ua u®, w' jeZz je ve zvoleném bodé ¢ z defini¢niho
2

oboru kfivky C rizna od nuly. Z (6) plyne pak ihned

*us ¥yt *uts = A, 4, Ag ... Ap gutut .. ut,
[1 2 7] n 2 7]

coZ mizeme vzhledem k (9¢) prepsat na tvar
dt)p(r+1)
2

s kyos | Eydp — (—

usu* ... use. 15
noo2 7] dr (15)

m 2 7]

Jeizto p¥i transformaci (4) je v uvazovaném oboru i %+ 0 a jezto dle predpokla-

dr
du je v uvaovaném bod¥ slozka u*wu® ...u% rizné od nuly, plyne z (15)
ihned - &
uBus . ut £ 0 = *un *ys | Fy% £ 0. (16)
n e ?] n 2 ?l

Jeito jsme uvazovali libovolny bod z definiéniho oboru kiivky, plyne ze (16)

ihned, e vektory *ua *ua, . *u“ jsou v tomto oboru lineArné nezavislé.
2

Z predpokladu, ie dané knvka C je tiidy p, plyne ihned, %Ze v8echny slozky
(p + 1)-vektoru utvoreného z vektorit u*, u* ... u*, u* jsou v definiénim oboru

1 2 » p+1
k¥ivky rovny nule. P¥i transformaci (4) platf vztah
ds (r+2)(+1)
o Rkyss | Kyt = (— 2 uBu* .. U+
2 p+1] T n 2 p+1]

odtud plyne pak ihned, Ze

wumus ., utr+r = 0 = Fym *ys | Fycn = 0,
n 2 P+1] [ 2 p+1]

t. j. vektory *u®, *u®. ... *u%+ jsou v uvafovaném oboru linedrné zavislé.
102 p+1 :
Jeito jsme pfedtim ukézali, Ze vektory *ua i=1, 2,...,p, jsou v tomto

oboru linedrn¥ nezévislé, plyne odtud lhned Ze vektor *u” jest v definiénim
p+1
.oboru k¥ivky linedrnf kombinaci vektort *uz, ¢ =1, 2, ..., p.
4

Tim jsme dokézali, 7e t¥ida k¥ivky nezavisf na volbé parametru k¥ivky. Tim
je dikaz vty 1. hotov.

‘Nynf se obrétime k disledkim predchozich vét. Necht C znaéf reguldrni
k¥ivka p-té tHdy v A, s définiénim oborem (t t) s parametrickym vy]adi’-enim :

(1). Budte ;u", i=1,2, ... p vektory defmova.ne v (2a). JeZto dle pfedpokla,du
je kiivka C t¥dy p-té, pla.ti pro vektor u”, definovany v (2)b, vztah (3). Vztah-
p+1
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neme-li k¥ivku € k novému parametru 7, zavedenému v (4a) resp. (4b) a maji-li

vektory *ur, *wv, ... *uw’, *u¥ tentyz vyznam jako v (5), potom, vzhledem

1 2 p P+l ;

k vété 1, existujf skaldry *I®(z), i =1, 2, ..., p (kde 7 = 7(¢)) tak, e v de-
»—i =

fini¢nfm oboru (¢, t) k¥ivky C plati
12 :

?
kv = /7, *ur = X *® *yv, (17
) p+1 ? t=1lp—¢ ¢
Néam pujde nyni o to najit vztah mezi skalary I®, *I®, ¢ =1, 2, ..., p, kde
—i p—i
skalary oznadené hvézdickou, odpovidaji parametru t (viz (17)), ty druhé pak
puvodnimu parametru ¢ (viz (3)).

Véta 2. Skaldry I®, *I®, ¢ = 1,2, ..., p, jsou pfi reguldrni tramsformaci
—  p—i

(4a) resp. (4b) v (¢, t) vdzdny vztahy
12

§At,1 *|(0) — iA . _|_ l(p) Ay, dt,
i=1 p—i dz
. d¢ d¢ s
EiAi,j:_l(;) = Ap,i—la; + Er- Ap,; + Ap ? dr l(p):?, =2,..,D (18)

kde A, ; maji vijznam z vét pomocﬁych I, II.

Dukaz: Vyjdeme ze vztahu (8) pro j = p. Potom dostdvame, vzhledem
k (7), (3),

v, *7:1: — ad? *;:v + I *,,;a *?ﬂ -1 (ElA" iu.,) +
+ T3 (élA,,,ﬂlﬂ) A, jub =
= E:IA,,', g:((;l w’ + I'Y ,u uﬂ) + Elu (;i Ay =
' 19
L =R teidela.- W
el )
+ ii?v (517 Api + g g T Ans :11_: l(r))

Na druhé strang dostaneme z (17), dosadime-li tam za *u*, 1 =1,2,...,p
-
ze vztahu (6),

p 1 -
Ve*w = 2 S A, 0w =% wiA, ,*zm . (20)
P i=1j=1 p—i j I=114 i=3 »
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PfSeme-li v (19) misto séitactho indexu ¢ index §, potom z (19), (20) plyne ihned

W(EAil*l(’)--—(lApl 4, il_t.l(ﬂ))+
: d di dt
+ 5:2‘2 ?v (,?,Al g I — pp Ap ; —Ap ;4 o — Ay d‘r,, l(p)) 0.

Odtud plyne, vzhledem k tomu, %e vektory =”, j =1, 2, ..., p, jsou v uvazo-
vaném oboru linedrnd nezavislé (nebof dle ,pi"edpokladu je kiivka t¥dy p,
1 < p £ n), ihned systém vztahi (18).

Pozndmka 4. Z v&ty 2 plyne ihned, Ze mezi skaldry *I®), [® plat{ trans-
formadni vztah °

A,,,,*l(”)—A,,,, lgt+ App"r“Arpd l(p)v

Dosadime-li do tohoto vztahu za 4, ,, 4, -, z (9), dostaneme, pfihlédneme-li

k tomu, %e v uvaZovaném oboru je o * 0,

dr
plp—1) dx(de\™  d% (de\™' | dt
= Troam @l + T
t. j s
-1
xm — PP+ 1) l)dﬁt(dt 4t 1
gp 2 dz2\dr + d'tgp &4

Nyni si miizeme poloZit otdzku, zda je mozno najit funkei v = ¢(t), jeZ by méla
v defini¢nfm oboru (¢, t) k¥ivky C (jez je dle pfedpokladu t¥idy p v 4, 1 <
12
< p £ n) spojité derivace nejméné (p + 1)-ho F¥adu, dile ((11—: + 0V (¢ t) a pro
12
niz by viude v (¢, t) bylo *I®®) = 0. Odpovéd nam dava tato véta:
12 0

' Véta 3. Budit C reguldrni kfivka p-té tFidy v A,, dand parametrickymi rov-
nicemi (1) s definiénim oborem (i, t). Potom existuje mekonedné mmnoho -funket
12

T = @(t), definovanych v intervalu (t,t), jeZ maji v tomio intervalu spojité deri-
12

vace fddu alespori p + 1, pfi demZ E +0v (t t) a jeZ maji tu vlastnost, Ze vztdh-
neme-li kfivku C ke kterékoliv z té'chto funlccz T = @(t) v intervalu (t t) jakoéto
“novému parametru, potom

@) = 0, (22)
0

P éemé vijznam aymbolu *g(") je patrny ze (17). |
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V&echny tyto funkce majs tvar

v = gty = C feﬁ% e koo, (23)

kde C #+ 0, k jsou libovolné konstanty.
Dikaz: Nejdfive se pfesvédéime o tom, Ze viechny funkce tvaru (23) maji
vlastnosti ve vété uvedené. Predevsim je z (23) zfejmé, Ze ((li—(f #+ 0 pro ka%dé ¢

prichazejici v ivahu. PouZijeme-li formule pro derivaci funkce inversni, snadno
se presvédéime, Ze funkce ¢(t), definované v (23), anuluji pravou stranu ( (21),
a tedy pro né vyplyva tvrzeni (22). DokédZeme o nich jesté, %e maji spojité
derivace fadu nejméné p + 1. Aby funkce (t), definované v (23), mély spojité
derivace alespoii (p + 1)-ho ¥adu, k tomu staéf, jak je patrno z (23), aby
skalér l(l’) mél spojité derivace alesponi (p — 1)-ho Fadu vzhledem k t v defi-

mcnim oboru (t t) Ze tomu tak skutednd je, to plyne jiZ z pfedpokladu Ze
ktivka C je p- te tridy v (2, £)%).
12

Abychom zjistili, Ze ve (23) jsou podchyceny vSechny funkce s vlastnostmi
ve vété uvedenymi, staéi ukazat, Ze funkce (23) jsou obecrrym integrilem di-

ferencialni rovnice
pp + 1) d2t [de\ ™! dt Y — o
2 de2\dr + d‘r({p ) ‘ (24)

a jinych integralt pro tuto rovnici v intervalu (¢, t) p¥i -gé #+ O nenf. Rovnici
12
(24) miZeme psat ve tvaru

~1
i(ﬁ) __2
dz \dz pip + 1)o

kterou, vzhledem k tomu, Ze pfedpokliddme ((ii— #+ 0 v uvazovaném oboru,
muzZeme déle prepsat

4) To si ov&ifme takto: Je-li ¢ libovolny bod z intervalu (¢, t), potom z pfedpokladu,

12 J

ze kiivka C je v (¢, t) p-té t¥idy, (1 £ p < n), plyne, Ze v uvaZovaném bod$ je aspoii jedna
’ 12

sloZka p-vektoru z vektora u%, u%, ... u* rizné od nuly. Budif to slofka u®muos ... uss.
Z (3) plyne pak 1 2 P n 2 7]

wMu® w7 u® = T ut L = 1Phy2y* |y,
a2 7—1 7] n 2 7] 012 ?]

odkud muZeme l"’) vyjédrit, nebot u u“’ je v uvaiovaném bod¥ razné od nuly
PredevEim je odtud vidét, Ze l(”) je i-é.du p + 1 vzhledem k ¢. Odt:ud a z pfedpokladu a),

b), ¢), za nichZ byla postavena. definice kiivky p-té t¥idy, je ihned vid&t, e l(”) ma spo-
jité derivace alesporti (p — 1)-ho Fadu.

) Viz (21).
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di\'ddr d dr 2
—_ S = o S —— ¢ )]
(dt) TG a8 Tt{ e T (24}

jejim% obecnym integralem jsou pravé funkce definované v (23). Tim je dikaz
véty proveden. -

Poznédmka 5. Z pfedchozi véty je ziejmé, Ze podminkou */® = 0 v uva-
0

fovaném oboru neni piislusny parametr v jednoznaéné stanoven. Je din aZ
na afinni transformaci

T=Cr+k C=%+0, (+)

kde C = 0, k jsou libovolné konstanty. Vhodnou volbou poéateénich podmi-
nek lze dosdhnout jednoznadnosti.

V&ta 4. Budif te (t,1), tedy z definiéniho oboru kfivky C, jeZ je p-té tFidy
. 0 12

(1 £ p £ n). Potom poldtednimi podminkams

ds
8(3) =0, (Tﬂ)c=z =1, (25)

je v intervalu (1t, 2t) definovina jednoznaéné funkce s = s(t) téchto vlastnosti:
1. 8(t) je rostouct v intervalu (¢, t),t <t,

2. s(t) je aditivni funket v (2, tl),2 P

3. 8(t) md v (f, :) 8pojité der:v;ce Fadu nejméné p + 1.

4. Oznadtme-li
48 e ir—ie, k=1,2 (26)
de "1V amy oSl
potom plati .
—1
V,i8 =3 AP 428) (27)
? k=1p—k &k

kde £)’ k=1,...,p — 1 jsou skaldry definované tak v bodech kiivky C.

6. Funkcs s(t) lze psdt ve tvaru

t
—2 [
YT e

elt) = fe .
t

Dikaz: Funkee s(t), definovand v (27), vyhovuje poditednim ,podminkdm

iak il 1 hl . 5 d ds 2

t. j. funkee s(t) z (27) vyhovuje dif. rovnici (24)*7) a tedy ze systému funkei

At (28)

%) Je.li p = 1, pak je soufet na pravé strand v (27) prézdny.
7) Tedy © = 8(t) je FeSenim rovnice (24)* a tedy t&% (24).
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tvaru (23). Podle véty 3 mé tedy s(t) spojité derivace fadu asponi p + 1 v (¢, ¢).
Funkce s(f) mé tedy vlastnost 3. Vlastnosti 1., 2. jsou zfejmé z (28). LA
To, %e funkce s(t), definovand v (28), je pfi podateénich podminkach (25)
jednoznaénym Fefenim dif. rovnice (24)* resp. (24), plyne ihned z existenéniho
teorému Cauchyova. Jezto je s(f) tvaru (23), je pak, podle véty 3, v celém de-
finiénfm oboru (t t) splnén vztah (22), coz vzhledem k (17), vede ihned ke vzta-
hiam (27), pfi (‘,emz misto d¥véjsich symboli *[® zavédime symboly A(”) nebot

—k
zde jde o specialni, privilegovany parametr, pro ktery v celém uvaiova,ném

definiénim oboru ki¥ivky C je splnén vztah (22). Tim je celé tvrzeni véty do-
kazano. .

Definice Il. Funkci s(t), definovanou v (28), nazyvdme afinnim obloukem re-
guldrni kfivky p-té (1 < p < n) v n-roomérném afinnim prostoru A,, oriento-
vanym od bodu t k bodu t (t > t).

0 0

Vé&ta 5. Afinni oblouk s(t) a skaldry A® (s), k= 1,2,...,p — 1 se transfor-
p—k

muji pfi kaZdé reguldrni transformaci parametru t v (t, t)8)
12

t = t(t) : (29)
takto
= : dt
5(0) = as(t), o= (Tﬂ),_t (30a)
2(:)(t) = xb—p—1 A(P)( ), prol<p<n k=1, 2 ... p — 1. (30Db),
p—

Duikaz. P¥i regularni transformaci parametru ¢ v (t t), uvazované v (29)

d

e 3 +0v (t t) Zavedeme-li oznadeni t = ( ) potom dostaneme vzhledem
0 .

k (21), (28)

p(p + 1) d2[d¢ dt d¢
flmdt f{ dtZ(dt) i }“dt
l.

1 t t

2 (P 13 t 2
—_— | 1'?) gt o l(!’) dt
- P(ﬂ+1)f = p(p+1)
3(t) = fe A f to dt,

ty _ &

a tedy

8) Jde neustéle o kfivku C p-té t¥idy v 4, s definiénfm oborem (t t), danou parametric-
kymi rovnicemi (1).
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fedy 3(t) = ws(t), kde & = (—g;) , jak se snadno pfesvédéime. Tim je vztah
(30a) dokazén. ity
Z dokézaného vztahu (30a) plyne ihned

=, df  derds _(at
VRS TR G hea=ig) -
Methodou ﬁi)lné indukce snadno dokazeme, Ze =
T _Fa ds 1 o k—1:v
k:—lzv': T ds v'cxk: = k:-l

prok=1,2,...,p. Pro k = p > 1 plyne pak z (31) a z véty 1, pfihlédneme-li
ke vztahtim (27) a vét§ 3,
- —1 _ 7—1
V=23 A0y = x"P-1F ANy, (31)
7+1 J=1p—4 1 i=1p—4 14 ’
t. j. podle (31)
' —1 _. —1
X APy = P11y )y,
j=1p—i 4 i=1p—ij
odkud plyne ihned
i) — xi=p=1 )@  proj=1,2,...,p—1,
r—i -
coZ je vztah (30Db).
Poznidmka 6. Z véty 5 vyplyva, Ze jak afinni oblouk s(t), tak skaldrnf
velidiny A®), k= 1,2,...,p—1 (kterézto jsou definovany jen pii p > 1)
—k
nejsou vnitFnims velidinami kfivky C, jez je, dle predpokladu k¥ivkou p-té t¥idy
v uvazovaném oboru; citované veli¢iny nejsou afinnimi invarianty k¥ivky C,

nebot pii kazdé reguldrni transformaci parametru nejsou invariantni, nybrz
podléhaji jednoduchému transformadnimu zdkonu (30a, b).

Jako doplngk k definici afinnfho oblouku uvedeme tuto vétu:

V&ta 6. BudiZ parametrickymi rovnicemi (1) definovdna reguldrni kfivka C
n-té tFidy v A, s definiénim oborem (8, t). Necht t je néjaky bod z intervalu (¢, t)
12 0 12

Potom jeji afinni oblouk (ve smyslu definice II) lze uvést na tvar

t 2
[war... w] |55
sy | | 22 8 dt,

t

o Ke_t{r"z i
kde [u” ... u"] je determinant z vektors w’, i = 1, ..., n, definovangch v (2a)
1 n $

a K je konstanta riznd od nuly, K = [uw’ ... u}i—s,
12 n
Dikaz: Podle formule pro absolutni derivaci multivektoru jest

Viu?, ...u"] = E— [uy, ... w*] + [w” ... u"] Fg,uﬂ de. (33)
1 n ds 1 n 1 n 1
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Provedeme-li pfimo operaci naznadenou na levé strané v (33), dostaneme vzhle-
dem k (3) a vzhledem k tomu, Ze kiivka C je t¥idy n
Vilw? ... u] = 1™ [u>, ... u"]. (34)
1 n 0 1 n

Z (33), (34) plyne ihned vztah
d
) — — v v By
g" dthg |[114 1:]] +I’ﬂ¢'of dt,
nebof, jeito je k¥ivka C t¥dy =, je v celém uvaZovaném oboru [u” ... w*] # 0.
1 »

Integraci poslednf rovnice v mezich od ¢ do ¢, kde ¢, ¢ € (¢, ¢) & ze vztahu (28)
0 0 12

(polozime-li tam p = n) plyne pak snadno piepis (32) a tim i tvrzen{ véty.

V dalsim budeme uvazovat afinni oblouk regulirni k¥ivky C kterékoliv
t¥dy v 4, (tedy libovolné tidy p, 1 < »p < n).

Vé&ta 7. Budiz C reguldrni kfivka p-té tfidy, (1 < p < n), v A, (n > 1) 8 de-
finiénim oborem (t t), dand parametrickymr rovnicemi & = &v(t), v =1, ... n.

Necht a, b, ¢ jsou tm pevné zvolend vzdjemné riznd &isla z intervalu (i, t). N echt
3(t) je afinni oblouk kfivky C, definovany v (28)%). Potom pomér 12

8(a) — s(c)
8(b) — s(c)
je nezdvisly na volbé parametru kfivky C.

d(a, b; c) = (35)

Poznamka 7. P¥i pevnych &islech a, b, ¢ vzdjemné riznych (a, b, ¢ € (lt, g)) je
tedy délici pomér d(a, b; ¢) invariantnf vadi ka%dé regularni transformaci
parametru { = ¥(¢) v (¢, t). Zfejmé je s(t) skaldrem v 4,, definovanym v bodech
dané kiivky C. Je tedfyzd(a, b; ¢) afinnim invariantem k¥ivky C.

Dukaz véty 7: Necht ‘f je libovolnym bodem z intervalu (f, t), jez je defi-
niénim oborem k¥ivky C (ktera je, dle pfedpokladu, p-té tiidy :r A,). Potom
afinni oblouk pfi této volbé podateéniho bodu je dan piedpisem (28). Vyjde-
me-li od jiného poédateéniho bodu *t + ¢, *t € (¢, £), potom mezi pi{sluinymi
afinnimi oblouky s(¢), *s(¢) pii témieopﬁ\;od;imlpirametru plati zfejmé vztah

*3(t) — s(t) = konst., (36a)
to
kde konst. = f e—’T:'m;[ o de.
%,
Jsou-li a, ¢ dva libovolné body z (1t’ f), potom podle (36a) a je
*g(a@) — *s(c) = s(a) — s(c). (36b)
%) Pfi libovolné volbs ,,podateéniho bodu‘ g € (f, é).
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Prihlédneme-li nyni k v&t8 (5) resp. k transformaénimu vztahu (30a), potom
z (36b), (30a) plyne ihned tvrzeni véty. Jmenovatel na pravé strand v (35)
nemiiZe byt pro zddnou dvojici b #+ ¢, b,ce (t t) roven nule, jezto s(t) je ryze

monotonni v (¢, ¢).
12

Pozndmka 8. Z vét 3, 5, 7 plyne snadnou tGvahou, %e pomér d(a, b; ¢) je
nezavisly na tom, jakou funkei v = ¢(f) ze systému (23) vezmeme za para-
metr kiivky C, tedy, kterou z téchto funkef prohlasime za afinni oblouk k¥iv-
ky C.

Definice 1ll. Cislo d(a, b; c), definované v (35), nazjvime délicim pomérem
bodu c vzhledem k zdkladnim bodém a, b na kfivce C(a, b, ¢ € (ti tg, a+b=+c#Fa)

Nyni se budeme zabyvat skalary A®, k=1, ... p — 1, vystupujicich ve
—k

vztahu (27). Tyto skaldry nejsou afinnimi invarianty, jak vyplyva ze vztahu
(30b). Avsak transformaédni zékon (30b) je tak jednoduchy, Ze se d4 pravem
odekavat, Ze tyto skalary jsou pro danou kiivku p-té t¥idy v A, charakteristic-
ké. Jejich dulezitost vysvitne z nasledujici existenéni véty.

Véta 8. Budif A, n-rozmérny afinni prostor v soutadnicich & (x = 1, 2, ... n),
opatfeny symetrickou konexi o koeficientech I'y,(£%). BudiZ & bod tohoto prostoru
takovy, Ze v ném a v jeho uréitém n-rozmérném okoli maji funkce I'Y, spojité
“parcidlng dertvace podle proménnych & nejméné p-tého Fadu, kde 1 < p < n.
Budi ddle ddno p — 1 funkc? jedné proménné s, p,(8)t = 1, ..., p — 1, spojitych
v bodé’a a v uréitém jeho okoli. BudiZ ddle ddno p &isel (7¢)°, k= 1 L pa=1,..

wm, takovych Ze matice
(i‘)o(i2)o )
iy x
(11)o(2%)o - - - (t")o
2 2 2

.............

md hodnost p.

Potom v dostatetné malém okoli bodu &2 existuje kfivka p-té tﬁ’dy v A, 8 para-
metrickymi rovnicemi

Er=¢&@0s), v=1,...n (37)
téchto viastnostt:
8} pros =4 je f"(g) = &
b) oznadime-li :
. g . " _
‘ ff E; ._..vs‘l, k—2,...,p,
potom

1%(8) = (%), k=1,...,p;
EO k
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c) parametr s je afinnim obloukem této kiivky: . ' .
d) pro kfivku (37) skaldrni funkce A®)X(s), k =1,...,p — 1, (z vély 4, vziah®
—k

(27)) jsou rovny danym funkcim @i(s), t. J.
AP(s) =qu(s), k=1,...,p—1;
»—k

e) ve zminéném dostatecné malém okoli bodu £§ (a v ném samém) existuje kfivka
(37) 8 vlastnostms a), b), ¢), d) jednoznaéné.

Pozndmka 9. Véta predchozi ¥iké, Ze skalarni funkce A®) ze vztaht (27)
—Fk

tvoif tak zvany uplny systém pro existenci kiivky p-té t¥idy v 4, (lokalnf

existenci), t. j., jsou-li ddny pfedem funkce A?)(s), k=1,...,p=11<p<n,
—k
a je-li ddno né&jaké &islo s z definiéniho oboru téchto funkef, dile pak poda-
0

tedni bod £% v 4, a v ném p linedrn& nezavislych vektord, potom, za pfedpo-
kladd ve vété vyslovenych, je témito podminkami v dostateéné malém okolf
bodu &3 jednoznaéné definovana kiivka p-té tiidy v 4,,.

Dikaz vé&ty 8: P¥i daném pfirozeném p, 1 < p < n, uvazujme systém
diferencialnich rovnic '

r—1
12 =Va* =X ‘Pk(s)i“ 10)’ (38)
»+1 P k=1 k
kde
. dé= . :
*= ==Y\, prok=2..,p+ 1 (39a)
1 ds’g k—1
Zavedme oznadenf
dEa ] d & — & j—
—d?-——’l{,a—s-bﬁl—’g, ,k——2"“’p+1. (39b)
Vektory i* v (39a) muZeme prepsat pomoci veli¢in v* a koeficientd dané
k k
konexe v 4,, resp. jejich parcidlnich derivaci podle &=. Tak dostaneme
=, (40a)
1 1
1 = v* + I'g vho?, (40Db)
2 2 11
1@ = v 4 3I'% vhY o, I's, + I's I'8 Yyorvro?. 40c
s 3+ 7y 1 +(7»+ﬂ1/w111 (40c)

Snadno bychom nyni methodou Gplné indukce dokéazali toto tvrzeni.

Tvrzeni L. Vektor i« lze piepsat na tvar
k

1@ = v8 4 Pe(vr, 07, ...0*) prok=2,...,p+ 1, (40)
k k E o102 —1 , . N

1) Viz (27).

321



kde P= je. celistvou raciondini funkei v proménnyjch v, ve, ..., v*, v jejichZ koefi-
E 12 k-1

cientech vystupujé v soudtech a soulinech pouze konstanty, koeficienty konexe
a jejich parcidlni derivace nejvyde (k — 2)-ho fadu').

Viimnéme si, Ze ze vztaht (40a, b, ¢) a z tvrzeni I plyne ihned tento pozna-
tek: Jsou-li dany-velidiny :)a, k=1,..., pabod & pevné!?), pak jsou téz vek-

tory 2, k=1,...,p pevné jednozna’né stanoveny. Snadno nahlédneime
(rovngi z (40a, b, c) a z tvrzeni I), Ze, jsou-li ddny pevné vektory 22 a bod &=,
jsou pak jednoznadné a pevné stanoveny vektory ve=. k

Utéitime nynf tento krok: pevné danym &fsltim &% ; (@) k=1, ..., p, (v pfed-
pokladu véty), ptifadme &fsla (v=), ve smyslu pi'edchokzich avah. Jsou tedy po-
ééteénimi'podminkami Ee, g:)o, k=1,...,p, ve smyslu hofeniho pfifazeni
jednoznadng stanovena &isla (:)a), k=1,...,p.

Vyslovme nyn{ dal&f, pro dikaz véty dilezité tvrzeni:
Tvrzeni Il. V dostateé’né’ malé uzaviené oblasti n(p + 1) rozmérné, obsahujici
uvnitf  bod [E‘, (vl)o, cee (V%)g, (WY)gs - - - (v™)o], maji funkce i2(£7, v?, ... vY)
1 2 P k 1 k
8pojité parcmlm derwa,ce podle svijch argumenti (k =1, 2, ... p).

Dikaz tohoto tvrzeni plyne ihned z tvrzeni I a z pfedpokladu véty.

Vratme se nyn{ k systému rovnic (38). Tento systém lze, vzhledem k (39b),
(40) prepsat na tvar

p—1
v = — P(v¥, ... v") + Z @p(8)(v> + Pe(v, ... vY)). (41)
p+1 p+1 1 ? k=1 k k1 k—1

UvaZujme nyni systém =n(p + 1) rovnic pro n(p + 1) neznamych funkei

&2, v2, ... v* 8 nezavisle proménnou s
1

?

d&.u d Iz — & —
S ';2 akfl_l;v, k=2,...p, (42a)
(—?— -—fa s, &7, v" v, L. oY), (42b)

2 »
kde p—1
fe=— Py, ... v”) —|— Z (pk(s)(’v“ + Pa(v", v"))“). (43)
Pp+1 1 k—

Tvrzeni lll. Omezime-li se na do.statecné’ malou uzavienou oblast n(p +1)+1
rozmérnou, obsahujict wvniti bod

[s, 8, ... &3, (W)gy «ov (V™)gy «ve (V)]
00 1 1

?

4) Snadny dikaz tohoto tvrzeni methodou tplné indukce zde nepodavéam.

13) £4 z oboru, v ném¥ podle pfedpokladu v&ty majf funkce I""’ spojité parcidlni deri-
vace aspori p-tého fadu.
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potom funkce f*, definované v (43), jsou v této uzaviené oblasti spojityms funkcems
svych argumenti s, &=, v“ v"‘ a maji v této uzaviené oblasti spojité parcidini

derivace podle n(p + 1) promé’nnych &, v“ v“

Dukaz tohoto tvrzeni plyne bezprosti'edné z tvrzeni II a z predpokladu
véty, Ze totiz funkce g,(s) jsou spojité v dostateénd malém okoli bodu s.
0

Tvrzeni III ndm viak ¥ka, %e funkce fo, x =1,...,n vyhovujf v dosta-
teéné malé uzaviené oblasti, obsahujici uvnit¥ bod [s,, 51, sas 8y (Wh)gy <o
01

< (™), (WY)g, -- v"),,] Lipschitzové podmince vzhledem k £%, 'v“ .. ve1d) Plat{
1 2 ?

tedy pro soustavu diferencidlnich rovnic (42a, b) existenéni teorém Cauchyuv
(lokélng). Tedy plati tento existendénf teorém téZz pro soustavu ekvivalentnf
soustavé (42a, b), t. j. pro soustavu (38). -

Podle tohoto existenéniho teorému existuje tedy (lokélng) k¥ivka C s para-
metrickymi rovnicemi (37), jez.prochdzi pfedem danym bodem &% = 5’(3)

a pro kterou plati v bodé s
_ 0

(v“)o — v“(s), k=1 ...,7. (44)

Vztahy (44) implikuji (podle toho, jak jsme &isla (va)o a veli¢iny v¢ difve defi-
novali) nasledujici relace
(i9)y = 12(s), k=1,2, ...,p. . (45)
k E 0
Tim je dokazano tvrzeni a), b) nasi véty. Z rovnic (38) je zfejmé, Ze tato
integralni kiivka je v uvaZovaném dostateéné malém okoli bodu s nejvyse
0

p-té tiidy v A,. Jeito vektory 'a“ . 1= jsou pak v tomto dostatetnd malém
»

okolf spojitymi funkcemi- proménné 3 (jsou totiz, ]a.k Plyne z (38), dxferenco-
vatelné podle s), je hodnost matice z vektort 2, ... i* rovna p téZ v dostateéns
malém okolf bodu s. ! »

0

Tvrzeni c) véty, totiZ, Ze s je afinnim obloukem této k¥ivky, plyne ihned
z rovnic (38), véty 4 a z poznamky 5 na str. 14. Tvrzen{ d), jeZ je jadrem véty,
plyne ihned z rovnic (38), z véty 4, vztaht (37). Tvrzeni e) je pak z pfedcho-
zfho evidentni. Tim je véta 8 dokazéna.

Poznimka 10. Pfedchozi existenéni véta neobsahuje p¥ipad kf¥ivky prvé
tiidy v 4,. V tomto pfipadé jde o feSenf systému diferencialnich rovnic

Vai" = 0,
b §

13) Viz pravou stranu v (41).

18) Viz na p¥. V. V. Stepanov: Kurs diferenciglnich rovnic (Sesky preklad od E. Cecha),
Praha 1950, str. 157 shora.
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na ktery lze pouiit téZ existenénf véty 8, klademe-li v ni p = 1 a vynechdme-li
predpoklad danych funkef ¢.(s) & Skrtneme-li soudasné tvrzenid) véty 8. Zde
jde o'znamy pi¥pad geodetickych dar v 4,,.

Pozndmka 11. Nehledime-li k jednoduchému pipadu éar geodetickych
v A4, potom, jak z-existenén{ v&ty 8 a transformaénich vztahi (30b) vyplyva,
jsou funkce A®)(s), k =1, ..., p — 1, podstatné dilezitosti pro kfivku p-té ttidy

—k ;

v 4, (1 < p < n). Jsou to skalary charakterisujici kiivku p-té t¥idy v 4,,
i kdy% nejsou afinnimi invarianty v tom smyslu, %Ze nejsou invariantni vaéi
libovolné reguldrni transformaci parametru kiivky. V oboru, kde plati pro
diferencidlni rovnice (27) existenéni véta 8, lze pfedem danymi funkcemi
’i‘:)(s), k=1, ...., p charakterisovat celou rodinu kfivek p-tét¥idy v4,. Tak

dojdeme ke specidlnim rodindm kfivek téze t¥idy v 4,, k rodindm, kde k¥ivky
jedné a té%e rodiny majf, jakoZto riizné partikuldrn{ fefeni daného systému
diferencidlnich rovnic (38), uréité spoleéné vlastnosti, tak zvané afinni viast-
nosti kiivek téZe rodiny. .

Z4avéredéns pozndmka k 8lénku:

P¥i sepisovéni nebylo ani v dikazech pouZito cizich pramenii. Té% symbolika je vlastni. -
Jednoduché piiklady jakoZto aplikace pfedchozi theorie budou uvefejnény pozdsji jakoZ-
to druhé &ést préce.
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CAST II.
N&kolik p¥ikladi z afinni geometrie k¥ivek v £,

Uvedené pfiklady jsou jednoduchou aplikaci theorie probrané
v I. &asti préce na kfivky v dvojrozmérném afinoeukleidovském pro-
storu. Jde v&tSinou o zndmé vysledky, které je moZno odvodit jedno-
duchymi jinymi vypoéty. Piklady jsou voleny jednoduché proto, aby
na nich prav¥ byla evidentni Gloha afinniho oblouku v geometrii.

Afinni prostor dvojrozmérny A, o koeficientech konexe I, = 0 se nazyvd
dvojrozmérnym afinnim eukleidovskym prostorem a je zvykem oznadovat
jej K.

Jako velmi jednoduché piiklady pro aplikaci theorie rozvedené v I. &asti
prace uvedeme pifklady z afinni geometrie k¥ivek v E,.

Poznamenejme jeité, %e geodetickymi ¢arami v afinnim eukleidovském pro-
storu B, (n = 2) jsou piimky. K¥ivka p-té t¥idy v £,, 1 < p < n, je kiivkou
le#fcf v p-dimensiondlni rovinné subvarieté E,, ktera le#f v £,. To snadno na-
hlédneme z definice t¥idy reguldrni k¥ivky v 4, podané v 1. &4sti préce. Stadf
se tedy omezit p¥i studiu k¥ivek v E, na studium kfivek n-té tiidy v £,.

@ |
PFiklad 1. Rodina parabol v E,. Definujeme funkei A(s) takto:
(2 !
A=0. (1,1)
1 :

V tomto pfipadé se diferencialnf rovnice (27) redukujf na tvar

dege B
=0 x=1,2, (1,2)

Reseni téchto rovnic jest,
@ = AJag? + Beg 4 Cx a=12, : (1,3a)

kde A2, B*, C*, « = 1,2 jsou zcela libovolné konstanty. Podminka, %e hledana
kiivka mé byt druhé t¥idy v E, vede na podminku

A'B: — A*B' 4+ 0. (1,3b)

Rovnice (1,3a) spolu s podminkou (1,3b) vyjadiuji, jak se snadno presvédéime,
rodinu viech parabol v kartézské roving.

Jestlize predepifeme politeéni hodnoty ve smyslu existenéni véty 8, pak
dostaneme jedinou zcela urtitou parabolu jakoito partikuldrni feSeni rovnic
(1,2).

2fa
V&imnéme si je&té toho, Ze smér ¢= = % je konstantni a v dtsledku (1,3b)
2

o a
nenulovy. Nazveme-li 1* sdrufenym smérem ke sméru 1 = (_ld—i-’ potom v kaz-
1

2
dém bodé& paraboly je vektoru ¢= pfifazen jeden a ty% smér sdruzeny.
1
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Pl‘fklad 2. Rodma elips v E,. Hledejme rodinu k¥ivek druhé t¥idy v E,, kde
funkce /1(8) je takto definovana

@
A(s)z— 1. (2,1)
1
V tomto piipadé se diferencidlni rovnice (27) redukuji na tvar
ddge  dge _ :
=t =9 x=12. (2,2)
Snadno zjistime, Ze feSenim systému rovnic (2,2) jsou kiivky
2 = Aagins 4 B=xcos s + C=, a=12, (2,3a)
kde A=, B, C* (x = 1, 2) jsou libovolné konstanty vizané pouze podminkou
A'B* — A*B' £ 0, (2,3b)

c0% je opét podminka pro to, aby integraln{ kiivka rovnic (2,2) byla druhé tHdy
v B,.

Rovnice (2,3a) spolu s podminkou (2,3b) popisuji, jak se snadno presvédéime,
rodinu v8ech elips v kartézské roviné.

P¥iklad 3. Rodina hyperbol v E,. Definujeme-li

1(8) =1, (3,1)
potom se rovnice (27) redukuji na tvar
A B
d# " ds a=12, (3,2)

jejichZ Fefenim jsou kiivky
5“——A“e’+B¢e-‘+C“ =1
které miZeme té%z piepsat na tvar
&2 = g2 ginh 8 4+ b2 cosh s + ¢c=, a=1,2, (3,3a)
kde a%, b2, c* (x = 1, 2) jsou hbovolne konstanty vazané podminkou
alb? — a2bt *+0, (3,3b)

kterdZto podminka vyjadiuje, Ze ki¥ivka (3,3a) je druhé tiidy v E,. Snadno se
plesvédéime, Ze parametrickymi rovnicemi (3,3a) spolu s podminkou (3,3b) je
podchycena t¥{da hyperbol v kartézské roving.

Poznémka 1. Snadno se presvédéime, Ze volba }. = —k, k > 0 je konstan-
ta, vede ke kfivkdm druhé ttidy v B, s para.metnckyml rovnicemi

| . E“——A“smyks—{—Bacosts—{—C'“ =12, :
kde Ae, Be, O (x = 1, 2) jsou libovolné konstanty vazané podminkou 41B? —
— A2B! % 0. PoloZime-li *s = Vlcs potom pFedchozi parametrické rovnice
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pfejdou v rovnici elips v E, tvaru (2,3a)a pfisludnd charakteristicka funkce *ﬂ.
je pak, podle transformaéniho vztahu (30b), rovng

(2) 1 (?
* —_—
2= Wer s

Tedy éislo —1 charakterisuje skuteéné v8echny elipsy v E,. Zeela obdobné si
ovéiime, Ze ¢islo +1 charakterisuje viechny hyperboly (vétve hyperbol) v E,.
To, %e ¢islo 0 charakterisuje v8echny paraboly v roving, bylo ukdzano v p¥i-
kladé 1.

P¥iklad 4. Definice stfedu elipsy a hyperboly a stredu kftvosti.
Budiz parametrickymi rovnicemi
Ea = £2(8), « = 1,2, sed (J — otevieny interval) (4,1)
dana v K, kiivka druhé t¥idy v J, pii éemZ s necht je jeji afinni oblouk. Pfed-
pokladejme dale, Ze této kiivee pfislu§nd charakteristickd funkce ():)(3) jespojité

v J. Budiz s e J té vlastnosti, Ze
o

2)
As) £ 0. . (4,2)
1 o

(2)
Z (4,2) az pi"edpokladu spojitosti funkce 1( s) v J (jak to vyZaduje existenéni
teorém 8) plyne, Ze je }.(s) razna od nuly v dostateéné malém qkoli bodu 8.

o

Volme ¢islo & tak malé aby bod 8 + % byl rovnéz z tohoto okoli (pFi éemz
8 + hedJ). Vbodechs, s + h knvky (4,2) sestrojme pfimky ve sméru vektori
12(8), t%(s 4+ h). Parametrické rovnice téchto pfimek jsou
2 o g o
z(t) = £%(8) + 1%(s) ¢
) (o] 2 ©° (4,3)
w(t) = (s + h) + i“(s + h)t

Najdéme tu hodnotu parametru ¢, ktera odpovidéd prisedfku p¥{mek (4 3). Pro
tuto hodnotu ¢, plynou z (4,3) tyto vztahy

t;.[:“(g + h) — :“(g)] =—[Exs+h)—E(9)], a=12. (44)
Uvazujme nyni dva podily |
Ea(s + h) — £=(s) |
m'@ ’ X = 1, 2 (4,5)

@)
Jeito vektor iz m4 v J derivaci g za = At= a je¥to ve zminéném dostateéné
2 11
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malém okoli bodu 8 je }.(s) #+ 0 a protoze vektor W nenf v zadném bodé inter-

valu J vektorem nulovym potom aspoii pro Jeden podil v (4,5) je jmenovatel
rizny od nuly a tedy pfisluSny podil mé smysl. Nechf x je onen pevny index,
pro ktery podil (4,5) mé smysl. Potom jsou zfejmé splnény podminky pro dru-
hou vétu o st¥edni hodnoté, takze muzeme psat
§4(8 4 k) — &(3) i(s + 6h)

) — ) , 0<6<1l.
g © g o

@
A(s + Oh) i*(s + Oh)
10 1 o
Odsud a z (4,4) plyne
%=—m—i——, 0<O<1. (4,6)
A(s + Gh)
10 .
Dosazenim z (4,6) do prvn{ z rovnic (4,3) dostaneme pro soutadnice hledaného
priseéfku
‘ @
x2(ty) = £2(8) — {A(s + Oh)}~11%(s), x=1,2. (4,7)
o 10 2 © .
Nechéme-li nyni bod s + & konvergovat k bodu s, potom pfechodem k limité
— 0) dostaneme
)
z%(8) = lim x2(8,) = &2(s) — {A(8)}1¢2(s), =12,
° a0 o 10 2 o
Vysledek miZeme stmén§jvysloviti takto:

1°. Ke kaZdému bodu kfivky (4,1) lze pfifadit za predpoklada shora vyslove-
nych, bod o soufadnicich

ve(s) = bo(o) — (D)1iee),  a=12. (4,8)
L1 ;

Toto pfifazent je jednoznaéné a nezdvislé na volbé parametru kfivky.

Nezéavislost bodu 2%(s) na volb& parametru plyne ihned z transformaénich
vztahl (30b), (31).

Bod z%(s), definovany v (4,8), mazyvame stfedem kfivosti kfivky piislusnym
k bodu s. L

Z 1° a ze vztahi (30b), (31) plyne ihned:

2°, Vektor
ne(e) = — {A(e)}=2 i) “9)
je nezdvisly na transformaci parametru kfivky.
Poznémka 2. Bod kiivky druhé tifidy v E,, v némz je ()’.) = 0, budeme nazy-

‘vat bodem parabolickym na kiivce. V takovém bodé neni ovéem vektor n= defi-
novan.
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Vektor :#(s) (s je afinni oblouk) budeme nazyvat smérem sdrufenym ke
2

sméru =,
1

Z predchazejicich definic a vztahu (4,8) odvodime dvé tvrzeni, tykajici se
rodin kiivek z priklada 2,3.

3°. Viem bodam elipsy v E, odpovidd jediny spoleény stied kfivosts, jimZ pro-
chdzeji v8echny primky

za(t) = Eo(s) + ne(s)t, a=1,2. (4,10)

(t. j. pFimky ve sméru @“(8) vedené bodem &£%(s)). Stejné tvrzeni plati pro hyper-
bolu.

Dikaz. Pro elipsu je podle (2,3a)
2 = Axgins + B*coss + C=, =12, (4,11)

pti éemz A=, B, C* jsou libovolné konstanty vazané podminkou A4'B* —
— A2B! =+ 0; s je afinn{ oblouk. Z (4,11) plyne ihned
:’“z——A“sins—B“coss:—Ea—|—C“. (4,12)
Dosadime li z (4,11), (4,12) do (4,8) a uvazime li, %e pro elipsu (4,11) je podle
(2,1) A = — 1, dostaneme
xx(s) = C=, a=12,

pro kazdou hodnotu s. Jezto bod z=(s) lezi na pfimce jdouci bodem &=(s) majici,
smér ¢%(s), je zbyvajici ¢ast tvrzeni 3° pro elipsu evidentni. Pro hyperbolu pro-
g .

biha diukaz obdobné.
4°. Necht pammetrickg]rﬁi rovnicems .
o = Ea(s) 8€(—00,00) (4,13)
je definovina v E, reguldrni kfivka druhé tfidy v celém svém definiénim oboru.
Necht s je jeji afinni oblouk a (,3.)(8) ji prislusnd charakteristickd funkce, o niZ bu-

deme predpokladat, Ze je v (— o0, ) derivace schopnd. Potom nutnd a postadujici
podminka pro to, aby pro krivku (4,13) uvedenyjch vlastnosti existoval jediny stied
kiivosti,1) jest: kiivka je bud elipsa nebo hyperbola.

Dukaz: Postaditelnost podminky véty je vyslovena tvrzenim 3°. Nutnost
podminky véty si ovéiime takto: uvazme nejdiive, Ze ma-li mit krlvka poZado-

vanou vlastnost, potom v Zdédném bod§ této kiivky nemuze byt }, rovno nule
1
(jezto v takovém piipadé by piislusny stied kiivosti nebyl viibec definovan, jak

1) spoleény viem bodum kiivky.
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2)
je vidét z (4,8)). Musi byt tedy nutné 4 + 0 v (—oo, ). Podle pfedpokladu
1
@) (2)
véty je A spojitou funkef parametru s v (—oo, o0); ma tedy 4 v (—oo, o) totéz
1 1

(2) (2)
znameni (tedy bud 4 > 0 v (—oc0, ) nebo 4 < 0 v (—o0, )). Podminka, Ze
1 1

existuje jediny stfed kiivosti pro kazdé se (—oo, ), vede podle (4,8) k pod-
mince

d
(Tg{fa(s) (i) i (8)} =0 (8 € (—o0, ®)).

1
Provedeme-li naznatenou operaci, dospéjeme (vzhledem k (27)) k podmince

d(i) " :
()51_ 8 € (—o0, ).

Jeito pfedpokladame, Ze k¥ivka je druhé t¥{dy v E,, nemize byt v Zadném bodé
(2)
1« vektorem nulovym. Posledn{ vztah se tedy redukuje na H— l =0,tj A=
2 S (1) ]
= konstanta v (— o0, o). Z ho¥Féjsich Gvah je zFejmé, Ze tato konstanta nemize
byt rovna nule. Je tedy bud vétsf neZ nula a kfivka je pak hyperbola, nebo
men&f nez nula a kiivka je v tomto pfipadé elipsou. To plyne z pozndmky 1.
Pozndmka 3. Do kategorie kiivek s jedinym stfedem k¥ivosti mohli by-
chom zahrnout téz parabolu, kdybychom pfipustili pojem nevlastniho stiedu
ktivosti, Tento pojem vSak nezavddime.
Poznamka 4. Tvrzeni 4° ukazuje, Ze rodina elips a rodina hyperbol jsou

jakési privilegované kiivky v E,. J edmy stfed kiivosti téchto k¥ivek nazyvame
prosté jejich stfedem.

P¥iklad 5. Frenetovy formule pro kfivku druhé t¥idy v E,.
Necht parametrickymi rovnicemi §* = £%(s), « = 1, 2, je ddna k¥ivka druhé
tHdy v E,, pfi éemz s je jeji afinni oblouk, (s, s) definiénf interval. P¥edpokla-
12

dejme, %e na uvazované kiivee nelezi Zidny parabolicky bod. Dile pfedpokls-
‘ (2)

dejme, %e kiivce pfisludné charakteristickd funkce A(s) md v intervalu (s, s)

1 1 2

(2) (2)
spojitou derivaci. Pak je tedy v (s, s) bud A(s) > 0 nebo A(s) < 0
1 2 1 1

Oznaéme
‘ . @
& = gignum A(s) , s e (s, 8)?) (5,1)
1 12
. @ . @)
) tedy e =1,jeli 4 >0,¢e =—1,jeli 1 <O.
1 1
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a zavedme na dané kfivce novy parametr

8
(2)
o= J ViR as. (5,2
Oznadime-li 4
. dee
tn = g (5,3)

a znadi-li 1 = gd&—s-a (jako v pfedchozich pifkladech), potom mezi vektory 72, ¢«
1 1
plati vztah
' te = |A[ e, - (5,4)
. 1
Z (5,4) plyne pak
d @ 4@\ . @
—_—l = — -2 __ a —1ja
e =l (G ) e+ i

Zavedeme-li jeité oznadeni (viz (4,9))

@ @ .
ne(s) = — {A}~1ix(s) = — ¢g|d|-1ix(s), (5,5)
12 1 2
miizeme psat .
d @ . [d®
— e e -3 ' a 5,6)
ot «}e|}1»| (dsf)t en (
7 (5,5) plyne dale derivovanim podle o
d . " (2)(2)_:1 . (22:d(2)
N = t —}—e/;l~ ]i.] 7 e, /ll_dsf. (5,7)

Zavedeme-li pro struénost oznacéeni

~
)
~

2)
o(8) = eA |44, (5.8)
11
muzeme (5,6), (5,7) psat ve tvaru
d _
a(—Tt = — }ote — en=, (5,9a)
i-'n"‘-——t"‘—}— ne . -(5,9b)
do =~ ens. :

Plati nyn{ tato véta:

5°. Vektory t=, n* a skaldrni funkce g jsou nezdvislé na volbé parametru kfivky
shora wvaZované.

Dikaz této véty plyne bezprostiedné z definiénich vztahu (5,4), (5,5), (5,8)
a z transformaénich rovnic (30a, b), (31).

Jsme nyni opravnéni vyslovit tuto definici: Vektory t=, n* nazgjvdme v tomto
pofadi normalisovanym telnym, mormalisovangm mnormdlnim vektorem kiivky
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druhé tFidy v jejim neparabolickém bodé. Skaldr o(s) nazyvdme kfivosti kfivky
druhé tFidy v B, v jejim neparabolickém bodé. Vztahy (5,9a, b) nazveme Frene-
tovymi formulems pro k¥ivku druhé téidy v E, v jejim neparabolickém bodsé.

Poznamka 5. Pro elipsu maji Frenetovy formule tvar

d d

jak plyne ihned z°(5,9a, b) a (2,1). Pro hyperbolu pak — podle (5,9a, b)a (2,1) —
plati d

d

P¥iklad 6. Afinni styk krivek. Budtez C,, C, dvé kiivky druhé tiidy v E, po-
psané parametrickymi rovnicemi

* = £%(s), (6,1)

o nichZ budeme pfedpokladat:
a) s je afinnim obloukem k¥ivky O, s je afinnim obloukem k¥ivky Cy;
b) k¥ivky C,, C, maji spoleény bod, odpovidajici u k¥ivky C; hodnoté para-
metru ¢ = 0, pro kiivku C, hodnoté parametru s = 0;
¢) funkce &2(s), £%(3) jsou v dostatetns malém okolf bodu s = § = 0 funkce-
mi analytickymi;
@ @
d) charakteristické funkce A(s), A(s), piisluné v tomto potfadi kiivkim
1 1

C,, C,, jsou ve spoleéném bodé (odpovidajicim hodnoté s = s = 0) rizné od
nuly.

Poznamka 6. Maji-li kiivky C,, C, spoleény bod a jsou-li vztaZeny k libo-
volnym parametrim (tedy ne nutné ke svym afinnim obloukim), potom lze
vidy zat{dit, aby platily pfedpoklady a), b). To plyne z ptedpokladu, Ze kiivky
jsou druhé t¥{dy v E, a z poznamky 5, rovnice (*) v prvé 4sti prace. B '

‘Volme nyni s = § tak malé, abychom zistali v takovém okoli bodu s —

o] o]
=3 = 0, kde plati pfedpoklad c). Definujme nyni:

Definice. K#ivky C,, C; maji ve spoleéném bodé s = s = 0 afinnt styk nejméné

g-tého Fddu, jestliZe plati
£o(s) — &=(s)
im ——— =0 pro p=1,..,¢q. (6,2)

8—>0 Lid
@ o

Z predchozi definice plyne véta:

6°. Nutnd a postalujici podminka pro to, aby kfivky (6,1) mély ve spoleéném
bodé s = 8 = 0 afinnt styk nejméné g-tého Fddu (¢ = 1, 2, 3, 4), jest:
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pro

0);

(0), i%(0) = i=(0); (6,3)
2 2

1) ¢ = 1: i2(0) = 3=
1 1

2) ¢ = 2: i%(0) = 1%
1 1

3) ¢ = 3: t2(0) = t%(0), n2(0) = n2(0);

4) ¢ = 4: t=(0) = %(0), n*(0) = n*(0), (0) = (0).

Dukaz: Z pfedpokladu c) plyne

k=0 ds*
sk
< __a__wo dkéa
=50 =55 (T ).

a tedy

Podminka (6,2) implikuje
dkge drze
—_— = - == ] p cee ’
( IoF )‘=o ( o );_0 pro k=1,2..4q (6,4)

a téZ obracens, t. j. (6,4) = (6,2).

Pripady (6,3,), (6,3,) plynou bezprostiedns z definiénich rovnic (26) a pod-
minek (6,4).

Pro ¢ = 3 plati podle (26), (6,4), (6,3,), (6,3,)
@

Po(0) = T%(0),  ix(0) =T%0),  4(0)%(0) = A(0)7%(0),
1 1 2 2 1 1 1 1

kterézto podminky muiZeme piepsat na ekvivalentni systém podminek

_ — @) @
1%(0) = 1%(0) , 12(0) = ¢%(0) , A(0) = A(0), (6,5)
1 1 2 2 1 1

ktery, vzhledem k definiénim vztahtim (5,3), (5,5) vede k podminkdm (6,3,).
Pro ¢ = 4 platf jednak podminky (6,3,), jednak, podle (6,4), podminka

() (o
ds? l=0_ dst [0’
kterou, jak se snadno presvédéime z (27), miZeme pfepsat na tvar

ae@\ @ d®
(& f).no i#(0) + 4(0) §=(0) = (a /})

8=0

7(0) + A0)7+(0) . (6,6)
1 1 2

Z ptedpokladu linearni nezavislosti vektort ¢=, ¢= (nebof jde o k¥ivku druhé
12
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I

t#dy) a z platnosti vztahi (6,5), jeZ jsou ekvivalentni s (6,3;), plyne pak z (6,6)
— vedle podminek (6,5) — navic podminka

d® d®
il Sl 6,7
(d& 1 );=0 (d8 1 )l-rﬂ ( ’ )

Podminky (6,5) jsou pak ekvivalentni{ podminkdm (6,3;), podminka (6,7)
spolu s podminkou t¥eti v (6,5) vede — podle (5,8) — k podmince
2(0) = ¢(0) . (6,8)
Ztejmé je podminka (6,8) spolu s podminkami (6,3;) ekvivalentn{ podmin-
kém (6,5), (6,7), jak snadno nahlédneme.
Poznémka 7. Z (6,3),,, je vidét, ze v podminkéch afinnfho styku 3. a 4. Fidu
vystupuji pouze veli¢iny nezdvislé na volbé parametru kfivky.

P¥iklad 7. V tomto pifkladé uvedeme jednoduchou aplikaci theorie z p¥-
kladu 6. _
Definice. KuZelosedku, kterd md s danow kfivkou styk (afinni) tFetiho Fddu,
budeme nazjvat oskulaéni kuZelosetkou kfivky v uvaZovaném bodé.
Uvazujme nyn{ tfi ptipady:
A) Necht C, je k¥ivka druhé t¥dy v E, s parametrickymi rovnicemi
Sa = Ea('s) ) & = l’ 2 ) (7318‘)
kde s je jeji afinni oblouk a ktersd mé za definiéni obor n&jaky interval (s, s)
. 12
obsahujfcf bod s = 0. Necht v bodé s = 0 platf
@)
A<0. (7,1b)
1

Polozme si za kol stanovit elipsu, jez mé v bodé s = 0 s danou kfivkou afinni
Btyk 3. fédu. 1 )

Pi&me, podle (2,3a), parametrické rovnice piisluiné elipsy ve tvaru
Ee(s) = A=sin§ + B*coss + C= 3) (7,2)
Pro elipsu (7,2) spodéteme vektory t=, ne v bodé s = 3 = 0. Podle (2,3a), (2,1)
a (7,2) dostaneme - ’

7%(8) = A2 cos § — Besin g,
1 .

s )
1%(8§) = — A*gins — B2 cos 8, A=—1
2 1
a tedy
- — 2)
12(0) = A=, 1%(0) = — B>, A0)=—1.
¥ 2 1

'3) Bereme tedy pro elipsu parametr’s, jenZ je jejim afinnfm obloukem.
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Dosadime-li odtud do defini¢nich rovnic (5,4), (5,5), dostaneme
12(0) = A=, 12(0) = — Be , (7,3)

Tedy podminka, aby elipsa (7,2) méla s kiivkou (7,1a) v bodé s = 0 styk tietiho
fadu, vede na podminky (podle (6,3;))

£2(0) = B>+ C=>, = t2(0) = 4=, n%(0) = — Be,
Dosadime-li odsud do (7,2), dostaneme rovnice hledané oskulaén{ elipsy
ga(s) = £%(0) + t%(0) sin s — n(0) (cos s — 1)
' Je-li s libovolhym bodem k¥ivky (7,1a), v ném% (}2.)(8) < 0, dostaneme snadno

pro hledanou elipsu parametrlcké vyjadieni (piSeme-li misto £z(s) symbol

£(6) |

£2(8) = £2(s) + t*(s) sin(s — 8) + n(s)(1 — cos (s —9)), x=12. (7,4)
Poznamka 8. A) Je-li dand kf¥ivka (7,1a) elipsou o rovnicich (7,2), potom,

jak se snadno presvédéime, splyva oskulacni elipsa v kaZzdém jejim bodé
s danou elipsou (7,2), coZ samoziejmé otekdvame.

- B) Necht C, je kiivka druhé tiidy v E, s parametrickymi rovnicemi
== Ea(s) ) x = 17 2 ) (7358’)

kde s je jeji afinni oblouk a kterd ma za definién{ obor néjak§ otevieny interval
(8, s), obsahujici bod s = 0. Necht v bodé s = 0 platf
12

@) .
A(0)> 0. (7,5b)
1
Vytknéme si za tikol stanovit hyperbolu, kterd ma v bodé s = 0 styk s kiivkou
(7,5a) tfetiho ¥adu. Pisme, podle (3,3a) rovnice pfislusné hyperboly ve tvaru
&y = A=sinh s + B2cosh s 4 C=. : (7,6)
Pro hyperbolu (7,6) je podle (3,1) ‘
@) .
i#(0) = A=, i%(0) = Ba , 2(0) = 1.
-1 , 2 A 1.
Dosadime-li odsud do definiénich rovnic (5,4), (5,5) dostaneme
| £4(0) = Ao ny(0) = — B, (7.7)

Tedy podminka, aby hyperbola (7, 6) méla s danou k¥ivkou v bode 8 = 0 styk
fadu tietiho, vede — podle (6,3;) — na podminky

£2(0) = B+ + C=, t2(0) = A=, n+(0) = — B .
Odsud a z (7,6) plynou pak rovnice hledané hyperboly
%(8) = £%(0) 4 ¢%(0) sinh ¢ + ne(0)(1 — cosh s) .
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@)
Je-li s libovolnym bodem k¥ivky (7,6a), kde A(s) > 0, dostaneme snadno pro
° : 10
hledanou hyperbolu z pfedchoziho vyjédient ‘
%(8) = £2(8) + t*(s) sinh(s — 8) + n(s8)(1 — cosh(s — s)) . (7,8)

Hyperbola s parametrickymi rovnicemi (7,8) je hledand oskulaéni hyperbola
kiivky (7,5a) v bodé s.

Poznamka 9. Analogicky k poznamce 8 miZeme v pfipadé, ze dané kiivka
(7,5a) je hyperbolou, snadno se presvédéit, Ze oskulaéni hyperbola v kazdém
jejim bodé s ni splyne.

Poznamka 10. Piedpoklad d) uéinény o kfivkach C,, C, na podatku pii-
kladu 6 byl pro definici styku dvou k¥ivek nepodstatny. Podstatné predpoklady
jsou a), b), ¢).

Je-li na pifklad C kfivka druhé t¥idy v E, s parametrickymi rovnicemi
§x = £2(8), « = 1, 2, kde s je jeji afinni oblouk a ktera mé za definiénf obor
(2)

néjaky interval (s, 8) a je-lis = 0 z intervalu (s, s)takovy, %e 4(0) = 0, poton
12 1 2 1

je moZno jednoznaéné urdit parabolu, ki:eré, m4 s k¥ivkou C v tomto bodé styk
t¥etiho ¥adu. Pro rovnice této, tak zvané oskulaéni paraboly, dostaneme snadno
z podminek (6,5)

&5(8) = '}Z;‘(O) 8 + il"‘.(O) 8 + &%(0), x=12.
(2)
Je-li ¢ = s libovolnym bodem z intervalu (s, 8), v ném% A(s) = 0, potom para-
° 12 10
metrické rovnice oskulaéni paraboly v s jsou
(-}

&5(8) = ’l‘i“(g)(s — g)" =k f“(g)(s —g) + E"‘(g) ) (7,9)

jak se snadno presvédéime.

Kdyby dané kfivka byla parabolou, pak v kazdém jejim bodé je oskulaéni
parabola s danou parabolou identicka.

Vysledky z pifkladu 6 miZeme struéné shrnout takto:

7°. BudiZ C kfivka druhé tfidy v E,. Potom v kaZdém jejim bod¢ je jednoznalné
uréena oskulaéni kuseloseka, a to:

@ :
a) elipsa, je-li A < 0 v tomto bodé,
1
2)
b) hyperbola, je-li A > Q v tomto bodé,
1

(2)
c) parabola, je-li A = 0 v tomto bodé.
1
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Tim je déna zakladni klasifikace bodi na reguldrni k¥ivce druhé t¥idy v E,.

(2) 2)
Body, v nichz 1 < 0, nazyvame eliptickymi, body, v nichz 4 > 0 nazyvame
1 1

hyperbolickymi, body, v nichz (i)= 0 jsou pak parabolické body na dané
kiivce. '
PFiklad 8. V piikladé 5 byl definiénim vztahem (5,8) zaveden pro neparabo-
lické body k¥ivky druhé t¥{dy v E, invariant p.
Polozime-li si nyn{ otazku najit v E, k¥ivky druhé t¥idy, pro néz
o = konstanta , (8,1)
potom dojdeme k jednoduchym specidlnim rovindm kiivek druhé t¥{dy v E,.

Podrobny rozbor je pomérné snadny, aviak pracny. Ve vysledcich dojdeme
k této klasifikaci:

A) Ptipad ¢= 0. Jeito predpoklidame (i) + 0, vedou tyto podminky
k znamému piipadu ti¥id hyperbol a elips v £, j;k snadno vyplyva z (5,8) a pii-
klada 1, 2.

B) Ptipad o =k (konstanta) + 0, (i)(.s) > 0. V tomto piipadé je treba
jesté rozeznavat: ' :

a) |k| + }/2 (k + 0). V tomto p¥ipadé dojdeme k roving kiivek druhé tiidy
v E,, které se daji popsat parametrickymi rovnicemi

£%(t) = A% + B% + C=, a=1,2; t>0, (82a)
kde A% B*, C*, = 1,2 jsou libovolné konstanty, A'B? — A2B' = 0, pii
demz _ '

ae(—o0, —1) resp. ae(—1,0), resp. ae (0, }), resp. ae(2,0). (8,2b)
b) |k| = }/2. V tomto pipadé lze parametrické rovnice hledanych kiivek
uvést na jeden z téchto tvari:
I.

E%(s) = A%® + B*log s + C*, x=1,2, s§>0, (8,4a)
kde 4% B*,C% &« =1,2 js.ou konstanty vazané pouze podminkou A'B? —
— A?B! =+ 0.

II.
&(t) = *A% + *B%log, ¢t + *C*, =12, t>0, (84b)

kde a je néjaké nezdporné &fslo, @ + 1a *4=, *Be, *C= jsou libovolné konstanty
*AI*B‘Z — *A2*Bl :t: 0.
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III.
£t) = A% + B*r + C*, a=12; Te(—00,00), (8,4c)
pri Semz A=, Bx, T2, x = 1, 2 jsou opét libovolné konstanty, 42Br — 41B2 + 0.
P¥ipomeiime jekté, Ze v piipadech (8,2a), (8,4b), (8,4c) nejsou- para,metrv
afinnimi oblouky.
C) P¥ipad o = ¥ (konstanta) + 0, ).(8) < 0. V tomto piipadé je treba
rozeznavat t¥i moZnosti: v :

a) |k| > 4. Rovnice hledané roviny kiivek druhé t¥idy v E, lze psa'mt zde ve
tvaru

£4t) = A% + B*% + C*, a=12; t> 0, (8,58)

kde A%, B, C*, x = 1, 2, jsou libovolné konstanty, :4'B* — A?B! & 0 a déle

' ae(l,2) resp. aé(31). (8,5b)

b) |k| < 4. Parametrickym rovnicim hledanych kiivek je mozno dét tvar

£%(t) = A% sint + Bt cost + C*, = a=1,2; (8,68)
te(—o0,0),

kde 4% B*, C* o = 1,2 jsou libovolné konstanty, AB? — A%B' = 0, pii
demz
ke (0,00). (8,6b)
c) |k| = 4. Zde je mozno hledané kiivky popsat parametrickym vyjadienim
£4t) = A% + B* (log t) t + C*, x=12; t>0, (87)
kde 4% B*, C*, &« = 1,2 jsou opét libovolné kenstanty vazané podminkou
A'B? — A?B! =+ 0. Pifpady A), B), C) fesf na§ problém, kladeny podminkou
(8,1), Gplné: Poznamenejme jeité, ze v pifpadech (8,5a), (8,6) a (8,7) nen{ para-
metr ¢ afinnim obloukem.
Poznédmka 11. Viimndme si, Ze vztahy (8,2a, b) spolu se vztahy (8,5a, b)
davaji k¥ivky s parametrickym popisem
£%(t) = A*%® + B% + C*, xa=1,2; ~ t>0, (88)
kde a miZe nabyvat viech moZnych redlnych hodnot s vyjimkou éisel —1, 0,
4, 1, 2. Snadno nahlédneme, Ze pro a = 0 bychom dostali piimku a nikoliv
kiivku druhé t¥{dy v E;. Proa = 2 a a = } by pfedchozi rovnice (8,8) vyjadfo-
valy parabolu (tedy kfivku, pro nfZ nenf invariant definovan). P¥ipad a = 1
vede opét na piimku v E,, koneéné piipad a = — 1 vede na hyperbolu, pro ni%
o=0.
Pro volbu A' =0, A2 =1, B*=1, B2 = 0, C* = 0 dostaneme specia.lni
kiivku systému (8,8) v explicitnim vyjadien{ (poloZime-li z = ¢)
y=2a°, ae(—o0,®), a=+104%12,
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Odtvodnéné muzeme nyni systém kiivek (8,8) nazvat tfidou obecnych mocnin-
nych kfivek v E,. Ty jsou podle pfedchozich vysledkt dvojiho typu:

1. mocninné kfivky s body vesmés hyperbolickymi s konstantni afinni k¥i-
vosti g, o % 0, |o| * V2;

2. mocninné k¥ivky s body vesmés eliptickymi s konstantn{ afinn{ kiivosti p,
lo] > 4.

Vedle uvedené t¥idy obecnych mocenin v E, existuji dal§i t¥idy k¥ivek druhé
tiidy v E, s konstantni afinni k¥ivosti. Je to tiida kfivek (8,4c), do niZ patif
téz kiivka

z=1, y=et,
Muzeme tedy tiidu kiivek (8,4c) nazvat tfidou exponencidlnich kiivek v E,.

Ktivky s parametrickym vyjadfenim (8,6a) obsahuji kiivku

xr = ekgint, y = e*cost, k>0,
coZ je v kartézském systému spirdla.

PFiklad 9. Pro kiivku druhé t¥{dy v £, danou v explicitnim tvaru

y = f(@)
dostaneme, jak se snadnym vypodtem presvédéime
(2)
A=Rgy Yy — "y,
1
kde k je konstanta riizné od nuly. Tento vztah lze téZ piepsat na tvar
@ o,
l = 5)”.

Jako specialni piipad plyne z pfedchoziho a z pifkladia 1, 2,3 dlferencmlni
rovnice pro viechny kuZelosetky v roviné

(y i)m =
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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 78 (1953)

O PLOCHACH SE SNADNO STANOVITELNYMI KRIVKAMI NEJVET-
STHO SPADU VZHLEDEM K DANE ROVINE

FRANTISEK KADERAVEK, .Praha,.
(Doslo dne 18. kvétna 1953.) DT: 6515.2

Pti vykladech o kfivkach nejvétsiho spadu vzhledem k dané roviné
byvé pouZivano zpravidla trividlnich ptikladt. V nasledujicim bude
poukézano na jednoduché plochy, které davaji vhodny ptiklad kiivek
nejvétsiho spadu k zvolené roving.

1. V obr. la zvolena byla v roviné e || = parabola m o ohnisku ¥ a vrcholu W;
WF || «. Pata V kolmice spusténé z F na = pouzita byla jako vrchol kuZelové
plochy % druhého stupné, prochazejici parabolou m. Je ziejmé, Ze prvé pru-
méty fezl m,m,®m, ... v rovinach rovnobéinych s = jsou koaxialni a kon-
fokalni kuZelose¢ky s m; — dotykaji se totiz obrysu plochy 7, ktery je tvoien
isotropickymi piimkami roviny =, prochazejicimi bodem V,. Rovina ¢ vedena
rovnobézné k narysné promitaci roviné o vrcholové piimky w plochy n —
protne kuZelovou plochu 5 v parabole n, jejiZz pudorys je z duvodi uvedenych
pro kiivky m, 2m, ... konfokalnf a koaxidln{ s témito parabolami a proto je
protind vesm&s v pravém thlu. I jsou tu paraboly plochy 7 poloZené v rovinich
rovnobéZnych s rovinou g kiivkami nejvétsiho spadu dané plochy kuZelové
a to vzhledem k pidorysné . Rezy plochy 5 rovnobé#né s z a s rovinou o dé-
vaji narys ve dvou osnovach rovnobéznych piimek, pidorysy jejich jsou souosé
paraboly o spoleéném ohnisku. ‘ '

Béte-li se v ivahu celd kuZelova plocha %, jdouci od vrcholu V na obé strany,
je kazdd ze souosych a spoleéné ohnisko majicich parabol v = pidorysem jed-
noho Fezu plochy 7 rovnobéZného s z a jedné z parabol nejvétiiho spaddu plochy
n vzhledem k 7.

2. Misto pi{mky w (obr. 1b) z piedeslého pifkladu zvolme parabolu s =
=2 = — 2¢gx (¢ > 0); y = 0 a na nf zvolme vrcholy 0, I, II, I11, ... parabol
m, im, 2m, ... rovnobéinych s & a majicich v pidoryse spoleénou osu a totéz
ohnisko F,. Vznikne tak plocha 7, jejiZ rovnice k danym osdm soufadnym z, y, 2
je jednoduché: 7 = q%? = 2qx2® + 24

Spojme body 111 0 ptimkou w a na ni vyhledejme body 0, 1, 2, 3, ..., jejichz
pidorysy spadaji do bodid 0, I, I1, II1, ... a jimi vedme v rovinich rovnobé&z-

341



nych s primétnou x paraboly m’, im’, *m/, ..., jejich% pudorysy splyvaji s pu-
dorysy parabol m, m, *m ... plochy 7. Tyto paraboly vyplni plochu 7',
kteréd byla uvaZovina v pfedchézejicim odstavei a kterd je plochou kuZelo-
vou. Rovina g ||¢ L » protind n’ v parabole n', jejiZz pidorys je kolmou
trajektorif soustavy kfivek m,'m, *m, ... a provedeme-li nad tselkou 0’111’
parabolu n, shodnou a shodné polozenou k s,, je tato kiivka narysem kiivky n
plochy 7 a pidorys n, = n,” je proto pudorysem kiivky n nejvétsiho spadu
plochy 7 vzhledem_k pidorysné n. Je proto dovozeno, %e kfivky nejvétdiho

W

2]

spddu vzhledem k piidorysné  pro uwvaZovanou plochu 1 promitaji se v pidoryse do
konfokdlnich a koaxidlnich parabol; jejich ndrysy jsou souosé paraboly shodné a
shodné poloZené s ndrysem s, kftvky s.

Je-li bod U priiseéikem k¥ivky » s pfimkou ®m, je vidno, Ze k¥ivka = je proni-
kova kfivka dvou valcovych parabolickych ploch, které se v bodé U a v ubéz-
ném bodé osy « navzijem dotykaji. Proto se jejich pronikova kiivka rozpada na
dvé kuZelosebky — paraboly o spoleéném puidoryse v n,. Plati pro plochu »
tohoto odstavce totéZ, co platilo pro plochu uvazovanou v predchazejicim
odstavei:

Ktivky nejvétéiho spddu vzhledem k roviné m jsou rovinné. Jsou to paraboly
o spolené ose v ose x a promitaji se do x do souosych a konfokdlnich parabol.

Ve stranorysné jsou na uvazované plofe poloZeny dvé paraboly 22 = + gy,
xz = 0, tedy o polovi¢nim parametru toho, ktery pfinalei{ parabole fidici s.
Tyto paraboly majf spoleénou osu v ose y a dotykaji se svymi vrcholy v po-
détku soufadnic. Parabola s je pro plochu # k¥ivkou azlabni, osa z, dvojna

342



pfimka plochy, jejim Zlabem, stejné jako v pfedchézejicim odstavci pfimka w
byla tzlabim nebo k¥ivkou udolni a osa z #labem uvaZované tam plochy.

3. UvaZovali jsme dv& plochy, na nich% fezy rovnobéZiné s primétnou = se
promitaly do soustavy souosych a konfokélnich parabol. Zvolme nyni plochy,
jejichz Fezy rovnobézné s rovinou x se promitajf do osnovy konfokalnich kuze-
losedek, dotykajicich se dvou dvojin isotropickych pifmek, které prochdzejf
body F,, G, (obr. 2). Dalsi zékon pro rozlozen{ kiivek samych v prostoru mi-
#eme si zvoliti. Volme na p¥. ten, kdy vrcholy vedlejifch os vypliuji dvé ptHmky

k, 012 3 4

Obr. 2.

P, ¢, které jdou sttedem P tsetky FG = 2e, jsou poloZeny ve stranorysné u
a maji vzhledem k = spad tg ¢ = + 1! Rovnice takto stanovené plochy 7 jest
z? y?

=T Ere Ty

nebo
n==2t1 2Pe? — 2% — y%? — X2 = 0.

Pro z = 0 ziskava se mimo dvojiny piimek p, g jesté dvojina imaginarné sdru-
Zenych pfimek x = 0; 2 = 4 te. Osa z = v je dvojnou piimkou plochy; roviny
ji proloZené protinaji plochu 7 jesté v kuZelosedkach, které, dotykajice se étyt
imaginarnich rovin, jdoucich isotropickymi pifmkami uréenych ohnisky F a G
a kolmych k roviné z, musi se nezbytné promitati do x» jako kuZelose¢ky konfo-
kaln{ s priméty fezii plochy 7, rovnobéZnych s rovinou z a jsou proto orthogo-
nalnimi trajektoriemi téchto fezi a jsou tudiZ i kfivkami nejvétsiho spadu
plochy # vzhledem k roviné z. Obé pi{mky p, g a dale hyperbola y = 0,
22 — 2% + e? = 0, jsou Gtvary ubodnf uvazované plochy a osa z je jejim Zlabem.
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Podél Gbé&zné kruznice plochy #, patiici do soustavy elips rovnobéinych s 7
dotyka se plochy rotadni plocha kuZelovd o vrcholu v bodé P, ktery puli
vzdalenost ohnisek F a G. Na této tbézné kruznici lezi ubézné body hyperbol
nejvétsiho spadu, jsou proto jejich narysy afinné sdruzené smérem z, pro osu z,.

Jednoduchy piimy diikaz je tento:

Vytknéme na plose 7 kiivku m v roviné w rovnobéiné s = a vedle vytknéme
rotaéni plochu kuZelovou x, majic{ vrchol V v pidorysné a zakladnu k v w.
Polomér kruZnice k je rovny vedlejsi poloose elipsy m. Vyhledejme v naryse
body 1, 2, 3, 4, které rozdéluji pfimodary narys realné éast1 kruznice k od stiedu
ke krajnimu bodu na &tyfi stejné dily. Jejich piadorysy jsou 1,2, 3,4 v k,.
Kdy?# jsme zvolili stted P plochy 7 a vrchol V plochy kuZelové x v téze piimce
v || z, jsou roviny vedené pifmkou v a body 1, 2, 3, 4 kruznice k ony roviny,
které protinaji plochu 5 v hyperbolach nejvétsiho spadu vzhledem k roving .
Rovnobézky vedené body 1, 2, 3, 4 kruznice k k ose z vytyduji v kfivece m
body I, I1, I11, IV, jimi% hledané hyperboly stejného spadu prochazeji. Narysy
I,11,111,1V tvoii fadu podobnou k fadé 1, 2, 3, 4 v k,. Asymptoty naryst
hyperbol spidovych jdou bodem P, rovnob&iné ke spojnicim V,1,V,2, V,3,
V.4 bodu V, s délicimi body v piimce k,. I je fada 1’, 2', 3', 4 v m, shodna
s fadou 1,2, 3,4 v k, a proto jsou hyperboly uréené asymptotami P,7’, ...
a body I’, ... v m, afinné sdruzené pro osu z, smérem z,. Z kiivek n byla naryso-
véana jen ]edna jdouci bodem I1.

Plocha 7 je vzhledem k rovinam #z, », u kolmo soumérnéa, bod P je jejim stie-
dem a o8y z,y, z jsou jejimi osami kolmé soumérnosti. Podél libovolné elipsy
plochy 7 dotyké se ji zborcena plocha 4°, majici osu v ose z a Fidicf pfimky
jednu v ose z, druhou rtiznobéznou k z a rovnobéZnou s osou ¥.

4. Zvoli-li se pro plochu % misto zdkona uvedeného v predeslém odstavci
pravidlo, Ze vrcholy s = rovnobéznych Fezi plochy promitajicich se do = do
konfokalnich kuZeloselek vypliiuji v roving (z, z) = » pfimku jdouci bodem P
a majici k = spad tg ¢ = 1, ziskdme plochu, ktera jsouc stfedova o sttedu v P
a o tfech rovinach n, », u kolmé soumérnosti, ma rovnici

dili

éi v jiném tvaru

n=2at —22a*+ y*+e€*) +e?=0.
Pro y = 0 je uréena na ploSe dvojina pifmek y = 0, * = 4 2, v nichZ jsou
vreholy kuZelosedek plochy, rovnobéinych s z a dvé piimky y = 0, z = 4 e.
V roving u je poloZena rovnoosé hyperbola z = 0, 22 — y® = ¢? a dvojna ptimka
z = 0,z = 0. Tato plocha od roviny z smérem vzhiru poéina osou y jako dvoj-
nou p¥imkou, v nasledujfcich s # rovnob&inych rovinach ma hyperboly; v ro-
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viné vzdalené od x o useéku e ma ptimku kraterovou a nad touto rovinou jsou
polozeny elipsy, z nichz 4béZna se ze stfedu P plochy promité stejné jako v p¥i-
padé predchazejicim rotaéni plochou kuZelovou. Roviny, prochazejici osou y
protinaji uvazovanou plochu v kuZelosetkach, které tvori pro plochu soustavu
ki¥ivek nejvétdiho spadu vzhledem k roviné x a promitaji se do ni do kuzelo-
sefek konfokalnich s priméty fezl rovnobéznych s rovinou z.

5. Vytvarné zakony pro polohu ezl plochy # rovinami rovnobéZnymi s =
v prostoru mohou byt oviem nejriznéjsi, ale piedpokladame-li stale, Ze tyto
fezy se promitaji do = do konfokalnich kuZelosetek o stejné linedrni vystted-
nosti e, pak bude platiti, Ze kolmé praméty jejich kiivek nejvétsiho spadu
vzhledem k 7z na tuto rovinu jsou opét kuZelosetky s vrstevnicovym planem
plochy 7 konfokalni. Poviimneme si z nich jesté této plochy:

Plocha 1 mé vrstevnicovy plan v konfokalnich kuZeloseckdch poloZenych
v 7, spojnice ohnisek FG = z, FG = 2¢! Pfedpokladdejme, Ze vrcholy kfivek
plochy, poloZenych v rovinidch rovnobéZnych s = vyplituji kruznici popsanou
nad tusedkou F@ jako primérem v roviné » a podatek soufadnic polozme do
stfedu tusetky FQ! Ziskana plocha mé rovnici

nebo 5 =24 4 2%(2% + y* — €?) — €%® = 0, kde e je polovina tusecky Fa.
Osa z je tu dvojnou pifmkou a ji jdouci roviny protinajf » v kfivkach nejvétsiho
spadu vzhledem k roviné =.

Je zfejmo, %e pro plochy uvazované v 3. a 4. odstavei mohli bychom si zvolit
geometrické misto vrchold kiivek rovnobéznych s z v libovolné vhodné kfivce
a stéle ziskdvame plochy, jejichz kiivky nejvétiiho spadu vzhledem k pidorys-
né se promitaji do této roviny do konfokilnich kuzelosecek, coz moZno pro-
vadéti i s plochou odstavce 2. ‘

6. V predchazejicich odstaveich byl pudorysny obrys uvazované plochy
tvofen dvéma dvojinami imagindrné sdruZenych piimek. MiZeme nahraditi
(obr. 3) tento predpoklad tim, Ze plocha je ddna teénymi rovinami «, 8, y, 4,
které protinaji roviny » a p v pfimkach rovnobéZnych s osou z a od ni o Gsecku &
vzdéalenych. Vodorovné, s # rovnobézné fezy budte? kuzelosetky, které maji
vrcholy na p¥imee p polozené v », jdouci poéadtkem soufadnic ve spadu tg ¢ = 1
vzhledem k ptidorysné. Plocha 7 je tu ddna rovnief '

x2 y2

nebo
n==zt+ e¥a® —2?) —2%a® —y%) = 0.

Jeito body F,, @, maji v tomto ptipadé stejny vyznam, neni tfeba uvazovat
zv143t Fidicf pfimku plochy v u jako piipad zvlastni. Osa y je tu dvojnou piim-
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kou a roviny ji poloZené protinaji plochu % v kuZeloseékdch promitajicich se
do @« do osnovy, urdené tednami «,, B, ¥,, 6;, tedy téZe osnovy, do ni% se do »
_ promitajf fezy plochy s # rovnobéZné. Viechny tyto pidorysy kuZelosedek maji
v kruZnici opsané v z okolo poddtku polomérem ¢ spoleénou orthoptickou kruz-
nici k. Ve stranorysné lei na ploSe kruZnice o poloméru ¢ a stfedu v podatku
soufadnic, osa y a pHmky y = 0, 2 = 4 ¢ jsou kraterové ptimky této plochy.

Z ()

'f-—-c

v
Obr. 3. Obr. 4.

Poznémka: Plochu uvedenou v odstavei 6 muzeme ziskati seditanim.
Zvolme dvé rotaéni kuzelové plochy %, 2x o spoleéné ose v & a o vrcholech F, G,
pfi demz vrcholové tihly obou kuzelovych ploch budtez rovny uhlu pravému
(obr. 4). Z ploch x, ¢ zfskdme plochu x = (*» + %x) pro smér seéfitdni kolmy
k n» a pro podminku, %e soufadnice z libovolného bodu plochy 7 ve séitacim
. 1z 4%
paprsku je rovna z = i
V rovinéch 4, ..., 44 jsou poloZeny piidorysné obrysy plochy x, paraboly sou-
mérnd polozené k n a majicf v bodech I, II své vrcholy. Z tohoto zpisobu
vytvafeni plochy » bylo by lze vydist fadu daldich vlastnosti této plochy
étvrtého stupné. Zvolime-li plochy 1x, 2x tak, aby jejich obrysy pidorysu byly
isotropické pf{mky, davé soudet plochy uvazované v 2. a daldich odstavcich,
bez pouZiti podtu vyplyvé tu na p¥. stupeil plochy a jiné vlastnosti.

, kde 1z, 22 jsou piisludné soufadnice ploch x a2x.
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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 78 (1953)

KANALOVE W-PLOCHY

KAREL HAVLICEK, Praha.
(DOélO dne 30. bi‘ezna 1953.) DT: 518.786

V &lénku je ukézéno, e n8které vlastnosti kanalovych ploch, které
jsou znédmé jako podminky nutné, jsou zdroven i postadujici pro jed-
notlivé typy téchto ploch. Pfedeviim jsou zde mezi kandlovymi plo-
chami uréeny vSechny plochy Weingartenovy.

1. Formulace problému

" Kanalové plochy lze charakterisovat rovnief
C=0, (1)
kde C je skaldr, jehoZ konstrukei jsem podal dfive;') protoze
C = Uyry Ugpy PYePAPrY

kde u,3, a PA# jsou symetrické tensory, jejichz slozky jsou zavislé aZ na tietich

parcidlnich derivacich funkef, uréujicich uvazovanou plochu, je rovnice (1) rov-

nicf diferencidlni. Chceme-li mezi kanalovymi plochami uréit nékteré specidln{

plochy, charakterisované jinou diferencialni rovnici, stadf hledat spoleéné

feSeni obou diferenciadlnich rovnic. Tak lze na pt. zjistit, které kanalové plochy

jsou zéroveii plochami p¥imkovymi.2) Abychom stanovili mezi kanilovymi

plochami vechny W-plochy (Weingartenovy plochy), budeme hledat spoleéné
feSeni rovnice (1) a rovnice

0K oH

ou’ ou

3K oH

el

=0, (@)

ktera charakterisuje W-plochy; pfi tom K, H znaéi Gaussovu, resp. stfedni
kitivost plochy vztaZené k parametrim wu, v.

ProtoZe rozvinutelné plochy (K = 0) jsou zde trividlnim reéenim vypustime
je ze svych Gvah a omezime se v dal’fm pouze na plochy nerozvinutelné.

1) Havltdek [1].
2) Havltéek [2].
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Rovn&z kruhové body plochy vylouéfme ze svych avah, nebof v takovych

bodech nelze sestrojit skaldr C. Znaéfi-li f}" RL normalnf kfivosti plochy
1 2
v hlavnich smérech, takZe tedy je
1 1 1
K=zr> "=mtrm>
pak kruhové body<sou charakterisovany rovnicf RL = —I;— Celkem tedy bu-
1 2
deme v daldim stéle pfedpokladat splnéni téchto dvou nerovnosti:
1 1
K+0, z+p (3)

Vedle ploch rozvinutelnych je t{m vylouéena z nasich Gvah také koule.
Za podminek (3) lze rovnici (2) nahradit rovnici
oR, o,
ou’ ou
oR, oR,|~ " - @
ov ' ov
tak¥e nadim tikolem je hledati spoleéné feeni rovnic (1) a (4). ProtoZe vyznam
téchto rovnic je nezavisly na volbé parametri u, v, miZzeme vypodet zjednodu-
8it vhodnou volbou parametrii. K tomu téelu se zde hod{ parametry hlavni.

2. Pomocné rovnice

Utijeme obvyklé vektorové a tensorové symboliky a terminologie.?) V pravo-
thlych kartézskych soufadnicich jsou parametrické rovnice plochy, vztaZené
k parametriim u, v symbolisovény vektorovou rovnici

r=r(u,v), (5)

které pfedstavuje pruvodié (radius — vektor) r bodu plochy jako funkei dvou
parametrii u, v.

Za piedpokladu, Ze u, v jsou hlavn{ parametry, vyjadiime slozky prvniho
metrického tensoru a,, resp. druhého metrického tensoru b,, klasickym zputso-
bem .

ey y=4FE, aqgn=ay;=F =0, agn=0~Q

byp=L, bip=byi=M=0, byp=2N.
Jejich diskriminanty oznadéime
. A*=EG — Fe, Bt= LN — M.
Protoe studujeme pouze redlnd plochy bez singularit, je vidycky 4 > 0.

3) Viz na pi. Havltbek [2].
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Nasledujici vztahy a rovnice tohoto odstavce uvaddim rovnéZz bez dukazu;
jsou obsaZeny téméf v kazdé moderni udebnici diferencidlni geometrie.4) Pro
normalni k¥ivosti v hlavnich smérech mame vzorce

1 L 1 N

takze —1—;—1 (resp. 1%2) je normalni k¥ivost kiivky v = const (resp. u = const).
V disledku druhé nerovnosti (3) je tedy
EN — QL + 0. (1)

Jednotkovy vektor normély plochy oznaéme N. Formule Rodriguesovy pak
jsou ) _
ON__lo N _ 160 ' (8)
ou R, ou’ v R, o0’

Christoffelovy symboly {1’;
parametrech uréeny témito vyrazy:

I|_ 1 9F Iry_1 o
1I[ 2Eou’ {IIII T 2Q o’
m)_ (1) _ 1 eG T) [1)_1@E ©)
TII( JIII[{ 2Gou’ (III[ (III( 2E o’
T\ _ 1 o I)_ 1 2@
I1I{~  2Gaew’ (IILII[ ~ 2Eou’

E
P < : 0 &« &
ro slozky kubického tensoru b,,, = Ero bur — i bor — » b,e do-

}, uréujicf metrickou konnexi, jsou v hlavnich

stavame tyto vyrazy:

1(, 0L . oE N _L\eg
beI—————(E————L ), bun=b1111=§( )_

E ou ou G E| o
1 oL oE 1 oN oG
bIIII——E(E %-——L—a;), bIIIn=-§(G~a—~N%) (10)
L N\oG 1 oN oG
b11111=b11111=§(-ﬁ7——a-)5?7, bunn=§(G-a—5—N%)-

Tento tensor je symetricky, takze
brim=brmr=burr, brmu=bnin=buur,

u# dévé zndmé rovnice Mainardi-Codazziho, je% v hlavnich parametrech tedy
znf: -

4) Na pt. Kagan [3].
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1(N L\oE 1 aL_LaE
2\ E)w E\"w o

(11)
1(L N\eG _1(,0N N oG

2\E~ Glou G\ ou ul

V dalsim uZijeme Gaussovy rovnice, které vyjadiuji druhé derivace vektoru (5)

. e . N T or o
jako linedrni kombinace ti{ linedrné nezavislych vektort -52, a—:) , N. Tyto

-

rovnice maji v hlavnich parametrech tvar

or 1 oF or 1 oF or
ou?  2E ou ou  2G ov v
or 1 oF or 1_ oG or
ouov 2E ovou ' 2G du dv’
or 1 oG or 1 3Gar+NN

o 2Eouou ' 2G ov o

(12)

Koneéné pro Gaussovu miru kfivosti plochy mame jednak vyjadfeni K =

=§;, jednak vyjddfeni pomocf prvniho metrického tensoru (Gaussova

véta),

K 1 E(FZBE 130)+

“2dwm\EAw  Adou
1 ¢ (20oF 1 0 F oFE
+.§za(za—2%“m’@)’ kde.d >0,
" coz v hlavnich parametrech dava rovnici
1 ok oG oG\? ok oG oE\?
bl @,

3. Kanélové W-plochy

Kazdé kandlové plocha je obalkou jednoparametrického systému kouli.

Maji-li vechny tyto koule stejny polomér, pak je zndmo, Ze jejich obélka je
W-plocha. Druhy bé#ny pifpad kanalové W-plochy je rotaéni plocha.’) Jiné
kandlové W-plochy uZ nejsou, jak plyne z nasledujiocfho tvrzen:

‘V&ta 1. Necht kandlovd plocha je W-plochou. Potom je to bud plocha ro-
taént mebo obdlka jednoparametrického systému kouli s konstantnim polomérem.

) Na pt. Kagan [3], str. 202; 2562 a dal.
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Dikaz: Dana plocha je podle pfedpokladu kandlovou, tedy pro ni platf
Tovnice (1), kterd v hlavnich parametrech se po kréceni nenulovym faktorem
redukuje na tvar®)

brrx bpnn=20. (14)

Aspori jeden systém hlavnich (kfivoznaénych) éar jsou kruznice, ProtoZe ozna-
&enf parametrickych &ar je v nasf moci, mizeme predpokladat, Ze tyto kruznice
jsou ¢ary « = const, takZe je by = 0. K podmince b;y; = 0 bychom dospéli
pouhou zaménou parametri. Pro Dupinovu cyklidu je soudasné byy; = by =
= 0, MiZeme se tedy pfi fefeni rovnice (14) bez ijmy obecnosti omezit na
piipad

biunnm=0. (15)
Z posledni rovnice (10) odtud plyne
oN . o@
G — N o = 0,

nebof vzhledem k piedpokladu 4 > 0 je @ 3 0. Tato podminka je ekvivalentni
s rovnici

oR,
=20, (16)
G LN
nebot ze (6) plyne R, = —, jelikoz N + 0 (nebot podle (3) je = K % 0).
N ®EG .

(Pozndmka: Touto rovnici (16) v hlavnich parametrech je mozno také defi-
novat kanalovou plochu, ¢imz by odpadly nékteré vypolty v odstavei 2. Bu-
deme je viak jeSté potiebovat pii jiné piflezitosti.)

Druhy predpoklad, Ze dana plocha je W-plochou, vede na rovnici (4). Dosa-
zenim ze (16) do (4) tedy dochazime k podmince

oR, R,
ou v

ktera spolu se (16) charakterlsuje kanalové W plochy. Nyni je tfeba rozliSovat
dva piipady:

(17)

I. ?E*o 11.3_Rl=0.
ou o

I 36121 = 0 spolu s podminkou (16) diava R, = konst; ale R, je pravé
polomér koule, ktera se dotyka plochy podél pifslusné kruznice u = const.
To plyne na piiklad ihned z véty Meusnierovy, podle niz polomér kruZnice
4 = const je kolmym primétem poloméru R,, takze existuje koule o poloméru

R,, prochézejici uvazovanou kruZnici a dotykajici se plochy podél ni. Ke kazdé

8) Havlilek [1], théoréme (3,5), str. 30—31, kde misto tensoru byau je uZito tensoru
Vyay = — by, (viz Mathematical Reviews, Vol. 11, No 5, p. 396, nebo Havlidek [2], po-
znamka 10) pod Garou). .
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- kruZnici = const lze takto pfifaditi jedinou kouli, viechny tyto koule maji
konstantni polomér R, = konst, jejich stfedy probihaji kiivku?)

p=r-+ RN, (18) .

takZe tyto koule tvoff jednoparametricky systém a uvaZovana plocha je tedy
jejich obalkou. Vede tedy p¥ipad I k obilce kouli o konstantnim poloméru,
Hmy je prvni &ast tvrzeni véty 1. dokazéna.

I1. piipad, kdy 2By = 0, vyzaduje deldtho vypottu. Uvazovana kanalova

plocha je oviem zase obalkou jednopa.rametrického systému kouli, dotykajicich

se ji podle kruZnic u = const. St¥edy téchto kouli vytvo¥{ i zde kfivku (18),

aviak R, nemusf zde byt konstantnf. Doka%eme, Ze tato rovnice (18) zde je rov-

nicf pfimky; tim bude dokézéno, ze dané plocha je rotaéni, nebof tato pfimka

stfedd koulf je zfejmé osou rotace celého jednoparametrického systému kouli.
Z rovnice (18) plyne:

ap_ a oN
, =gt Nt gy
Dosazenim z rovnic (6) & z prvnf rovnice (8) dostavame
op EN—GLor oG oN
ou~  EN ou +N2(N Ga_u)N'
Koeficient pfi vektoru N upravime je$té dosazenim z.druhé rovnice (11), takze
op _EN—GLfor 1 oG
ou_ EN ( 2N ou N) (19)

Dalsim derivovinim dostaneme

®*p_[2 (EN—GL or 1 oG EN —QLJ[ e
b [6u (——‘*‘EN )] - [@ w EN'a‘JN] TTEN [% .
1 oG oN 1 2@ oG oN

SN T aNE (Narz— 5 6u)~]

: or? : oN : ;

Dosadime-li sem za —; z prvni rovnice (12) & za ——z prvn{ rovnice (8), mame
o U ou :

po kratsf Gpravé

2p EN —GL\] [or . 1 oG
Zut [au(——EN )]~[51;+ma—u"]+

EN—GLJ 1 oF oG\ or 1 oE or
RN [zEN(N——La;)a—ﬁa—vsﬁ (20)
1 [, #G 8GN .
+W( ¢ o +2LN) ]

7) V dusledku druhé z rovnic (8) je totiz%’; = 0, tak¥e p zdvisi pouze na jednom
parametru a pfedstavuje tedy kiivku.
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17
Tento vysledek lze znaéné zjednodusit. UZijeme-li koneéné rovnice % = 0,
plynouci z podminky (17), mdme po dosazeni za R, ze (6)
oE oL

coz dosazeno do prvni rovnice (11) ddva vzhledem k nerovnosti (7) podminku
oK

P 0 (21)
a tedy také

oL

ov

Upravime predeviim koeficient pfi N ve vyrazu (20). Z rovnice (13) se snadno
vypodte ;%G?l ,-co% p¥i podmince (21) ddva -

G 1 aQ{,, oG oE\
T zf‘EGEJ(EEJﬂ“G'a;)‘ LN

a uzitim tohoto vysledku po vhodné upravé dostaneme

1 (00N

2N2\" our ou ou

1 oG 1 oK 1 oG 2 oG oN
ZZN%[E%_ a%*“aN(Na*Ga—u)]-
Posledni ¢len snadno upravime dosazenim z druhé rovnice (11) a dostaneme
postupnymi ipravami tento koeficient ve tvaru:
1 oG ( 2 I OG)

+ 2LN2) =

ou  oul|’
Dosadfme-li to spolu s (21) do (20), mame
*p @ (6:' 1 oG )

4EN? ou ou

72~ \om TN
kde
v

@ (EN—GL +EN——GL B oq
“ou\" EN 2E°N? w oml -

Porovnanim s rovnicf (19) nachazime vzhledem k (3), Ze plati

i
%2_¢"5,‘2’ (22)
kde
EN
=¥ gN—er=
EN [0 (EN—GL\], 1 (. 0E 4G
_EN—GL[E»E( EN )]+ 2EN (N%*L%)'
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o _ . , 7, e P dPp_ 7P
Vzhledem k tomu, ie% = 0 (srovnej s poznamkou 7), je = ow T T
rovnici (22) lze pfepsat na tvar
&p_ 5dp
aw= P q
kterd charakterisuje pf{mku. K¥ivka (18) je tedy piimkou, to znamens, Ze
uva¥ovand plocha”je obilkou jednomocného systému kouli, jejichz sttedy
vyplni pi{mku, takZe na%e plocha je rotadnf. Tim je véta 1. celd dokdzana.
Zvl4étnim pFipadem kandlovych ploch jsou Dupinovy cyklidy, charakteriso-
vané v hlavnich parametrech rovnicemi

bIII = bnnn =0. (23)
Pro né dava piedchozi véta 1. tento vysledek:

Vé&ta 2. Nuind a postalujict podminka pro to, aby Dupinova cykloida byla
W -plochou, jest: tato plocha je torus (rotaéni anuloid).

Diukaz: Protoge torus je nutné W-plochou, stali se omezit na druhou ¢ast
dukazu. Necht Dupinova cyklida je W-plochou. Podobné jako v dikaze véty
1. zjistime, Ze (23) je ekvivalentn{ s rovnicemi

R, _ oR,
N =0 BE=0 (24)
coz dosazeno do (4) dava
R, 0R, _ )
o B (25)

Rozli§ujeme opét dva piipady.
I. Necht 36_1121 = 0. Spolu s rovnici (24a) ddva tato podminka vysledek R, =

= konst; uvazovana plocha je tedy obalkou kouli o konstantnim poloméru
a tyto koule se dotykajf plochy podél kruZnic » = konst. (Porovnej s piipadem I,
v dikazu véty 1.) Spolu s rovnici (24b) predstavuje podminku pro to, aby
plocha byla rotaénf, na niz kiivky « = konst jsou rotaénimi kruznicemi (coz
jsme odvodili v dikaze véty 1., ptipad I1.). To znamena, %e ¢iry v = konst,
jez jsou zde kruZnicemi, jsou merididny na$i plochy, ktera je tedy rotadénim
anuloidem.

oR
IT. Piipad 31—1’-2 = 0, dava ovism stejny vysledek s vyménou oznaceni obou

~systémi parametrickych kfivek.

, . OR, OR, OoR, R, _ i )
Poznamka: Pifpad T T T 0 vede k podminkam

brr1r = binxmr = 0, coz podle rovnic (11) za predpokladu (7) znamena %7 = 0,
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% = 0; podle vzorce (13) pak mdme K = 0 a nase plocha je rozvinutelnd, kte-
ry#to pripad jsme pfedem vyloudili ze svych ivah. Kdybychom opustili pied-
poklad (7) a pripustili R, = R,, pak v8echny body jsou kruhové a uvaZované
plocha je koule. Tento piipad jsme rovnéz vyloudili.

4. N&které duasledky.

U kanélovych W-ploch je vidycky jedna soustava hlavnich (¢ili kfivoznag-
nych) kiivek tvofena kiivkami geodetickymi; u plochy rota¢n jsou to meridié-
ny, u plochy, ktera je obslkou koulf o konstantnim poloméru jsou to kruZnice,
podle nichz se tyto koule dotykaji obalky (nebot rovina kazdé z téchto kruznic
prochézi zde stfedem prisluiné koule a tedy jeji normély jsou zdrovei normd-
lami obalky, co% je charakteristické vlastnost geodetické kfivky). Snadno uké-
%eme, Ze tato vlastnost je pro kandlové W-plochy charakteristicka.

Oznadime-li u = &%, v = &, pak rovnice geodetickych kfivek lze uzitim

tensorové symboliky psat jednoduSe ve tvaru
d2gr | (v)derdes | dev _
ar {zy}ﬁm—f(‘)w’ =L,

kde f(t) je libovolny skalér, ¢ je parametr uvazované kiivky. Pro parametrické
kiivky mame bud % = konst, v = ¢

d £l dzgl

d&I d2§I
tedy g ="g@ =% =" @ =

nebo u = ¢, v = konst '
ag Qg dgr  qn q
(7“ @ =% w T e )

takZe nutna a postadujici podminka, aby parametrickd kfivka u = konst
(resp. v = konst) byla geodetickou, je

{IIIII} = 0 (resp. {IHI}= 0). (26)

Ptedpoklédejme opét, Ze parametry u, v jsou hlavni a ve shodé s oznaenim
v predchézejicim odstavei volme kruZnice, tvotici jednu soustavu hlavnich
k¥ivek na kanalové ploge, za kiivky w = konst. Nazveme ji prvni soustavou
hlavnich kiivek; kiivky v = konst tvof{ pak druhou soustavu hlavnich kfivek.

Vé&ta 3. Nutnd a postadujict podminka pro to, aby na kandlové plode byla proni
soustava hlavnich kfivek tvofena kFivkams geodetickyma, jest: tato plocha je obdlkou
jednoparametrického systému kouli o konstantnim poloméru.

Dikaz: Kandlova plocha, na niz hlavni kiivky » = konst jsou kruZnice, je
charakterisovéna rovnici (15), resp. (16).
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Z pifpadu I v dukazu véty 1. vime, Ze tato plocha je obalkou kouli o kon-
stantnim poloméru tehdy a jen tehdy, kdyZ ve viech bodech plochy platf
| oR, _
. ou
¢Gili

- _N'a—q'—G?AT=O-
U

Na. zéklad$ druhé z rovnic (11) je tato rovnice vzhledem k predpokladu (7)
ekvivalentni s podminkou

% _ o

ou ’

kterd je splnéna tehdy a jen tehdy, kdyZ

1
{II 11} =0,

jak snadno zjistime z posledn{ rovnice (9). Tak dochadzime k prvn{ rovnici (26),
piedstavujici nutnou a postatujici podminku pro to, aby k¥ivky u = konst
byly geodetické. Tim je véta 3. dokdzana.

Stejného postupu dikazu uzijeme i v druhém ptipadé.

Vi&ta 4. Nutnd a postatujici podminka pro to, aby na kandlové plode byla druhd
soustava hlavnich kfivek tvofema kfivkami geodetickyms, jest: tato plocha je ro-
tacni.

Diukaz. Z pifpadu II v dikaze véty 1. vime, Ze kanalova plocha, na nfz
w = konst jsou kruZnice, je rotadnf tehdy a jen tehdy, kdyz vedle (16) plati

¢ili

Vzhledem k ptedpokladu (7) plyne z prvni rovnice (11), Ze tato podminka je
splnéna tehdy a jen tehdy, kdy% -

5—;:0.

Ze vzorci (9) plyne, Ze tato rovnice je splnéna tehdy a jen tehdy, kdyz

It
b=

¢ili, kdy# kfivky v = konst jsou geodetické (viz druhou rovnici (26)), éimz je
tvrzeni véty 4 dokazéno.
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Casopis pro pé&stoviani matematiky, ro&. 78 (1953)

RECENSE CLANKU A KNIH

Viadimir Kofinek, Zéklady algebry. Nakladatelstvi CSAV, Praha 1953. Str. 494, 10 obra-
zt, néklad 3300. Cena véz. K& 64,—.

Kotinkova kniha o zékladech algebry, kters vysla v nakladatelstvi CSAV jako 1. svazek
Studif a prament (sekce matematicko-fysikélnf), vyplnila podstatnou mezeru v nasi ma-
tematické literatuie. A lze Fici, %e ji vyplnila usp&né. Kniha je uréena predeviim poslu-
chadtm matematiky na universit§ v prvnim roce studia. Tedy poslénim knihy je spolehlivé
a srozumitelnd seznamit Stendie se zdkladni a tradiéni ldtkou z algebry. Vzniké pak vé¥ny
problém:

1° vybrat vhodné latku; .

2° vykladat latku tak, aby pro zadateénika byla piné a snadno srozumitelnéd a pfitom
zase nenudila svou obSirnosti a ponechévala ¢tendii moZnost samostatného usuzovani;

3° zpracovat tradiéni latku v duchu dne8ni abstraktni algebry a vést ¢tenate k ab-
straktnimu mysleni.

ProtoZe kniha je v podstaté prvni uéebnici algebry u nés, pristupuji jeits otazky termi-
nologické.

Nebude bez zajimavosti, podrobng&ji si veBimnout, jak autor, zkuSeny pedagog, tento
problém iesi.

V uvodu seznamuje struéné autor étenafe se zékladnimi logickymi pojmy v matematice
(implikace, ekvivalence dvou vyroki, negace vyroku), s pojmem mnoZiny (ovem 8 naiv-
nifho stanoviska) a zékladnimi mnoZinovymi operacemi, 8 oznadovanim ¢&isel pismeny
(vzorce) a s axiomatickou methodou v matematice. Pak nésleduje vlastni obsah knihy.
Kniha mé tti ¢asti; prvni éast (zabirajici 208 stranek, tedy vic neZ tfetinu knihy) mé né-
zev ,,Zdkladni pojmy a vkony algebry*, druhd $4st je vénovéna linedrni algebfe, tieti Gast
se zabyvé algebraickymi rovnicemi jedné mezndmé.

Prvni ¢4st je rozddlena do kapitol I.—III.

V kapitoleI jsouvyloZeny zédkladni algebraické pojmy a racionélni &isla. P¥i tom autor
predpokldda u étenéfe znalost pfirozenych a celych &isel, je% axiomaticky nezavadi. Hned
v prvnim paragrafu jsou vysloveny vlastnosti rovnosti &isel a poté definovén rozklad na
libovolné mnoZing, pro piirozend ¢isla uveden prinecip tplné indukce. Postupu, ktery vede
k definici rozkladu na mnoZing, uZivé autor dusledn& pfi zavadéni novych abstraktnich
pojmu. Tak definici oboru integrity pfedchazi paragraf vénovany celym &isltim, jejich
zékladnim vlastnostem (t. j. zdkon komutativni, asociativni pro séiténi a nésobeni, exis-
tence a vlastnosti 0 & 1, krdceni, distributivni zékon). Z t&chto zdkladnich vlastnosti autor
odvozuje fadu v&t o celych &fslech a objasiiuje tak Stensfi zésadni vyznam t&chto vlast-
nosti. K paragrafu o oboru integrity je pfipojen podrobny a uZitedny odstavec o zkréce-
ném psani soudtt a soudint (I, IT) v oboru integrity. Po definici t&lesa se autor obracf ke
konstrukei podilového télesa T z daného oboru integrity J a ke konstrukei raciondlnich
&isel. Pti tom Stendf, jemuZ by vadil abstraktni obor integrity J, mG#é si misto J myslet
obor integrity celych &isel. Velmi podrobng je vyloZeno zavedeni rovnosti v podilovém
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t&8lese, poditani s t¥idami sob® rovnych zlomkt a vnoteni oboru integrity J do jeho podilo-
vého télesa. Tim je &tenaf pfirozenym zpusobem pfiveden k pojmu isomorfismu dvou
obort integrity. — V dalSich dvou paragrafech si autor v8imé uspofadani racionélnich
&isel podle velikosti a axiomaticky zavadi uspofddany obor integrity (pomoci axiomi
uspotrédéni). Uvadi pak jest§ jinou definici uspofdédaného oboru integrity (pomoci klad-
nych prvku), ekvivalentni s ptiivodni, a dokazuje vétu o jednoznaénosti usporadani celych
&isel a v&tu o vztahu mezi uspofddédnim oboru integrity a jeho podilového té&lesa, specialng
tedy vétu o jednoznalnosti uspofddéni raciondlnich &isel. Pak se autor zabyvé archime-
dovskym uspofddénim, absolutni hodnotou v uspofddaném oboru integrity a ohodnoce-
nymi obory integrity.

Dalsi &ast I. kapitoly je vénovina délitelnosti, a to nejprve obecng v oboru integrity, pak
v oboru integrity celych &fsel. Je vyloZen rozklad celych &isel v soudin prvoé&isel, jeho
jednoznaénost a vypodet a pfipojena struénéd poznédmka o oborech integrity s jednoznad-
nym rozkladem. Na vyklady o délitelnosti celych éisel navazuje studium éiselnych kon-
gruenci. Neji;'rve se vySetfuji kongruence podle prvoédiselného modulu p, které piivedou
Stendfe k novym piikladiim obori integrity a téles, k télestim zbytkovych tiid modulo p.
Teprve nyni, kdyZ mé pfipraven konkretni material, pristupuje autor k vykladu o charak-
teristice oboru integrity. VySetfovénim kongruenci podle sloZeného modulu ptivadi pak
Stendfe pfiroZzenym zpusobem k pojmu (komutativniho) okruhu.

Kapitola I konéi paragrafem vénovanym binomické a polynomické v&té v oboru in-
tegrity charakteristiky 0. Pro charakteristiku p je v&ta rovn&Z odvozena (petitem).

Krétkd kapitola IT shrnuje vlastnosti redlnych a komplexnich &isel pro pozdéjsi po-
tfebu. Autor se zmirtiuje o potiebs, kterd vede k rozsffent racionélnich &isel na &isla redlné.
Konstrukei téchto ¢isel nepodava; odkazuje tenéie na Jarnikiav Uvod do podtu diferencidl-
ntho nebo na Waerdenovu knizku Moderne Algebra. Zato je podéna konstrukce komplex-
nich &fisel (pomoci uspofddanych dvojic redlnych &isel), pfi tom je vysvétlen pojem ad-
junkee prvku (z oboru integrity }J’ O J) k oboru integrity J.

Pro &¢ast III potfebuje autor goniometrické vyjadieni komplexniho é&isla a Moivreovu
vétu. Tento 1ikol fesi autor geometricky tak, Ze zavede geometrické zndzornéni komplex-
nich &isel v orientované eukleidovské roving a ufije véty (kterou uvadi bez diikazu), %e
ka¥dé prosté zobrazeni orientované roviny na sebe, jeZ mé préavé jeden samodruzny bod O
a které zachovavé délky usedek, se d4 vytvorit rotaci roviny kolem bodu O o jisty thel ¢.
U#itim této vty pak se u¥ snadno zavedou goniometrické funkce, goniometrické vy-
]é.dfeni komplexniho é&fsla a Moivretiv vzorec.

Tento postup vSak sotva n&kterého tenéfe naplni uspokojenim. Predev&im lze ¥fci, %e
tento postup nezapadé do rémce knihy. Na str. 15 se autor zmifiuje o axiomatické me-
thod$; na str. 138 se vSak bez jakéhokoli odkazu odvoléva na jakousi ,,vétu elementérni
geometrie‘‘. V elementarni geometrii se vSak Sasto vychézi z jinych pfedpoklada, nez %e
jsou body dény dv&ma redlnymi soufadnicemi; kdybychom chtéli opravdu pouZit n&jaké
vty z elementérni geometrie, museli bychom napfed zjistit, o Gaussova rovina spliiuje
pfedpoklady, za nichZ byla véta dokézédna. To neni ovSem nemoZné; neni to viak
nikterak jednoduché, mé-li se v8e opravdu precisovat. Bylo by asi lepsi rovnou se od-
volat na Jarnfkiv Uvod do poétu diferencidlniho, kde jsou nejdtle¥it&jsi vici, které sou-
visf 8 goniometrickym vyjadifenim komplexniho &isla, pFesnd odvozeny.

Ctend# mii¥e tedy postupovat takto: Z celého § 14 se v daldim pottebuji jen vty 14,7;
14,8; 14,9. Slova ,,kde% ¢ je jeden z tihli, které pisluseji podle véty 14,4 k Sislu o/ x| maji-
cimu absolutni hodnotu 1%, které se vyskytuji ve vété 14,7 na str. 140, 1.—2. ¥ddek shora,’
lze rovné% vynechat. Jinak se v uvedenych tfech vétach nevyskytuje ani pojem thlu, ani
pojem rotace; z pojmu, které nebyly diive v autorovd knize definovény, se u¥ivé jen
pojmil sin a cos, které viak étenét zné z Jarnikovy knihy. V&ta 14,7 je po vynechéni uvede-
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nych slov v plném znéni dekdzéna v Jarnikov$ knize na str. 430,*) poslednich 17 ¥adku. Je
tam rovnéZ vysvétlen piisluSny geometricky vyznam. Ve v&t& 14,8 stadi zfejm¥ dokézat
vztah (13). PiSeme-li cos ¢ 4 isint = e't (viz Jarnik, str. 429, 11. . zdola) a pou¥ijeme:li
vztahu ef . 7 = ef+7 (viz Jarnik, str. 427, véta 183), dostaneme ihned

o, | (cos t; + isin ;) |x,| (CO8 ty + 18inty) = |oy| elfs|ory| €lfs = |0, | |q| €ltreits =
1 1 1) (%2 2 2 1 2 1l [%g
= || Joeg| €ttt te) = |o,| |og| . [CO8 (¢, + t5) + isin (¢, + t5)] .

Véta 14,9 plyne ihned z véty 14,8 pro n pfirozené; pro n = 0 je vé&ta trividlni a pro n celé
zaporné dokéZe étenal vétu snadno pomoci vztahu ent, e—nt = e(r—n)t =gl = 1,— Vity
14,7—14,9 jsme dokszali pomoci zékladnich vlastnosti funkce e* (pro kompléxni z);
¢tenaf snadno zjisti, Ze lze tyto véty dokdzat téZ pouZitim vzorch pro sin (¢, + f),
cos (t; + t;), aniZ mluvime o funkci e?.

Je snad dobie si uvédomit, Ze se goniometrického vyjadieni komplexnich &fsel podstatns
pouZivé na pt. na str. 350 v dukazu t. zv. zékladni véty algebry a na str. 407 pfi vypodtu
odmocnin z jedné. V autorové podéni jsou tedy tato mista bez solidniho zékladu.

Kapitola ITI je vénovana polynomiim a raciondlnim funkefm. Autor peélivé rozliduje
mezi funkéni a algebraickou definici polynomu a vysvétluje &tendfi, proé je algebraickd
definice polynomu pro algebru vyhodn&jii ne¥ funk&ni. Po vykladu funkéni definice
polynomu jedné proménné se autor zabyvé pojmem algebraické rovnice o jedné neznédmé.
Riké v podstaté, Ze algebraické rovnice o jedné nezndmé je uloha, najit pro dany polynom
f(x) s koeficienty v oboru integrity J vSechny prvky & €}, pro n& f(£) = 0. Symbolicky
oznaéime tuto ulohu f(§) = 0 a prvku & (o n¥m# se m4 zjistit, zda existuje, a uréit jej),
fekneme nezndmd. Autor pak disledn§ oznaduje nezndmé feckymi pismeny, aby vyznadil,
zda b&%i o rovnici éi o nulovy polynom (f(z) = 0 znamen4, %e f je nulovy polynom, f(&) = 0
rovnici); zdtraziuje tim rozdfl mezi rovnosti a rovnici. Je jasné, %e rozli§ovani rovnice
a rovnosti neni ve svych disledeich bez nesnézi (a autor to v predmluv podotyké); pro
téely knihy vSak pln& postacuje. Obor integrity J[«] polynomt jedné neur&ité nad danym
oborem integrity J konstruuje autor pomoci nekoneénych posloupnostf prvkii z J, je¥ maji
jen koneény podet prvku riznych od nuly. Pak se obraci ke studiu dé&litelnosti polynomt
jedné neuréité nad télesem a jejich rozkladu v soudin ireducibilnich polynomi. Pro vy-
podet nejvétiiho spoleéného délitele dvou polynomt je uveden Eukleidiv algoritmus. Pak
autor vyklddé délitelnost polynomii jedné neurdité s celodiselnymi koeficienty a ukazuje
&tenati rozdily s délitelnosti polynomu s koeficienty z t&lesa; pfitom upozoriiuje hned, %e
celé theorie plati pro polynomy s koeficienty z libovolného oboru integrity s jednoznad-
nym rozkladem. Nasleduje derivace polynomu, Taylortiv vzorec a Hornerovo schema,
raciondlni funkce jedné neuréité a jedné prom&nné. O resultantu dvou polynomti se autor
nezmitiuje(!) (ani zde, ani pti symetrickych funkcich v kapitole VIII). Zbyvajici 84st
IIT. kapitoly je vénovéna polynomim & raciondlnim funkeim nékolika proménnych (n&ko-
lika neurditych) a dé&litelnosti polynomi n neuréitych. Uvodni 8ast kondf.

Druhé &4st knihy obsahuje kapitoly IV—VI.

V kapitole IV, vénované theorii linedrnich rovnic bez determinanti, vychézi autor
z pojmu vektorového n-rozmérného prostoru nad oborem integrity (resp. nad t8lesem)
a odvozuje jeho zdkladn{ vlastnosti. Téchto vysledkt pouZije v dalsim paragrafu, véno-
vaném maticim nad oborem integrity a nad t&lesem (vlastn¥ jen hodnosti matice jakoZto
maximélnimu poétu linedrné nezavislych ¥adka a vypoétu této hodnosti). Tim je ptipra-
vena pida pro nésledujici paragraf k feSeni soustavy linedrnich rovnic bez determinantii
a urdeni vlastnosti téchto feSeni. Znaénou pozornost vénuje autor numerickému vypodtu

*) Cisla stran se vztahuji k 1. vydéni J arnfkovy knihy.
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fefeni soustavy linedrnich rovnic. Jasnd se zde ukazuje viyhodnost tohoto postupu oproti
method® uZivajici determinantii. '

Teprve kapitola V jedné o determinantech a jejich uZiti k ieSenf linedrnich rovnic. Po
Gvodnim paragrafu, v ndmZ autor podrobn& vykladé potfebné v&ty o permutacich (jez
rozliSuje od pofadi), obraci se autor k theorii determinanti nad libovolnym oborem in-
tegrity. Definuje obecny determinant n-tého stupné nad oborem integrity ) jako deter-
minant matice <

........... ; (l)

1 -t Goop A

kde z;;, jsou neurdité nad oborem integrity J, a dusledn& pak pracuje s obecnymi determi-
nanty. Vyhoda tohoto postupu se nejlépe projevi pfi odvozovani v&ty o ndsobeni deter-
minant a Laplaceovy véty. K dukazu téchto v&t autor uivéd toho, Ze obecny determi-
nant stupnd n nad J je prav® takovy polynom f(... s ...) v J[... 2; ...], pro ndjZ plati:

I f(... %y ...) je linedrni forma v neurditych kaZdého ¥ddku matice (1)..

II. Dosadfme-li do f(... Z;, ...) za neurditou z;;, neurditou x5 (1 <+ <n, 1 <j<n,
% == j) pro ka¥dé k = 1, 2, ..., n, dostaneme polynom nulovy.

III. Dosadime-li do f(...x; ...) za neurdité x;; hodnoty 6; (k=12 ..,n), pak
polynom nabude hodnoty 1.

Na fad& prikladi ukazuje autor vypodet konkretnich determinanti; theorii determi-
nanti aplikuje pak na Fefeni linearnich rovnic, odvozuje Cramerovo pravidlo a v&tu
o hodnosti matice (nad libovolnym télesem).

Drubé &ast knihy je ukonéena kapitolou VI, vénovanou podetnim operacim s mati-
cemi, linedrnim substitucim a kvadratickym formém (nad oborem integrity, resp. nad
t&lesem). (tvercové matice davaji ptiklad nekomutativniho okruhu. Jako piiklad na po-
detni ikony s maticemi je znovu odvozeno Cramerovo pravidlo. Matic uZivé pak autor
pti vykladech o linedrnich substitucich (nad libovolnym télesem) a kvadratickych for-
méch (nad t8lesem charakteristiky = 2). Odvozuje transformaci kvadratické formy regu-
lérnf lineédrni substituci na linedrni kombinaci &tverci, zékon setrvadnosti a specialisaci
pro téleso redlnych &isel resp. komplexnich &isel; ‘orthogonélnimi substitucemi se neza-
byva. Kapitola je zakonéena struénou zminkou o Hermitovych forméach.

Treti ¢4st knihy tvoii kapitoly VII—IX,

Kapitola VII se zabyvé existenci kofent algebraické rovnice o jedné neznamsé, a to
nejprve nad t&lesem komplexnich &isel. Autor tu podéava Cauchyiav dikaz t. zv. zékladni
vty algebry (ktery spodivé v tom, %e realns funkce |f(z)| komplexni prom&nné z, kde f(x)
je polynom s komplexnimi koeficienty stupng > 1, nabyva v Gaussové roviné infima a to
nemuZe byt = 0). UZivé pfi tom vysledku II. kapitoly (m. j. goniometrického vyjédieni
komplexniho é&isla) a odvozuje nékolik v&t o odhadech kofent algebraické rovnice jedné
neznémé s komplexnimi a redlnymi koeficienty. Podrobné vysvétluje ¢tenati vyznam zé-
kladnf véty pro ,,klasickou‘ algebru a postaveni této véty v moderni algebie. Ptivadi tak
dtendie k otézce po existenci kofent algebraické rovnice s koeficienty v libovolném télese
a ukazuje, jak je tfeba tuto otdzku formulovat: hledat existenci vhodného rozsifent dané-
ho t&lesa T. Dokazuje pak existenci kofenového a rozkladového télesa polynomu nad T
a jeho jednoznadnost. Kapitola je zakondena studiem nésobnosti kofenii rovnice a vySe-
tfovénim rovnie s redlnymi a raciondlnimi koeficienty.

Kapitola VIII se zabyvé symetrickymi funkcemi a obvyklym zpusobem je podan
dikaz hlavni véty o symetrickych funkecich (indukef podle vysky polynomu). Podrobnd je
probran vypodet symetrickych funkei. Kapitola konéi paragrafem o diskriminantu.
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Posledni I1X. kapitola je vénovéna fefeni algebraickych rovnic. Nejprve autor vy-
Setfuje rovnice pro n-té odmocniny z jedné a binomické rovnice (nad libovolnyin t&lesem)
a podAvé goniometrické fefeni rovnice pro n-té6 odmocniny z jedné (nad t8lesem racionél-
nich &isel). Pak se obraci k definici algebraického FeSeni rovnic, kterou uvédi v ponékud
jiném smyslu ne% jak je obvyklé (nepoZaduje ireducibilitu pfislusnych binomickych resol-
vent) a obraci se k algebraickému FeSeni rovnic 2., 3. a 4. stupn8. Pro casus irreducibilis
rovnice 3. stupn® je podédno goniometrické feSeni. V p8kné poznémce se autor zmitiuje
o historické strance algebraického feSeni rovnic. Jako duleZity pifklad rovnic vysSich
stupiit, jeZ lze prevést na rovnice niZSfho stupné, ptipadné algebraicky fesit, vySetfuje
pak reciproké rovnice. Kapitola je zakondena paragrafem v&novanym geometrickym
konstrukeim kruZitkem a pravitkem. Autor tu oviem neprovédi dukazy vSech v&t.

V Dodatku je podén jest§ druhy diikaz zékladni v&ty algebry (upraveny 2. Gaussiiv
dukaz), uZivajici existence rozkladového télesa polynomu.

Ke ka?dému paragrafu (s vyjimkou dodatku) je pfipojena fada p&knych cvideni (je jich
celkem pies 700), z nichZ mnohé prohlubujf probiranou latku. K nékterym cvienim jsou
na konei knihy udéna FeSeni.

Z uvedeného vyétu je patrné, Ze kniha vzhledem k svému strankovému rozsahu ne-
obsahuje latky tak mnoho. To je tim, Ze autor (zejména v prvni ¢asti knihy) viechny tsud-
ky velmi podrobné& oduvodiiuje, aZ miZe vzniknout obava, %e na étenéfe zbude velmimalo.
Ale neni to tak zlé: ten, kdo si propoéte cvideni, si na své pfijde a nijak nebude zkrécen
o samostatny tsudek. Obsirnost vykladu zato zaruSuje dokonalou srozumitelnost.

Je zajimavé, %e v knize neni uveden pojem grupy. Podle autorovych slov v pfedmluvé
by se tento pojem pii probirané latce pfili§ neuplatnil. RovnéZ se autor nezabyvé numeric-
kym FeSenim algebraickych rovnic patticich svou povahou do analysy. V obsahu ke knize
je vynechdn navod ke studiu knihy, seznam axiomi a nejduleZit8jsich oznadeni. Koiin-
kovu udebnici o algebie nutno uvitat jako spolehlivou uéebnici, velmi peélivé napsanou,
které nejen usnadnf studium naSim posluchaé¢tim matematiky, nybrZ i poskytne vydatnou
pomoc uditeliim stiednich kol a gymnasii k vyudovani matematice v dne$nim duchu.

V knize se vak vyskytuji také n8kterd zédvaZnd nedopatieni a recensenti pokladaji za
svou povinnost na né upozornit. Takovym nedopatienim je na pi. autortv vyrok na str.
115, 10. ¥. shora: ,,Jako pfiklad mé&jme mnoZinu a,a, a, a, b, b, b, ¢, kde%...*“. Podle
definice ¢asti mnoZiny (str. 13, 1. f. shora) je toto ,,mnoZina‘‘ ¢asti mnoziny a, b, ¢, protoze
kaZdy prvek prvni ,,mnoZiny‘‘ je zdroveti prvkem druhé. Vidime, Ze cosi neni v pofddku.
Kde je chyba? Slovem ,,mnoZina‘‘ rozumime vlastnd pravidlo, podle néhoZ muZeme roz-
hodnout, co je nebo neni prvkem mnoZiny. Nelze tedy mluvit o tom, Ze by se n&ktery
prvek vyskytoval v mnoZiné vicekrat.

Tato chyba se ovSem dé snadno napravit; autor ostatng piedem dosti podrobnd vy-
svétluje, jak je véc minéna, tak¥e nedorozuméni asi nevznikne. Mohlo by se vBak stét, Ze
by se n8ktery zadateénik dal timto mistem svést k nespravné predstavé o pojmu mnoZina.

Horsi je vBak situace s t. zv. dosazovacim pravidlem (str. 155, véta 16,5). Prvky mnoZiny
Jo = J[z] (kde J je n&jaky obor integrity) jsme definovali jako posloupnosti prvka z J
(které obsahuji jen koneény podet &lend rtznych od nuly). M&jme nyni prvek f e J[z].
Abychom mohli dosazovaci pravidlo vyslovit, musime napied definovat, co znamend
symbol f(a), kde a je prvek n&jakého nadoboru integrity }’ nad J. Definice symbolu f(a)
viak v knize vyslovena neni. Z autorovy poznémky (str. 1565, 16. ¥. zdola) ,,Polynomy
f(z) & g(x) nemusi byt napsény v normélnim tvaru. (To bude prav¥ pfipad, na ktery bu-
deme véty pouZivat.)”* je patrné, %e autor mé&l na mysli asi tuto ,,definici‘ pro f(a):
Vyjédiime polynom f n&jak pomoci prvku = a misto # pak vSude napiSeme a. Abychom
viak takovou definici mohli vyslovit, musili bychom napfed dokézat, %e nezéle%f na tom, -
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jak polynom f pomoci prvku z vyjadiime, museli bychom tedy napfed dokézat to, co se
chee Fici dosazovacim pravidlem.

Je zde tedy jakysi kruh. Vinu na tomto nedopatieni mé jist$ také (disledn& provad&né)
oznadeni f(z). Pro& psdt f(x), kdy% stadi f? Kdybychom psali jen f, bylo by jasné, %e neni

n
predem patrné, co znamené f(a). Zdé se tedy, %e symbol f(a) musime definovat jako Z a,a?,
» i=0
kde f = X a;z2' (norfnéln{ tvar). Pti této definici ztrdci pak ovem rozumny smysl vyrok
{=0

,»dosadit do polynomu, ktery nenf napsén v normalnim tvaru‘ a vétu 16,5 je tedy t¥eba
formulovat jinak.

VE&imn&me si jests, Ze pfi nadi definici symbolu f(a) plati f = f(x).

Podstatu ,,dosazovaciho pravidla‘‘ 1ze vyslovit asi v tomto tvaru:

(*) Budte f, g prvky J[z]; necht A = f + g, &k = fg. Bud a prvek z néjakého nadoboru
integrity )’ nad ). Pak plati

h(a) = f(a) + g(a), k(a) = f(a) g(a) .

Snadny dukaz této véty lze pfenechat &tendfi za cvideni. Poznamenejme vsak toto:
Jsou-li ©;, O, okruhy a je-li ¢ zobrazeni okruhu O, na okruh O, takové, %e plati implikace

a,b e O = ¢(a) + @(b) = p(a + b), p(a) p(d) = p(ad),

tikdme, Ze ¢ je homomorfni zobrazeni okruhu O; na okruh O,. Homomorfni zobrazeni je
tedy takové, které prevadi soudet v soulet & soudin v soudin, které tedy ,,zachovava
okruhové operace‘‘. Snadno nahlédneme, %e homomorfni zobrazeni zachovavé i ,,sloZi-
t&j8f operace‘‘; plati na pt. g(a(b + ¢) 4+ d) = ¢(a) . (p(b) + ¢(c)) + @(d). MiZeme (bo-
huZel ne zcela jasn®) fici, e homomorfni zobrazeni pievede kaidy vyraz, utvoteny tim, Ze
na prvky okruhu O, provadime postupnd séitéani a nédsobeni v koneéném poétu kroku, ve
zcela stejnd utvoreny vyraz z obrazi danych prvki. Nyni lze snad jiZ tusit, jak nase véta
souvisf s dosazovacim pravidlem. Zvolime-li totiZ prvek @z}’ D }, miZeme ka¥dému prvku
f € J[=] ptitadit prvek @(f) = f(a) z J[a]; podle nasi véty je toto zobrazeni ¢ homomorfni.
Ka%dy ,,vyraz‘‘, sestaveny pomoci sé¢itani a nasobeni z prvki oboru J[x], pfevede se tak
tedy ve stejny ,,vyraz‘‘, utvofeny z prvku J[a]. Je-li tedy na p¥. f(g + k) + k =1 (kde
f! g, h, k ‘j[x])9 jB

Ua) = o) = o(f(g + k) + k) = o(f) . (p(9) + @(h)) + @(k) =
= fa)(g(a) + h(a)) + k(a).

Ctenat by se ovSem nyni mohl ptét, co to znamens ,,vyraz, utvofeny pomoci s&iténi
a nésobeni z prvki daného okruhu‘‘. Tuto otdzku — na kterou neni tak docela snadné dat
uspokojivou odpovéd — nebudou recensenti rozebirat; upozoriuji viak, e k tomu, aby-
chom mohli pou#it dosazovactho pravidla, nemusime v&d&t, co je to ,,vyraz, utvofeny...;
v ka¥dém konkretnim ptipad¥ je jasné, co slovo ,,vyraz‘‘ znamené, a stadi pak pouZit nadf
vty (*); obydejnd je oviem tieba pouit této véty ndkolikrét. Cheeme-li se tomu vyhnout,
mu¥eme dokézat na pf. tuto vdtu:

(**) Je-li

m g m  ng
g= z 1—[ fipp  Je gla) = Z ﬂ fis(a).

i=1gj=1 i=1j=1
Neni to sice véta, kterd by tvrdila, %e ,,v libovolném vyraze‘ mi%eme misto x napsat a,
je to vlak véta, kterd asi (vyslovime-li ji event. pro vice neurditych) vystadi ve viech
pripadech, kde se v knize dosazovaciho pravidla pouZivé. Na pf. na str. 164 v dukaze
vty 18,4 je vztah f(x) = (x — a) Q(x) + b; chceme dokézat, Ze plati f(a) = b. Abychom
mohli pouZit véty (**), stadi polofit m = 2,my =2, n, =1, f;, =2z —a, f3 = Q, fs = b.
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Ctenat tedy pomoci v8ty (*) nebo pomoci véty (**) jistd ji% sém snadno dokéZe viechna
tvrzenf, které autor odvodil pomoci t. zv. dosazovaciho pravidla. Naskyté se ovSem
jeitd otdzka, jak dokézat to, co vlastnd chtél autor fei vétou 16,5.

Chté&li bychom ve skute¢nosti dokézat asi toto: Pfedpokladejme, Ze jakysi polynom (pro
jednoduchost v jedné neuréité) je napsén dvéme formélng odliSnymi zplsoby, Ze tedy
méme polynom ,,vyjédien pomoci neuréité « ve dvou ruznych tvarech‘‘. Zajimé nés nyni,
co se stane, jestlize v obou téchto vyjadienich viude prvek x nahradime prvkem a z néja-
kého nadoboru integrity J’ nad ); piesn&ji fedeno, zajimé nés, zda po provedeni naznade-
nych operacf ,,ndm vyjde na obou strandch totéz*, zda ndm oba vyrazy daji tyZ prvek
(z)).

Uv&domime-li 8i nyni pfesny smysl poloZené otazky, zjistime, Ze véta (*) na ni ddva klad-
nou odpovéd. Je-li dany polynom néjak ,,vyjadfen pomoci prvku z‘, miZeme ziejmé
predpokladat, Ze je piisluSny vyraz sestaven z polynomi, napsanych v normélnim tvaru;
v nejhorsim pfipad® vezmeme za tyto polynomy prvky oboru J a prvek x. Je-li viak poly-
nom f ,,napsan v normélnim tvaru‘, pak ,,utvotit prvek f(a)‘ neznamené nic jiného nez
,»napsat vSude a misto z*. Je-li tedy polynom F ,,sestaven‘‘ uréitym zpasobem z polynomui
f1s «++» [, napsanych v normélnim tvaru, pak podle véty (*) dostaneme prvek F(a) tim, Ze
sestavime obdobny vyraz z prvku f(a), ..., f,(a), coZ podle nasi ivahy neznamend nic
jiného ne% v celém vyraze nahradit symbol 2 symbolem a. Vidime tedy, Ze hodnotu #'(a)
(kterd je definovana tim, %e do normdintho tvaru polynomu F ,,napiSeme‘‘ a misto x)
muZeme ,,vypoditat* také tak, Ze polynom F vyjadiime v libovolném jiném tvaru a do
tohoto tvaru ,,napiSeme‘* @ misto x. Dosadime-li tedy @ misto  do libovolnych dvou vy-
jadieni daného polynomu F, dostaneme v obou ptipadech prvek F(a), tedy v obou pfipa-
dech toté%. — Stejné uvaha zfejmsé plati i pro polynomy ve v&t§im poétu neuréitych.

Ctenai muZe oviem namitnout, %e néle%it® nerozliSujeme mezi prvkem a znakem pro
onen prvek; ale zde je snad ze souvislosti patrné, jak je co minéno. Podobné by bylo tieba
zpresnit na pi. autoriv vyrok na str. 154, 9. . zdola: ,,Ka’dy prvek z J[x] napsany ve
tvaru (2) nazyvame normaélni tvar polynomu.‘‘ Prvek z J[x] zfejmé& neni tvar polynomu;

mélo by se snad Fici, Ze vyrazu (2) fikdme normélni tvar polynomu.

- Déle je tteba upozornit je§té na jednu véc. Autor dokazuje, Ze ke kaZdému oboru in-
tegrity ) existuje obor integrity }’, ktery obsahuje ) a zéroven néjaky transcendentni prvek
nad J. Autor konstruuje pak zcela uréity obor integrity J[x]; nezduraziiuje viak dileZitou
vée, Ze obory J[z] a J[¥] jsou isomorfni, jestlize x a ¥ jsou neurdité nad §. Tato okolnost je
ovSem piimym dusledkem tvah na str. 150—151. Autor ddle nezduraziiuje, Ze nakonee
potfebujeme jen jakysi obor integrity J[z], kde x je neuréitd nad ), a Ze nikterak nezaleii
na tom, jak jsme J[x] zkonstruovali. Pfitom je v konstrukei J[x] jeden maly haéek, ktery
by mohl vést k nedorozuméni. Prvky z J[x] jsme utvofili jako jisté speciélni posloupnosti
prvka z ), pii éemZ jsme nékteré z téchto posloupnosti ztotoznili s prvky z J. A pravé pii
tomto ztotoZiovani by mohl vzniknout omyl; miZe se totiZ stéat, Ze jiZ obor integrity J
obsahuje n&jakou posloupnost tvaru (ay, a,, ..., a,, 0, 0, ...),kde a, €}. Zde se ovéem ,,zto-
toZnéni‘‘ nesmi brat doslova. Tato nepfijemnost nastavé pii konstrukei J[z,, x,] na str. 190.
Prvek z, je posloupnost (0, 1, 0, 0, ...). K oboru integrity J[z,] tvofime nyni obor integrity
(J[z,])[%s]; tvofime tedy posloupnosti prvka z J[x;]. ProtoZe jsme vSak posloupnost
(1,0, 0, ...) nahradili prvkem 1, zjistime, %e se prvek x, rovné téze posloupnosti jako z;.
Je tedy zfejmé, Ze takto nelze véc chépat. Nejlépe je snad zapomenout na konstrukei
J[z] a uv&domit si jen, %e ke kakdému oboru integrity — strun& feleno — existuje ne-
uréitd a Ze existuje v podstatd jen jeden takovy obor integrity J[x]. Adjungujeme pak
postupné k ) neuréitou z,, k J[z,] neuréitou z, atd. N

Tiskové chyby si étendf asi sdm snadno opravi (na pf. na str. 178, 6. f. zdola, je
na,x"— misto na,x”—1; na str. 227, 6. ¥. zdola, je,, VypoSet matica‘ misto ,,Vypocet hod-
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nosti matice‘‘; na str. 322, 2. f. shora, je a,® misto x,? a pod.). Déle upozornil autor recen-
senty na chybu na str. 357, 17. ¥. shora. Je pséno: ,,Je zéroveii vid§t, Ze dané nadtéleso U
nad T miZe obsahovat rizné kofenové télesa polynomu f(z).* Déle pak: ,,Obsahuje jich
pravé tolik, kolik obsahuje rtiiznych kofenu rovnice f(&) = 0.‘° V posledni v&t& mé zfejms
byt ,,nejvys tolik‘* misto ,,prave tolik*‘; dva rizné kofeny mohou vytvétet totéZ kofenové
téleso, jak ukazuje piiklad kvadratického polynomu.

Koneénd by snad bylo dobie upozornit zalateénika jestd na jednu vée. Na str. 15, 7. .
shora je napséno: ,,Budu ptedpokléddat, e pravidla pro poéiténi s éisly racionélnimi jsou
Stendfi zndmé.‘ Ve skuteénosti se viak predpoklddé velmi mélo; pfedpoklads se vlastng
jen to, %e étenat vi, Ze mnoZina celych é&isel spliiuje axiomy uspofddaného oboru integrity
a axiom uplné indukce. Posluchaé na vysoké Skole pozoruje, Ze se v8e zpfesiiuje a vidi, Ze
dasto se mus{ oprostit od predstav, které si ze stfedni 8koly nebo z gymnasia ptinesl, a neni
nadSen slovy: ,,pfedpokladém, %e to zndte‘‘. Knihu by v8ak (,,theoreticky*‘) mohl studovat
i 8lovék, ktery by o raciondlnich é&islech nic nev&dsl; za definici mnoZiny celych &isel by
mohl vzit uspofddany obor integrity, pro jehoZ kladné prvky plati princip iplné indukce
(jestlize by v&Fil, %e takovy obor existuje, event. Ze je jednoznaén& urben — oviem aZ
na isomorfismus). Déle jiZ se v8echno definuje a dokazuje; od racionélnich &isel k redlnym
nés dovede Jarnik a s komplexnimi je to jiZ snadné. Realnym &fsliim v&nuje autor p&kny
zadatek § 12; déle podrobné vyklada o &islech komplexnich. Bylo by snad t¥eba trochu
vice zduraznit, ¥e obdobné situace je i u ¢&isel celych a raciondlnich. Tomu autor vé-
nuje jen pozndmku pod darou na str. 23; tato poznamka je vSak duleZité pro étendfe,
ktery chce ziskat jakysi pfehled o zédkladech analysy, a proto na ni recensenti zvl4§t§ upo-
zoriiuji. ;

Jan Ma#ik a Vdclav Vilhelm, Praha.

Hugo Steinhaus: Matematicky kaleidoskop.*) Pifrodovédecké vydavatelstvi, Praha 1953
stran 126, ndklad 4400, cena vaz. 28 Ké&s.

Polsky matematik Hugo Steinkaus napsal pfed ndkolika roky knihu ,,Kalejdoskop
matematyczny', kterd byla r. 1949 pfeloZena do rustiny za pfimého dohledu autora, ktery
také provedl &etné zmény a dopliiky v textu. Podle tohoto ruského vydani (které té% bylo
pited &asem mozno dostat na nafem kniZnim trhu) byl nyni pofizen &esky pireklad. Stein-
hausova kniZka se podstatnd lidf od b&Znych knih s thematikou z t. zv. ,,rekreaénf matema-
tiky*‘. Obvykle byvé v takovych knihdch matematika zabalovana do raznych historek a
anekdot, které se k ni nijak nevztahuji. Sovétské vydavatelstvi upozortiuje v pfedmluvé
na tu prednost Steinhausova spisku, Ze je zde ¢tenéfi pfedloZen s vybranym vkusem pouze
matematicky materidl a tak se u n&ho ptirozend rozviji skuteény zéjem a hloubavost.
Autor sém nazyvé své dilko obrdzkovou knfZkou; je tu tedy celkem 125 ,,obrazka‘, vza-
tych pfevd¥ind z elementarni matematiky. N8kterd themata z vysSich partii jsou uZ zpraco-
véna ve zjednoduensé forms a tak, %e jejich smyslu porozumi &tené¥ s minimélnim mate-
matickym vzd&lanim. OvSem na dikazy predklddanych poudek nemiiZe zadéteénik ani po-
myslet, autor se spokoji tim, ¥e vzbudi tendftv zajem.

Cesky preklad Steinhausovi uskodil, nebot se piekladatel dopustil mnoha nepfesnosti,
co% dvojnésob t&%ce nese kniha, které je uréena mladeZi a kterd bude pro mnohého naSeho
studenta prvni samostatnou etbou.

Nejprve si véimneme thematiky spisu. Z elementarni geometrie éerpsa n&kolik odstavei,
tykajicich se geometrie trojuhelnika (odst. 9 a 39), zlatého fezu (odst. 29), uvadi se ukézka
konstrukce Mascheroniovy a Steinerovy (odst. 41 a 42) a Kochadského piibliZné rektifi-
kace kruZnice. Tu 8asto vykres je podstatnym dopliikem textu. Slovni formulace je totiZ

*) Nespravné pieloZeno G. Steinhaus.
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mnohde tak strudné, %e &tenaf je nucen &ist z obrdzku (na pf. oznadovéni geometrickych
objektl je obvykle patrné z obrazkt). N&kolik odstaved je vdnovéano popisu nékterych
rovinnych kfivek (na pt. cykloidy, konchoidy, kuZelosetek, sinusoidy, traktrix a j.). Do
planimetrie spadaji je§t& zndmé ulohy o kuleénikovém stole, kde se mé urditym zptsobem
volit dréha koule, jestlife pFedpokladédme, Z%e 1ihel dopadu koule se rovné dhlu odrazu
(odst. 256—27). Uloze o minimélni vzdélenosti dvou bodii v roving nebo na povrchu télesa
jsou vénovény odst. 28, 74 a 97. Stereometrie je zastoupena popisem n&kterych jedno-
duchych téles, zvlasté pravidelnych mnohosténti (odst. 70—85). Na tuto thematiku na-
vazuje naértek projekénich method pro ucely zemé&pisné (projekce Mercatorova a stereo-
graficka).

Elementérni aritmetika je zastoupena méné. Né&kolik slov o velkych prvoéislech je
v odst. 12, o dvojkové soustavé v odst. 23 a o posloupnosti Fibonacciho v odst. 30—31.

Sachova hra poutala vidycky zdjem matematiki i laickych zdjemcti. Ve Steinhausovy
kniZce je ngkolik odstavel vénovéno 8achovym problémim, R. 1850 byla poloZena otézka,
kolika zplisoby je moZno na S8achovnici rozestavit osm krédloven, aby ani jedna z nich ne-
mohla vzit druhou. Problém — jimZ se mimochodem zabyval i Gauss — je tu piedloZen

. spolu 8 podobnymi jen informaén8. Zéjemeci najdou feSeni na p¥. v Ahrensové knize ,,Mate-
matische Unterhaltungen und Spiele‘‘, Leipzig 1901. S 8achovou hrou vzdélens souvisi razné
rekreaéni hry (na pi. ,,vlk a ovee“ — odst. 9, kdysi oblibené hra ,,na patnéct‘‘ — odst. 17).
S Eulerovou tlohou o 36 dustojnicich, ktefi patii do 6 riznych pluki a k 6 raznym hod-
nostem tak, Ze kaZdy pluk je zastoupen pravé jednou hodnosti (odst. 16), se Stenéf bliZe
sezndmf rovné% u Ahrense.

V nékterych odstaveich se Steinhaus dotyké topologie. V odst. 108 je zndmé Eulerova
1iloha o mostech v Kralovci (viz téZ Ahrens, str. 317). Otézka zni: Je moZno (spojit&) piejit
viech sedm mostt m&sta Krélovee tak, abychom ptesli kaZdy jen jednou? Mosty vedou
na ostrov podle obrazku v knize reprodukovaného. Do topologie patii téZ nauka o uzlech
(odst. 110 a 111). Hii¢ky s Mébiusovym listem jsou thematem odst. 112 a 113. Z minulého
stoleti pochézi otédzka, zda je moZno povrch globu vidycky poloZit &tyfmi barvami tak,
aby sousedni ,,stédty‘* mély rozdilnou barvu (odst. 116).

Geometrie &isel je zastoupena v odst. 56 Minkowského pougkou, oviem vyslovenou bez
diikazu (o poétu miiZovych boda uvnitt konvexniho rovinného atvaru soumé&rného vzhle-
dem k podéatku a s plochou, jejiZ obsah je roven aspori 4).

Z kombinatoriky a z theorie pravdépodobnosti seznamuje autor tendie s Pascalovym
trojuihelnikem a Gaussovou kiivkou (odst. 119—120). Kniha je zakondena tfemi odstavei
8 thematikou spiSe fysikélni (mechanika, dva optické klamy).

Pfi &teni musi kaZdého étenaie zarazit nedokonalost piekladu. N&které prekladatelovy
prohiesky jsou takového druhu, %e je snadno postiehne ka¥dy maturant. Uvedu namét-
kové nékolik prikladi.

Prednd je to nespravné terminologie. Piekladatel soustavn® zaméiiuje pojem ,,rovina‘
(mnockoct) za pojem ,,plocha‘. Tak na str. 44 misto ,,bod roviny* ¥iké ,,plodny bod*, na
str. 62 ,,rovinny fez vélce‘ nazyvé ,,plochym Fezem*‘, na str. 48 mluvi o ,,ploéné ktivee*,
na str. 95 rozviji kuZel ,,ploéné*‘ atd. ZavaZnou chybou je déle na pf. nespravny preklad
slova ,,rpaHp‘‘, které znamens ,,st&na‘‘ mnohosténu a které bylo preloZeno vyrazem
,>hrana‘ (str. 74 prekladu). Termin ,,cioxenne uncen‘ svedl prekladatele k ptekladu
»,8loZeni’* misto samoziejmé spravného ,,s8iténi‘ (str. 31), Na téZe strance si plete po-
sloupnost s fadou a na str. 21 nazyvé jednu rovnici ,,vyrazem*‘.

Jsou i.chyby jiného druhu. V odst. 24 na str. 25 se v ruské pfedloze mluvi o hektogra-
mech. Asi proto, Ze se takovych zévaZi u nés neuZiva, byl Sesky text upraven na gramy,
ale pfipojené tabulka zistala v hektogramech.
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Odst. 55 zadiné témito zdhadnymi slovy: ,,Obsah jakéhokoliv mnohouhelnika (ktery se
sdm neprotind) a leZi v mfiZovych bodech...*. Pohled do ruské pfedlohy nés viak pouéi,
%e v miffovych bodech nemé leZet ani obsah, ani mnohotuhelnik, ale jeho vrcholy. I na
jinych mistech knihy vypadly z pfekladu n&ktera slova, na $t8sti to tak nekomolf smysl
jako v prve uvedeném piipadé (na pf.str. 116, fadek 1. zdola). Na str. 90 prekladatel text
naopak doplnil po svém. Orthodromu zde charakterisuje svymi slovy jako kruZnici,
,,kterd leZi na povrchu koule a prochédzi ob&ma misty‘‘. Odchylky od predlohy jsou téz
jiného druhu. Souvéti na str. 115 pat#i a% na str. 116 na konec odst. 119. Timto pfehozenim
vt vzniké divné situace, kdy se nejprve mluvi o Gaussov® kiivee jako o zndémé a na dalsi
strénce se tento pojem teprve zavadi.

Snad staéi téchto n8kolik ukézek, aby si ¢tenaf udélal svij nazor. Jestlize chceme z fad
nadf mldde¥e vychovat zdatné matematiky, nestali pro ni jen vybrat sebevyznamndjsi
dflo ze svétové literatury, nybrZ musime vénovat velikou pedlivost jeho pfekladu. Obdvam
se, %e vitézové druhého roéniku matematické olympiady, ktefi dostali Steinhausovu knihu
mezi kni¥nimi odm&nami, budou k pfekladateli mén® shovivavi, neZ byl recensent.

JiFt Sedldlek, Praha.

0. A. Volberg: Deskriptivni geometrie. Z rustiny pteloZil Miloslav Zelenka. Vydalo nakla-
datelstvi Ceskoslovenské akademie v&d ve sbirce ,,Véda viem*, sekce matematicko-fysi-
kélni, sv. 3, Praha 1953, stran 346, obrazkt 325, cena 37,20,— Kés.

Volbergova uéebnice Jlekuuu mo HavyepHaTeIbHON reomerpuu, ktera vysla v roce 1947,
byla u nés recensovéna Emilem Kraemerem v ,,Casopise pro p&stovani matematiky*, roé.
76, str. 149—161 (Praha 1951), kde se ¢tenéf mutZe dosti podrobné seznamit s jejim obsa-
hem. Zde od podrobného popisu obsahu upoustim a struéné jen upozortiuji, Ze kniha je
pséna pro budouci uditele matematiky, aby si pfi studiu dobie osvojili ty methody de-
skriptivni geometrie, které ve své uditelské praxi nejvic potiebuji. Hned z ptedmluvy po-
znévéme, Ze se této udebnice uZiva na vyssich pedagogickych uéilistich (pedvuzech), jeZ
jsou vysokymi Skolami (tedy nikoli 8kolami t¥etiho stupng), a Ze je zamétena k tomu, aby
se ¢tenafi naudili rysovat obrazy, které potfebuji pfi vyudovani stereometrii. Proto autor
sleduje hlavn& nézornost zobrazeni ve spojeni s methbdou jednoho obrazu a pfislusnym
uréenim monogenniho utvaru. Pied tim ovSem vyklddé vSeobecné principy promitéani a
pomocné partie z projektivni geometrie, hlavné homologii v roving, a nejduleZit&jsi a nej-
roz&ifendjsf methodu deskriptivni geometrie, totiZ? methodu dvou zobrazeni. V dalSim
vykladu kombinuje tyto methody s methodou dvou stop a soustieduje pozornost na fe-
Senf metrickych tloh jak v promiténi sttedovém, tak i rovnob&Zném (vietnd axonometrie).
V&ude rozvadi podrobn& methodickou strénku vé&ci a vzdjemnou souvislost raznych
method, kdeZto technickym aplikacim se nevénuje; tato uéebnice neni tedy uréena pro
techniky. Ve vykladu Volberg dasto davé prednost ndzornému podéni pied ryzi strohou
matematickou formulacf, u mnohych pojmt mu stadi jen objasnéni misto definice. Ele-
mentérni pojmy (bod, rovina, pfimka) pokladé autor za znémé a nedefinuje je.

V&imnéme si nynf $eského pFekladu. Miloslav Zelenka se pokusil o vérny (tedy nikoli
volny) pfeklad & moZno Fici, Ze svij nesnadny kol zvladl dobfe. Pokud to bylo mozné,
ptidrioval se &eské terminologie (a% na malé vyjimky, jeZ uvedu). Pouze u novych pojma
byl nucen volit nové terminy; to se tyka hlavné t&ch partii, kde v method€ dvou zobrazeni
se dévé prednost jednomu obrazu pied druhym; Zelenka tu uZil vhodnych nazvi klavnt
a vedlejét obraz. V téch mistech byl pieklad obtiZny a pfece se Zelenkovi zdafil. Vyklad je
naprosto jasny, ndzvoslovi jednoduché a nenésilné. Pro pfeklad byla obtiZn4 i kapitola IX,
kde Zelenkou uZité nazvy absolutni polarita (to je polarita v nevlastni roving, v ni% ne-
vlastni pf¥imce obyéejné roviny odpovidé nevlastni bod kolmic k této roving), dale hlav-
ni polarita (tim se mysli obraz absolutni polarity pii stfedovém promitéani) a pod., nejsou
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jestd u nés obvyklé, ale zato vystiZné. U terminu, je% jsou u nis b&%né, nebdl se Zelenka
odchylit od doslovného prekladu. Tak na pfiklad Volbergiv termin BeckoneunoynaneHsnse
aitemenTsl preklddd nasim b&Znym terminem nevlasint elementy, a to v celém textu, coZ je
jist& k prosp&chu vé&ci. Jenom na n&kolika mistech tomu tak neni, na pi. na obr. 316 a 317,
kde je ptimo zakreslena ,,nekoneénd vzddlend rovina‘‘; ptisobi to spiSe schematicky. Ne-
bylo to snad nutné, uvaZime-li, Ze je to v posledni kapitole, kterd pfedpoklads u Stenéie
hlubsi znalosti projektivni geometrie neZ ostatni text, tak¥e se l1ze domnivat, Ze tomuto
pokrotilej§imu &tenaii by neptsobilo obtffe zvolit p¥i pfechodu od projektivni geometrie
k afinni kteroukoli rovinu za nevlastni.

Odchylek od terminologie u nas vZité je mélo. Na str. 194 nazyvé Zelenka vzdélenost
dvou po sob& nésledujicich bodii, v nichZ Sroubovice protiné povrsku vélce, krokem Srou-
bovice, zatim co u nas je pro tento pojem b&inym nazev vyska zdvitu. Volbergliv termin
vedlej§t perspektiva Zelenka rovndz prevzal v souhlase s terminologii hlavniho a vedlej§iho
obrazu, vySe popsanou, coZ zajisté neni zdvada, ale mohl misto nejasné poznémky pod
darou na str. 115 pfipomenout, Ze pro tento pojem uZivdme u nés terminu perspektivni
pudorys. V perspektivg dile¥ity termin horizontdla, jejZ uZil Zelenka, je u nas ménd viity
ne% termin horizont, ale uZivé se obojiho. Ponékud nezvykle pusobi v perspektivé Volber-
guav pojem viditelného prostoru; je to vlastns rozsifeni pojmu zorného kuZele na cely polo-
prostor, ktery obsahuje perspektivni pramétnu (nékresnu) a je ohraniteny rovinou s ni
rovnobéZnou, prochézejici okem; to ovSem nespadé na vrub piekladatele, ktery se naopak
snaZil objasnit vyznam zorného kuZele pfipojenim vhodné pozndémky pod éarou na str. 20.

Pokud jde o symboliku, ptizpiisobil se Zelenka v ozna¢ovani bodt velkymi pismeny a pii-
mek malymi pismeny nasi normalisaci (v ruském origindlu je oznadeni prévé opacné)
a myslim, %e uéinil dobfte, kdy% v piekladu vynechal 8est Féddek, které na str. 6 origindlu
uvadi Volberg pod nadpisem OGosnadenus a kde ¢ini imluvu o oznadeni bodi, piimek
a rovin; v textu se totiZ autor této umluvy nedrzi duslednsé a pii nasi normalisaci je celkem
zbyte¢na. Jinak zachoval piekladatel autorovu symboliku aZ na jednu vyjimku, kdyz
totiZ na str. 10 symbol incidence ~ nahradil znakem e. Tato zm&na se mi nezdé pravd
vhodnaé, protoZe znak e je vZity v jiném smyslu v theorii mnoZin, kde symbolisuje vztah
,,byti prvkem mnoZiny‘‘, ktery na pfiklad neni symetricky, zatim co incidence je sy-
metrickd (z tvrzeni, Ze bod A4 je incidentni s pfimkou b plyne, Ze ptimka b je incidentni
s bodem A). )

Prednosti Zelenkova piekladu je fada poznamek pod éarou, kterymi prekladatel na-
pravuje nékteré nepfesnosti autorovy, na néz upozornil Kraemer ve své recensi, vyse cito-
vané. Jde na ptiklad o neuplné formulované pfedpoklady v nékterych vétach. Systema-
tiénost knihy tim Zelenka neporusil, pouze na str. 106 se mu do poznamky 18, vloudil
termin dvojpomér, ktery v rejstf¥iku nenachdzime. Autor sice v petitu uziva pojmy, vylo-
Zené pozdéji (zde na str. 106 je to na piiklad pojem uplného étyfrohu, ktery je vyloZen na
str. 159, nebo involuce, jejiZz objasnéni je aZ na str. 272), ale pojmu dvojpoméru neuZfvé.
Na Stésti nasi étenéii tento pojem vétsinou znaji, takZe toto nedopatieni neni vazné.

Obréazky v Geském vydani byly velmi peclivé narysovany a jsou vytistény lépe nez
v ruském origindlu. Pouze obrazky 15, 25, 28, 321 a 323 jsou 8patné sklonéné. Horsi chyba
se ptrihodila na str. 125 a 126, kde obrazky 128 I a 128 IT jsou zam&né&ny, ale tenai to
z textu snadno pozné. Piekladatel vSak v obrézeich i v textu provedl jinou zéménu proti
origindlu, Ze totiZ vyménil dary teSkované s éarkovanymi. Tak do§lo k tomu, %e v éeském
vydéni jsou pomocné &ary rysovény tekovang a neviditelné hrany téles éadrkovand. Ani
v nasi literatufe to neni obvyklé a myslim, Ze by bylo byvalo 1épe, kdyby se pravé v tomto
ohledu byl ptekladatel drZel vérnd origindlu. V textu pak pfekladatel nerozliSuje édrkovani
¢ar od tak zvaného Srafovéni (viz str. 133, fadek 12 zdola, kde se mluvi o tom, Ze stiny se
v hlavnim obraze éarkuji misto Srafuji). Ostatn® ve Srafovéni mohly byt vriené a viastni
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stiny vyrazngji rozlieny, coZ plati i pro rusky originél. Nédzornosti obrazk, kterou autor
sleduje pfedeviim, by to jen prospélo.

Shrnu-li v jedné v&t& celkovy obraz o &eském vydéni, musim Fici, Ze vlechny vytky, jeZ
jsem uvedl a z nichZ leckteré snad jsou ptilis subjektivni, nemohou ohrozit jinak velmi zda-
Fily desky preklad, ktery je i tiskérnou a nakladatelstvim p&€kng vypraven. Pti velkémroz-
sahu knihy neni divu, %e do8lo jen k malému vlastnd poétu nedopatieni. Jest si jen ptati,
aby &esky preklad si)lnil sviij ukol, t. j. aby nezustal na naSich fakultdch nevyuZit. PFi té
pifleZitosti je pozoruhodné, %e ze sov&tské literatury o deskriptivni geometrii vychézf
u nés pravd tato Volbergova kniha. V pfedmluvé totiZ autor piSe, Ze je to vlastnd prvni
pokus ,,v ruském jazyce osvdtlit obecné methody deskriptivni geometrie s projektiv-
nfho hlediska‘‘. O n&kolik ¥4dek vyse pravi, %e znalost projektivni geometrie je pfece jen
nutné ,,pro dostateénd plné a hluboké proniknuti do method deskriptivni geometrie‘‘.
Upozortiuje na to, Ze na zédpadd se tento smér roziiil u% v druhé poloving minulého stoleti,
zatfm co v SSSR se uplatiiuje teprve v posledni dobg. U nés tato kniha vychézi v dobé, kdy
se snaZime ve svych osnovich pro vysoké Skoly projektivni geometrii znaén§ omezit,
zatim co sov&t&ti odbornici rozsifuji projektivni geometrii mezi svymi studenty. Pfitom
préavé u nés byla skv&lé tradice projektivni geometrie a kaZdy znalec zajisté potvrdi
spravnost Volbergovych nédzord. I u nés bylo uZ diive vyzkouseno, %e znalost projektivni
geometrie podstatn¥ usnadiiuje studium deskriptivni geometrie. Konéim tedy pténim,
aby se Volbergova kniha u nas uplatnila i v tomto smyslu.

Zavérem vypisuji seznam tiskovych chyb, ovSem s vyjimkou téch, které jsem uZ
uvedl vySe, aby si je étendf mohl opravit:

Na titulnim list$ a vzadu v tirdZi misto A. O. Volberg mé byt O. A. Volberg.

Str. 66, tadek 15 shora: ve slov¥ promitdni vypadla pismena o, m.

Str. 75, fddek 3 shora: misto znaku = ve formuli (2) mé byt =.

Str. 106, posledni fddek (pfed poznémkou pod 8arou): misto znaku = mé byt znak =.
Str. 123, fddek 21 zdola: misto znaku = mé byt znak =.

Str. 124, fddek 3 shora: misto znaku = mé byt znak ==.

Str. 132, ¥f4dek 15 shora: misto znaku = mé byt znak =.

Str. 140, tadek 9 zdola: spojka a na konci fadku je vytiSténa vzhiiru nohama.

Str. 161, fddek 12 shora: misto ¢ mé byt €.

Str. 228, fddek 6 shora: misto M*1 = M‘“ 2 md byt M¥1 = M;‘ 2.

Str. 309, posledn{ fédek: misto znaku = mé byt znak =.

Str. 818, fddek 21 shora: misto znaku = m4 byt znak =.

Str. 319, tddek 5 zdola: misto & mé byt o.

Str. 320, fddek 11 zdola: v zdvorce misto 4 € e; mé byt A4 ee,.

Str. 334, fddek 4 shora: misto se stfedem p mé byt se stiedem P.

Str. 338, fddek 10 shora: v druhém Fadku matice vypadla pismena, spravné tento fadek
za¥né r:tl, ... . ' Karel Havlitek, Praha.
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Casopis pro péstovani matematiky, ro¥. 78 (1953)

REFERATY

O ANALYTICKYCH VLASTNOSTECH HOMEOMORFNICH ZOBRAZENI
V ROVINE

(Vytah z prednasky prof. Dr Kazimierze Kuratowského, proslovené dne 1. &ervna 1953
v matematické obci pra¥sks.)

Budiz F uzaviend mnozina na kulové ploge S, a R, + R, + R, + ... rozklad
mnoziny S, — F na koneény nebo spocetny soucet komponent. Budiz p; = o
néjaky bod komponenty R,. Je zndmo, ze pro kazdou komplexni funkei w =
= f(2) spojitou a riznou od nuly a od nekoneéna na mnoZiné F existuje spojitd
komplexni funkce ¢(z) a koneény pocet celych exponentu ko, ky, ..., k, tak, ze

f(z) = e®®(z — po)fo ... (2 — Pn)¥n

(pti tom ky + k, + ... + k, = 0) na mnoziné F. Exponenty k; zévis{ toliko
na funkei f(z) a na F, nezévisi vSak na volbé bodi p; v komponenté R;.

Prof. Kuratowski se zabyval problémem, jak lze charakterisovat gystémy
ay = (ko ky, .., k,) téchto exponentil, jestlize pfedpokladdme, Ze f je netoliko
spojité, nybrz i prosté (tedy homeomorfni). V pifpadé, ze F je mnoZina lokélné
souvisld, dokazal (v pfedndice byl diikaz v hlavnich rysech naznaden) toto:

Je-li f(z) spojitd a prostd komplexni funkce riznd od nuly a od nekoneéna na lo-
kalné souvislé a uzaviené mnoiné F C S,, pak systém o, je pripustnyg (jistého
Fddu n > 0) a naopak, je-li o pripustny systém (néjakého fddu n > 0), pak exis-
tuje lokdlné souvisld kompaktni mnoZina F na S, a spojitd, prostd komplexni
funkce f(z) na F (ridznd od nuly a od nekoneéna) tak, Ze 0; = o. (Dokonce dokézal
prof. Kuratowski o ndco vice.) P¥i tom pifpustny systém n-tého fadu (n = 0)
sklddajici se z n + 1 celych &isel je definovan indukei takto: systém fadu 0
skldd4 se pouze z 0. Systém celych &fsel je ¥ddu n-tého, kdyZ vznikne z néjakého
systému F4du (n — 1)-ho odedtenim &fsla » (v = — 1 nebo 0 nebo 1) od nékte-
rého &fsla tohoto systému a priddme-li k takto vzniklému systému &fslo ».

Ke konci prof. Kuratowski polo%il tento problém:
Budi# ddn pFipustng systém o = (ko, ky, ks, ..., k,) @ navzdjem rizné body
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Pos P1s + -+ Pn M@ S,. Bxistuje uzaviend kfivka F, oddélujict katdé dva z boda p;,
tak, %e

(2 — D)o ... (2 — p)*n
je na F funkce prostd?
Tato pfednaska-thematicky tzce souvisela s cyklem piednasek, které prof.
Kuratowski proslovil v Praze v bfeznu a dubnu 1951.

Viadimir Knichal, Praha.



Casopis pro p&stovini matematiky, rok. 78 (1953)

NEURCITA DVOUHODNOTOVA BOOLEOVA FUNKCE

Autorova zprava o préci, kterd se tyka konstrukce hradlovych (relatkovych a pod.) obvo-
da, jeZ maji realisovat dané booleovské funkce; z laboratoie matematickych stroju CSAV.

(Doslo dne 16. ¢ervna 1953.)

1. Neurditd dvouhodnotova Booleova funkce vznikla pfi vyzkumu methody
na synthesu jednotaktnich hradlovych schemat s jednim vstupnim a m vystup-
nimi pély pro stroj. Pro informaci uvedme, %e hradlovych obvodi konstruo-
vanych na zakladé hradlovych schemat se pouZivé pfi konstrukei telefonnich
nebo signalnich za¥izeni, za¥{zenich pro automatické ovladéan{ na délku, v za-
bezpebovéni vlakové dopravy, pii konstrukei jednotek. strojit na zpracovani
informaci a jinde. Nejobyéejnéjsim typem hradla je elektromagnetické relatko
nebo hradlova elektronka a pod. Hradlova funkce je nazev pro dvouhodnotovou
Booleovu funkei ve fysikaln{ interpretaci v theorii hradlovych obvodi.

2. Booleovu dvouhodnotovou funkei ,,uréitou’ mizeme vyjddfit mimo jiné
dvéma moznymi symbolickymi tvary: jeden je sestaven pomoc{ proménnych
%, kde Z;*) je bud z; nebo z;, operacf ,, . “, ,,+“ a ,,—* a pomoci zédvorek
»)s 5s(““ [1], druhy je sestaven pomoci ,,0“ a ,,I*; hadnoty 0 a I jsou uspotddany
podle moZnych vyhodnoceni proménnych z; Booleovy funkce (funkce o » pro-
ménnych ma 2" moznych vyhodnoceni).

P¥iklad: M&jme dvouhodnotovou Booleovu funkei X definovanou tabulkou
na obr. 1. Tuto tabulku éteme takto: je-li z, = 0, z, = 0, z; = 0, je funkce
X = 0 atp.

Na obr. 1 méme tabulkovy tvar funkce X. Jeji algebraicky tvar v aplném
norméalnim tvaru znf takto:
X = 22,3 + T, 2575 + 2, %oy + T, X%y .

Z tohoto Gplného normilnfho tvaru miZeme odvodit rtiznym pfetvaienim
rizné tvary téze funkce. Na pifklad vytknutim spoleénych proménnych

*) Toto oznadenf prom¥nnych pou¥il Jablonskij [3] ve dvouhodnotovych Booleovych
funkeich pfi dikazu nékterych v&t. Za jistych okolnosti se miZ¥eme divat rovn&% na
al%ebra.ické tvary funkef obsahujici n&které ze symbola Z;, kde ¢ = 1,2,...,n, jako na ne-
uréité funkce.
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z prvého a druhého &lenu. V zavorce dostaneme z; + ;, coz je rovno I. Dostd-
vame tvar: - -
X = xx, + 2,225 + 2, X75 .

2, Ty Ty X
i 0 0 0 0
0 01 0
0I o I
0 I I I Obr. 1.
I 00 0
I 01 I
I I o0 0
I 11 I

3. Ji% od podétku vyvoje matematickych pomicek na synthesu hradlovych
schemat a% po soudasnou dobu se pouzivé vyluéné algebraického tvaru Booleo-
vy dvouhodnotové funkce. Tento mé pro vystavbu siti principidlni ne-
vyhodu. Zkonstruujeme-li totiz podle tohoto tvaru schema, podle zdsad popsa-
nych na pifklad v pramenu [I], str. 50—56, je toto schema ,,serioparalelni‘. Za
jistych okolnost{ mohou v¥ak byt vhodnéjsi nékdy schemata ,,neserioparalelni.
Chceme-li tato ,,neserioparalelni“ schemata ziskat, musime zavést bud jiné
operace do algebry hradlovych schemat vedle operaci zdkladnich, jako na pt.
GAVRILOV [I], nebo zavést jako LUNC operace na charakteristické funkci matice
schematu [2] a pod. Jin4 cesta vede pfes neurditou dvouhodnotovou Booleovu
funkei v tabulkovém tvaru.

4. Neurditd dvouhodnotovéd Booleova funkce mé alespoii jednu hodnotu
,,neurdité definovénu*, t. j. alespoii jedna hodnota je rovna ,,~“. Za tento
symbol miZeme dosadit bud 0 nebo I.

Priklad:
Ty Xy T3 X X1 X2 X3 Xa
0 0 0 -0 0 0 0 O
0 01 I I I I 1
0I o I I I I 1
0 I I ~ 01 o011 Obr. 2.
I 0 0 ~ 0 0 I I
I 01 0 0 0 0 O
I T o0 0 0 0 0 O
I I 1 I I I.I'I

Z p¥ikladu na obr. 2 vidime, %e neur¢ité funkei ¥ vyhovuji 4 ,urdité“ funkce
X1 Xa> X3> Xae
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Na neuréitou dvouhodnotovou Booleovu funkei se miZeme divat jako na
formula¥, ktery miZeme nékolika riznymi pfedepsanymi zpisoby vyplnit.
Uvédomme si, co to znamend, kdyZ neurditd funkce ma na r funkénfch mistech
(r £ 2" neurditou hodnotu ~. Kdyby platilo r = 1, potom té funkei vyhovuji
2 ,,ur¢ité‘‘ funkce: jedna z nich ma na misté neurcité hodnoty neurdité funkce
hodnotu 0 a druhd mé na tomto misté hodnotu I. Na ostatnich mistech maji
obé ,,urdité* funkce stejné funkéni hodnoty jako neuréitd funkce. Z pikladu
jsme vidé&li, Ze je-li » = 2, vyhovuj{ neurdité funkei 4 funkce ,,uréité*. Obecné
potom plati, Ze jakmile ma neurditd funkce r neurditych mist, vyhovuje ji 2"
,yuréitych funkei.

Pozndmka: Jednim z charakteristickych rysi tloh v theorii hradlovych
obvodu je nesmirny pocet jejich moZnych Fefeni a postupi; jak dojit k jed-
nomu a témuz tvaru fefeni. To se dé pravé vyjadiit velmi vystizné a ptehledné
neur¢itymi hradlovymi funkcemi.

5. Zavérem poznamenejme, Ze neurdité Booleovy funkce jsem pouzil v me-
thodé neurditych hradlovych funkei na synthesu jednotaktnich hradlovych
schemat s jednim vstupnim a m vystupnimi pély pro stroj. Jeji popis bude uve-
fejnén v dal§im &ldnku. Methoda mé ndzev podle toho, Ze se pfi ni provadéji
operace hlavné pomoci neuréitych funkei. Methoda je uréena stroji, t. j. mize
byt navrzen stroj, ktery touto methodou provadi Gplné automaticky navrh
hradlovych schemat.
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