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Casopis pro péstovini matematiky, rot. 78 (1953)

VNORITELNOST SEMIGRUP

DT: 519.41/.47

(Referat o élanku Vliastimila Ptdka, Praha: ,,0 exawouenuu cemuepynn‘‘, uverejndném
v Casopisu YexocmoBankuit MaTemaTnueckuit :xypHaax T. 2 (77) 1952, str. 247—271).

V elementdrnich udebnicich algebry se dokazuje zndmd véta, podle niz
ka#dy komutativni okruh bez déliteli nuly mize byt vnofen do télesa. V prvém
vydani své Moderni algebry vaAN DER WAERDEN polozil nésledujfef otédzku:
Je totéz mozné i pro nekomutativni okruhy bez déliteli nuly?*)

Bylo zjisténo MALCEVEM [2], Ze na tuto otazku jest odpovédéti zaporné.
Jeho prace [2] obsahuje pifiklad nekomutativniho okruhu bez déliteld nuly,
ktery nelze vnotit do télesa.

Znamy, dosud nefeSeny problém spoliva v tom, najit nutné a postadujici
podminky, aby dany nekomutativni okruh bez délitelis nuly mohl byt vnofen
do t&lesa. Tento problém jest obtiZn&jsi nez se snad zd4 na prvni pohled.

Jest proto ulelné, zabyvati se nejprve analogickou otdzkou pro obory
s jedinou operaci. Takovym algebraickym ttvarem, ktery odpovidéd nekomu-
tativnimu okruhu bez déliteld nuly, jest semigrupa. Okruh bez déliteltt nuly
muZeme charakterisovat také tim, Ze v ném je mozno kratit (s obou stran)
nebo, coz je totéz, Ze v ném podil dvou prvkia (v daném poradi) jest jedno-
znaténé urcen, existuje-li. Budeme se tedy zabyvat algebraickymi obory s je-
dinou operaci, ktera spliiuje vlastnosti kracenf, totiZz semigrupami. Neprazdnou
mnozinu S, na nfZz je definovdna algebraickd operace ,,ndsobeni’‘, nazveme
semigrupou, jestlize.ndsoben{ je associativni a mé ndsledujici dvé vlastnosti:

ar =ax' => v =12,
ya=ya=>y=y".
Problém, ktery se (mimo jiné) ¥edf v autorové praci, jest tento:

Nalézti nutné a postadujici podminky pro to, aby dand semigrupa S dala se
vnofit do grupy. Tento problém je dilezity v algebfe samé jiZz proto, Ze
kazdy okruh bez déliteld nuly se stane po odstranéni prvku 0 semigrupou
vzhledem k nasobeni. Mé vSak vyznam i v aplikacich. Divame-li se na p¥iklad
na levé strany linedrnich diferencidlnich rovnic s analytickymi koeficienty -

1) Litereraturu viz v Yezoca. mam. acypran, T. 2 (77) 1952, str. 271.
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jako na operétory, zjistime snadno, Ze tvoif nekomutativni semigrupu. Jak
ukézal WINTNER, jest tato semigrupa vnofitelna. Vyznam podobnych vysledki
pro analysu je nasnadg. '

Ve své praci [2] uvadi Malcev nésledujief nutnou podminku pro vnofitelnost
semigrupy:

(M) Necht S obgahuje osm prvki a, b, ¢, d, z, y, u, v takovych, %ejsou splnény
ndsledujici tii relace:

ar = by,
cx =dy, (1)
au = by .

Potom musi byt splnéna také relace _
cu =dv. (2)

Naznaéime dukaz nutnosti podminky (M): Snadno se zjisti, ze v ka%dé
grupé relace (2) plyne z relacf (1). Jestlize nyn{ existuje grupa G obsahujfc{
semigrupu S, potom relace (2) je splnéna v @ a tedy i v S, nebot nésobenf na
S souhlasf s nidsobenim v G. .

Malcev sestrojil semigrupu 8, obsahujicf osm prvka a, b, ¢, d, 2z, y, u, v
takovych, Ze t¥i relace (1) jsou splnény, avSak relace (2)nikoliv. Zfejmé takova
semigrupa nemiize byt rozsffena na grupu.

Autorova podminka je zobecnénf podminky (M). Uvahou analogickou
pfedeslé se snadno shledd, Ze nasledujic{ podminka je nutnd, aby semigrupa
byla vnofitelnou. ,

(M’) Obsahuje-li 8 nékolik prvks a,, a,, ..., a,, které splivuji nékolik relact,
pak kterdkoli relace v S mezi proky a,, a,, ..., a,, kterd maze byt odvozena z danyjch
relact v grupé, musi byt splnéna téZ v S.

Je-li tato podminka porufena, semigrupa S ziejmé nemiize byt vnofena do
grupy.

~ Autor dokazuje, Ze tato podminka je také dostacujici. To znamena, Ze jediny
zpisob, jakym semigrupa miZe byt nevnofitelnou, je ndsledujici: V semi-
grupé existuje koneéné mnoho prvki a,, a,, ..., @,, které splituji nékolik relaci.
Z téchto relaci v grupé vyplyvd dalii relace, ktera v8ak v S nenf splnéna.

Naznadfme v dalim struéné postup dikazu a dale nékteré dalsi vysledky,
tykajici se relaci v semigrupéch a specialné definice semigrup pomocf genera-
tort a definujicich relaci. :

Necht S je semigrupa, V systém generatori S. Oznaéme & a & volnou
semigrupu, resp. grupu s V jakoZto systémem volnych generitori. Oznaéme E
ekvivalenci na & odpovidajici pfirozenému homomorfismu & na 8. Pred-
poklédejme nyni, #e S je obsazena v grupé @,. Necht G je prinikem viech pod-
grup G, obsahujicich S. Je snadno dokézat, Ze pfirozeny homomorfismus &
na 8 mufe byt roziifen ziejmym zplhsobem na homomorfismus & na G.
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Odtud plyne, Ze ekvivalence na &, odpovidajfcf pfirozenému homomorfismu
& na S, jest indukovana na & regularni ekvivalencei @, t. j. normélni pod-
grupou N v . (Z nékterych Setfenf Malcevovych v [6] a [7] nasleduje, Ze nor-
malni podgrupa N neni jednoznaéné urtena ekvivalenci E.) Na druhé strang,
mdme-li semigrupu S takovou, Ze ekvivalence £ na & odpovidajici p¥iroze-
nému homomorfismu & na 8§ jest indukovana na & normalni podgrupou N
v @, pak 8 jest vnofitelnd. Vskutku lze snadno dokazat, Ze podmnozina grupy
B/N, sklddajici se ze viech t¥{d tvaru aN, « € S, tvoif semlgrupu isomorfn{
s S. Tyto vysledky mohou byt shrnuty takto:
8 je vnofitelnd, kdyZ a jen kdyZ pro libovolné dva proky «, p € ©

xEf <= af e,
kdez N jest vhodnd normdini podgrupa v ©.
Je-li 8 libovolna semigrupa, utvoime nasledujicf mnozinu:

M=Ex=xf", xS, eSS, a«Ef].

Nazyvame ji mnozinou relaci, p¥{slusnou ekvivalenci E.

Z nékterych daldfch vySetfovan{ vyplyvd, Ze nasledujicf podminka je nutna

a postacujici pro vnoritelnost: '

xEpB <= afte[M].
Piitom [IM] znamend nejmensf{ normaln{ podgrupu v & obsahujici M. To jest.
ohlageny vysledek.

Druhd &dst prdce je vénovéna podrobné diskusi né€kterych vlastnosti mno-
ziny relaci.

Utvofme nejprve nejmensi podgrupu, obsahujici I; oznatime i {Mm}.
Dokézeme ddle, ze podgrupa {IM} m4a nékteré jednoduché vlastnosti. Uzivajice
téchto vlastnosti, stanovime nutnou a postadujici podminku, aby mnoZina.
R prvki tvaru af-!, x € S, fe S byla mnoZinou relaci piisluinou néjaké
regularni ekvivalenci s obéma kricenimi. Ukazuje se, Ze tato podminka je
zajimavou modifikaci normality podgrupy {IMM}.

Nasledujfci odstavec obsahuje vySetiovani, za jakych podminek podgrupa.
{M} je normdlni, t. j.

{M} = [M].

Ukazuje se, Ze se to miZe stat jen ve velmi specidlnich pfipadech.

Préce jest zakondena diskusf postadujicf podminky pro vnofitelnost, po-
chazejici od O. ORE [3]. Semigrupa S je vnofitelnd, jestlize ke kaZdym jejim
dvéma prvkim a, b existuji dva prvky o', b’ tak, Ze a’a = b'b. To je moZno
dokazat pfimo pomocif konstrukce zlomku. UZivajice obecnych vysledkd
predeslych vysetfovani, poddvame jiny kratky diukaz této véty, ktery nam
zérovell osvétluje s jiné strany vyznam Oreovy podminky.

Viastimil Ptdk, Praha.
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