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Prispévek ku theorii Descartes-ova listu.

Podéava

Dr. Karel Zahradnik,

professor Ceské vysoké §koly technické v Brné.
1. Rovnice Descartes-ova listu*) jest
2’ +y* — 3azy =0,

aneb, uZijeme-li raciondlniho parametru « daného relacf y = ux,

e 3au
(1) T 14w

s

Yy=1 + u®’

kdeZ vyznam parametru » je patrny.
Tii body listu w,, u,, w, lezi na ptimce, vyhovuji-li para-
metry jejich relaci
@) " u,u, — — 1.

Splyne-li bod , s bodem w,, plati w, —u, —«, a relace
(2) prejde ve
3) wu? = — 1,

relaci to mezi parametrem bodu dotyku » ptfmky s listem Des-
cartes-ovym a pffsludnym mu bodem tangencidlnfm u,.
Jsou-li w’, w” kofeny rovnice (3), mdme

*) O této kiivce viz historické pozndmky Dr. @Q. Loria, Spezielle
algeb. und transc. ebene Curven, Theorie und Geschichte. Preklad F.
Schiitte-ho, Lipsko 1902. Ze svych praci uvddim: Zur Theorie der Curven
dritter Ordoung und vierter Classe. Zprdvy o zaseddni uéené spoleénosti,
Praha 1872. O skupindch bod& dotyénych na listu Descartesové. éasopis
pro pést. mathem. a fys. roé. XXIV. pag. 282.
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(4) w + w = 0, wu' = i
U
Prv4 z rovnic (4) pravi, Ze body dotyku teten vedenych
z bodu listu jsou ve vztahu vyménlivém — involutornim.

Pigeme-li Ow = U’, Ow”’ = U", miZeme tuto rovnici psati
XYU'U") = — 1,

t. j. body dotyku sdruZzené k témuZ tangencidlnfmu bodu pro-
mitaji se z dvojného bodu v paprscich, jez harmonicky déli
tedny dvojného bodu.

Dale vysvitd z téze rovnice, Ze, lezi-li jeden bod dotyku
w na smyéce, lezi druhy bod dotyku »”’ na ostatni Edsti kfivky,
a z rovnice (3) jde, Ze body dotyku ', w” tefen bodu w, jsou
redlné, je-li », << 0, t. j. nelezi-li bod na smyéce listu.

2. Kdyby viechny t¥i priseciky piimky s listem splyvaly,
bylo by %, —u, =wu, —u; piimka byla by tetnou inflexni
v bodé w, jenz je bodem inflexnfm listu a hodnoty parametru
jeho plynou z rovnice

®) w = — 1.
M4 tedy Descartes-iv list jeden bod inflexnf redlny, pfi-
padajicf parametru %, — — 1 a dva body inflexni imagindrné

o parametrech
_144V3 _1—3Y3
9 — —2— ) Uy = ——2— .
Tyto body inflexni lez{ na pi¥imce, neb soudin parametrii
jejich jest = — 1.
3. Body ubé&zné kiivky obdrifme, kladouce
w4 1=0,

ale to je rovnice (5), z kteréz jsme uréili parametry bodi in-
flexnfch. Z toho vyplyv4, Ze body dbézné jsou inflexnimi body
Descartes-ova listu, a tudfZz jsou i teény inflexni jeho asymp-
totami.
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0 kvadratické involuci bodd sdruZenych ', u”.

4. Rovnice spojnice dvou bodd «’, w” ktfivky jest

[wuw”? — (W +w)] o+ [1 — wu” (W +u'’")]y-+ Baww”’ = 0.

Maji-1i ty body spoleény tangencidlni bod w,, platf rov-
nice (4), a tim je rovnice spojnice bodd «’, w’ sdruZenych
k bodu u,

6) Su, =+ 4}y + 3au, = 0.

OpiSe-li bod wu, Descartes-iv list, obaluje sdruZend mu
piimka S,, kuZelosecku, jeZ se jmenuje Weyr-Cayley-ova kuzelo-
secka kvadratické involuce bodové na listu dané rovnici (3).
Rovnice této kuZeloseCky v souiadnicich tangencidlnfch jsou

11
5——_"3—(1;‘)
77:%'“1;

rovnici jeji v soufadnicich bodovych obdrzime z rovnice (5) tim,
%e diskriminant levé strany klademe — 0. ObdrZime tak

@) xy—(%)zzo.

Zmindnd kuZelosetka jest rovnostrannd hyperbola, jejiz
asymptoty jsou tecénami dvojného bodu listu. Osa symmetrie
x —y listu je redlnou osou hyperboly, kterdZ se dotykd smycky
3a 3a
2 2.

Parametry prisekd Descartes-ova listu s kuZeloseckou in-
voluce obdrZime, vloZfme-li do rovnice (7) za x, y hodnoty
z (1). Tak obdrzfme

listu v bodé ( ) ptisludném parametru » — 1.

(w* — 1)*=0.
Je-li o imagindrni tiet{ kofen z jednicky, jsou
u—1, a o

hledané parametry prisekd, a to kazdy dvakrate, t. j. hyper-
32*
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bola kvadratické involuce (3) na Descartes-ové listu dotykd se
ho tiikrate.

Je-li w, = w, = u, — u, obdrzime z relace (2), kterdz zde
ptechdzf v 4* = — 1, parametry bodd obratu (odst. 2.) listu

u=—1, —a —ai

Body dotyku Weyr-ovy kuZeloselky kvadratické involuce
s Descartes-ovym listem jsou dle toho sdruZené body*) bodim
obratu listu.

Soutadnice bodu dotyku teény S, jsou

M ga u
1= T g U,
(8) 3a 1
W=

Rovnice (8) vyjadiuje soutasné parametricky kuZelosetku
involuce (7) v soutadnicich bodovych.

5. Oznaéfme-li S, spojnici bodd sdruzenych ku bodu wus,
a podobné 8™ pro bod %™, mizeme ffci:

Pifmky &', §” jsou rovnobézné, jsou-li body «’, w’ sdru-
tené body ku wu,. Je totiZ vzhledem k rovnicim (4)

tg (S”) = 0.

6 JeZto primka 8. =S, = w'w” protind Descartes-iv list
jesté v bodé v, plati tudiz

“I“l’v — s 1
a vzhledem k rovnicim (4) jest
9) - v+ u, = 0.

Bod u, i prisek v primky ww' s listem tvord dvojinu bodit
tée kvadratické involuce, ku které dvojina bodét W, w”’ spadd ;
dle toho je spojnice v tetnou kuzelosetky involuce (7).

Spoleény tangencialn{ bod bodd w,, v budiZ #; parametr
jeho je ddn rovnici

*) Srovnej Dr. Em. Weyr, O involucich na krivkdch tfetfho stupné.
Casopis pro pést. mathem. a fys. IX. pag. 145.

~
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t—=— .

-

Priisek spojnice w,v s listem budiz bod w, tudiz je

wow = — 1,
a jelikoz platf
u—+v=0,
jest :
s
==
tudfz
t+w=0.

Body ¢, w tvof{ dle toho dvojinu kvadratické involuce (3).
Pfi bodech ¢, w mohli bychom stejué postupovati jako pii bo-
dech w, «”’ neb u,, v atd.

7. BudiZz bod v, na spojnici S, harmonicky sdruZen s bo-
dem » vzhledem k dvojingé bodd «’, »”’. Promitdme-li body w’,
w’, v, v, z dvojného bodu O listu, obdrZime

O (wuw'vw) = —1,
t. j.
a1’ ’
Lo B ot ST |
" Sl - z)
w—v U —o,
aneb

(10) wu' — % (w +w) v+ v)+vv, =0.

Vzhledem k rovnicim (4) obdrZime z rovnice (10)

1
(11) 1)1 —_— ;)—2,
aneb, hledfme-li k rovnici (9),
« 1
v, = ;‘;.

Rovnice paprsku*) Ov, je tudi

*) Op, =Ow, w leZf na listu, v, na §,, t=—w=—v, a jak
2 dalitho vysvits, jest w = =.
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__1 2
!/—7:55

a soutadnice bodu v,, priseku to paprsku Ov, se spojnici S, »
jsou

Srovndme-li tento vysledek 8 rovnicemi (8), shleddvime
ihned, Ze bod v, jest bodem dotyku tetny S, =ww” kuzelo-

setky involudni, t. j. bod dotyku teény w'w’ involuéni kuelosecky
je harmonicky sdruZeny bod s bodem v vzhledem k boddm w', .
Z relace (11) vychdzf

v (—wv) = — 1,

t. j. bod ¢ o parametru — v, jest tangencidlnfm bodem bodd
v a w, (odst. 6.); miZeme tudiz Fici: bod v, ledi na paprsku
harmonicky sdrudeném s paprskem Ot vzhledem na teény dvoj-
ného bodw.

8. Bod v, nelezf na listu, avSak paprsek Owv, protind list
v bodé £, pro néjz plati (rov. 11)

vlr =1;

jest totiz smérnice pffmky Ovw,, oznalend kritce v,, soucasné

parametr bodu 7. Spojnice v protind Descartes-iv list v bodé
w, proteZ platf

wow — —1
a jeito
%, +v=0,
mdme
viw=1.

Jest tedy bod w= s bodem z, t. j. paprsek Ov, a spoj-
nice %, protinajl se v tém% bod& na Descartes-ové listu. Z toho
plyne i sestrojeni bodu v,. Ttetf prisek w spojnice w,v s listem
spojime s dvojnym bodem O. Priisek Ow . w'w” je hledany bod v,.

~
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9. Spojnice w,v md rovnici

;& +y— 3au} =0,
kterd substituci

ptechdzi ve
S;=ux + 1% + 3ar =0,

coZ jest i z odst. 5. patrno. Soutadnice bodu dotyku teény S,
8 kuZeloseckou involuénf jsou

3a 1 3a
(12) 2:?20—2, y2:§

Z rovnic (8) a (12) vychdzi

_3al—+u! 3a 3a
T, — 4 = w2y
_3a ) tu_ 3 3a
yz 1_'2 ul —2'x’
tedy
Yo" _ Y

t. j. spojnice bodi dotyku tefen wu” a wv s kuZelosetkou in-
volutnf jest rovnob&ind se spojnicf bodu #, s dvojnym bodem
listu.

Dalsi relace mezi bodem «, a pirimkou S, .

10. Vzddlenost ¢, bodu u, od piimky S. jest

= 6au
VT F W’
podobng& vzdédlenost g, bodu dvojného od pifmky S,
g = 3au
TV W

tak Ze plati
(13) 9, = 2¢,.
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Spojnice u,0 protind p¥imku S., Vv bodé M, a z podob-
nosti trojihelnikd plyne
w,0 = OM.
Bod M je symmetrickjm bodem bodu % vzhledem ku

bodu dvojnému listu.
Hled4me-li stfed délky w'w” sdruZené k bodu «,, obdrzime

3a, W w’ 3au,
(14) h=7g (1_+7" + ﬁu-"—") I
3a ( w'? u’? ) Bau,
% 2 14w ' 1 +u? 1+u)’

pouzijeme-li vztahu (4). Stted délky ww” sdruzené k bodu u,,
je bod symmetricky tomuto bodu vzhledem k dvojnému bodu.
MazZeme tedy Fici: spojnice w,O pili vaddlenost bodii sdruentch.
Misto stredi vzddlenosti bodd sdrufengjch k bodim listw Descar
tes-ova jest opét tyi list Descartes-iw, pouze pootoleny okolo
dvogného bodu o 180°.

11. V odst. 10. nasli jsme, Ze

T
e
a pro vzddlenost Ov, bodu dotyku v, ptimky 8, s involuéni
kuZeloseckou nasli bychom '
o, = 33 V1w
2 %,
tudfz
q . 5_”1 = (3a)%

Relace této lze pfi konstrukei vhodn& upotiebiti.

12. Na kazdé pifmce vedené urtitym bodem k listu a pro-
tinajfei list v dal§ich dvou bodech ,, », mime bod pilic(
délku w,u,.

Soutadnice toho bodu jsou

_3a 4 3a B
A=g g =3 7
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kdeZ jest, pi§eme-li
1

a:—%—, t = u, + uy,
A= 2u+ Zu'u = — 2a* + ¢t + at?,
B = Zu® + Zulu® = — 2a + o®t + 82,

C=1-+ Zu®+ Zvu® =1+ a® — 3at + ¢

Jest tedy misto sttedd délek w,u, pro vSechny pi{mky
jdouci bodem % opét raciondlnf kiivka stupné tiettho, kterdz
piechdzi v Descartesiv list, stejné poloZeny s danym listem,

pH ném? misto a tieba vaziti %, jeli @ =0, t. jouw=oo, cot

jest samoziejmé.

13. Bod u, tvoif se svymi sdruZenymi body «’, «” troj-
thelnik w,w'w”; jsou-li z,, y, souf.dnice t&Zzisté tohoto troj-
thelnfka, jest

3
%
Ty — Q@ El——i:-’l;s -~ a
L,
Z 1+w
Vzhledem k rovnicim (4) odstavee 1. jest

%, +ur + w' = %y,

1
uy (W ") +wuw’ = .’
1

ol ol

wwuw —1,

tedy
1+l
Al —— —_1_4rf )’
14wl
Bl — _'Ml_ ’
w; + 1*
C, :( :?_':
protez
w, — '_"'“‘L— )
1+ u}
(15) aw’



490

Misto téZist trojuhelnikd w,w'u'’ jest opét list Descartes-tv,
a to smendenj v poméru 1:3 a pootoéeny o 180 okolo dvoj-
ného bodu.

Primka a list.

14. Pifmka £|% protfnd list v bodech w,, u,, u,, jeZ vy-
hovujf relacim

(16) (“)1 - 3“"71 (“’)2 = 3“5, (u)s =—1L
Bod stfednich vzddlenosti prisekd m4 soufadnice
3
—aV 4
2 ‘“,,211 Fuw =G
o % B

2

Yp—ay —— =
4 h:11 +u, C,

Vzhledem k hornim relacim obdrZime

. _Ear—d
3T B
(%) o = 11— af)
3T TE g

Lezf-li bod z, | ¥, na redlné asymptoté listu, jest v plat-
nosti

(18) a(§+7°) — ¢+ =0,
aneb v soufadnicich bodovych
(19) 2?4 y* — 2zy —4da (a +y) =0.

Je-li tedy pffmka & | % tetnou paraboly (19), leXf bod
stfednich vzddlenosti prisekid pfimky s listem na redlné asym-
ptoté listu.

Je-li ptimka £ |  teénou paraboly an® —§ =0, le#i bod
sttednfch vzddlenost! prisekd na ose Y, tangenté to dvojného
bodu. Podobné lezi bod ten na ose X, t. j. na druhé tangents
dvojného bodu listu, je-li £ | 4 teénou paraboly a* — 4 = 0.

~
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Rovnice teény.

15. Z rovnice spojnice dvou bodd (odst. 4.) plyne rovnice
tetny bodu w, klademe-li

“I = ul’ —_ “'
Tak obdrzime

(20) w(w® —2)x+ (1 —2u®) y + 3au® = 0.

Jsou-li z | y soufadnice uréitého bodu v roviné listu, naj-
deme parametry bodd dotyku teCen vedenych z bodu z | y na
list jako koteny rovnice (20); a jeZto jest tato rovnice vzhledem
k parametru « stupné étvrtého, je patrno, Ze z kaZzdého bodu
z | y miZeme na list vésti ¢tyfi teény, t. j. Descartes-iv list
je ktivka &tvrté trfdy.

Vlozime-li do rovnice teény parametry bodd wb&Znych
listu, obdrZfme rovnice asymptot listu a to

z+y+a=0,
21 (1—idV3) 2+ (1 +iV3)y — 2a =0,
(14+4V3)z+ (1 —iV3)y — 2a=0.

Priisek imagindrnych asymptot jest redlny bod (a | a), té-
7i8té trojihelnika asymptot pak lezi ve dvojném bodé listu.

0 prisecich kruhu s Descartes-ovym listem.

16. Parametry prisekd kruhu s Descartes-ovym listem ob-
drzime vloZenim hodnot pro =, ¥ z (1) do rovnice kruhu

2 + y? — 2ax — 28y + m?* =0.

Tim obdrZfme rovnici Sestého stupn& vzhledem k u, odpo-
vidajfef Sesti prisekdm kruhu s Descartes-ovym listem, totiz

(22) m2u® — 6apu’ + 3a (3a — 2a) u* — 2m*u?
-+ 8a (3a — 2p) w* — 6aau + m* = 0.
Je#to jiz tfi body kruh dplné urduji, musi mezi parametry

priseki existovati tii relace, z nichz lze vypotitati parametry
ostatnfch tif prisekd. Tyto relace jsou
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D, — Zuuy ++ S uyuyw, — S w0, — 0,

(23) Zu ugu, = 0,
Uy Uy Uy U U 00 — 1.

Chceme-li nalézti podminku, kdy &ty¥i body w,, u,, u,, u,
lezf na kruhu, tfeba z rovnice (23) vylouliti (w; - ug), u;t,
jako nezndmé.

V ndsledujicim budeme ptredpoklddati, Ze kruh probfhs
dvojnym bodem Descartes-ova listu, t. j. potatkem soufadnic.
Dle toho bude m? =0, tudiz u; = 0, w;— , a rovnice (22)
ptejde ve

@4 put (e —T)w+ (B—5)uta=0,

z niZz vychdzejl vatahy

3a @
=B
Zuu, =0,
€5 Zu uyu, — —2% — 1,

o

Z Uy Uyt = B

kdeZ se vztahuje soucet na koieny rovniee (24).
Z rovnic (20) plyne

(26) Sy — Ziw uyty ~ S w0, =1,
Zu,uy, = 0.

Vylouéfme-li z téch rovnic bod w, a znatime-li (u), kom-
binace h-tého stupné parametrd t¢f bodd w,, u,, %;, mdme

ll +(“)1—(u)3a 1_‘(“)2+(u’)3 —0
(W), , (),
gili
@7 @), 4 @),] [1 =+ ()] = @)} + ()3

Rovnice tato vyjadfuje podminku, kdy tti body Descartes-
ova listu leZf na kruhu jdoucim dvojnym bodem listu.

17. Dvejiny bodd kvadratické involuce dané rovmici (3)
a ji sdrufené body lezi tehdy na kruhu jdoucim potdtkem sou-

~
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fadnie, vyhovujf i parametry téch bodf rovnici (27). Dle toho
obdrzime

(28) wt — 2u* — 2u 4+ 1 =0.

Existuji tudiZ &tyri body w, (h =1, 2, 3, 4), které & se
sdrudenyms jim body styku w, w, leZi na kruhw jdoucim dvoj-
nym bodem listu. JelikoZ parametry w, téch bodd vyhovujf rov-
nicim (26), obdrz{me vlastnost, Ze tyto ¢tyfi body wx leZi opét
na krubu, jenz prochdzi dvojnym bodem Descartes-ova listu.
Z rovnic (25) a (28) obdrzfme soutadnice stfedu tohoto kruhu

a a
a:§, ﬂ:E,

a jelikoz jest m* =0, plyne, Ze polomér toho kruhu = V%.
18. Hleddme-li rovnici kruhu, jenZz prochdzi involutornf

dvojinou «, %' na Descartes-ové listu a dvojnym bodem listu,

obdrzime vzhledem k

ot

"

u/ +_ u!/ — L ulu —

z rovnic (2D) pii o' —u,, w' = u,

3a «
Uy + Uy — é? - Ea
1
Uy Uy + ’1; — Oa
u, +uy _ 3a —1
w 2B !
Uy,
w ~ p
7 rovnice druhé a ctvrté mdme
« __1
BT W

a z prvni rovnice a tfet{ vzhledem na predchédzejici rovnici
nabudeme
am e 1)
= 2w + 1)’
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tim

_ 3a(m—1)
= 5w D

jakozto soufadnice stfedu kruhu hledaného, jehoZz polomér
— 38 v—1,077
= 7'u3—i—lvu +1.
Geometrické mfsto stfedd (o, #) kruhd opsanych trojahel-
nfkiim z dvojin kvadratické involuce (3) na Descartes-ové listu

a jeho dvojného bodu je tedy raciondlni kiivka tfettho stupns.
Pro soufadnice bodu w listu a soutadnice stfedu kruhu ptislusné

nvolutorni dvojiny je v platnosti relace

z Y
et t1=0

O krivee harmonicky sdruZené.

19. Kazdd pffmka jdoucl dvojnym bodem kiivky protind
kfivku v dal§im bodé 4 a redlnou jeji asymptotu v bodé B.
Uréme na kazdé takové piimce bod C, aby bylo (4BOC) = —1,
t. j. harmonicky sdruzeny s dvojnym bodem O vzhledem k dvo-
jing 4, B. Jsouli & % soufadnice bodu C, x,, y, soufadnice

bodu B, mime -

2 1 1 144 14w
T=%s To— Baw a4
2 1 1 _1+w¥ 14wu
Ty 0T Bawd  aw
tudiZ jest
: F— Gau
(29) T+ w @ 4w 1)
n = ué.

Kftivka tato je raciondlnf tietiho stupné a ¢tvrté tridy,
md veSkeré asymptoty redlné, coz jiz z konstrukce jest patrné.

O harmonickych bodech a teéndch Descartes-ova listu.

20. Kazdy kruh jdouci dvojnym bodem Descartes-ova listu
protind list mimo v dvojném bodé jesté ve détyfech bodech,

~
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jichZ parametry plynou z rovnice (24). Avdak étyti body, jichz
parametry jsou kotfeny bikvadratické rovnice
Aut 4 44,u* 4 64,4 + 44,4 + 4, =0,

jsou harmonické, je-li v platnosti

AO Al Aﬂ
(30) 4, A4, A;|=0.
! A2 As 4,
V naSem pripadé jest
o 3a
4, =B, Al:Z—’_S_’ 4, =0,
3a
A= % — 3 A =e.

Podminka, aby kruh protinal list ve &tyiech bodech harmo-
nickych (neptihlizejfc k dvojnému bodu), je tudiz

a 3
p 1 g§° 0
« 3 g 3
T8 0 g—ge=0
B_3
0 1 8a o

¢ili
B 3 2 « 3\
31) ﬂ(z—ga) +a(4 §a) =0,
21. Parametry dotyénych bodl teten vedenych z bodu (zy)
na list plynou z rovnice teény (20), jiz miZeme psidti ve tvaru
out — 2yu® + Bau® — 2zu +y=0.

Zde jest

a

X
4, ==, Al:——g—i A2:—2—, 4y =

— 9 4, =y.
Podminka, aby teény z bodu (xy) na list tvofily skupinu
¢tyF harmonickych paprskid, jest v tomto pripadé
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Y -z
T = 2
¥ 8
g 7 —7|=%
e £
g 9 Y

Vypocitdme-li determinant, obdrzime

(32) 2(x* 4y 3 — Bawxy) + a®> =

jako rovnici mista bodd (x| y), z nichZ tangenty vedené ku
Descartes-ovu listu tvoif harmonicky svazek. Rovnici tuto lze
psdti ve tvaru
3
2+ y® -+ —Z—z:’—— 6azyz = 0;
i shleddvdme, Ze kiivka (32) md styk trojbodovy s Descartes-
ovym listem v jeho bodech inflexnfch.

22. Hleddme-li totéz pro kiivku harmonicky sdruZzenou
(odst. 19)), je

1
Ay—=x, 4, =—2, Ay=—5 @+y—20), 4y=—. =¥,

x
2 2°
a pifeme-li
P=x+4+y—2a=0,

je hledané mfsto
2(x* + y® + 3 Pry) — P*=0.

Volfme-li za strany trojihelnfka soufadnicového osy X, Y,
a ptimku P =0, miZeme rovnici toho mfsta psdti v kanonickém
tvaru
2!+ 2+ 2) — mx x,x, = 0.

Ekvianharmonické body a teény Descartes-ova listu.

23. Kruh jdoucf dvojnym bodem listu protind list ve sku-
- piné ekvianharmonickych bodd, je-li v platnosti

A A, =8A"—44,4,=0.
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Klademe-li za A4, hodnoty odst. 20., obdrzime

aff — 4 (%—%a) (%-—%a)zo.
Piseme-1li
e=¢+o, B=n+,

miiZzeme hornf rovnici psdti

3én-+a(E+nm =0,

t. j. geometrické misto stfedd kruhd, jez prochdzejf dvojnym
bodem Descartes-ova listu a list v ekvianharmonickych bodech
protinaji, jest hyperbola stejnostrannd, jejiz asymptoty jsou rovno-
bézny s tetnami dvojného bodu.

24, Ptihlizime-li k hodnotdm A, vodst. 21.a 22., miZeme
ffci: ,geometrické misto bodd, z nichz tangenty vedené ku listu
tvoff ekvianharmonicky svazek, jest ptimka twbéZnd dvakrdte
vzatd“.

A ddle: ,geometrické misto bodd, z nichZ tangenty vedené
ku kiivce harmonicky sdruzené tvoif ekvianharmonicky svazek
paprskd, jest pifmka P — 0 dvakrite vzatd“.

0 kruhu jdoucim involutorni dvojinou a dvojnym
bodem listu.

25. V ndsledujicim zobecnime nékteré vysledky. Budiz
d4dna kvadratickd involuce rovnici

(33) Uy + uy) + muyu, +n =0.
Vyloutime-li (%, + %,) z rovunice spojnice bodd u, , wu,,
obdrzime
(lwu? - mw ., + n) x4 (4 muju; + nu,u,)y + 3 alu,u, =0
¢ili
| (lx 4+ my)u’u? -+ (mx 4 ny -+ 3al) u,u, 4 (nx +ly) = 0.

Diskriminant této rovnice poloZen na rovei nulle poskytuje
rovnici kfivky, kterou spojnice dvojin involuénfch obalujf, totiz
33
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(mx 4+ ny + 3 al)? — 4(ix + my)(nx 4 ly) =0,

coz je Weyr-Cayley-ova kuZelosecka.
Klademe-li m = » — 0, obdrZime rovnici (7) odst. 4.

26. Rovnice kruhu jdouciho dvojnym bodem listu a dvéma
jeho body u,, u, jest, uzijeme-li oznatenf

u, +u, = A, uu, —yu,
: —A-A—p4 e’ —14Ap—24p
2 2 —
(34) x +?/ - 3a1+13_3}.y,+y3yx+ 3a] +13_3ly+yly—o'
Tvoii-li body w,, u, dvojiny kvadratické involuce dané
rovnicf

(35) 1h—+my +n=0,

miizeme A4 vyjddiiti pomoci p aneb obrdcené. Jsou-li @, # sou-
fadnice stiedu toho kruhu, je

g0 (—A—p A4 plp

(36) 2 1 —3iu—+ A3+ pd
. 3a—1+4p—+Ap—A?
ﬁ—_ﬁ 1—3iu+ A3+

a jeito A a p vdzdny jsou linearnou relaci (35), je misto stredi
kruhii opsanych trojihelniku z dvojiny involu¢ni a z dvojného
bodu listu raciondlnf kiivka trettho stupné.

27. Ve zvldStnim pripade, kdyz m =0, »n =0, tedy A =0,
obdrzime, piSeme-li g = %,

_ 3a u—1
— 2 14w
_ 3a w*(wu—1)
b= 2 14
jako v odst. 13.
28. V ptipadé, Ze
uu, —p——1,

méme centralnf involuci na Descartes-ovu listu. Spojnice w,u,
dvojin involutnich protfnaji Descartes-iv list v bodé u, = 1,

~
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tedy v bodé lezicim na ose symmetrie listu. Toto plyne jak
Z rovoic
wut, =—1,  wwu, ——1,

tak i z rovnice spojnice u,u, v odst. 4.

Jednotlivé dvojiny kvadratické involuce uvedené promitaji
se z dvojného bodu pod pravym uhlem.

Kruh jdouci dvojinou involuénf a dvojnym bodem listu
md délku w,w, za sviij primér a stied té délky za svilj stied.
Dle toho mohli bychom piimo vypotitati soufadnice (e, | 8,)

toho stfedu, nez obdrzime je z rovnice (36), kladouce g — — 1,
totiz
_ 3a2—24 2%
4 Iy
(87) 3a2 |- AL a2
B, = PRVt

Jest tudiz misto stredd takovych kruhd raciondlni ktivka
stupné tfetfho. Rovnici jeji ve tvaru fle,, $,) = 0 najdeme vy-
loucenim parametru 4 z rovnic (37); vysledek eliminace jest

(“1 + ,5’1 — 3“)2 (ax + ﬂl) + 3(“1 "f‘ ﬁl - a) (“1 - ﬂ1)2 =0.
Ktivka tato md dvojny bod v priseku piimek

a,+p,—3a=0
o —fB3, =0,

tedy v bodé Descartes-ova listu prisluSném parametru » =1,
Prvnf rovnice je te¢nou toho bodu a druhd rovnice je osou sym-
metrie listu. Vezmeme-li prvou piimku za osu Y, druhou za
osu X, obdrzfme
z+3a

Yy=—w -—ﬁ;
jakozto rovnici geometrického mista stfedd kruhi jdoucich dvoj-
nym bodem listu a dvojinou kvadratické involuce bodové na
Descartes-ové listu urfené rovnicf w,u, = 1.

29. Kdybychom chtéli uZiti soufadnic trojuhelnfkovych,
vezmeme tetny dvojného bodu a redlnou asymptotu za strany
fundamentdlnfho trojihelnika. Rovnici listu

33+
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