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Casparyho nové véty z geometrie trojuhelnika.
Dokazuje
A. Libicky,

professor na Kral. Vinohradech.
(Pokraédovini.)

6. Byva nékdy s prospéchem, provésti transformaci sou-
fadnic, vztahovati totiz body roviny k jinym bodim zikladnim
nezli jsou body A,, 4,, 4,. Za takové nové body volme body
B,, B,, B, a obirejme se nyni ulohou: Ddny jsou souradnice
T, &,, &, Wbovolného bodu X v soustavé A, A, A,: jest ustano-
viti jeho sowradnice v soustavé B, B, B, , jejiz body zdkladni jsou
ddny rovnicemi ’

2B, =z A +x, A, +x,
8) zB,=a, 4, +a, 4, +x 4, =z, + 2 + )
2By =, A, + x4, -2, 4.

Resenfm téchto rovnic dle 4,, A,, A; obdrzime pro tyto

body zlomky, jichZz spoletnym jmenovatelem jest determinant

xl’ x&’ x'l
Tyy Loy Ty,
Zoy Ty, T3
ktery lze psdti téz
Zy + Ty + Xy, Ty, Ty Ty Ty, Ty 1, z, =,
4, 42, T, X | =2, 1y, x| =21, x,, T, |.
Ty 2, 4wy, @, X Ty, Ty, Ty 1L, z, z

Oznatme posledn{ determinant pismehem &, tak Zze

1, 2y, @ X, —®y, Ty — X,
5!-—— 1, Loy Xy | = L bl e s
— § Ty — Xy, Ty — T
1L, 2, = ) > '
(12 a) =2, (B — &) + 2, (%5 —— @) + T3 (7, — Ty).

Uréime-li zndmym zpiisobem jestd citatele vyrazi pro 4, ,
42, A,, plynouci z uvedenych rovnic, obdrzime, kritivie veli-
tinou x, o které predpokldddme, Ze se nerovnd nulle, rovnice
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&A= (wy 05 — ) B, + (¢, 2, — x7) B, 4 (2,2, — %) By,
(13) ¥4, = (@, 2,— =}) B, + (@, z, — @) B, + (2,0, — z}) B,,
§’A3 = (z.q T — x:)Bl + (x?.xa — %) B2 4‘ (xx Zy — z) B:z .

Oznatime-li dile subdeterminanty
-(14a) w,z; — 2, = xf,, xx, —x, —xf,, x,x, —x; =k,
a pomeér % = &, piSeme krateji:
§4, =§ B, & B,4¢& B,
(15) 4, =& B 5B, + 4§ B, (§=¢£ 14§+ 6)-
§4, =& B +§ B, + & B,.

Vyrazy &, &, £ miZeme pokldadati za soufadnice bary-
centrické (v soustavé B, B, B,) néjakého bodu R, jehoz rovnice bude

§R:§1 Bl +§9,B‘z -+ gsBa'-,
sestrojeni bodu toho poznime pozdéji.
Z téchto rovnic plynou opét pro B, B,, B, hodnoty:
B, = (§,6, —ED A, + (5, & — &) 4, 1 (&6, —£)) 4,
(130) @B, = (§,§ — &) A, + (§ & — &) A, + .6, — &) 4,
By = (g6 — EDA + &6 —ENA (6 & —ED 4,

znadl-li

17 531 52
(120) @=|1, &, §&|= {':?’ gﬂ:? .
: . 1’ gl, §3 52 3y 3 1

Nebotf spoletny jmenovatel vyrazi pro B,, B,, B,, plynouci
z rovnic (15), jest

Ex$ gsv §2 §1+§3+§2,§3:§2 11 53,&2
gsi g‘.') 51 - §s+§2+§l’§2, §1 :§ 1: 52: El :590’.
g‘z’ §1s§3 §2+§l+§3’§1’§3 1) 51153

Body B,, B,, B, miame tedy vyjiddfeny jednak rovmicemi
(8), jednak rovnicemi (13b); z toho, co bylo povédéno v odd.
1. o soufadnicich barycentrickych néjakého bodu vibec, plyne,
ze musi byti &€, — &} = kz,, & — & =kx,, §§ — & =ka,
znaéf-li % koefficient _ﬁmérnosti.
 Z téchto rovnic jde, Ze
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k(x,—x,) = E by — &7 — (€16, — £2)
- §2 (gx - 51) + (§3 +§1) (53 - §1)
=@¢ + &+ &)E &)
= £ —&)s
podobué vyrazy obdrzime pro £ (x, — x,), k(z, — x,).

Koefficient % ustanovime, uvdzime-li, Ze srovndnim levych
stran rovnic (13b) a (8) vychdazi

x —=kx;
nisobice obé strany rovnice (12b) &* a kladouce pak na pravé
strané § (£, — &) = —Fk (x, - r,) atd. nabyvdme vSak rovnice

.51‘“.521 52_53 |
52—§37 §3“—§| ‘

Dosadime-li tu za 2’ hodnotu Az a za & hodnotu &z, ob-
drzime po zjednoduSeni & = &.

Tim rovnice pro k(x,—x,), k(z, - ®,), k (z, — x,) nabyvaji
tvaru '

X !
Ty —Tyy Xy
Ty—%yy Ty—%;

g‘.‘xl — 2 — k‘2 5&1‘

—= k*

Ué) z —z,=§— &y o, —ay, =§ — &, 5, —ax, =& &,

Pripojme k tomu jeSté. Ze z rovnice

x], .Z'a, xz
Ly, Ly Ty | =t
Loy Xy Xy

odvodime dle znamych vét o determinantech*), 'majlce zfenl ke
vzorciim (14a), rovnice:

o6 + x5 + 2,6, = &,
(17) w6, + 2.6, + 2,6, =0,
x, + 2§ + 2,8 = 0.

Po téchto uvahdch pristoupime k FfeSeni nasi ilohy. Sou--
fadnice bodu X v soustavé B,B,B; urtime nejlépe vyrazy, ve
kterych se vyskytuji velitiny £, &,, £, coZ se stane timto zpi-
sobem: Ndsobme rovnice (15) po fadé z, x, a x, a settémo
je pak; ponévadi éx — § a xX = 2,4, + x,4, + x,.,, obdriime-

*

*) Viz Baltzer-Pokorny: Zdkladové mathematiky, dil I., str. 125.
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EX = (&, + &z + &) By + (G, + §,2, + §,2) B,
+ (§o7, + §,2, + §,75) By

Hodnota soutinitele u 3, se nezméni, odecteme-li od ného
trojélen x,§, + x,§;, + x,§,, ktery dle tieti rovmice (17) se
‘rovnd nulle; tim vSak obdrZime pro tento souéinitel vyraz
(&5 — &) (¢g — =), a ten jest dle (16) roven (§, — &) (§, — &)
Podobné vyjddiime soutinitele u B, a B,; rovnice bodu X
zni pak:

§X=(5—8)E — 8B+ E — &) E—8§&) B,
'l" (52 - §s) (53 - 51) Bs,

aneb, délice souctinem (& —§,) (5, — &) (5 — &) a kladouce

& — g
S1 7 Ez) (52 - §3) (53 - §1) - ’
téz
(18¢) &X=-— B4+ pi+ L p
Gg=6& ! & 2 §E—-& Y

Nebude nesnadno, urditi podobnym vypoétem souiadnice
bodd Y a Z v této soustavé; rovnice téchto bodd budou:

' 1 1 1
yy &¥V= . — B4+ . B+-— _B
(18 ) 15 53__51 1+ §1 — 52 2+ gz__;g 37

. "y — 1 _ 1 1 - B,
(18¢) "7 = I BI+§2_§3 B, S B

Ustanovme jesté souiadnice bodd D,, D,, D, v soustavé

B, B, B,; pro bod D, (—1—, ;1— i) bude vypocet tento:
2

Rovnice (15) nésobme po fadé l—, -5—, i-, a_ setéme je;
1 2 3

ptihliZejice k rovnici bodu D, (7¢), obdrzime

e

o+t
e+ 2)a



193

Piislusnou hodnotu soudiniteld u B,, B,, B, vyhleddme,
délice druhou z rovnic (17) po sob& souliny z,z,, z,%;, Z,%5;
tim vychdzi nejprve

& + &7, + & —0
seras b
Zz, L3y Ty
a z toho, ptipoéteme-li na obou strandch iﬁ , dédle
_Stl_+ & +§ —_ Sm & Erx —a)  §ak
z Z, x, 23, z, 2,052, =z :c,,xa

Délime-li druhou rovnici (17) druhym a tretim z uvede-
nych soucind, dostaneme podobné

53 _ x§ §s
+ + 3 — 2w,

s_» N x§2§|

z, + Ty + x3 Tz x|

Sectenim téchto tif rovnic vychdzi, ponévadz & 4 &, + &,
=&, rovnice

st et ) G EE A EE)

z ac.,xs
tudiz lze psati hledanou rovnici bodu D,, vynechdme-li na obou

x
—, ve tvaru
1% Ty

(8285 + 56, + §,8:) D, = 525331 + §&.B, + §,6,B,

aneb

trandch éinitel

W90 (f+¢+5)D=g Bt g BAgEe

Tymz zpiisobem vyhleddme rovnice bod@ D, a D,, i obdrZime
1 1 1 1 1 1
(196 (_ L )1) —lpilpy g
) 51 + §o + 5 # 5" 1+ Es + §1 : :

W99 [+ E+5) D =g Bt Bty B

13
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Vysledek, ku kterému jsme takto dospéli, mfizeme vy-
sloviti takto:

Rovnice bodiv A,, A,, 4,, D,, D,, D, v soustavé B, B,B,
obdréime z rovmic bodi B,, B,, B,, D, D, D, v soustavé
A, A, A,, poloZime-li v rovmicich téch misto souradnic x,, x,, %,
bodu X sowradnice &,, &,, & bodu R.

7. Nez prikrotfme k tomu, pouZiti tohoto vysledku k od-
vozeni novych vét, ukdZeme, jak sestrojiti bod R. Stane se to
zpiisobem, obdobnym k sestrojeni bcdu X, pouzije-li se k nému
bodd B,, B,, B,. Bod X (obr. 6.) jest patrné prisetikem tii

7Y

Obr. 6.

ptimek, z nichZ prvnf jest vedena bodem B, rovnobézné k strané
4,4,, druhd bodem B, rovnob&iné k 4,4, a tfeti bodem B,
rovnobézné k A4, 4,. Vedme nynf bodem A, rovnobézku ku strané
B, B, bodem A4, rovnobétku k B,B, a bodem 4, rovnobézku
k B, B,; o téchto ttech rovnobézkdch dokdZeme, Ze prochazeji
tymz bodem R. BudiZ P, prisetfk prvni z téchto pkimek se
stranou 4,4,, P, prisetik druhé s A4,4,, P, prisecik treti
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s A,4,; ustanovme nejprve poméry téchto bodd vzhledem k pii-
slusnym bodim zdkladnfm. Pro bod P, uZijeme dvou tmér,
které plynou z toho, Ze piimka, vedend body B,, B;, jest rov-
nobéznd s primkou 4,P,, totiz

A,P,: 4,4, = A,K, : A,K,,

AP A4, = A, K ALK,
jsou-li body K;, K,, K, prusetiky pfimky B,B; se stranami
zdkladnimi 4,4,, 4,4,, 4, A4,. Délime-li stejnolehlé ¢leny v téchto
obou umérach, obdrzime Uméru, z niz plyne

A,P,  A,A AK, AK,

4,P, T 4,4, A K, "AK,

Cili .
A4.P, _ A4, AK, AK,
P A, ~ KA, KA, A4

Rovnice prisetiki K,, £,, K, urcime snadno z rovnic (9) ;
polozime-li v nich za z,, #,, «, hodnoty soufadnic bodu B,,
totiz x,, x,, x, aza z,, «,, o, hodnoty soutadnic bodu B,, totiz
z,, x,, x,, dostaneme

(@ — 2,) K, = (2,2, — ;) 4, — (z,2, — z7) 4,
(g — x,) K, = — (2,2, — =;) 4, + (2,7, — x7) 4,
(2, — ) K, = (0,2, — &) 4 — (%705, — }) 4.

Z téchto rovnic ustanovime snadno dle odd. 1. poméry

Ady  wy—w ALK z2,—a; ’ AK, -z, -}
>, o 2 ) d = 2 - )
K. 4, xx,—2; K 4, wyx,—x, A4, &y — Xy
tudfz
A,P,  x,—=x,

PA, — =z —x,
Podobné vyhleddme
AP, = —uz, 4P . x,—=,
PA — z,—w P, '
Z téchto rovnic vychdzi bezprostiedné, Ze

A2P1 A:;Pz A1P3 o 1
P4, "PA P4, —

»
&
|
S

1 2 ‘
13*
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sekou se tudiz pticky 4,P,, A,P,, A,P, v jediném bodé R.
Soufadnice toho bodu r,, r,, », vypoéitime dle (3a), polozfme-li
tu za p, :p, hodnotu (2,—wx,):(x, —=x,) a za g,:q, hodnotu
(®, — x,): (2, —,); tim dostaneme

”'1 11y i1y = (B, —) (2, —2) 1 (2,—T) (B, —2) 1 (£,—2) (B,—x,).
I jest rovnice bodu R

@lay rR=—3t A 4L 4 1 __4

X, — Iy xz, —x z, —

(r: _ IS SR

y — Xy Z, —x, Ty — &,

Body zdkladnimi 4,, 4,, A, lze vésti rovnob&zky jesté
k ostatnim strandm trojihelnika B, B3,B5,; celkem prochdzej
tedy kazdym z téchto bodi tti rovnobézky. Vzdjemnym prisekem
jich vznikaji kromé& bodu R daldf body, z nichi vytkneme nej-
prve ty, které jsou jako bod R spoletnym priseéfkem tif z téchto
deviti rovnobézek. Jsou to: bod S, ktery jest prisetikem rov-
nobézky vedené bodem A, ku strané B, B,, rovnobézky vedené
bodem 4, ku B,B, a rovnobézky vedené bodem A, ku B,B,;
pak bod 7, ktery jest prisetikem rovnobézky sestrojené bodem
A, ku ByB,, rovnobézky sestrojené bodem A, ku B, B, a rov-
nobézky sestrojené bodem 4, ku B,B,.
Rovnice téchto bodit S a 7 ustanovime podobné, jako
jsme prévé vyhledali rovnici bodu R; i obdrzime:
1 1 1
(210) rS = 7, — 1, 4, + x, —u, A, + z, — 7, 4,,
1 1 1
(216) = z, —7, "11'*‘ T, —7, ‘42+ z A;&-

1 3 — &y

Oznatime-li X, (2, — x;, 2, — x,, &, — x,) bod pridruZeny
v nekonetnu k bodu X, jest patrné bod R jeho bod reciproky
a body S a 7 jsou jeho body brocardské.

Srovndme-li rovnice (21) bodd R, S a T v soustavé 4,4,4,
s rovnicemi (18) bodd X, Y, Z v soustavé B, B,B,, pozndvime,
Ze tyto dvé trojice boddl sobé pifslufeji v tom smyslu, v jakém
jsou k sobé pfidruzeny obé skupiny bodd, vytéené ke konci
oddilu 6. Tato souvislost bodid 4,, 4,, 4,, D,, D,, D,, X, Y,
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Z, G sbody b, B,, B, D, D, D, R, S, T, G dovoluje nim
jisté véty, tykajici se nékterych bodid jedné skupiny, tvrditi
bezprostiedné o ptisluSnych bodech skupiny druhé; dikaz takové
nové véty by byl tdplné totozny s dikazem véty piivodn{, jenom
by bylo tfeba nahraditi v néem soufadnice §,, &, & soufadni-
cemi z,, x,, z, nebo naopak.

Tak jsme na pi. v oddile 4. dokdzali, Ze pficky A4:.G
(:=1,2,3) prochdzeji sttedy usetek B:X (obr.3.);i mizeme dle
toho tvrditi, Ze téz pricky B:;G (s =1, 2, 3) prochdzeji stiedy
N; usecek ;R (obr. 6.).

Jiny piiklad takové piifadénosti vét podime v oddile
ndsledujicim.

8. O bodech 5,, B,, B,, D,, D,, X tvrdf Caspary, Ze leZi
na kuZelosecce. Dikaz provedeme pomocf véty Pascalovy. Dle
této véty musi se protéj$f strany Sestiuhelnika, jehoZ vrcholy
jsou uvedené body, protinati ve tiech bodech, leZicich na téZe
piimce. Jsou to body: priseitk M, primek B, B, a D,D,; pri-
setfk M, stran B,B, a D,X a prisetik M, stran B,D, a XB,.
Barycentrické soutadnice téchto tfi bodd v soustavé B, B,B,
ustanovime snadno jednak dle rovnic (), jednak dle rovmnice
(4). Polozime-li v rovnici (b¢) za z,, «,, x, po iadé -;—, %

2 3

a vyménime-li za

1 1

ey e B

S) 53 §1 52

zékladnf body ,, d,, A, body B,, B,, B;, obdrzime rovnici
bodu ,, totiz

1 1 1 1
M = | B o [ — | B
W= (e 52)31 (es &) 5

aneb, provedeme-li v zdvorkdch a nasobime-li § &,&,, téZ

o & za x, x,, r, po fadé -

wi, = — S5t p | Bh 8 g
g, v

kde p, =y, §86 6.
Podobné vlozme v rovnici (ba) za z,, x,, z, hodnoty —g— y
3

1 1 1 :
—& E—§& &

)

!Irrlp_‘
for

1 ¢
— a za z|, z,, Z, hodnoty E
S 2
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rovnice bodu M, jest pak

1 1
l.,M: : T N . T e B
i ( G—&  HE-&)
1 1
S/ (D SR W )
(52 (52_5:;) §.s (51 52 )
Upravime-li v zdvorkdch a ndsobime-li soutinem &, (§,—&,)
(§,—%,) (§,—&,), dostaneme
tE g2
ll‘zMz — '5—1§2"’i (§1 —52) 2 S_‘E- 5 (53 - 51) B:H
51 §2
kde By = W'y & (5,—5,) (§,—&5) (5,— &)
Koneéné polozme v rovnici (4) za x,, x,, , hodnoty O,

1 1
- —, 23 ¥, Y,, ¥, hod-
g E Y Y2 ¥,

) Z8 ¥y, ¥ ¥, hodnoty 1,

0, 1, za z,, #,, z, hodnoty —EL’
2

oty — 1 ) 1 1
¥ E=F 15 b " Eetf

0, 0; tim nabudeme

1 1 . L,
EG B TEE—n T =5

aneb ndsobime-li (§ — & )(§1 —§,), téz

l‘sMé—*g'l‘;‘_ 1+ §2 Bz+ ay

wy, M, =

kde g = W (gs —£)) (Ql‘_bz)-
Nédsobime-li rovnici bodu M, rozdilem & —§,, rovnici

bodu M, zlomkem i: a rovnici bodu M, vyrazem §,§ — &,

a selteme-li pak vSechny tti rovnice, obdriime, majice na pravé
strané pii upravenf soutinitele u bodu B, zfeni ku t¥eti rov-
nici (17), rovnici

u (5, — 5)]”1—1‘(‘25 s+ 5 (58, — §3) M; =0,

t. j. body M,, M,, M, lezf na téZze pifmce Pascalové.

Podobné lze dokdzati, Ze body B,, B,, B,, D,, D,, Y
leZf na kuZelosetce, jakoZz i Ze na jiné kuZelosecce jsou polo-
Zeny body B,, B,, By, Dy, D,, Z
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Dle predchdzejfciho miizeme nynf bez dikazu vysloviti
vétu: Body A,, 4., 4,, Dy, D,, R leéi na kudeloseice; po-
dobné véty plati o bodech 4,, 4,, 4,, Dy, D,, S a o bodech
Ala Az’ As; Dz; Dl’ T.

9. Zminénymi v odd. 7. roynobézkami, sestrojenymi body
A,, 4,, A, ke strandm trojuhelnika B, B, B, vznikaji kromé
bodi R, S, T' jeit& jiné body (obr. 6.); rozvrhnéme je ve tii
skupiny po tiech. V prvni skupiné budtez:

prisetik U, pifmek 4,7 a A, S,
» Uz. ” As S a A] R;
" ug , A Ra AT

Soufadnice téchto bodl vyhleddime pomoci rovnice (4),
polozime-li v ni za z,, z,, x,; «,, «,, &, atd. jednou hodnoty
. soufadnic bodd 4,, 7" atd., po druhé hodnoty soufadnic bod#
4,, S atd., po tfeti hodnoty soufadnic bodd A,, R atd. Tak
obdrzime na pf. pro bod U, rovnici

Os 07 —l— ] 707 !
x,— I, z,—xz, O x,—x
S N N W O W B )
X, —Z, T, — %y X, —x,
07 ) 1, 1 o : ’ i
X, — %y Xy — &, X, — g
0, 0,-—L_
Ty — T,
1 1
~+ Pyl L ey 4,
O, la 1_
Xy — Ty
¢ili
u, U, 1 1 1

= . - SA4,.
VT (e, — 2,) (% — zl)Al + (@, — xz)zAz T (g —x,)*°

Rovnici té lze ddti jesﬁé jiny tvar, ndsobime-li obé strany
jejf soutinem (z, — x,)* (x, — x,)%, totiZ;

(=& U, =@ —z,) (v, — ) A, + (@, —2,)* 4, + (7, P “"’2)2‘43,
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kde soudinitel na levé strané mé, jak se snadno piesvédiime,
zéporné vzatou hodnotu determinantu & [viz rovnici (12a)].

Podobné jest

e B Uz = (xl - 9‘}2)2441 + (xa - x1) (xl — xz) Az
(22) + (3’13 - x1) A3

a — & U, = (2, — x,)’4, + (x, — x,) A,
+ (@, — x,) (x; — x;) 4.

Ve druhé skupiné nalézaji se body:

prisetik 1, pifmek 4, R a A4, T,
” Vz n As T a Al S1
Vs ” Al S a A2 E;

rovnice jejich jsou:
— &V, = (%, —2,) (1, — 25) 4, + (v, — 7,)*4,
+ (o0 — 7,)%4;,
23) — &V, = (2, — 75)°4, 4 (@, — ;) (xg —x,) 4,
_I" (xl - x2)2A3 )
— &V, = (2, —2)'4, | (2, — z)*4,
+ (@, — ;) (2, — )4, .

Konecéné zbyvaji ve tfeti skupiné body:

prisecik W, pifmek 4,S a 4, R,
” VVz » AsR a Al Ta
,, W, , 47TaAd,s;

rovnice téchto bodd jsou:

- E’PVI = (2, — 23) (xy — xl)Al -+ (x:: - ws)’A2
. + &, — 1)2‘43 )
- §,I/Vz = (%3 — xl)zAl + (@ — xl) (.’132 - xs) A2
+ (2, — 2,)°4,,
— & W, = (2, — 2,)%4, 4 (2, — z,)*4,
+ (#3 — ) (x, — ;) 4.

Z rovnic (22), (23) a (24) jde, Ze |
U1+U:+Us=V1+V2+v;:u/’1+ufz+W3:Al+Az+Asr

(24)
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