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APPLICATION DES SPECTRES MATHEMATIQUES A LA RESO-
LUTION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

par CONSTANTIN ORLOFF, BEOGRAD

Le but de ce travail est de donner une méthode purement arithmé-
tique, applicable a la résolution des €quations différentielles et donnant
leurs intégrales sous forme de série de Taylor. L’avantage d’'une telle
méthode est le suivant: parce qu'on calcule exclusivement avec les nombres,
on y peut se servir des machines a calculer, celles de bureau, ainsi que
des machines électroniques. Cependant 1'état actuel de la théorie des spec-
tres ne donne pas de telle possibilité. Pour cette raison nous devons
antérieurement, compléter cette théorie.

Pour le faire nous devons d’abord exposer le procédé numérique de
Petrovitch [1], auquel il a donné le nom de la méthode spectrale, en
traits courts et sous une forme un peu simplifiée. Nous I'exposerons,
notamment, pour le cas des spectres cannelés, sans tranches parasitaires
et avec le rythme spectral uniforme, cette simplification n’apportant
aucun changement essentiel dans ce procédé lui-méme. Le procédé en
question a pour but la recherche d’'un nombre limité ou illimité d’inconnues
a;(i=0,1,2,3...), a condition de savoir d’avance que ces inconnues sont
des nombres entiers positifs, admettant une borne supérieure 107, ol /
est un entier positif. Cette condition doit étre comprise de telle manierc,
que dans les problémes & résoudre, il est toujours possible de faire, sur
les a; les conclusions citées, avant d’aborder le procédé spectral. Pour
atteindre ce but on part des données by, qui sont aussi en nombre limité
ou illimité, elles peuvent étre des nombres ou des fonctions de formce
quelconque. Le procédé spectral consiste a appliquer une suite d’opérations
(au sens le plus large) a ces by, et a I'entier A, appelé rythme spectral
uniforme. Les opérations en question dérivent du probleme a résoudre et
servent A obtenir un nombre S, appelé spectre résultant du probleme. Ce
nombre mis sous la forme d'un nombre décimal et partagé, a partir dc
virgule décimale, en tranches de h chiffres chacune, donne les valeurs de
tous les a;, de telle facon que chaque a; est égal au nombre inscrit dans
-1a tranche correspondante, traité comme nombre entier. '
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Ainsi le spectre résultant S dépend des données b, et de h et on
peut écrire
S =f(bx, h) = F(h) (1)
ot par le symbole f est désigné I'ensemble des opérations a faire. Les by
étant donnés, le spectre S ne dépend définitivement que du rythme A.
- Un théoréme treés important de la théorie des spectres mathématiques
est le suivant:

Théoreme. Si h est un rythme uniforme compatible avec le probléme
et les données by, alors chaque entier hy, plus grand que h est aussi compa-
tible avec le probléme et les données en question et peut aussi servir de
rythme uniforme.

Ainsi pour les mémes donné:s by au moyen des mémes opérations f,
mais avec des rythmes différents. 4 et h,, on peut former deux spectres
résultants S et §; du méme probleme

S=f bk, ) =F (h), Si=f (b, 1) =F (hy), @)

Les nombres S et S, seront, naturellement, différents, mais traités
comme spectres auront des tranches correspondantes avec les mémes va-
leurs effectives. La différence n’est donc qu’en largeur de tranches, S ayant
les tranches de largeur h et S, de largeur f,. Ainsi la scule différence
entre S, et S est que chaque tranche de S; commence par h,— h zéros,
qui sont absents dans les tranches de S.

Il en résulte donc, que la valeur & dans la formule (1) peut étre
traitée comme une variable — nombre entier avec une borne inférieure
cette borne étant définie par les données b, et le probleme méme.
Ce fait était déjd connu mais paraissait sans beaucoup d’intérét. On
en tirait deux conclusions suivantes. Premiérement, on ne doit par toujours
prendre le rythme, le plus petit possible. Secondement, on peut pour
controler le résultat obtenu, former encore un spectre, avec un rythme
plus grand. Hors de cela il paraissait inutile de former deux spectres
résultants du méme probleme avec les mémes données, car le premier
spectre donne la solution compléte du probleme.

Avant de passer aux avantages qu’on peut tirer de ce fait fondamen-
tal, faisons un court résumé des conditions qui doivent étre remplies, pour
que le procédé de Petrovitch soit applicable: 1) Il faut savoir d’avance
que toutes les inconnues g, sont des entiers positifs, 2) pouvoir, au moyen
des b; et du probleme méme, déterminer I'entier auxiliaire & compatible
avec les données et le probleme, 3) connaitre les opérations f a faire,
pour obtenir le spectre S.

Ces conditions, difficiles a satisfaire, ont été modérées par les re-
cherches postérieures. La premitre condition a été changée [2] de cette fagon
qu'il faut seulement connaitre d’avance que les g, sont des nombres entiers
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de n’importe quel signe. Puis il a été démontré [3] que la condition, que
les a; soient des nombres entiers n'est pas essentielle. Il s’agit seulement
de savoir d’avance la classe a laquelle appartiennent tous les g;, pourvu
que cette classe contienne un nombre limité de nombres. Traitée plus
généralement, pour les rythmes non-uniformes, cette condition n’exige
pas que la classe en question ait un nombre limité de nombres, celui-ci
peut étre illimité, mais alors I'’ensemble des nombres de cette classe ne
doit pas avoir de points d’accumulation.

La troisieme condition n’apporte pas beaucoup de difficultés, mais la
seconde, la recherche antérieure du rythme compatible 4, en apporte
beaucoup. On les surmonte par plusieurs majorations successives plus ou
moins heureuses, mais le rythme obtenu de telle fagon, surtout dans les
problémes assez généraux, est trés ‘grand, beaucoup plus grand que ne
'exige le probleme en question. Malheureusement on s’appergoit de ce
fait postérieurement, aprés avoir déja effectué des calculs compliqués.
D’autre part il i’y & aucun moyen satisfaisant de préciser le rythme £
dans les probléemes généraux d’Analyse que nous voulons maintenant
aborder.

Ces difficultés avec le rythme 4, n’étaient pas de trop grand incon
vénient dans la premiére période de I'application de la Méthode spectrale
(1917—1953), quand elle était traitée comme une méthode théorique, avec
le but de démontrer seulement la possibilité de transformer certains pro-
bléemes et procédés algébriques et analytiques en procédés purement
arithmétiques, sans prétention d’étre utilisée en pratique.

Mais avec la fondation d’une nouvelle branche de la Théorie des
spectres mathématiques — Mathématique spectrale pratique [4], la grandeur
non-nécessaire de h, est dévenue un grand inconvénient pour le déve-
loppement de cette nouvelle branche.

Nous proposons donc, dans ce travail, d’introduire un nouveau pro-
cédé. Au lieu de former d’aprés la formule (1) un seul nombre — spectre
S, avec un h préalablement calculé, nous proposons de calculer plusieurs
nombres de la méme forme '

CSj=f(br, B)=F(h),  (i=1,2...) )

ol f est le méme ensemble d’opérations que dans la formule (1) et h,,
h,,... sont des entiers positifs croissants arbitrairement choisis. Puis de
comparer les nombres S,,S,... entre eux et d’obtenir ainsi un certain
nombre d’inconnues a; d’aprés les théorémes de comparaison, antérieurement
établis. En prolongeant la formation des nombres (3) on pourrait, en prin-
cipe, obtenir toutes les inconnues a;. Il est évident que ce procédé peut
donner des résultats complets (calcul de tous les a,) toutes les fois qu’il
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s’agit d’'un nombre limité d’inconnus, et cela est toujours le cas en Ana-
lyse numérique, ainsi que dans le cas ot le nombre des inconnues est
illimité, mais ils ont une borne supérieure. En ces cas pour un certain f
le nombre (3) serait le spectre résultant du probléme.

Avant de passer aux avantages de ce nouveau procédé, qui ne sont
gueére évidents, comparons un nombre de la forme (3) avec un spectre
au sens classique. Un spectre donne tous les a,, c’est-a-dire tous les chif-
fres de chaque a,. Dans un spectre tous les chiffres de tous les a, sont
placés distinctement, et dans un nombre (3) les chiffres de plusieurs q;
sont mélés d’une certaine facon.

Je propose donc, n'ayant pas trouvé de terme plus heureux, d’appe-
ler un tel nombre — accord numérique a cause de ce mélange de chif-
fres, analogue au mélange des notes de musique dans un accord. Un
accord peut aussi étre partagé en parties de /£ chiffres chacune. Nous
appelerons une telle partie note de I'accord, et nous parlerons de la valeur
eifective d’une note de I'accord, analogiquement a la valeur effective d’une
tranche de spectre. Si cette partie contient seulement un des a; nous
appellerons cette partie note pure de l'accord, dans le cas contraire nous
parlerons d’une note impure de I'accord. Aussi on nommera comme partie
pure de l'accord la partie formée de notes pures. Le nom de rythme, pour
I'entier h;, peut rester, car il est compatible avec cette terminologie sug-
gérée par la musique.

L'introduction des accords numériques parait a premiére vue étre
désavantageuse, car au lien de former un nombre, nous devons former
deux nombres au moins. Premiérement, dans les cas oi 'on n’a pas trouvé
la formule pour le rythme compatible 4, la méthode des accords numé-
riques est la seule méthode a suivre, car sans la connaissance du rythme
compatible h la méthode spectrale est inapplicable. Secondement, si le
rythme trouvé h est par exemple plusieurs fois plus grand, que ne le
serait hy et h, des accords numériques, alors deux accords S, et S, auront
ensemble moins de chiffres que le spectre S, et il sera donc plus facile
de les calculer. Notons encore, que les machines électroniques a calculer
peuvent calculer les accords les uns aprés les autres, les comparer auto-
matiquement entre eux et terminer le calcul aprés avoir obtenu les accords
avec une partie pure suffisamment grande pour trouver tous les a; cher-
chés. Notons, que dans de certains problémes, il ne s’agit pas de trouver
un certain nombre de g, fixé d’avance, mais on apprend par les valeurs
des g; trouvées, de quel nombre de a; on peut se contenter. Ce cas donne
un nouvel avantage aux accords numeériques.

1) On pourrait aussi adopté le nom »quasi-spectre* ou ,pseudo-spectre®.
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Passons maintenant au théoreme fondamental de comparaison des
accords numeériques.

Théoréme. Soit a résoudre un probléme, cont la solution est en forme
d'une suite limitée ou illimitée de nombres entiers positifs bornés a;. Si deux
accords numériques résultants de ce probléme, formés avec les rythmes uni-
formes différents, ont pour leurs k notes initiales correspondantes les mémes
valeurs effectives, alors ces derniéres sont les k premiers termes de la suite
cherchée.V

Ce théoreme fournit donc, pour les a; boraés, entiers et positifs, les
conditions nécessaires et suffisantes. Pour les a, bornés et entiers il est
valable, mais donne des conditions qui ne sont que nécessaires. En ce
cas il faut que les conditions supplémentaires soient remplies. Nous n'al-
lons pas maintenant parler de ces conditions supplémentaires pour les rai-
sons suivantes. Premierement ces conditions supplémentaires peuvent étre
de genre assez différent, et pour cela il est mieux d’en parler dans des
problemes concrets, que dans un exposé purement théorique. Secondement
dans les problemes pratiques, et ce sont bien de tels problemes que nous
voulons aborder, il s’agit d’obtenir une suite de a, en acceptant le risque
plus théorique que réel d’ailleurs, que ces valeurs soient incorrectes, car
on a beaucoup de controles spectraux, accordiaux et ordinaires, qu’on
peut faire intervenir avant d’adopter la suite des a; comme correcte. Si
on constate par un de ces controles la faute, ou méme sur le moindre
soupgon de possibilité d’une telle faute on peut calculer encore un accord
avec un plus grand rythme et éliminer la faute éventuelle.

Notons, que les accords numériques peuvent étre formés aussi dans
les cas, out le rythme n’est pas uniforme.

Apres cette introduction, assez longue mais inévitable a cause que
les résultats exposés n’étaient pas encore publiés, passons au probleme
d’intégration des équations différentielles ordinaires du premier ordre. Il
s'agit d’obtenir les intégrales particulieres aux valeurs initiales x,, y, en
forme d’une série de Taylor. Pour point de départ je prendrai ma méthode
sur ce sujet publiée en 1934 [5].

Il s’agit d’obtenir I'intégrale en questior de I'équation

yr=f (X, Y) ’

les valeurs initiales x,, y, déterminant un point ordinaire de la fonction f,

qui alors est développable en série double de Taylor au voisinage de
ce point

=3 3 Amm (x-x)™ (Y—10)". )

m=0 a=0

1) Ce théoréme peut étre formulé d'une maniére plus générale. La démonstration est
omise 4 cause de manque de place.
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Pour cela il faut former I’expression

_v=y.+f/(x,y.,)dx,
Xo

faire le développemment de intégrant en série de Taylor avec un terme,
retrancher le résidu R, (x) et effectuer Pintégration. De cette maniere on
obtient la premiére approximation y,

’ 2 —1 : e
Vi= Yot f(x,yo)dx=yo+f{a1+Rl(x>de=yo+al(x—x.n )

X Xo

le symbole — 1 représentant le retranchement du résidy Ry, et le sym-
bole —- le rejet de I'expression entiére. La deuxiéme approximation
s'obtient de maniére analogue

r —3a o —
Vo =Yg+ /-f("': Vi) dx=y,+ f[a,+ @y (X = Xo)+ Ry (x)] dx =

Xy X

= Yot [ [o + ety (x = )] dx = yo 4 ) (x—x) + %(x—-xm. 6)

Xu

Il est démontré dans Iarticle cité, que le coefficient a, de la formule (6)
est le méme que dans la formule (5), et cela vaut pour chaque coeffi-
cient a;. C’est-a-dire, les coefficients une fois obtenus restent invariables.
L’approximation du rang i s’obtient, donc, par la formule

X X =

—_— 5 X

,V.=,Vo+ff(X, Vi-g) dx = po+ f[u,—}—uz (x-x)+...q (x=xg)i=1 4
Xo : Xo

> (o . az 2 a . i
ﬁR,(x)]dA=y0+a,(x—xo)+E(X—x,,) e +T(A—Xo)

(i=1,2,..... ) (7)
Les coefficients a; airisi obtenus sont les coefficients correspondants du
développement de Iintégrale particulidre cherchée y, en série de Taylor

I 4 .
y=yo+ ¥ Tl(x“xo)'-
i=1
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Ainsi la méthode exposée permet d'obtenir n’importe quel nombre de
coefficients a; de développement en question. Pour établir une méthode
spectrale, prenons le cas le plus simple; supposons connu d’avance que
Xy, Yo ainsi que les A, , de développement (4) sont des nombres entiers.
Supposons quand méme que les valeurs des A, , ne sont pas connues
et restent toujours inconnues. On peut modérer ces conditions pour pou-
voir étendre la méthode a la classe plus large de fonctions f(x,y), mais
méme ces conditions 1a sont remplies pour une classe assez vaste de
fonctions f(x, y). Par exemple pour la fonction

_Pxy 8
f(x.y) Q(x.y) 8

ol Q (xq ¥o) =1, P et Q étant les polynomes en x, y ayant des coefficients:
nombres entiers. D’ailleurs chaque fonction f(x,y) rationnelle a coefficients
nombres entiers se réduil, x,, y, élant nombres entiers, a la fonction de la
forme (8) par une transformation élementaire. Cette transformation ne doit
pas étre effectuée par un moyen algébrique, elle s’effectue automatiquement
dans la formation des accords.

Dans la méthode analytique exposée il s’agissait donc de trois sortes
de fonctions en x qu'on calcule par un procédé de récurrence, a savoir

Yo
1
f (%, ¥o) f(x, yo) 2
—2
f(x,9) f(x, y41) Ve 9
e
f(x, ys) f(x,ys) Vs

Pour donner une méthode spectrale (ou accordiale), basée sur la méthode
analytique citée antérieurement, il faut trouver les nombres correspondants
aux fonctions en question (leurs spectres ou accords), trouver le procédé
arithmétique, par récurrence, entre ces nombres, équivalant au procédé
analytique cité plus haut et encore trouver le moyen de faire ressortir des
quasi-spectres” leurs parties effectives de telle facon qu’on puisse trouver
n’importe quel nombre de coefficients a; de développement de I'intégrale
particuliére en question en série de Taylor

X a; .
y=yvoty m (x = x,)’.
i=1 ¢
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Faisons pour cela premiérement un tableau analogue au tableau (9)

Z A Sy
Z, 2-2 ' Sy 9)
Z, 23 S3

et analysons le. Premiérement, on voit clairement que les s, doivent étre
des accords de y,, les coefficients de ceux-ci étant des nombres non-entiers.
Secondement on voit qu’il doit exister une relation de la forme

T, = f(107h, 5,_,) . (10)

entre =, et s,_,, et enfin que X, représente le nombre T, abrégé avec
(i—1) h décimales (h étant nombre entier positif convenablement choisi,
rythme des spectres et accords). Mais les Z,, définis par la formule (10),
seront aussi les accords de f(x,y._,) dont les coefficients sont non-entiers
et par cela on ne pourrait pas en tirer les coefficients a,. Pour cela rap-
pelons nous un théoréme de la Théorie des spectres:

Si S est un spectre, au rythme uniforme h, de la suite de nombres
entiers c¢;, alors le nombre KS (K étant nombre entier) est le spectre de la
suite de nombres Kc,, avec le méme rythme, pourvu que le rythme h soit
assez grand, pour qu’étre compatible avec la suite Kc,.

Le nouveau spectre peut étre aussi traité comme spectre de la
suite ¢; sous linfluence de lentier K.

Si § n’est pas un spectre, mais un accord, et ¢; les nombres ratio-
nels alors a condition que leur nombre soit limité, le théoréme antérieur
est valable pour les accords aussi, et on peut toujours trouver le nombre
K tel que les Kc, deviennent nombres entiers et KS devient le spectre
ou accord (selon la grandeur de h) de la suite K¢;. C’est bien notre cas,
car 3; est un accord et ces ¢;, dont le nombre est limité, sont des nom-
bres rationaux. En ce cas comme nombre K — facteur révélateur (le nom
est emprunté a la photographie) on peut prendre (i—1)!

Multiplions les deux premiéres coloanes du tableau (9') par K =(i—1)!
c’est-a-dire que =, et I, seront multipliés par 0!, =, et T, par 1! etc.,
alors le tableau deviendra

_ Se
Sl Si Sl (gu)
Sy g: S2
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ot 3 i
Si=({—11Z, S =(@—NIZ,
i=1,23, ...

Les S; sont les accords et les §, sont les spectres ou accords (d’aprés
la grandeur de h) de suivantes fonctions de x, a savoir f(x,y,—;) respec-

—i =
tivement f(x, yi_,), sous linfluence de (i—1)!. La relation entre S, et S;

est l]a méme qu'entre X, et ¥, notamment S, est la valeur abrégé de S;
avec (i—1) h décimales.

La formule (10) se transforme en formule suivante
Si=@-1)! f(107",5,_,) i=1,2,... (11)
et nous obtenons encore pour a;,, la formule
By = 10" B~ i85 i=18, ... (12)
Le fait que y,,, est la somme de y, et du membre

a.+1___ (X—Xo)i+1,

(i+1)!
donne la relation suivante entre s;,, et s

Sipyg=s 1070 S =Sy (13)
(i+1)!
1l faut encore établir les formules pour les valeurs initiales s,, sy, @0, a;
qui échappent a ce calcul de récurrence. Cependant on trouve

So=DYo
${=5,+107"S, (14)
ay=Yo ‘11:3-1'

Ainsi les formules (11, (12), (13) et (14) donnent la possibilité¢ de cal-
culer tous les coefficients a,, jusqu’a n’importe quel rang. Il semble que
le probleme soit résolu, mais il nous resterait encore a calculer le rythme
h, que nous avons laissé indéfini, avec la remarque qu'il est assez grand.

Dans les problemes résolus par la méthode spectrale le calcul de
est quelquefois bien compliqué. Dans le présent probleme il pourrait étre
trouvé par majoration, seulement si on connaissait I'allure de la croissance
des A, n. Cependant la supposition est que les An n sont et restent
inconnus. Alors nous devons définitivement renoncer a la recherche de #,

“calcul inévitable dans les méthodes spectrales, et passer a la méthode
accordiale. Jusqu’ici bien que nous nous soyons servis des accords, la
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méthode est restée spectrale (ou presque spectrale). En renongant, main-
tenant, au rythme fixe h nous passons a la méthode accordiale. Les for-
mules (11), (12, (13), (14) restent les mémes, mais chaque pas dans ces
€valuations de récurrence doit étre fait par deux (ou plusieurs) calculs
avec deux rythmes différents, (h, et h,) pris arbitrairement. Si les deux
calculs donnent le méme a, le pas est ,pratiquement correct, au cas con-
traire on dois prendre un rythme plus grund h, et recommencer le pas de
nouveau avec les rythmes h, (h, > h,) et hy. On en fait de méme jusqu’a
obtenir le méme coefficient a;. Pour raison de mangne de place nous
devons renoncer de parler des controles, applicables en cette méthode.
Remarquons que chaque formule (11), (12), (13), (14), n’est valable que
pour les spectres ou accords ayant le méme rythme h, a2 quoi on doit
faire attention. Notons encore, que si I’équation différentielle, avec les
conditions initiales x,, y, admet comme résolution un polynome, I'éva-
luation se terminera d’elle-méme, ce polynéme étant obtenu.

L’exemple qui va suivre rendra la théorie plus concréte.

Lxemple
Soit donnée I'équation différentielle
v _1_: X+ y
1+xty’

on cherche [lintégrale, pour laquelle x,=0, y,=0, en forme de série de
Taylor. Le calcul doit donner cinq premiers coefficients. La fonction f(x,y)
étant de forme (8), et la condition

Q (xo: yo)=1
€tant satisfaite, la méthode accordiale exposée peut étre appliquée.

Prenons pour les rythmes h, et A, les.nombres 1 et 2. Les accords
formés avec le premier rythme porteront un index (1), et ceux-—1la formé
avec le second rythme un index (2). Nous obtenons

a,=0 s,=0

(1) (1) (1)
S,=0,9 S, =1 $,=0,1
(2) (2) a,=1 (2)
S,=0,99 S, =1 s, =0,01
(1) 1) (1

S, = 0,99900099 S,=1,0 $,=0,10
(2) (2) a;=0 @)

S, = 0,99999900 S,=1,00 $2=0,0100
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(1 @ - (1)
S;=28,=2,00 . §=0,100. ..
@ @ ag=0 (2) '
S,=28,=2,0000 sg=0,010000
@ @ (1) ,
S, =38,=5,994 : s4 = 0,099975
@) (2 gy= ~6 (2)
S, =38, =5,999994 s, =0,009999975
(1) (1)
S, =23,975431 S, = 23,9754
(2) (2) as= -6

S, =23,999975940 S, =23,99997594

L’'intégrale cherchée est donc

On voit de cet exemple, que si la série en question a de lacunes,
le calcul se simplifie.

On peut généraliser les résultats obtenus dans quelques directions.
Premiérement on peut modérer la condition que A, , soient des nombres
entiers.

L’autre généralisation est d’étendre la méme méthode accordiale aux
équations différentielles d’ordre supérieur et aux systemes d’équations
différentielles ordinaires simultanées. Les généralisations citées se font sans
grandes difficultés.

A la fin de ce travail je fais remarquer encore la possibilité d’em-
ployer les machines a calculer dans les procédés cités.

Becnuk mMaTemaTHuapa M ¢u3nuapa 11
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