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ANWENDUNGEN FUNKTIONALANALYTISCHER METHODEN
ZUR NUMERISCHEN BERECHNUNG DER LOSUNGEN
VON DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

vonL. COLLATZ, HAMBURG

Aus dem weiten Gebiet der numerischen Behandluag von Differenti-
algleichungen soll hier ein kurzer Bericht iiber einige Methoden funktio-
nalanalytischer Art gegeben werden, mit denen man exakte Fehlerabschit-
zungen fiir die gesuchte Losung erhilt. Angesichts des dauernd steigenden
Einsatzes von Grofirechenanlagen haben derartige Abschitzungen erhohtes
Interesse, da die Maschinen, die irgendwelche Naherungsverfahren benutzen,
die Naherungslosung mit einer bestimmten Anzahl von Dezimalstellen lie-
fern und man gerne wissen mochte, wieviele dieser Stellen man garantieren
kann.

Der folgende Uberblick enthilt keine Beweise und Einzelheiten; aber
einige Zahlenbetspiele mogen jeweils die Wirksamkeit der Methoden illu-
strieren. Es sind hier ganz einfache Beispiele gewidhlt worden, damit das
Typische an den Methoden deutlicher hervortritt; die Methoden sind aber
auch auf viel kompliziertere Aufgaben anwendbar; um nur ein Beispiel
zu nennen: es wurden Abschitzungen durchgefithrt fiir die kompressible
Unterschallstromung um eine Kugel.

I. Der allgemeine Fixpunktsatz bei Transformationen

in Banachrdumen
1. Der Fixpunktsatz

Der Fixpunktsatz wurde schrittweise mehr und mehr verallgemeinert;
er wurde zundchst fiir lineare Transformationen aufgestellt. Bei nichtlinea-
ren Transformationen wurde es notig, genauer auf die jeweiligen Bereiche
zu achten. Es sei hier eine Formulierung genannt, die nicht nur in Banach-
schen Riaumen, sondern allgemeiner in linearen vollstindigen Riaumen R
gilt, in denen ein Abstand ||f—g|| zweier Elemente f, g als nichtnegative
Zahl mit den iiblichen Abstandspostulaten (vergl. z. B. Aumann [1], S. 83, J-
Weissinger [16]) erklart ist.
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Als Elemente von R werden in der praktischen Analysis gewohnlich
Zahlen, Vektoren, Matrizen, Funktionen, Systeme von Funktionen u. dergl.
verwendet; bei der Anwendung auf Differentialgleichungen treten meist
folgende Banachriume R auf: R enthilt alle Funktionen f(x) oder f(x;,..0,x,),
die in einem Intervall [a,b] oder allgemeiner in einem abgeschlossenen
Bereich B des «x,,...,x,, — Raumes definiert und stetig (oder mit stetigen
partiellen Ableitungen bis zu einer gewissen Ordnung versehen) sind. Als
Norm wird bei theoretischen Untersuchungen hiufig einfach | f|| :sgp | f| be-

nutzt; fir die Giite der erzielten Abschitzungen ist es aber oft von ent-
scheidender Wichtigkeit, eine Norm

(1.1) I|f|I=SEP<P(Xj)!f(X;)I

mit einer ginstig gewihlten in B positiven (in besonderen Fillen nichtne-
gativen) stetigen Funktion ¢ (x;) zu verwenden. In manchen Fillen, z. B. wenn
auch die Werte der Ableitungen der gesuchten Funktion interessi eren
empfiehlt es sich, Normen mit Ableitungen su verwenden, z. B. bei dem
Banachraum der in einem abgeschlossenen Intervall <a, 6> stetigen und
k-mal stetig differenzierbaren Funktionen f(x):

(1.2) A [1=sup 3 @y (x)] 10 (x) |
<a,6>,'=9

,mit fest gewihltenin <a, 5> nichtnegativen stetigen Funktionen ¢, (x) mit
¢a (x) >0in <a, 6> (entsprechend bei Funktionen mehrerer Verinderlicher).

Nun sei T ein Operator, der in einem Teilraum F von R definiert
ist und dort einer Lipschitzbedingung geniigt:

(1-3) . HTfl_Tf2”§K||fl_f2H fir alle fnsz F.

F sei ein vollstindiger Teilraum, der auch mit R zusamenfallen darf.
Fragt man dann nach Lésungen u der Gleichgung

(1.4) Ti=f,

also nach Fixpunkten der Transformation T, so kann man, ausgehend von
einem Element u, ¢ F, ein Iterationsverfahren aufstellen:

(1.5) Up41=Tu, (n=0,1,2,...),

es gilt dann (vergl. [3], [16]) der

Fixpunktsatz: Aufier den obigen allgemeinen Voraussetzungen iiber
R,F und T sei K <1 und es sei mindestens eine der beiden Vorausset-
zungen erfiillt:
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a) man weiss, dass alle u, in F liegen, oder
b) es liegen u, und alle Elemente h der Kugel §

(1.6) A —u || <
in F.

Dann gilt: Die Gleichung (1.4) hat genau eine Losung u in F, die Folge u,
konvergiert gegen u

s o

(1.7) lim||u-u, =0

n->w»
und u gehort sogar der Kugel S an.
Man hat damit Existenz der Losung, Eindeutigkeit im Teilraum F und
eine Fehlerabschatzung fiir die Ndherung u,.
Es gilt dann iibrigens allgemein

n
KHu,—uoll fiir n=0,1,2,...

(1.8) || < 1"

2. Anwendung auf gewohnliche Differentialgleichungen (vergl. L. Collatz [5] S. 32 -— 40)
Vorgelegt sei die Randwertaufgabe

2.1) Lu={f(xyy.yXmyt) in B

[ Up.ll:Yp. auf I‘p (p.=1,...,k).
Dabei sind L und U, lineare homogene Differentialoperatoren, f eine ge-
gebene stetige, nach u stetig partiell differenzierbare Funktion. Iy sind
(m—1) dimensionale Hyperflichen (gewohnlich Randflichen des Bereiches B),
auf denen die Randbedingungen vorgegeben sind. y. sind gegebene Orts-

funktionen auf T',. Das Iterationsverfahren (1.5) besteht dann in der Bestim-
mung von up 4, aus u, nach

(2.2) Llln+1=f(Xj,U,,) in B, Upln41=Yp auf Fp.
Die Randwertaufgabe
(2.3) Lu=r(x;) in B, Upu=0 auf 'y
besitze bei stetigem r die eindeutig bestimmte Losung
(2.4) u(x;)=J G (x;%) r (&) d§;
mit einer Greenschen Funktion G (x;, &).
Es sei H ein Bereich des x,,..,X,, u—Raumes, der eine Losung u

von (2.1) und die u, (j=0,1,..) enthilt; in H gelte

(2.5) 25

< N(x,).
| = ()
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Dann ist bei der Norm (1.1) als Lipschitzkonstante

(26) K=sup[v (010 )ING) -0 5]

¢ ()
verwendbar.
Ist iiberdies die Greensche Funktion G (x; =0 und hat die Eigen-
wertaufgabe
(2.7) Lz=%z in B, Upz =0 auf I'y

eine in B nichtnegative Eigenfunktion z(x,) mit dem Eigenwert 2., so kann
man ¢ (x;) = [z(x;)] ~' wihlen und erhalt mit der dann nach (1.1) festgeleg-
ten Norm den einfachen (allerdings auch meist etwas groberen, aber ohne
Benutzung der Greenschen Funktion berechenbaren) Wert der Lipschitz-
konstanten

(2.8) K= L - Max N (x;).
7. B

Zz

Beispiel I: Bei der Randwertaufgabe (die aus einem mechanischen
Problem entspringt) (hier ist y statt u geschrieben):

(2.9) =y'=1+(1+x%)y, y(£1)=0
lassen sich leicht nach der Iterationsvorschrift
(2'10) _y:l+l=1+(1+‘x2)ym ,Vn+l(Il)_—0 (”:07132a"')

ausgehend von einer die Randbedingungen erfiillenden Funktion Vo (X) =
=a (1-x*) einige weitere Funktionen der Folge y, (x) ermitteln. Wihlt man

: " - . 15
a so, dass y, und y, bei x=0 iibereinstimmen, so wird azié’ und

1 1 /221 x* xb x8 xio
2.11 Po=—(—x24x%), .- :—(—-————+—+ —).
@11 yi-vs 32( ) Y 3219520 12 30 56 90

Als Banachraum werde die Menge der in <—1,1> stetigen Funktionen mit
der Norm (1.1) gewihlt. Mit Hilfe der hier leicht angebbaren Greenschen
Funktion kann man die Lipschitzkonstante K ermitteln (Durchfithrung
der Rechnungen in [5]S. 184) und man erhalt:

bei der Gewichtsfunktion ¢ (x)=1 die Abschitzung
V2 (x) -y (x)| < 0,0384 ;

— 1
und bei der Gewichtsfunktion ¢ (x)=(l - %x’ ) die Abschidtzung

[726) =y ()| < 00825 (1 - ),

Der tatsdchliche Fehler bei x=0 betrigt [72(0) =y (0) |=0,0271. In Beis-
piel Il wird gezeigt, wie man die Abschatzung noch verbessern kann.
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Il. Verwendung allgemeiner Abstandsbegriffe
3. Abstandsbegriff

J. Schroder [11] bis [14] hat den Fixpunktsatz verallgemeinert, indem
er als Abstand ||f—g||zweier Elemente f, g € R nicht mehr reelle Zahlen,
sondern allgemeinere Grofien p (f, g) verwendet, die selbst Elemente eines
halbgeordneten Raumes N sind. R heifit dann ein pseudometrischer Raum;
solche Raume wurden von Kurepa [9] eingefithrt. Der Abstandp ‘soll die
iiblichen Abstandspostulate erfiillen
3.1) [p(f, g) =96 genau fiir f=g

p(f.8) <p(fih)+p(gh)
fiir irgend drei Elemente f, g, h aus R.

- In N kann man fiir Elemente p,¢ mit reellen c,, ¢, das Element
¢,p + 0 bilden, es gelten hierfiir die Regeln der Vektoralgebra; fiir
gewisse Elemente p hat p=8 (6 als Nullelement von N) einen Sinn, und
es gelten die iiblichen Regeln fiir das Rechnen mit Ungleichungen:

¢=>0, p==9 ergibt cp=0; ferner p=0, s =0 ergibt

p+o=>0; 6<p<0 gilt genau fir p=6 und p=oc bedeutet p-o=8.
Weiter benotigt man einen Grenzbegriff; fir lim p,=p wird verlangt:
n—o

1. Aus p, = const = p folgt p,-p.

2. Bei p,- p strebt auch jede Teilfolge der p, gegen p.

3. Aus p,-»p, 6,40, ¢, »>c folgen p, + 0,2p + 0, CLpPaPCP.
4. Aus 6 <p, <o, und o, »90 folgt p, 6.

5 Aus p,»p und p,=6 folgt p=6.

Diese Forderungen sind so schwach, daB hier viele praktisch wich-
tige Raume, z. B. mit stetigen Funktionen erfafit werden.

- Wieder liege eine. zu losende Gleichung (1.4) vor, .die durch das
lteratlonsverfahren (1.5) behandelt werde Fiir den Operator 7 gebe es
dann einen in N erklarten Operator P mit :

(3.2) e (Th, TRYS Pp(fi,f,) fir alle fy, f, €F.

Der Operator P sei linear, stetig (aus pn —'—>p folge 'P.p, — P p), positiv
(aus p=>0 folge Pp=>0) und fiir jedes Element p-aus N sei die Folge

03 Y
- i=1

konvergent.
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Es moge F das Ausgangselement u, der Iteration und alle Elemente A
der Kugel S

lh—u || <o
enthalten wobei o die Ungleichung
(3.4) (E=P)o=P Juy-u,|

erfiillt (E = indentischer Operator). Dann gelten die gleichen Aussagen wie
beim Fixpunktsatz; Gleichung (1.4) hat genau eine Losung in F, u, kon-
vergiert gegen u und u gehort sogar der Kugel S an.

4. Anwendung auf gewdhnliche Differentialgleichungen. (vergl. J. Schroder [12))

Die Methode werde auf den speziellen Fall der Randwertaufgabe
(2.1) angewendet und es werde der Einfachheit halber angenommen, daf
die zugehorige Randwertaufgabe (2.3) eine in B nichtnegative Greensche
Funktion G (x,,§) besitze. Dann kann man als halbgeordneten Raum N
die Menge der in B stetigen Funktionen und als P den Operator

B
(3-5) Pp(x)=JG(x,§)N(E)e () dE;

verwenden; man gelangt dann zu folgender Fassung, bei der man die
Greensche Funktion nicht explizit zu kennen braucht: Man habe mit Hilfe
des Iterationsverfahrens (2.2) zwei Funktionen u,, u, ermittelt und es sei

(3.6) a1ty | < 6y (x,) in B.
(3.4) ist dann gleichbedeutend mit
3.7) Lo—N (x;)6 = N(x,) 6, (x,); Upno=0;

man hat also nur noch eine nichtnegative Funktion o (x,) zu suchen, welche

die homogenen Randbedingungen und in B die Ungleichuug (3.7) erfiillt;
dann gilt

(3.8) |uy—u|<Lol(x)) in B.

Diese Abschitzung ist in gewissem Sinne nicht mehr verbesserbar.
Wenn namlich speziell in (2.1) f(xj,uy=N(xj)-u mit N=0 steht, wenn
uy—uy =0 in B gilt und man also o,=1u, —u, setzen kann, so liefert die-
jenige Funktion o (x;), fiir die in (3.7) das Gleichheitszeichen steht, den
genauen Fehler u—u,=0. Es wird also fir numerische Zwecke darauf an-
kommen, die Ungleichung (3.7) ,méglichst gut zu erfiillen* (d. h., daf

Lo—No- Ns, der Null mdglichst nahe kommt), was man hiufig mit Hilfe
der Relaxationsmethode durchfiihren kann.

Beispiel 11. Bei der Randwertaufgabe 12.9) werde wie in (2.10), (2.11)
iteriert, jetzt aber schirfer abgeschitzt. Hier ist N (x)=1+x* man hat
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also nach (3.7) eine Funktion o (x) zu ermitteln, fiir welche o (+1)=0 und
39 —"—(1+x) 6 = (1+x3) [y~ |

gilt. Man setzt o am einfachsten als Polynom mit einigen freien Para-
metern ¢, an und bestimmt die ¢, nach der erwihnten Relaxationsmethode.
0,0243

Hier erhdlt man bereits mit 0:—?3— (1—x?) brauchbare Ergebnisse. Nach
(3.8) gilt somit
(3.10) e (1) -y (x)] < 0,0304 (1—x?).

Schon mit diesem Polynom 2. Grades hat man also eine bessere Abschit-
zung erhalten als in Beispiel 1. Nimmt man fiir o (x) Polynome hoheren
Grades, so kann man mit der Abschitzung dem wirklichen Fehleverlauf
beliebig nahe kommen, da hier y,—y, in (—1,1) das Vorzeichen nicht
wechselt.

Beispiel 1lI. Randwertaufgabe bei der nichtlinearen partiellen Diffe-
rentialgleichung (Warmeleitungsaufgabe):
3.11) —Au=1-u—u? fiir r <1 (mit r2=x+ y*) (im Bereich B)
mit der Randbedingung
(3.12) u=1 fir r=1 (auf dem Rande I).

Zunichst hat man 2 Funktionen u,, u, zu ermitteln, die die Randbedin-
gung und .
(3.13) —Auy=1—ug—u,®
erfiillen.

Es werde u,=1+a(1-r¥)+06(1—r*) angesetzt, daraus u, berechnet
nach (3.13) und die Parameter u, b so bestimmt, daff auch u, die Rand-
bedingung erfiillt und u, nahe bei «, liegt. So wurde gewihlt

u=1-0,13(1-r%—0,03(1-r*)
= é—( -14 V7,0841,92r* )

Im Teilbereich der stetigen Funktionen u(x,y) mit 0<u<1 ist nach

(2.5) N=3 wihlbar; also benotigt man eine auf dem Rande I' verschwin-
dende Funktion o mit

—-Ac-306=30, mit oo:iu,—u°|.

Hier wird angesetzt
3

6= 3 ¢ (1-r),

v=1
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und Relaxation gibt rasch brauchbare Werte fiir die ¢,. Man erhilt
lu—u | <6=0,0024 (8-9r2+7r9).

Es liegt hier kein so giinstiger Fall wie in Beispiel II vor, da u, - uy in B
das Vorzeichen wechselt.

lIl. Newtonsches Verfahren mit Varianten
5. Verwendung des Begriffs der Ableitung eines Operators

Die zu losende Gleichung laute jetzt
(5.1) Tu-=9

und T sei ein im Frechetschen Sinne im Teilraum F differenzierbarer
Operator (sonst aber die Voraussetzungen iiber T, F, R wie in Nr. 1).
Die Gleichung moge iterativ behandelt werden, beginnend mit einem Ele-
ment u, in F. Es liegt nahe, die Differenz 8,=u,,,-u, mit 7u, im
Zusammenhang zu bringen; denn beide sollen zugleich verschwinden. Wir
setzen daher

(5.2) Sy=Unyy—u,=A, Tu, oder
(5.3) Upypy=Vou, mit V,=E+A, T,

wobei A, (oder im einfacheren Falle: A, = konstante Transiormation A)
Transformationen sind, die das Nullelement und nur dieses wieder in das
Nullelement iiberfiihren. Gewohnlich wihlt man als A, lineare Trans-
formationen. '

Hier ordnet sich das gewdohnliche Newtonsche Verfahren unter, vergl.
(7] 8] [10]:

(5.4) 8p = sy — i, =Ty ' Tup,

wobei T,;, =T (u,) die Ableitung des Operators T an der Stelle u, und
Tw' die Inverse dazu bedeutet. Es gibt eine Variante, das vereinfachte
Newtonsche Verfahren:

(5.5) 8n=U, sy —Un=To " Tu,,

welches rechnerisch bequemer durchfithrbar ist, aber nicht so rasch kon-
vergiert als (5.4): Dieses Verfahren ordnet sich dem Iterationsverfahren
von I unter-und ld8t daher eine unmittelbare Fehlerabschitzung zu, die
zugleich fiir das gewohnliche Newtonsche Verfahren anwendbar ist, da man
stets den letzten gerechneten Schritt des gewohnlichen Newtonschen Ver-
fahrens als ersten Schritt des vereinfachten Newtonschen Verfahrens auf-
fassen kann; .zugleich erhialt man so fir das gewohnliche Newtonsche
Verfahren eine Fehlerabschatzung, bei der man nicht die zweite Ableitung
benotigt, vergl. [4]. '
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Da Ty ' als Inverse einer Ableitung ebenso wie To linear ist, kann
man die Ableitung von V,=V unmittelbar bilden und man erhilt fiir
irgendzwei Elemente f, f* aus F:

(5.6) HVE=VIE[| Zsup ||V ] [If-f*]l,
man bekommt als Lipschitzkonstante K fiir das vereinfachte Newtonsche

Verfahren
(5.7) K=sup || V'|| < || To " || sup || To—T"]|
F F

und (1.8) kann unmittelbar angewendet werden.

6. GewoOhnliches und verbessertes Newtonsches Verfahrea

Neben dem vereinfachten Newtonschen Verfahren gibt es verbesserte
Newtonsche Verfahren, bei denen man zweite oder hohere Ableitungen
heranzieht. Von vielen verschiedenen Arten sei nur die folgende genannt:

Man berechnet 8, aus

] l " . 0]
(6.1) 0="T,+ Tm6n+—2— To @npa mit T+ Tp @, =06.

Dabei bedeutet T, =7u, und T; die zweite Ableitung an der Stelle Uy.
Fiir das gewdhnliche Newtonsche Verfahren gibt es Konvergenz.
beweise und Fehlerabschdtzungen von Kantorowitsch, Ostrowski u. a. Man
kann nun eine allgemeine Theorie aufstellen, die das gewohnliche New-
tonsche Verfahren und eine Reihe ihrer Verbesserungen als Spezialfille
enthalt.
Das Verfahren bestehe in der Iterationsvorschrift

(6.2) 8a=® (15", Tu, Tu, Ta, Ta',...)
wo ¢ eine gegebene Funktion der Argumente ist; das Verfahren lasse
Abschitzungen der Form zu
(6.3) 18a (| (bn, (| Tall) || Tall
I Tass I & (bn ([ Tall) Il Ta ll%,

wobei k eine feste positive Zahl (die ,Ordnung* des Verfahrens), b, eine
obere Schranke fiir || 7, '|| bedeutet und g und h bekannte in ihren (nicht-
negativen) Argumenten monotone Funktionen sind.
Sind gewisse Bedingungen iiber die Ausgangsnidherung erfiillt, so
lassen sich Konvergenz und eine Fehlerabschitzung der Form
kn—1

“u_u"“éalll—%g B‘/:T

(6.4)

beweisen.

BecHHK MaTeMaTHYapa B ¢dWaHuapa 10
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IV. Monotonie-Eigenschaften

7. Aufgaben monotoner Art

Bei den Methoden von Il kann die Bildung des inversen Operators
zu T, Schwierigkeiten bereiten. Diese lassen sich oft umgehen, wenn der
Operator von ,monotoner Art¢ ist. Man erhilt in solchen Fallen unter
Annahme der Existenz einer Losung oft sehr einfache und scharfe Schran-
ken, wie an Beispielen linearer und nichtlinearer Randwertaufgaben, auch
bei partiellen Differentialgeichungen, gezeigt werden kann. Ein Operator
T heiBt in einem Teilraum F eines halbgeordneten Raumes R von ,mo-
notoner Art*, wenn fiir beliebige Elemente f,, f; von F stets aus TH S Tf,
folgt f, < f.. Setzt man die Existenz u einer Losung von

(7.1) Tu=f

voraus, so hat man sofort die Moglichkeit der Eingabelung. Sind nimlich
v, und v, zwei Ndherungen mit

(7.2) T, < f< Tv,,
so folgt < u<<v,.

Man hat damit zugleich auch fiir das Relaxationsverfahren, bei dem man
den ,Defekt* d=dv=Tv-f einer Niherung v durch Anbringen kleiner
Korrekturen dem Nullelement zu nahern sucht, die Maoglichkeit einer
Fehlerabschitzung; denn hat man z. B. d =6 erreicht, so weifl man v=u
und entsprechend folgt v < u ausd < 6. Es wurden eine Reihe von Typen von
Randwertaufgaben bei gewohnlichen und partiellen Differentialgleichungen 2.
und 4. Ordnung (auch nichtlinearen) zusammengestellt, welche von mono-
toner Art sind. vgl. z. b.[2] [5] [6].

8. Monotone Operatoren

Es sei wieder (1.4) die zu losende Gleichung in einem halbgord-
neten Raum R.

A. Der Operator T sei monoton nichtfallend, d. h. aus

(8.1) u<v folge Tu<Tv.

Man hat zwei Iterationsfolgen

(8.2) Uy g= Tty s Bypg==Thy (8=10,1,2,..... ),
wenn dann

(8.3) U Sy Sy o

erfiillt ist, so gilt

(8.4) g Sl Sl cvinenns <i, K, L,
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Nun werde vorausgesetzt:

V,: Jeder monotonen beschrinkten Folge v, von Elementen aus R
ist ein Grenzelement v aus R zugeordnet, v,-v, (eine Menge M von
Elementen v heifit beschrinkt, wenn es ein Element h gibt mit v <# fiir
alle v aus M) und der Operator T ist stetig beziiglich dieses Grenziiber-
ganges, d. h. aus v,—»v folge Tv,--»Tv. Dann konvergieren die u,
gegen ein Grenzelement u* und die 4, gegen ein Grenzelement 4% und
es sind u* und 4* Losungen der Gleichung (1.4), es gilt

(8 5) u, <u* < i+ <4, fir (n=0,1,2,...).
B. Der Operator T sei jetzt monoton nicht wachsend, d. h. aus
(8.6) u<v folge Tu=Tv.
Bei der Folge (1.5) sei jetzt
(8.7) Uy <y < Uy
dann gilt
(8.8) U Ly <, <o Ly Sug Sy

Es sei wieder obige Voraussetzung V, erfiillt und auferdem V,: In der
Menge M der Elemente u mit u, <u<u, moge das Gleichungssystem

(8.9) v="Tw, w=Tv
nur Losungen mit v=w besitzen.

Dann konvergieren die u,, ,von unten“ und die uyn,, ,vOD oben*
gegen eine Losung u* von (1.4):

(8.10) gn Sllgn g SU* Sy Sllaney (=01, 2,..))
Man darf dann auch abindern (abrunden oder formelmiflig vereinfa-
chen): Ist z.B. u, < v, < u, und setzt man v,,,=Tv,, so gilt

(8.11) P S

9. Anwendung auf gewdhnliche Differentialgleichung

Es liege wieder die Randwertaufgabe (2.1) vor mit den dort getrof-
fenen Voraussetzungen. Es existiere eine Greensche Funktion G (x5, &)
derart, daf8 (2.1) einer (nichtlinearen) Integralgleichung u= Tu gleichwertig
ist. Ist ¥ eine spezielle die Randbedingungen erfiillende Funktion, fiir die
L\ existiert, so hat man

(6.1 u (x;) =V (x)) +BfG (i B [=L Y @) + @ u@E)dE
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Die Greensche Funktion sei nichtnegativ, dann ist T im Falle -3—120
u
monoton nichtfallend und im Fall -?—’go monoton nichtwachsend.

ou

Die Voraussetzung V, ist, wenn die v, selbst als Bildelemente von
stetigen Funktionen w, auftreten (v,= Tw,), wie es beim Iterationsverfahren
der Fall ist, fiir die Greensche Funktion bei gewdhnlichen Diiferential-
gleichungen normalerweise erfiillt und bei einfachen Fillen partieller Diffe-
rentialgleichnungen (wie z. B. bei dem Laplaceschen Ausdruck Lu= — Au
bei einem Kreisbereich) ebenfalls. (Naheres in [15]). Fiir die Voraussetzung
V, wird die Differenz 8§ =u— w betrachtet. Fiir diese wird

(9.2) L8 =f(xj, w)—f (xj, u) = 8, Upn8=0 aul Ty,
dabei ist @ der Wert von g—f an einer Zwischenstelle zwischen u und w.
u

Wenn in dem durch M gegebenen Streifen u, <u < u, gilt
(9:3) [ <IM,

wobei X, der betragskleinste Eigenwert von L8§=18 in B, U,8=0 auf I,
ist, so ist Voraussetzung V, erfiillt.

Beispiel 1V. Fiir die Randwertaufgabe
(94) —y'=1+ayt,  y(£1)=0

sind unter Annahme von 0 <u fiir a >0 die Voraussetzungen von A
(monoton nichtfallender Operator) und fiir a <0 die Voraussetzungen von
B (monoton nichtwachsender Operator) erfiillt.

Ausgehend von

(9.5) uy=b(1—x* erhidlt man u, leicht durch einen Iterationsschritt aus

—u,"=14au?, u, (+1)=0;
es wird
42
(9.6) u,—u,,=—1-3—0i [15-30b+ab?ep(r)] mit @ (x)=11—-4x2+ x4,

im Interval (—1,1) gilt 8 <o (x) < 11.

A. Es sei a==1. Wahlt man zundchst u,=0, i,=1—x? so ist (8.3)
erfiillt, es gibt mindestens eine Losung u* von (9.4) mit 0 <Cu*(x) <1-=x3
Um bessere Schranken zu erhalten, wird & so gewidhlt, daB u,—u, in
(- 1,1) nichtnegativ oder nichtpositiv ausfillt; man bekommt die giinstig-
sten Werte b als Wurzeln von 15-30 6+ =0 mit y=8 bzw. 11.
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Fiir 6=0,5941 wird u, <u, und u, (0)=0,6294 < u*(0),
fir £#=0,6595 volgt u* < 0,6595 (1 - x2).
B. Es sei nun a= - 1. Fiir u,=0 ist (8.7) erfiillt:

L 15-1@(0)

1
uy=—(1—-x2%), u,=
T ) : 30(

2

Es ist (9.3) mit |® 1§2-%<|xl|= % erfiillt, also gibt es in der Menge

M der Funktionen u mit Ogugé(l —x*) genau eine Losung u* von

(9.4) mit a= -1. Etwas engere Schranken erhilt man mit Hilie des

Abidnderungssatzes (8.11); mit b= —]% folgt

1 11
0,40833 ——< o) <L ——— 0,43887.
< 120 — © =2 (120)<

Man hat so mit sehr geringem Rechenaufwand, allein mit der Ite-
ration (9.5) (9.6), Existenz —, Eindeutigkeitsaussagen und Fehlerschranken
fiir eine Losungsfunktion u* (x) erhalten. Durch Verwendung von Polynomen
hoheren Grades lassen sich natiirlich leicht wesentlich engere Schranken
gewinnen.

Beispiel V. Fiir die Randwertaufgabe

97) —Au=—1+a(u+u?) fir r<1 (mit r*=x24y?) (in B)
u=1 fiir r =1 (auf I)

sind bei der Annahme von 0 <u fiir a >0 die Voraussetzungen von A
(monoton nichtfallender Operator) und fiir a << 0 die von B erfiillt. Die
Iteration —Au = —1+a(uy+u,?), u,=1 fiir r=1 148t sich, ausgehend von
(9.5) uy=1+4b(1-r?
leicht ausfiihren.

A. Es sei a=1, dann wird
144 (u,—uo) = (1 =r*) ¥ mit y=36—636+226%— (27 b+ 14 b2) r2+4 b2,

Fir =0 ist u; = u,; wihlt man 4,=2—r* (das entspricht b=1), so ist
(8.3) erfiillt; es gibt also eine Losung u* von (9.7) mit 1 <u* <2/,

Zur Aufstellung engerer Schranken wihlt man b einmal so, da ¥ =0,
und einmal so, daB ¥ < 0 ausfillt. Die giinstigsten Werte von & ergeben
sich wie in Beispiel IV durch Loésen quadratischer Gleichungen. Mit

b= —1—(15_\/1_7‘7) bzw. 24/(21+ V89) erhalt man 1,516 < u (0,0) < 1,789.
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B. Es sei a= —1; dann wird 144 (u;—u,) = (1 -r%). ¥ mit
V= — (1084225b+22 b%) + (27 b+ 14 6%) r2—4 b2 r*.

Fiir 6=0 wird u;=1- %(l—r’) und es folgt (u,—u,) 144=(1-v?) ¥, wo-

bei man ¥ mit b= —% zu bilden hat. Man stellt fest, daB8 (8.7) erfiillt ist.

Wieder kann man die Schranken mit Hilfe des Abidnderungssatzes ver-

bessern. Mit den Werten —72/(75+ V4569) und —12/(11+ Y105 fiir b er-
hidlt man die Schranken

0,4352 < u (0,0) < 0,4951.
Wie in Beispiel IV hat der sehr einfache Ansatz (9.8) Existenz, Eindeutig-

keitsaussagen und Fehlerschranken geliefert; die Schranken sind noch grob,
lassen sich aber natiirlich durch Rechnen mit Polynomen hoheren Grades

verbessern.
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