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ELTROVADO DE LA VEKTORA]J ELEMENTOJ
DE PLANEDET-ORBITO EL DU OBSERVO]

KAJ LA MOVIGDIREKTO I (TEORIO)

BOZ POPOVIC, SARAIEVO

1) La problemo kaj la solvo-principo

Ekzistas granda nombro de planedetoj observitaj nur dufoje (au plur-
foje, sed kun tiel malgranda tempodistanco ke oni ne povas per la ekzi-
stantaj metodoj kalkuli lajorbitelementojn). Se krome, por unu el la du
observoj, estas signita sufice precize ankail la movigdirekto lail la postsigno
sur la fotoplako, ail se ni havas la eblecon eltiri gin el du (ail pluraj) prok-
simaj observoj, tiam tamen oblas trovi la vojet-elementojn. Pro malpli
precizaj donoj pri la movigdirekto kaj pro malpligranda tempodistanco,
¢i tiuj elementoj estos malpli certaj ol tiuj kiujn ni trovus el tri preskai
egaldistancaj observoj, sed tamen ili ne estas forjetendaj, ¢ar ili povas
servi por la unua venanta opozicio kaj ebligi denovan trovon de la pla-
nedeto — kiome giaj brilo kaj pozicio ne malebligas la observon dum tiu
opozicio. Povas okazi ankaii ke la planedeto estis observata en la antaia
opozicio, same tiel nesufie, kaj la elementoj, respektive efemerido kalku-
lita baze je tiuj elementoj, ebligus la identigon. Pro tio oni bezonas havi
metodon kiu ebligus relative facile eltiri de la donitaj observoj eblan
maksimumon koncerne eltrovon de la planedet-elementoj, nome: trovi la
orbiton kiu tute kongruos la faritajn observojn (kompreneble en la limoj
de la observo-precizeco).

Solvo de la problemo principe jam ekzistas (ekz. [1], p. 177), sed
gi ankorali ne estis detaligita tiom ke oni povus efektive atingi la stari-
gitan celon. Por la praktika efektivigo de la solvo oni devis prilabori
tute novan metodon, ¢ar la ekzistantaj metodoj ne povas helpi. Dum la
metodoj de Gauss-tipo uzas nur pozici-vektorojn, kaj la Laplace-tipaj
(metodoj) uzas eltiratan akcelon, & tie oni ja devas utiligi eltiratan rapidon.
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La nova metodo ekiras de la sama ekvacio kiu pere de rapido ligas
du najbarajn poziciojn, de kiu ekiras ankaii Lagrange [4] en sia metodo-
Sed Lagrange eliminas la rapidon kaj per tio li faligas sian metodon al
la Gauss-tipo. Andoyer [1] kaj aliaj kiuj provas revivigi Lagrange-metodon,
ekz. [2], [3], [6]) ne eliminas la rapidon, tamen preninte proksimumajojn
por f kaj g li denove faligas la metodon al Gauss-tipo. Sed por solvi ¢i
tiun problemon, kiam du el tri observoj estas proksimaj, oni nepre devas
konservi la rapidon, t. s. doni tute novan metodon.

Por ke ¢i tiu metodo (kiun oni povas same prilabori en diversaj
variantoj) donus utilajn rezultatojn, t. e. maksimumon eltireblan de la have-
blaj donoj, oni bezonis plenumi tri taskojn: 1) trovi la procedon por
plejeble preciza kalkulo de la movigdirekto (kio estas farita en la artikolo
[9]), 2) efektivigi praktikan kaj certan vojon por precize kalkuli f kaj g
(kio estas jam farita en la artikolo [10]) kaj 3) detale prilabori la meto-
don mem (kio estas enhavo de ¢i tiu verketo). Solvinte ¢i tiujn tri pro-
blemojn, mi opinias ke estas verkita nova metodo, principe egalrajta al la
metodoj de aliaj tipoj, kun avantaga apliko nur en la okazoj kiam ni
havas du (ali pli) prokcimajn, kaj unu iom pli malproksiman, observojn.

De speciala intereso ¢i-rilate estas la metodo de Viisili [12]. Gi
estas iusence metodo de transira tipo inter Gauss-a kaj nova tipo, car gi
ne eliminas suncentran rapidon, sed ankaii ne uzas tercentran rapidon
(t. e. la derivon de la tercentra observodirekto). Pro neuzo de la unua
derivo, forfalas la unua de tri supre menciitaj taskoj, sed aliflanke tio
malebligas la uzadon de la metodo por la celo kiun ni pritraktas: eltrovo
de la elementoj el konataj du observoj kaj la movigdirekto. Estu per-
mesata mencii ¢i tie ke la efikeco de la Viisili-metodo plikreskus se oni
por f kaj g uzus la menciitajn tabelojn el mia artikolo (10].

Antau ol transiri al la detaloj, mi montru Cefajn signajojn kaj la
solvoprincipon — nur generale.

La observodirektojn de la planedeto en Ia momentoj ¢ kaj ¢ ni signu
per e kaj e,, iliajn tercentrajn (ali pli bone baricentrajn) distancojn per p
kaj p;, per R kaj R, la respektivajn poziciojn de la Suno, per €', p’ kaj V
la derivojn de ¢i tiuj kvantoj por la momento f. Kun tiaj signajoj ni havos
por la suncentraj pozicioj (r, r,) kaj por la rapido (v) de planedeto:
(1) ;=—E+P;, ;1=_‘k—1+91 ‘:1»
2) v=—Vipe+pe

Ci tiuj vektoroj devas esti ligitaj per

(3) n=fr+zgv,
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kie 1=k (f,—1) Kaj f, g estas la kvantoj dependaj de r kaj v, precize kalku-
leblaj laii la vojo donita en la verketo [10]. Anstataiiiginte (1) kaj (2) en
(3) ni ricevas la vektorekvacion

(4) _Ri+p e,=f(—R+pe)+tg(-V+pe+p'e),

en kiu la nekonato] estas p, p’ kaj p;,. La solvo de i tiu ekvacio estas

ankaii la solvo de la problemo, car tiam de (1) kaj (2) ni trovas r kaj v,
kaj de ili tuj la vektorajn elementojn:

C—[r 3, D=[Tl=rjr, T=t—E=(u—Dsinuy)
kun
E2C?=1-D? Dsinug=E (r.v)
Dcosuy=r-v:—1.

(Pli detale pri la vektoraj elementoj v. ekz. en [5], [8] atl [11]).

La solvo estas ebla nur en popasaj alproksimigoj, car f kaj g depen-
das de la nekonataj 7 kaj v, t. e. de p kaj p’. Detaligo de la procedo por
solvi la ekvacion (4), konsiderante samtempe la aberacion Kkaj la para-
lakson, same kiel la neprecizecon de la preparkalkulo de la vektoro ¢,
estas la enhavo de ¢i tiu verketo. En gi mi donos du variantojn de ¢i
tin vektora metodo: la ,unuan metodon*, en kiu t trovigas malkaSe kaj
por f, g estas uzotaj la Tabeloj I aii Il (de la artikolo [10]) kaj ,la duan
metodon®, en kiu t eniras tuj en la esprimon por la rapido, kaj sekve
estas utiligota por f, g la Tabelo IIL

2) Aberacia influo al la kalkulita movigdirekto

La aberacian influon oni kutime eliminas korektante la obsevomo-
mentojn por —ap, kie a estas la aberacia konstanto, kaj p la tercentra
distanco. Sed tion oni povas apliki nur se oni konas p sufice guste, kio.
enportas postan Sangon c¢e iuj jam kalkulitaj kvantoj. Krome ni ne bezo-
nas korekti la observomomentojn mem, sed nur la tempodistancojn. Mal-
grandajn intervalojn (pli guste: kiam estas malgranda diferenco inter ter-
centraj distancoj je la limoj de la intervalo) ni korektas pro la aberacia
influo multiplikante ilin per la faktoro 1—ap’ (Poincaré [7}). Ce pli gran-
daj tempointervaloj ¢i tio ne suficas, sed tiam oni tamen povas ofte fari
la konkludojn konsiderante tuj la aberacian influon, tiel ke la ricevitaj
formuloj estas rigoraj, kaj la aplikon de la formuloj dum la kalkulado ni
faras pli-malpli rigore — laii la gustecgrado kiun ni jam atingis kaj kiun
ni deziras atingi. ' '
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Mi unue haltos ¢e la okazo de eltrovo de la movigdirekto el nur
tri observoj, el kiuj du proksimas unu al la alia kaj la tria malproksimas
(> 10¢x,), por tuj apliki la aberacian influon. Mi montros ke por tia okazo,
t. e. por tre neegaldistancaj observoj, suficas apliko de la faktoro (de

Poincaré) 1+ag, per kiu oni devas ¢ tie dividi la kalkulitan valoron ¢

Se la intervalon de la elektita ekira (meza) observo gis la pli prok-
sima observo ni signos per t,, kaj de gi gis la malpli proksima per T,
kaj se ni vole-nevole limigos je membroj de la dua grado ni havos por
la momento t,

2
- — R T0
eg=e+T.€ + 3¢
kaj por la momento t,
- 2 _
e,+e+t e+ t—e”,
2
El tiuj du ekvacioj ni facile eltrovas

‘?zqo (éo ”_é)“*‘% (e, —e),
(5) _
e T To

f.(‘r—-toj’ ¢ zt(‘:—'q,) '

La aberacian konstanton ni jam signis per «, kaj la $angojn deve-
nantaj de la aberaci-apliko ni signu per A (en la senco ,vera — observa
valoro“, akceptante ke en la antaiiaj ekvacioj la valoroj t estas observaj).
Ni havos simple

A At  Arx At - Az 2
..._q.n___ - _Q____ogq‘Af_ (qo._

)A fl))
Je T Te T—% \ T—1T

Agy _A(-7) At _ Ar—A4r,

2
=gy Aty— (ql+ \)A"r

¢ ~Te v T—Tp T—7,
kaj sekve estos
A(€)=q, @.—E)[q.a(px—p)—(%— —~ )a(p.~p)] +
%o

+qy (e, —e) [‘qo @ (py—p) — (q. + V-Qr, )a (pr-p)]-

Pro malgrandaj koeficientoj ni povas preni

Po=P+Tp, Py=p+1p’,
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kaj plue ni havos

A(zu=aqo<zo—z>[p'--“‘° _p i ]+aq, (zl—a[p’

T—1, T—1,

4 ,‘C°+21]
_—p =

T—T, T—T,

——ap’[go(ea—€)+ 1 (e;—e)}
Sekve, konsiderante (5), ni ricevas
(6) A(@)=—ap’-€,

kie montras ke la kalkulitan kvanton ¢’ ni devas multipliki per 1—ap’
por trovi la veran valoron (liberigita de la aberacia influo). Per tio la
aserto estas pruvita. Kiam ni prenas la tempounuon k-' tagoj tiam la
grandec-ordo de (6) estas 10—¢ do la sama kiel la influo de observo-

eraroj al ¢'. Pro tio oni devas apliki la aberacian korektajon, por plejeble
izoli la influon de la observoeraroj.

Se la observoj estas iom pli egaldistancaj, ni ne povas tute uzi la
supran rezonadon. Sed la diferencoj estos tiom malgrandaj ke ankaii ¢i tie
utilos apliki dekomence la ekvacion (6), konsideronte tion poste per la
rigora korekto de la tempointervaloj.

En la okazo de eltrovo de movigdirekto el pluraj observoj, la esenco
de la supra rezonado restas sensanga. Por tion pruvi ni devas ekiri de la
solvo (35) el [9], simila al la formo (5). La kvantoj (ei—es):T; ne povas
multe diferenci de la unua derivo. El eksplicaj esprimoj de la koeficientoj
¢, kiujn mi donis en [9] kiel (34’), (34"), ktp., oni povas vidi ke la mezaj
g, estas plej grandaj (iliaj denominatoroj estas pli grandaj kaj la nume-
ratoroj pli malgrandaj ol ée aliaj) kaj ke aliaj ¢; rapide dekreskas irante
al la randoj, certe kun la supozo ke la observoj estas numerigitaj krono-
logie. Plue ni vidas ke pro la samaj kaiizoj (simile al la supra kalkulo)
log g; estas sumo de la logaritmoj de diversaj tempointervaloj, kies San-
goj (pro la aberacia influo) estas malgrandaj kvantoj. Car ¢i twjn malgran-
dajn kvantojn oni devas multipliki per g;, pro A (loglg;)=Aqi/q:, la beracia
influo estas same plej granda ¢e la mezaj membroj, kaj multe pli mal-
granda ¢e la randoj. Kaj ¢ar tiuj kvantoj estas malgrandaj, ni povas fari
la samajn proksimumigojn kiel en la rezonado por 3 observoj kaj trovi
ke ankaii ¢i tie valoras proksimuma ekvacio (6).

Per (6) estus iom korektita {la valoro de la unua derivo, t. e. de la
eltrovita movigdirekto, sed restas ankoraii la korekto pro la neglektitaj
membroj. Bedaiirinde ni ne povas scii gin kaj pro tio ni ne konsideros
gin (oni povas fari tion nur en la procedo por pligustigo de la rapido,
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pri kiu oni ankoraii parolos en ¢i tiu verketo). Pro tio la rilato (13) el [9]
(inter la suncentra kaj la lokocentra pozicioj) farigas
r=—V,—8R +pe (1—ap)+pe.
Konsiderinte ¢ion tion, kaj krome la fakton ke ni ankoraii ne scias la

gustan valoron de la intervalo v (al kiu ni devas aldoni la korekton Ar),
la ekvacio (4) havas la gustan formon

7) R+ pl el = (~R—BR-pe) +g(~TomdR + - b &49%)(v+a0)
ap

Ce tio maldekstre restis la lokocentraj valoroj, car tie oni ne bezonas
transiron al la baricentraj (ail tercentraj) valoroj, kiel estis la okazo dek-

straflanke — pro la bezono por kiom eble pli gusta kalkulo de la derivo e'.

3) La unua metodo
Eku de la ekvacio (7). Pro pli simpla skribo uni donu al gi la formon

8) —E,—ip,Z,=f(—i?+pE)+rg(—V+sé7+p’E)-(1+‘-&—E),
T

te kio ni ne devas forgesi ke la kvantoj maldekstre estas la lokocen-
traj, e same lokocentra, ke R kaj V enhavas la aldonajojn eltrovitajn laii

la procedo el [9] (t. & —R=—-R,—b, —V=—V,—8R’), ke p, p’, estas la
baricentraj kvantoj kaj

9) s=p:(1+ap).

El ¢i tiu ekvacio oni povas trovi la nekonatajn p, p’ kaj p,, prenonte
f kaj g ¢iam pli guste per alproksimigprocedo, konsidere ke en la komenco
de la laboro oni prenas s=p kaj ke gusta kalkulado de s, kaj uzo de la

kvanto E, komencigas nur post kelkaj alproksimigoj.
T

Multiplikinte ambaii partojn de la ekvacio (8) skalare per [ee,], [e, €]
kaj [ee’] oni trovas

_(Rize) = — f (Ree.)—r g[(Vee,) s (e, ?)](1 . 95)
_(E121?)= _f(R'el e_’)+/p(e_en -e_’)—tg[(VZt é')—p’ (e‘e—‘e_’)](l + A_;'_)

—(Ryee)=p, (ee,¢') = — f (Ree’) -z g (Vee) (1 + A_)
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Ci tiujn ekvaciojn oni povas skribi pli simple enkondukante signajojn:

 C =eee, f=1-f, g=1-g
Ree, , Ree . Ree
e tC’ A= c ’ = c’
() R,ee Riee Ree
L Kyely r_ &l I L
A=t —d, A~ A, Al a——d,
_ Wéi . T(We_‘) ’ T( Vee’)

\ Po=—F —A,,  Ne= C——Al, B= o
Tiam la supraj ekvacioj farigas

A
—A=fd —g (ot ar=s) (147

, ’ 5 A
— A=A+ fo—g (m+ A=) (14T

T

—AY=f"A"+p,—gB (1 .8 f).

El la unua ekvacio ni trovas s, poste el la dua o, kaj el la tria
p,, nome

A +f A At
S=pot+A;—— [—*‘*“(Po"‘Ax—s)'—
g T
A+ A iy OF
(t+ A1) P’ =np+ Al — ,A‘j‘_i_g__j‘_fﬂ + (1o + Aj) - .

”n A
p,—gB—fA"— Al —gB 7‘
Plua simpligo de la solvoj, kun la signajoj

Ar
Apy = (pet+ A, —3)‘—1_'

(11) .
An, = ("0+A;)'_»
T

donas la definitivajn valorojn

"A+g'A
S =p°_ f__-*i__!_'_Apo
’ 4
(12) " A’ IA'
(t+Ax) p’=n°—f +gg 1+fp +An,
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A ”n
(13) p,=g3(1+ —‘)—f'A"=A,.
T

Car ni generale ne scias e¢ proksimumajn valorojn de p kaj p’, ni
prenos unue ke Ap,=0, An,=0, At=0, s—=p, kaj krome ni alproksimigos
f’ kaj g’ per la konataj esprimoj f'=3g’, g'=%/(6r®), kiamaniere ni eltro-
vos proksimume

bmpy— TBAYAY L @
¢ 6r8—12 o f—’ 6’
(14) | S 2 (3A'+A]—2 I—2p¢
TP’ =nyg—p— - ,.,,LGTS__:’_E =Ny—p — ,,_ff
[ I=v-(BA+A,)), [I'=vBA'+A).

Solvonte la ekvaciojn
p=pPo—1/(r*—¥), r*=(p—Re)*+w (v. (16)),

ni eltrovas la unuan proksimuman valoron de p, kaj tuj el la dua ekvacio
(14) ankat la unuan proksimuman valoron de p’.

La ekvacioj (12) estas la fundamentaj ekvacioj de la metodo. Post
la eltrovo de la proksimumaj valoroj por p kaj p’ oni bezonas trovi f kaj
g', t. e. f kaj g, kion ni povas precize fari pere de tabeloj el la artikolo
[10]. Nome el

(15) r=—R+pe, v=—V+se+p'e,
ni havos
r*=(p— Re)*+ R* - (Re)*
rv=RV -sRe’ —-pVe—p’ Re+pp'=RV—s(Re’+ Ve)+p’' (p - Re) - sap’ Ve
¥=Vi{ste24pn— 25(Ve')—2p" (Ve).

Se ni servus nin per la signajoj

—Re=
(16) i _x B
Rz—(Re)’-[Re]'=w
7] —(Re’ + Ve)—ap’ (Ve) =y = —(Re’ + Ve)—ap' y/2
(18) —2Ve'=y, -2Ve=y",

ni havos mallonge skribita
(19) rP=x34+w



(20) rv=RV +sy+p’ x

@1 Ve V2422402t sy +p Y,

de kie ni facile kalkulas la esprimoja bezonatajn por f kaj g:
(22) e=t/(rVr) =V&/r*, n=rv/Vr, L=rvi—L.

Kalkulante € ni uzos r tian kian ni konas gin, kaj kiam ni estos trovintaj
Ar tiam ni uzos la korektitan valoron r.

Kun €, 1, ¢, kaj la Tabelo I (el la artikolo [10]) ni trovos f kaj g.
Se la angulo € ne estas granda (en la kadro de la unua duono de la
¢efa Tabelo), tiom pli se ni ne disponas la tabelojn por sin &/e, ni povas
preni proksimume sin e/e=(2+cos€):3, kion oni kalkulas pli rapide ol
sine/e, kaj kio ne deflankigas pli ol oni rajtas (seriigo montras ke tio
estas ¢iam malpli ol €4/180). Mi menciu ankorail ke ni povas, por uzi la
Tabelon II, tuj esprimi € en la gradoj, se ni tuj en la komenco de la
laboro elkalkulas ®=t?-k-1R=1d-0,98560767 =1¢:1,0146025.

Kun la trovitaj valoroj f kaj g, kaj kun antaiie trovitaj valoroj (10),
i kalkulos s el la unua ekvacio (12) — sen Ap, —, poste p' el la dua ekva-
cio—sen An, kaj Ar. Tio ebligos pli proksime determini e, n kaj { — pere
de (19), (20), (21) kaj (22), kaj poste denove kalkuli f kaj g. Post 3—4
alproksimigoj, proksimume kiam la dua decimalo en s restas nedangita,
ni trovos p, pere de la ekvacio (13) — sen At/r — kaj tiam ni havos

(23) Av=ap;—ap=a (ps—p)-

Nun ni povas kalkuli Av/r, kaj tiam Ap,, Ang el la formuloj (11), kaj
poste aplikadi la kompletajn ekvaciojn (12), prenonte ankoraii — lai (9)
— ke p=s(1+ap’) kaj korektonte la antailan valoron y por aldona valoro
—ay”/2. Malpligrandigo de la uzota nombro de la alproksimigoj dependos
de la kalkulspertoj de la kalkulanto.

Ni daiirigos la alproksimigojn g&is kiam la solvado havos la sencon,
kio dependos de la kvantoj A, A, A’, Ai, same de f,g. Se intertempe
ekestas pli grandaj Sangoj en f kaj g, kio ofte okazos, ni denove kalku-
los p, el (13) kaj At el (23) kaj ni ripetos la procedon. Ni devas konten-
tigi per 3—4 gustaj decimaloj. La trovitaj valoroj s (respfiktive p) kaj p’
donos r kaj v — pere de (15).

Per tio la tasko estas solvita, ¢ar la eltrovo de la vektoraj elementoj
donas neniajn malfacilajojn — g&i konsistas en simpla kalkulo de la espri-
moj kiujn mi metos ¢e la fino de la punkto 6) de ¢i tiu verketo. Sed
konsiderinde la punkton 5) ni ne devas tuj trovi la elementojn, sed unue
korekti 1a trovitajn valorojn r kaj v.
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4) La dua metodo

La dua metodo estas fakte la dua varianto, bazita sur la sama prin-
cipo. Cefa en gi estas ke ni tuj enportas v en la kvantojn V, ¢’ kaj p’,
nome ni kalkulas ¢i tiujn kvantojn nek por tempounuo de 1 tago nek por
k=1 tagoj, sed por la tempo t, respektive p’ por la korektita tempointer-
valo t.=t+Ar. En la esprimo por V tio enportas esencan Sangon ce elkal-
kulado, ¢ar la trovitan tagan velociton ni devas multipliki per t (en tagoj),
anstatall per k=%. Por 8R’ kaj ¢’ oni devas fakte, kiel ni vidas el la espri-
moj (30) de la artikolo [9], trovi la kvantojn

2
—1T3

= = = -ty =
738R=T (b2 —0,) + - (b5—b,)
1 T1s T13
(24)
2
o T~ .2 i ey
r3e~Tlr]3(e2 e) + = (es— ey),

kaj la unuan el ili aldoni al V kaj la duan preni anstataii . Nenia esenca
sango estas ankau en la okazo de pli ol tri observoj, sed la avantago de
¢i tiu metodo povas esti kiam ni havas nur tri observojn (aliigitaj al du
kaj al la movigdirekto), car r eniras en la esprimojn (22) kaj ni devus
ilin aparte kalkuli por ¢iu plia observo.

Kun tiel preparitaj valoroj de V kaj ¢, kaj preninte por la neko-
nataj p kaj

(25) n==tp’,
la ekvacio (8) ricevos evidente pli simplan aspekton
- = = S A
@) —Rite =/ (-Repd+g(~Vpetne) (14 7).
. T

Oni devas mencii ke la faktoro 1+ap’ forfalis ¢i tie ¢ar, en la ekvacioj
(24), la tempointervaloj aperas la saman fojon en la numeratoro kiel en
la denominatoro. Se ni enkondukus la signajojn

( C = (eese) fr=1-1, g=1-g
A = LR%e‘_)A’ Al = _(B_e,(l:i)_, A" (Rée)’
27) (R, ee,) ) (R, @)
— T t At =4 "o \MEC ) A
A= C A A —C A, A C A",
Vee, Ve, e , Vee'
\ po=(—CL)—'A1, n0=LéTl_Alt B=( C );
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kaj se ni multiplikus ambaii flankojn de la ekvacio (26), laiivice, skalare

per [ee,], [e; €], [ee’], ni ricevus same kiel en antaila metodo tri skalarajn
ekvaciojn

A
A=A =—fA—g (ot A—p) (1+7)
' ' , ’ At
A=A (A=) =g (et A1) (147
\ T
T

—All,‘—"A"_pl — __fAII__gB (1 + é‘s)

[lia solvado estas simpla, kiel antaiie, kaj ni rapide trovas

Af+A, g A
(28) p —po- ATHE (o4 8,-p)- =
ALY r A ’ A
(29) n =ne— 4 +ggA1+[p -i-("o%-:‘h—n)'jf
AT. ”
(30) p,=g3(1 + ——)—f’A"——Al.
T

Car ni generale ne konas e¢ unuajn proksimumajn valorojn por p
kaj n, al ¢i tiuj formuloj ni donos la proksimuman formon
l — Ir—2<p
P="Po a_g T p o

kaj trovi unue p el la unua ekvacio kaj el la esprimo por r? kaj poste n
el 1a dua ekvacio — entute same kiel en la unua metodo.

La procedo por efektiva elkalkulo de la valoroj (28), (29) kaj (30)
estas fakte la sama kiel en la unua metodo, sed, tamen en kelkaj espri-
moj dum la laboro estas grandetaj sangoj. Antail ¢io por la suncentra
velocito oni ankaii devas preni por la tempounuo la tempointervalon t.
Tiam, laii la signajoj en ¢i tiu metodo, ni havos

(31) moRree
v=—V+pe'+ne,
pro kio estas
r? = (p— Re)*+ R*—(Re)?
7v=RV—p (Re'+ Ve)+n (o—Re)
2= Viqpiet+n2—2pVe —2nVe,
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respektive

rrP=x24+w, rv=RV+py+nx
%) { py

;l="72+pze’2+nz+py'+nyn

kun la signajoj

(33) p—Re=x, R?—(Re)*=[Rel*=w,
'—(R_e,-f’-v—e):y: ‘2W'=V', _'QVE:.V"'
Car ¢i tie v jam eniris v, anstataii la esprimojn (22) ni havos
_ A v ( A, ¢ 5’( ac)* ).
39 e=T a-Too(1+5), o= 1+7) —e2|.10

kaj pere de la Tabelo III el la artikolo [10] ni facile trovos f kaj g,
Estas aplikeblaj ankail la Tabeloj I kaj II, sed tiam ni devus preni

r w

, 5
TtVr T

n=

La plua procedo estas en ¢io la sama kiel en la unua metodo, kun
la sola escepto ke fine, post kiam ni trovis r kaj v, por kalkuli la vekto-
rajn elementojn, ni devas preni v/t anstataii v.

5) Pozici-kaj rapid-korekto

Foje trovitaj la pozicio kaj la rapido de planedeto, per la solvo de
la ekvacioj (8) ail (26), plejmulte ne kontentigos, ¢ar ni ellasis altgradajn

membrojn kalkulinte ¢’. Por forigi tiun mankon, kaj trovi elementojn de la
orbito kiu, en la limoj de la observeraroj, tute kongruos almenaii la observojn
kiujn ni disponas, ni seréu la korektajojn por la tercentra distanco Kkaj la
rapido de la planedeto. Por la momentoj t, kaj #, ni havos

(Peo=for + T & V+R;, to=k (fo—1),

(P =fir+ 1,8 VR, © =k (t,—1).
La lokocentrajn distancojn kalkulitajn de ¢i tie multipliku per la observaj

unuovektoroj, kaj la diferencon (O—K) signu per A(p,e,), A(p,e,),
t. s. metu

(35) A (Pozo) =Pc;zo = (P——e)o » A (pl_el)=pl e—t - (pE). .
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Se ni nun korektas r kaj v por e-Ap kaj Av, ni devus ricevi :
(po + APo);o=(P;)o+ a fo7+fo Ap e+t A8+t Lo Av
(p,+8p,) e, = (pe),+Afy r+f Bp- e+t 0gv+1, 8 A,

En ¢i tiuj ekvacioj ni povas fari iujn neglektojn kiuj malpligrandigos
laborgustecon, sed kiuj ebligos trovi el ili la nekonatajn Ap, Ap,, Ap,, Av.
Unue en la esprimoj por Af,, Ag,, Af,, Ag,, oni povas neglekti Sangojn
kalizontaj de negravaj Sangoj de la kvantoj n, §, kaj de iliaj koeficientoj —
negravaj kompare kun $angoj de la cefaj kvantoj en la esprimoj por f kaj g
el [10), nome cos e kaj sinefe. Ja ankail en ¢i tiuj korektoj haltigu nur e
la duagradaj $Sangoj de la koeficientoj nome prenu

Afyp= —g, Aey=3Ag,, Afy— —¢,4¢,=34g, .
Konsidere ke
e2=1:r3 rP=x%4w, x==p—§é,

la korektajoj (sen la apudsignoj) farigas

Ag=rt L

2rt

e!
=t2x-Ap/(2r) ~—+Ap,
2r
kaj, konsiderante ankorad (35), ni havos

= - = =% e - _
A (po €0) +Apg €0 = (r + §°V)-7,—Ap+foeAp+fogo Av

(36)
3 ef - -
5 Ap+fiedp+r g Av.

— — — t ia
A(pye)+Ap; ey =(r +_‘V)' o

3

Elimino de la vektor-korektajo Av donas ekvacion por eltrovi Ap, Apy),
Ap,. Tiucele ni uzu por la malgranda vektoro, kalkulebla tuj el (O -K),
la signajon

(37) d=7, g, A (Po;o)_‘fo & A(py —e—l),
kaj la elimino, kun iomete da kalkulo, donos

3gy€ — 3g,¢
20', 'Ap+v (“(zlgx—ff o) 2°r tAp—

‘T=(f1 &1fo—70 Lo f,)—e Ap +r—(“o &1— "1 &) "

—T & Eo Apo+To &o El Ap,.

La esprimojn en la parentezoj ni proksimumigos prenante 1 por Ciu f
kaj g, kio malmulte influos la valoron de la diferencoj sed grave sim-

4 BecHux MaTemaTH4apa W Quanyapa
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p]igos la ekvacion, ¢ar gi farigos

To+Ty — |3 701 € &y
DAL s,
3 ] ~

(38) d=14 e Ap+7 8o €3 Dpy—T, & 0800 — I:F + 5V T
Tor=k (hi—tfo) =11 —To.

Sekve 'de malgranda valoro de la produto €,&, oni povas preskal ciam
malzorgi la lastan membron (kompare kun la antatiaj) tiel ke la ladvica

multiplikado per [e, e,], [ee;], [ee,], donas

Ap-—_—_— _@’_[_g—_ogi]), ,
Toy (€€ €,)

(39) A — (dee)
To o €69 €,

sor @700
| Ty 4y €€y €4

Oni ne bezonas kalkuli ¢iujn tri korektajojn, sed nur Ap kaj unu el aliaj du.
Enigonte tiujn du korektajojn en unu el la ekvacioj (43), kiam ni denove

povas malzorgi la membron kun r, ni ricevos Av.

Per tio la problemo estas solvita generale. Sed pro malzorgoj faritaj
dum la laboro oni devos ripeti la proceden, car denove aperos (O—K),
sed nun kompreneble malpligrandaj. Dum la nova procedo la malzorgoj
estos e¢ pli permesataj, ¢ar unue la $angoj de n kaj { estos minimumaj,
kaj poste pro pli malgrandaj valoroj de Ap estos pli libere malzorgi la
membron kun r kaj v en la ekvacio (38). Sed se la diferenco inter antataj
kaj nunaj O—K ne estas granda, signas ke tiomajn malzorgojn oni ne:
rajtas fari, precipe ne la membron kun r, v, kaj en la sekvanta alproksi-
migo ni konsideros ankali tiun membron — ail ni estos pretaj fari pli
multajn alproksimigojn (gis oni atingos kontentigan rezultaton, O —K ce pe
estu <C 1.10-%). Oni bezonas plurfoje ripeti la procedon ankaii kiam la

ekiraj valoroj r kaj v estas grave eraraj, ¢u pro granda deflankigo de la
vera je la kalkulita valoro ¢’, ¢u pro nesuficaj antaiiaj alproktimigoj, cu
fine pro malgrandeta (kaj tial nerimarkita) eraro dum la kalkuloj.

Ne malzorgante la membron kun T kaj v, ni signu per

o (F+ To+ 1, ;).38.8, ,
3 2r
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kaj multiplikinte skalare kun [e, e,] kaj [ee,] ni trovos

Ap.(l_;lé;—él)= _(‘Tet)zl)

e ;o -éx To1 (EE, ;1)

(dee,) ree,

Apy= === s Ap.

n 81 (eece)) eegey 1 8,

Enigo de ¢ tiuj valoroj en la unuan ekvacion (36) donas ankau la ser-
catan korektajon Av. En tia okazo oni povis tuj preni la unuan ekvacion
(36) ¢ar ni estas antaiicertaj ke la koeficiciento antall Av ne estas tro
malgranda, ¢ar ni ekiris de la okazo kiam oni ne rajtas malzorgi la mem-

bron kun r, v, kaj tio signifas de la okazo kiam t,t, havas ne tro mal-
grandan valoron.

Fine haltigu ¢e unu okazo en kiu la tuta laboro ankoraill pli sim-
pligas, kaj kiu en la praktiko ne estas malofta, ¢ar gi apartenas al la okazoj
kiam neniu alia metodo estas e¢ boneta por eltrovo de la orbitelementoj.
Temas pri la okazo kiam la tempointervalo r, estas tre malgranda kom-
pare kun la intervalo t (v > 201,). Tiam en la unua ekvacio (36) oni povas
certe forjeti l]a membron kun r, v. Sed krom tio oni povas forjeti, ankai
la membrojn Ap, e, kaj f, e Ap, ¢ar ili havas proksimume kontraiiajn valorojn.
Tiam la ekvacio ricevas ege simplan formon-solvon:

(40) Ay Alpoen)

Pro malgranda t, ¢i tiu korektajo povas esti grandeta, sed gi estas efek-
tiva, ¢ar tiam — pro malzorgita p-A ¢ — estas grave malpliigita gusteco
de la valoro trovita por v.

Kiam ni estas korektintaj la rapidon ni povas kalkuli Ap el (39).

Sed car efektive Av=—AV, ni povas reveni al la antaiiaj alproksimigoj,
korektante la tieajn konstantojn p, kaj n, ankorali por

—(AVee):C, —rt(AVe,e)C—

pro la ligajoj (10) kaj (27). Post ripetita solvo de la ekvacioj (12), respek-
tive (28), (29), ni denove trovos (O—K) kaj aplikos (40). Se O—K mon-
tras nesenteblan malpligrandigon, tio povas signi nur ke ekzistas iu eraro
en la konstantoj por la fundamenta ekvacio, kaj tiam estas plej bone apliki
la plenajn ekvaciojn (36), respektive trovi la kvantojn (37) kaj (39).
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Se finfine r, estas malgranda ne nur kompare kun t, sed absolute
(du observoj dum la sama vespero), tiam oni ne povas trovi la korek-
tajon AV, sed tiam ni povas esti certaj ke @i estas malgranda, car estas
tre malgrandaj la membroj malzorgitaj dum la kalkulo de ¢’ — pro la
proksimeco de ¢i tiuj du observoj. Tiuokaze ni havas nur la duan ekva-
cion (43), el kiu — malzorginte Av — oni povas kalkuli

re, e A(p, e,),ese") - -\ 3¢
) ap(neaf) Geedae) (7 55 36
(“41) o-if ee e ee e 3 2r
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