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THEOREME DE JACOBI POUR LE SYSTEMEY
D’EQUATIONS EN INVOLUTION DE DARBOUX-LIE

par BORIVO] RACHA JSKY, BEOGRAD.

Sommaire. Formation de I'irtégrale générale des caraciérlsthues A l'aide
de lintégrale compléte pour un systéme d’équations aux dérivées partielles du
secorid ordre en involutfon de Darboux-Lie.

Introduction. Jacobi [1] 4 étudié ce probléme cormcertant utie équdtion
du preriier ordre. Les réstltats de ces recherches sont généralisés par N.
Saltykow (2, 4], Th. De-Donder [3] etc.

Pour le cas d’un systeme d’équations sux dérivées partielles du sécond
ordre en involation de Ddrboux-Lie ce probleme dvait éf€ traité ‘par E.
Goursat [5]. Cependant son procédé peut étre simplifi€ et mis sous la forme
analogue a celle de la théorie des équations aux dérivées partielles du
premier ordre. On y reussit grace 2 la condition qui doit satisfaire Pinté-
grale compléte du systéme -consideré que nous venons de trouver [6].

L’étude de ce probléme est d’autant plus intétessant que N. Saltykow
avait récemment résolu le probléme inverse [7]. Généralisant la notion des
fonctions des caractéristiques if avail obtemu les conditions nécessaites et
suffisanfes pour la formation d’'une intégrale complete du systeme d’éqna-
tions Darboux-Lie a I'aide de I'intégrale des caractéristiques.

I. Considérons le systeme en invofution de Darboux-Lie

8)) f r+f(xy2p45)=0
t+ Q(X’Y»Z:P: q,S) =0
et le systéme correspondant dey earactéristiques
() dea D 2 ... - ds
f’ p+fsq —f+fcs S-—(pfs _Dyf

) Caommreno y Hpywrsy mdfematnsapd  dususapa HP Cpufe 10.1V.1956.
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E. Goursat [5], partant de I'intégrale compléte
(2) . F(xry’z,cuczvcs’ci):()

en tire, grace aux considérations géometriques, une courbe Vcaractéristiques
- moyennant I'équation (2) et ’équation suivante :

OF | OF dCy  OF dCy  OF dC,
3 e = T, T

L’équation (3) définit la fonction y de la variable x. Parce que les multi-
plicités correspodantes des caractéristiques des éléments du second ordre
satisfont aux équations différentielles des caractéristiques, E. Goursat obtient
deux relations ; B

dC, dC,s dC
4 #(C,, G, Gy, C,, 22, 958 4)=0, i=1,2
4) '(1"3‘CdC,dC, (=12
entre les sept parametres C,, C,, Cg, C,, £— dC, dly flgurant dans I’équ-
- dc,’ dc,’ dc,

.ation (3). Eliminant grace aux relations (4) deux des parameétres, la courbe .
caracténstnque ne depend que de cing parametres. En pratique la déter-
“'mination des relations mentionnées (4) et les éliminations correspodantes
présentent souvent de trés grandes difficultés.

Il Mettons lintégrale complete du systtme (1) sous la forme

(5) z2=V(x,y,Cy, Cs, Cy, Cp),
en posant ‘
V, Vi, Vy, Vi, ‘
6 Ao D( *u_ﬂ 0.
( ) ¢ Cl! C2! Cn» C =f= ) '
4 Il est aisé de démontrer que les formules
6y - 2=V, p=Vy, q=V,, s=V, - _
définissent les quatre premiéres intégrales du systeme (1’), En effet, on a
dz dp dy
— = Vi + V — = Ve + Vy,— ,
dx * Ydx'  dx g ® dx
dq dy ‘ds
—“ =V Vye—=, — = Vay + Vo=
dx ok L dx’ dx i xy’d

et en vertu des formules connues [6]

A A
C(f)==E, —(Dyf) = Vay - 2 Ve
Axy . 'Axy



et aussi

'd_}i”(fS)v

le symbole ( ) désignant le résultat de la substitution de z,p,q,s respec-
tivement par V, V,, Vy, Vyy et Ax, Ay les détermmants fonctionels

AnwD (v, Ve, vy, sz), Ay,_o( v, Vs, Vs, vy.)

C,C; G, Cy

C! ’ Cz: ('3) Cl

on obtient, en éliminant les constantes C; définies par les formules (5'),

les équations suivantes

dz dp

=S + LR — = == .+sa-

== qfsy Tr f+ sf

.dq ds
=s—9@fs, —=—-D

dx cpf ©odx v

IlI. En différentiant les identités évidentes

02V oV oV oV
+ X, Y, V) s T =Ny
ox? f( e by axay) -
: o2V, vV oV 9V
. e ’ V) — m—y T | = 0!
oy*’ (p(x g dx dy Ox Oy)
par rapport 2 C; on obtient
8 2 2
™) X 4 + (df) +(0_f) otV (Of) v
9x29Cx - \0z/ 0Cy dp) 9x 0Ck 9q/ 0y 0Cy
0s/ 0x dy 0Ck
(8) 1% 4 <6ep) 1% " (0(9) a2V + (Qg_;) 2V
dy’aC,‘ 0z/ 0Cy Op ox OC,, 6q ()y OCk
- L |
ds/ dxdyaC ’

(k=1 2, 3, 4).
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‘Gréce 2 linvolution du systdme (1) et aux équaiions des caractéristiques

(1) on a les relations

1
()

, Y _t) =
9) 2~ )

;ll est connu que l'intégrale complete (5) vérifie identiquement la condi-
‘tion, [6],

(10) By Ap— A%, = 0.

En vertu de (6), on conclut de (10)

(11) D=0, Ap==0. :
En éliminant (%), (gﬁ), (2—2), (3;2), (g_::)’ (g_j;) des équations (7)

et (8) on obtient, en vertu des (6), (9) et (11), deux relations pour définir
la fonction y

‘(12 Ax!dx +Axy dy = 0,
(13) Agydx + Aypdy =0,
‘Or, elles se confondent, grace a la condition (10).

IV. Introduisons les symbeles suivants

. V, Ve, Vy\ . Ve,V IV, Ve = IV VR
(], k=D ’_’“_y)' ,-,'ED(_Q_J'), i j ED( ’ *), ','ED(—’—")
) (c,,c,.,c,, G:0=D(Z0%). (.D=D(-C), @D o

‘Considérons treis hypethéses suivantes:

a) Supposons, d’abord, que le systtme (1) n’admet pas d'intégrales
intermédiaires avec une consfante arbitraire, c¢’est-a-dire que (i,j,k)==0,
(i, k=1,23,4). Utilisoys les identités évidentes

[ (B0 (h K)x = (WK G iy Dx + () (b Ky D = Vi B,
G 0) (s K)y = (i ) (o dy Dy + () (i by D)y =V, Agy,
D) (i B = GR) GiisDe + @D (i by De = Vi Asy,
@D Gy k)y - i, k) G, i, Dy + (i, J) (i k, l)y= VA,

(14)
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oit ( ). et ( )y désignant les dérivées partielles correspodantes par
rapport aux x et y. On a de plus les identités

0 GR) - @GR GD==V.G k1),
() B = (k) D= Vil k.
Formons les identités suivantes
(i, k) By = (i, k) Bz = (i, k, 1) (1 s K)x — (s 05 k) (is K De
(i, k) Ays = (i, k) Axy=(L, K, 1) (is s k?y ~ (i, 1 k) (L k, Dy
qui donnent, grace a la condition (10)

. _f’_[(_i»_kﬂ 3{@&
(10) ox (i, j, k)] oyl k)]
As Ay

L’équation (12), introduisant la désignation

(i, k)
admet l'intégrale sous le forme suivante
a=const., ax==0, a,=30.

En effet, grace aux conditions (6), (10), (11) et (10) on peut toujours
choisir les index i, j, k,[ de telle mani¢re que la fonction o soit dépandue
des variables x et y. :

On a de méme, d’une maniére analogue, les intégrales de I’équation
mentionnée )

=const, y= ("-—kl-l—) = const.

_GiD
d (b1, 4)

(i,i, k)

Ot, «, B, y ne sont pas distinicies pat rapport aux variables x et y. Démon-
trons cela, par exemple, pour les fonctions a et f. Considérons le déter-
minant
- A=D (E’—E)
x,y
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Substituant y les expressionns a el B, on obtient Ia relation

-~ o 1 (i:i)k) (i)ilk)x (i.iy k)y
(15) A'= Wi o i D) (i, Dx ()i, )y

(k1) (i ky Dy (i, 1),

D’autre part, grace aux identités (14), on obtient la relation suivante -

: (i k) (e ()
Vi(dwedy—A%) = (i) ( )x ( )y

kD (e ()

et 'on a en vertu de (15) et (10),

Vi(Axdy - Aiy) _
(i) k’ I)‘

A=

De cette maniére on peut prendre
(16) a = const,, ay,a,==0
pour'l’intégrale cherchée des caraétéristiques; .

b) Passons, a présent, a la seconde hypothése. Si la fonction inconnue
ne figure pas dans le systtme (1) et Cj représente la constante arbitraire
additive dans l'intégrale compléte, alors, en verfu de (16), I'intégrale des
caractéristiques admet la forme suivante . '

(X))
(&)

= const.

c) Supposons, enfin, conservant I'hypothése de b) que le systeme
(1) ait une intégrale intermédiaire ayant la constante C;, c’est-a-dire que
Pon a (j, k,I) =0. Dans ce cas l'intégrale cherchée des caractéristiques,
admet la forme :

Va

. V.
= const, ou -2 — const.
xje® yi
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