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MPUHLUMI MHTETPALMJE MIOMORY AUGEPEHLUJALUJE
¥ TEOPUJA TPAHCOOPMALIUJA JOAUPA. HEKE NMPUMEHE

BOPHBOJE PAIIAJCKH, BEOIPAL

Ako y Teopuju 06HYHHX Nu(dEPEHIHjaIHUX jeJIHAUMHA MOCTABUMO pela-
Bathe npoGieMa W3HalaXema OCHOBHOr ofpacua Tpanchopmanuje AOAHPa,
nomohy koje nmata nudepeHuujaaHa jenHaunHa noctaje GyHKIMOHAIHA ONHO-.
CHO HOBHMX MPOMEH/bHBHX, OHJA HHje TEUIKO MOKAa3aTH Ja je MCTH npobiaeMm
€KBHBAJICHTaH Ca WHTErpall4joM jenHauuHe nomohy T3B. METOAE nu(pepeu-
nujanuje.

[IpumermeH MeTOX y OBOME uJaHKYy MOKadyje HAa jeIHOCTaBaH HAYMH
M3BECHE aHaJoruje, Koje nocroje usmehy Teopuja OGHUHHX M NAPLUjaTHHX
AudepeHnHjaTHUX jeHAYHHA.

Hajsax ce ykasyje u Ha HEeKe npuMeHe, a nocedﬂo y OJHOCY Ha TEOPHjy .
CHHTYJIaDHHX WHTErpana NOMeHyTHX Au(epeHuujaqHHX jefHaduHa.

1) Hexa je Tpancdopmauuja moaupa Jata OCHOBHHM o6paclem

) y=S(x: X1y y’) (1)
OHAa HMaMO H3Mely cTapsx X, y, p H HOBHX TNPOMEH/bUBHX Xy, Vi, P, H
cnenehie Bese : - g
p=Sx(x, x4, y1)
gy — S (6 X1, 32) )
) SJ’: (x’ X1y yl)

Mowro je mocaexwa on jexHauuHa (2) pewsbHBa y OHHOCY HAa X, OHAA
no6ujamo caenehe obpacue
x=f(x1: Vi» Pi)
y=S(f xs, v [ . 3)
P=§x (f) X5 ’.Vl)9
KOjH Jajy cTape npoMeH/buBe y (yHKUUjW HOBHX.
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Ako nohemo ox o6pacna

yi=o(x, y, x,), 4
KOjH Ha/a3uMo pewasamem jeanauune (1) mo y,, OHZA Ha aHA/MOraH Hauum
no6HjaMo o6pacue Koju najy HoBe npoMeH/bHBe y (QyHKIMjH CTapux

Xy =9 (x, y, p) ‘

yi=0(9, x, ) B ¢

P1=0x,, (%, x, ). ‘
IIpsn on o6pasauna je no6HjeH u3

__%(xpx)

6}' (x! }’» xl) '

2) Iorpaxumo o61uk nuepenuujanue jexnauune | pexa

A%y, p)=0, p= Z—ﬁ | ©)

KOja nmpuMeHoM narte Tpancdopmauuje (1) nocraje (GyHKUHOHANHA jeqHAauMHa,
Tj. jeAHaunHa y Ko0joj He ¢urypume Benwuuna p,

A (f, §, :S;x):a (x,, y1)=0. (6)
Tana npema o6pacuuma (5) 3akmyuyjemo na jexmsaumma S
a[<p (x: Y P), E(‘P’ X, }’)]=0 (8)

MPETCTaB/ba onwTth 0644k Audepenndjatue jexuauune | pexna Tpaxese
oco6uue.

3. INorpaxkumo o6pacue 3a TpaHCopmanujy moxupa Ha OCHOBY KOjHX
JlaTa jemHaYMHa ‘ ’

« Ay p)=0
noctaje QyHKuMoHanHa. Y TakBOM C/yYajy uMamo yc/oB
24 _,
0 p,

Tj. neBa crpana jeamauune (7) me CaZpxH BeJIHuMHY p,. [opwu ycnoB
MOXEMO HamucaTH y caenehem oGnuxy ‘

0 _ c s
()—A+4Sf+g;_£,=0, ' 9)
of 9S 08, of
jep Benmuwsa p, yaasm camo npexko _aprymenfé f. Ysumajyhu y o063up
OYEBHIHY HIEHTHYHOCT
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BUAMMO Aa jexHauune (9)-—(10) npercTaBibajy jeman Charpit’os cucrem mno

Heno3HaTuM (ynkuujama S u S; u oxrosapajyhu cucrem o6uuHHX audepen-
nn]anunx jeHauMHa raacu
df _isi_ _ d§f = 11
0A 04 _ 0A A e

OcuoBuu o6pasan Tpanchopmanuje nahuhieMo Ha caenehu Hauum. [Mper-
nocrtaBuMO Ja cucrem (11) maje jeman uuTerpan o6.amka

a(f’ig;)axl

HIH y CTapHM MNPOMEH/bHBHMA

a(x, y, p)=xy, (117
- Te je x; MPOH3BO/bHA KOHCTAHTA.

Ako ce narta nudepennujaina jeHaUMHA MOXE NPETCTAaBHTH A =a (x)=0,
Tala OCHOBHH 06pasan fo6ujamo u3 dy =pdx, rae je p oxnpeheso nomohy (11°)
¥ Tpancopmucana jeaHaunna je obauxa A =a (x,) = 0.

Ako A Huje camo (yHKIHMja OX « OHIAa ce OCHOBHH 06pa3an no6uja,
H/H: €MTHMHHALHjOM p M3 A=y, a=x, H TpaHchOpMHCaHA jemHAauHHA je
y1=0; nnu: uurerpauujom dy=pdx, rae je p onpeheso us (11') u Tpaucdop-
MHCaHa jenHauuHa je o6iauka A =a (x,, y,)=0.

4) Cucrem (11), xoju cayxu 3a u3Hanaxemwe o6paszaua Tpanchopmanuje
Ha OCHOBY KOjWX JaTa jelHaynHa NoCTaje (yHKIMOHA/HA, y O3HAKaMa CTAPHX
NPOMEH/PHBHX C€ MHLIe
= & . ®. (12)
0A 0A 0A O0A :
ap 0pf  ox Tyt
Jennauune (12), koje ce HenocpeaHo noGkjajy pemapamem ropwer npo6aema
u3 Teopuje TpaHcopmauuje KOAUPa, MOry Ce H3BECTH W noMohy yBohema
noMOHHOr napamMeTpa Kaja ce y HajoMmTHjeM Caydajy GpopMy/IMie U NpEUMEHH
NPHHLHAN uﬂrerpauu]e nudepenyujanuux jegHaunsa nomohy audepenuuja-
uuje [1].

5) Jennauyune (12) MOXEMO HamHcaTH NOMOhy nojMa MHBOAyMje
[A, B]=0, (13)

WTO MOKa3yje Ha JieBa CTPaHa JaTe jeJHaYMHE MPETCTaB/ba jEAHO pelleHe
cucrema (12) u na ce y creapu. Tpawu Qynxuuja B (x,y,p)=C, koja ca
JAatoM jenHaunHom A =0 croju y wuHBoAyuMju.’ Jla 6u ce 06O oOmwWTH
WHTerpaa TpeGa, KaKO Ce TO MOCTYNa y NpHMEHH METOLE HHTErpauuje
nomohy nudepennujandje, eIMMHHHCATH napamerap p M3 jegHaguHa A =0



160

¥ B=C. Jlakne, Ka0 ¥ y TEODHjy MapuMjalHHX jeIHAYHHA, CAMO TAMO MMAMO
TPH jenuaudse Koje cy MehycoGHO y HHBOAYuUHjH, Tpe6a eTHMHHHCATH
H3BOX W3 MOMEHYTHX jelHaudHa Koje cy uuBoaynuju. OBO nocremwe y
TeOopHju TpaHcopmauuje AOMMpa M103HATO je jow on Lagrange-a. [Tpume-
HUMO 0Baj MOCTYNMaK Ha TPaeHe OMIUTEr WHTErpana jefHaudHe OGAHKa (8).
Ca o63upom Ha ycno0B '

[q’ (X, }.’7 p)’ 8— (.(Pv X, ,V)]=O,

. : .
KOjH 3a/10BO/baBajy o6pacuu (5) 3a TpancdOpManujy n0Iupa, BHAUMO Aa cy
dysxunje a u ¢ y unBoNynuju. 3Haun TPe6a eUMHHUCATH p U3 a=0 H P=c,
a TO ce ocTBapyje Ha caexehu Hauun

alc,6(c, x,y)]=0. (14)

Jensauuna (14) npeTcTaB/ba ONMWITH MHTErpas jefHAauMHE (8). A ca o63upom
Ha (7) oMWTH MHTErpan Te jeJHAYHHE MOXKE Ce HAMHCATH M Y 06/1uKYy

A{f[c,c(c,x,y),p,], g[f’c’o(c’xry)]: gx[frcxd(cxx’y)”=0f

OBako. no6ujame omuiter HHTerpana je €KBHBANEHTHO ca OGHjameM, [2],
NMOTAYHOT MHTErpala y TeOpHjM Napiuja/HUX jeIHAauHHA, OHO Takohe Aaje
jemas npumep m nokasyje KaKo,ce 360r y3ajaMHOr (POXKHMAalba METOIE
Tpaucopmanmje foaMpa M MeTOJe MHTerpauuje mnomohy nudepennnjanuje
78KO 'yCnoCTaB/bajy no3Hate aHajorsje uamehy nBejy Teopuja O6GHYHHX,
OZHOCHO napuujanHux IAMdepeHnMjanHHX jeHAuMHA.

Taxohe u y Teopuju 0GHuHMX audepeHuHjalHHX jenHAYHHA' MOXKEMO
¢opmupary, [2], untaB HH3 nHdepeHunjanHuX jemHaumHa, Koje onrosapajy
IaTHM TpaucpopMauujama, ¥ uMjH ce oOmmTH HHTerpaa, sbor (14), moxe
NHCaTH HENoCpefHO H CJIMYHO Kao wWTO je TO caydaj ca Clairaut’osom
jemHauHHOM. '

6) H. Cantuxos, npoyuaBajyhu Teopujy cuHryapHux uuTerpana, 10640
je — mox. nmpernocraBKoOM Ja Cy CHHry/JapHTeTH AuepeHuujaiHe jeAHauHHE
TaKBe NPHPOJE A MOCTOjH HEH OMIUTH WHTerpan — cieiehu 3akbydak: Ako
Ce MOXE aHANHTHUKA  HahM CHHTY/NADHH HHTErPa] KAO aHBEJOMA OMITEr
uHTerpana obuuse audepenimjanue jensaunse I pema, on he yBEK 3aJl0BO-
/baBaTH W oAroBapajyhe u3soane Lagrange’ose jegnaunne. O6puyTO, pewemne
Lagrange’opux W3BOAHMX jeiHauMHAa TIPETCTABbA GHIO aiBejony omurer
MHTErpana, GH/I0 MapTHKYJapHO pemlewme, GHIO DPEWEHe TaKBe BpCTe J1a
MCTOBPEMERO 3aJ10BO/baBA OCOOHHE M CHHTYJIADHHX M MAaPTHKY/JIAPHUX HHTe-
rpana. [Ipema ToMe 3aKk/byuKy ce MOK/Ianajy CHHI'YNapHH HHTErpand, KOju
ce oapehyjy Ha oGa nomenyTa u axo pas/qudMTa HauuHa, [3]. :
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- [TocraBuMO nuTame ROOMjatba Ha OBa JB3 HAYWHA: CHHTYNaPHHX HHTE-
rpasa Kaga je jara nu(epeHuMjanHa jeHaUMHA HanHCaHA Y 06aHKY

A=alp (%, p) 6 (x,9,9)]=0. . (15)

Ja 6ucMo no6unu cucTem Lagrange’oBux nsaommx jenuaquua nonajmo ropmoj
jom cnenehe nse ]enﬂaqnne

0A _ 09
= f-=0
gp . dp (16)
0A O0A dp 0%
4+ =s(—+ —p)-S$=0
dx ayp (ax pr) ! ’
rAe je yBeneHa O3HaKa: )
_0a(9,9)  da(e,9) 3
5, = 0x, Ty, ax
AHBesOna — aKo NOCTOjU — OMWTEr HHTerpana No0Hja ce M3 jeJHadunHa
a [xl’ o (x) Y, xl)]=0
da(x,,cx).+ da(xy,0) E:O (17)

0 Xy 0y,, 0x4 ’
Kao pe3y/ITaT eTMMHHALK]e BeAuuuHe x, . Mcta pesyatar 1o6ujamo axo u3 (15)
# S;—0 eJMMHHHLIEMO p, WM WTO je UCTO QyHKUHjy ¢. Y ToM caydajy Ouhe
3a/10BO/bEHE H3BOJHE Lagrange’oBe je {HAUHHE H MI0K/aNajy Ce CHHTyIapHH HHTE-
rpand nobujeHd HA OBa JBa HauuHa. Lagrange’oBe jeaHaunHe Morie Ou Ja
Hajy pewema, aKo TakBa NOCTOje, Koja 6M 3a10Bo/baBaJa W IBe jejHauisHe
noGujene u3jegnauaBajyhu ca Hy/nOM pasiMuuTe KOMGHHALMje (dakTopa, KOjH
ce Hala3e Ha JECHHM CTpaHama pa3JM4dTHX jemHauuHa (16). Ako Takso
pewemwe 3a40BO/baBa TE jefHaudHe OJ Kojux je jenna S,=0, Tj. ony xoja '
ce no6uja M3jefHauaBalbEM ca HyJOM ApYyror (axTopa Ha JECHUM CTpaHama
jennauuna (16), onaa ce oHo mokJana ca OHWM Koje ce ao6uja u3 (17).

7) 'B. Kapanauyuh [4] je npennoxuo, nonywyjyhu merony Epmaxos-a
3a cayuaj kaga ce Ttpascdopmanmjom momMpa, UMjH.je onmuTH o6pasan
@b (x,y, X,, y9)=0, nata audepennujaina jeqHaunHa nperapa y T3s. QyHK-
IMOHANHY jefHaunHy a (x,, y,)=0, crenehn cucrem 3a noGujame CHHIYJRAp-
HHX HHTerpana

& (% %0, 1) =0, a(xs,3)=0, 22+ %% yi(x,y)=0,  (18)
/ A axl 0},1
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rae cy ropwum OCHOBHuM ofpacuem nare ¢opmysae 3a Tpanchopmanmujy
nojaupa HanucaHe y caenehem o6auky: x,=X(x, y, p), y»,=Y(x, y, p),
py="Y'(x,y,p). OueBunno je na cucrem (18) mokxaana ca cucremom (17), jep
3a 0Baj NOCJe/bH CAydaj OCHOBHH 06pa3all NHImeMo y 06JIHKY y,=¢ (X, , X,)
H Y'=a, .

8) Hasenmumo Ha Kpajy jow jeman HHTepecaHTaH oAHOC H3Meljy H3BOAa
ONIITEr HHTErpaja H W3BOJ3 CHHIYJIAPHOT HHTerpaja.

HPETHOCTHBHMO Ja HM3BOJ OMNIITEr HHYErpasia no KOHCTAHTH X; MOXe

- GHTH peIleH Mo TOj xoncraﬂm Tj. ma u3 gapyre jennauuHe (17) moxemo
11061«11'14

xy=w (%, y)- (19) .

[TorpaxkumMo H3BOX MO HE3aBHCHOj MPOMEHJ/bHBOj X OMNLITEr HHTErpana, mpse
jennaunne (17). Tama umamo

0da (0 Oc
( +——p)-=0.
dy,\ox dy

CraBibajyhu ma je apyru ¢aktop ]enﬂax HyJH H ca OO3HPOM Ha NpPBH
o6pasan (5) mobujamo

xy=9 (x, y, p). . (20)

IMpernocTaBumo ja mara jennauuwna (15) WMa CHHrYJapHH HHTerpa’, OHZa
OBaj mocaefwH ca 063upom Ha (19) mMoxemo 1a HamMIEMO

afw(x,y), o[x,yw(x )=
3aT0 MMaMO H3BOJ CHHIYJapHOT HMHTErpaja MO HE3aBHCHO] NPOMEHJbHBOj X

da{ }(dc[ ]  0o[ 7]
9y, ( dx * dy )0’ 22)

jep 36or npaé jennauune (17) u (19) umamo caenehu HOEHTHTET

da{ }+aa{ } 0o ]EO
dx, 0y, 0 x,

CraBmajyhn Ja je apyru dakrop jennaunse (21) jenHak Hyau W y3umajyhu
y 063up o6Gpacue (5) MOXeMO H3BOLY CHHTYJApHOT MHTerpaza 1o He3a-
BHCHOj MPOMEH/bHBOj Ha AaMo caenelin o6aHK

w (x,y) =@ (x,¥,p), (22

Tj. OBaj mocnemwHu ce N0GHMja Kaga ce M3 M3BOJA ONUITET HHTErpa’na mo Xx, ,
(19) u u3Boza onwTer WHTerpaaa X, (20) eNHMHHHILIE BENHYHHA X,.
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HaBenumo camo jefiny npuMeny: oBe qmbeuuue Haume npnmemmo
oBa u3naramwa Ha Clairau’oBy jennauuny

y=xp—+f(p)

M eH OMITH MHTerpan y=xx,+f(x,). Jenuauuda (19) ce noGuja u3
x+f"(x,)-=0; x,=w(x).

Jennauuna (20) je x,=p a (22) w(x)=p. Tama u3 nociefwe jeIHAYHHE H
Clairaut’'oBe mo6ujamo o6pas3san

f w(x) dx=xw (x)+f [w(x)],

kojum ce h. Kapanauyuh [5] cayxuo 3a u3pauyHaBambe HEKHX HeonpeheHux
MHTErpana, Ka0 ¥ IUMpe 3a HCKopuumhaBambe 0COOMHA CHHTYJIAPHAX MHTErpana
mudepeHnujatHAX jeaHauMHa 3a CHCTeMaTCKO onpehusawe Beher 6poja
HeoapeheHux uHTErpana. '

9) Hanomumemo 1a ce u3naramwa y Taukama 6), 7), 8) Mory npHMeHHTH
M Ha TeOpHjy MapUHjalTHHX jeJHaYWHa NpPBOr peJa M Ja ce TAKO NpHume-
IeHUM METOZOM Y OBOM WIAHKY MOIy YCHOCTABHTH M JAJb€ aHalorHje
usMehy Teopuja OGMYHHX M MapUHMjanHAX AU(EDPEHUHMjaNHUX jeNHAUHHA.
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