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HEKOJ/IMKO CTABOBA O rPAHUYHUM BPEJHOCTHMA
PEBYJITAHTE ®YHKILUH]JA KJIACE H; 0<8< 1)
H JOLI HEKUX KJIACA AHAJIMTUYKHX SYHKLMJA

BOJMH JAJOBH'R, BEOIPAJ

1. ‘HMcnutyjyhu ocobune dynkuuja neuHncaBnx cTenesuM penoBuMa,
a noce6Ho Be3e usMely KkoeduuHjeHaTa TAKBOr pefa M CHHTyJIaDHTETa
oxroeapajyhe ¢yukuuje, J. Hadamard je, mehy ocranum, nokasao cre-
aehn cras [1]:

Axo cy ¢yukunje f(2) n g(2) nedunucane pexoBuma

-]

Cf(2) = 2 a2 | (1,1

v=0

g(@)= 2 by 2", : (1,2)
v=0

YHjH Cy PanuyCH KOHBEPrEHUHje ry, OAHOCHO 7, Pa3auuuTH ol 0, a IbUXOBH
OAroBapajyhu CHHIyJapHTETH Cy PECNEKTHBHO o M 8, Taza q)ym(unja F(2)
NedUHHCAHA peloM ;

@®

F(2) = Z a, b,z (1.3)

v=0
HEMa npyrnx cunrynapuTeTa OCHM raqaxa aB g

Pynknuja (1,3), kao wTo ]e N03HATO, HA3MBA Ce pe3yATAHTOM ¢yHK-
muja (1,1) » (1,2),

-E. Borel je ynornysuo 0Baj Hadamard OB CTaB [JOKa3aBLIH Xa
OH Bax He CaMmoO y 1eJ0j paBHH 2 Beh u 3a ocrazne quctose Riemann-ose
nospwu ako cy ¢ynkumje (1,1), (1,2) u (1,3) Bumwesnaune, usysumajyhu
jenuno CAyYaj KaX je HAa CBUM OCTA/NUM JMCTOBHMA ¢yuknuje (1,3) tauka
2 =0 cuurynapna. Borel je nmokasio, Takohe, na npupoia, CHHTYJIapHTETa
¢bysknuje (1, 3) 3aBucu camo ox onrouapajyhux cuury.napu're'ra ¢ym<un]a
(1,1) (12) e K Rt s S o
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Jouunje ]e G. Faber yAOTNYHHO H npeuusnpuo Te crasoe Had a-
mard-a u Borel-a
Osne hy pasmaTpaTH npoG/ieM €rsucTeHLdjeé TIPaHWIHHX BPENHOCTH l
pesyaranTe IBejy Kaaca gHanMTHUKMX (yHkumja Ha py6y o06aacTH XoJo-
- MOpdHOCTH TE PEe3y/TaHTe; y jeXHOM CrelHjanHoM cayuajy Taj npo6aem
je Beh 6uo oGpahen [2].
OBOM NpPHJIMKOM ped jeé O pajiujajHAM MJH, OMNIUTHje, YI/IOBHUM Ipa-
 HW9HMM BpeaHocTuma. Haume, ka0 mTO je Mo3HaTo, aKo je HeKa QpyHkuuja
F (2) nedunucana u xonomop¢na ynyrap jexunuusor rpyra K (|z|< 1) na
uujem ce py6y Hanasu Tauka {, a CBM HH30BH (2,) KOHBEprupajy Ka { u
npunajajy paguycy Kpyra K ¢ KpajibOM Ta4KOM { WM, ONUITH]e, OHOM ey
tTor kpyra K KOju 3axBaTa HETaH[EHTHH yrao y TOM Kpyry c TEMEHOM Y
t, Taga oBe rpaHduHe BPEAHOCTH HM30BA (Z,) 06pasyjy CKyn CBHX paiu-
jaZHMX, OXHOCHO, ONMIITHj€, CKyn CBMX YIJOBHHX TIDaHHYHHX BPEAHOCTH
¢yuxuuje F(2) y Tauku L; y cayuajy Kaj Cy CBe OBe I'DaHHYHE BpEIHO-
ctu nu3oBa {F(2,)} jennake mehy coGom kaxe ce ma Qyuxuuja F(2) mma
y Tauku { rpaHMuHy BPeNHOCT.

2. Ilo Hardy-éaom CTaBy O YONUITEHOj CPeAmOj BPEAHOCTH byHk-
uuja xonomopdHux yHyTap jeAuHuuHor Kpyra [3] umamo xa je '

2%
p(h) = gz [ 11 Pde, 850 @D
] d :

" Kax r-1, ako je dyskunja f(re'®) xonomopdua ynyraﬁ kpyra K, tazxa -
uan pg (f, r) HEOrpaHHHUEHO pacTe, MaH je nak ., (f,r) orpanudexo, Tj.

-

27 .
51— f | f(re®)Pde < C, , €= const. (2,2)
™
0

| Y oBom nocaeamem caydajy Kaxe ce na q)yuxuuja f (2) npunana kaacu Hs.

F. Riesz [4] je noxaaao na ¢yuxnuje kaace Hy 3a cee 8>0y
CKOpPO CBMM Taukama py6a kpyra K umajy rpaHdydy BPeIHOCT; Apyrum.
peunma, OHE MMajy rpaHWuHy BPEJHOCT CByrAe Ha pyGy Kpyra K wusyses
#ajsMme Ha MHOWTBY Mepe nyaa. Kax r- 1, ps (f, r) Texu oxpehenoj rpa-

" BHYHO]j Bpenﬂocru

¢ -4
A R A I I
mﬁfmr_ewn dqa==2—"J | fe®) Pdp<C, 3>0. (23)
0 0 :

"Oﬁurneiuo je Aa-cae'yﬂyrap jeAMHUYHOr KPyra OrpasuueHe aHaju-
' Tmake ¢ynxuuje Takohe rpunaxajy xaacu Hg (3a pasamunre 8). Y Husy
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UCMMTHBAMKA JOK438HO je Xa 3a pa3nMuuTe BpeaHocT 8 QyHkmuje xaace
H; umajy passe aHaiuTHuke ocob6une Kao u MmoryhsocTd aHaNUTHIKOT
u3paxaBsama. Kcro Tako, peannw neo cBake OX THX (yHknuja uma, 3a
‘pasnuyMTe BPEIHOCTH §, PA3NMUMTE AHANMTHUKE ocoGnae M pasaMuuTe
moryhsocTu AHAJIUTHUKOT H3DAXKABatba.

Pauuje cam fiokasao [2] aa ¢ynkuuja

o0
F(z)=20.,b,,z"
N 'v—o

'MMa TDaHMYHY BDENHOCT y CBHM Taukama py6a kpyra K nsysea HajBuILe
.y Tauku z = 1 ako QyHknuja

f(2)=20vz"

» v=0

npunajga knacu H,, a wena majopantaa_¢ynkuuja

2(2) = 2 b, 2
v=0

xonomopdHa je ynyrap kpyra K.
3a QJyHKun]y f (2) xnace H, je pexn

Elam

v=0

KOHBEpreHTaH. AKO je nak oBaj pex ,zmaeprenran, Taja, Kao WTo je AO-
ka3ao G. Polya, ako ce 3a b, ysuma Hausmenuwuso =+ 1, Ha py6y kpyra
K He nocToju HMjeaH CKyn Tayaka MO3WTUBHE Mepe y KojuMa ¢yHKuuja

F(2) = Za, b, v

v=0

HMa uaxaxne rpaﬂuque Bpezmocm

Y nokasy caeaehux crasoBa ncxopncrnhy n jenuy ocoﬁuuy dynk- "
nuja kiace H,,

3. QGpasyJuo pesynramy F(2) q:yuxnnja f(z) H g(2), rae Je .
f(z)-z s i e e

1-0

S



- 24 5
¢yuxuuja knace Hg, 0<8<-1, a g(2) xonomobdina dysxnuja quju ée '
‘peanHu €0 y jeNMHHYHOM KPYIy -MOXe H3Pa3uTH Poisson-Stieltjes-osum
MHTErpaioM vy b e s :

u(r )—lT 1= 6w, (3,2)
s 2:t0 1+r2—2rcos(8—9) YL ’

npu uemy je G (6) dynkuuja orpannuene sapujaumje sa 0 <H<2=.

Mosuaro je ma cy G. Evans u H. Bray yTBpAHIM HeEONmxoxHe
M IOBOJ/bHE YyCJaoBe Koje Tpe6a na HMCnymasa dynxuuja G (0) ma 6u ce
xapMonucka (yHKuMja u (r, ) MOr/Ia H3Da3UTH TFEHEPATUCAHUM Poisson-
osum unterpaiom (3,2); norom je G. Evans [5] ynpocTuo OBe yciaoBe H
JO0Ka330 [a HEONmXoJdH W I 0BOJbAH ycaoB na Gu ce xapMonucka QyHK-
Hu¥ja MOraa M3pasuTd TeHepaNTUCaHHM P oiss on-oBum wuHTerpaiom (3,2)
jecre co ‘ :

2n
fwvmndng,»r<L 33
0 . ¢ -

riae je M KOHCTaHTa He3aBHCHa O T.

HcnurajMo naa au .erancmp'ajy' rpaHugHe BPELHOCTH PE3y/ATAaHTE Ha
py6y jemunuyHOr Kpyra nomenyTux . Qpysxuuja f(2) u g(z). Haume, noka-

xumo caenehu -

~Cras 1. o Pe3yaiianiia
F(2) =E ay b, 2 (34
- v=0
. pynryuje | |
@)= 2 a2z g < (35)
X FRI% .V-'O’ Ll - & v AR %

]

~ koja fpullana Kaacu Hs, 0<8< 1,.a aHanumuiKe Qynryuje aed)uuizcaue
-y jepunusnoxn wpyry K (2| <1) 'nonis‘epr'eum'ﬁuk' pesom - - et
¥ S v":f"m“ b .

g =y b2 . B9

ve=0

¥t %5
sy e d )
;
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1 1—r2 ‘
u(r,p) = — , da (9), .
%) 2::] 1+r*-2rcos(6—¢) ®..

. -

‘yuju je peannu geo uspaxcen Poissqn-Stieltjes-oBun 'unmerp(mb.u

-

rae je G (8) ¢pynryuja orpanuvene Bapujayuje -3¢ 0 <8 < 2n, uma y ckopo!
cBuM iauyxkama Ha py6y jeRUHUMHOr KpPyra oapebene rpanudHe BPeRHOCHL.

Jloxkas. ®opmupajMo Hajnpe nox JNaTHM yc.nomma peayn'raﬂ'ry (3,4).

[To npernocraBuu je Qynkuuja

g (re®) = u(r, ®) + iv (5, 9)

xonomopdua 3a r< 1. Jlakae, peaanu neo pena

-

g(r.<p)=—(;—°+iﬁo +2 (o, +iBy)rv(cosve + isinve) .

v=1
je yHudopmMHO KOHBEPreHTaH pen
u(r, ) = % + Z'r" (o, cos v — B, sinv @)

v=1

3a r< 1.

Hmamo na je

%f u(r,9)dy,
0

f u(r,p)e” “"Pdcp v=1,2,...
2 .

R 1
oy +iBy = by = “act
Kako je
: - 4
Ge=) = S g e—,
Moxe ce 38 r < 1 nucaru bt

= f (i (s @)f(re“e"“”)}dcp a.,aw+2 a by 2,
) v=1
rae je z=pel®, p=r2, 0§p<1 ‘Ila‘Kne, peX Ha JECHO]
¢ ‘TauHowhy 10 aquTHBHE KoHCTauTe, o6amka (3, 4)

- L

3,7)

3.8)
89

,+(3,10)

CTpaHu je,



Caza hemo pokasatu na je WHTErpal Ha J€BOj CTPaHH penaunje
(3,10) orpanuuen.

Ho npernocrasun, f (z) npunaga xaacu Hs, 0 <8 < 1. Ceaka pynk-
uuja f (z) xnace Hs(8 > 0) Moxe ce HanucaTd y OGNHKY _

f@=B@- ¥, e
rae ]e B (z) Blaschke-opa q)yuxuu]a

B () =2[] o e SR 3 ' (3,12)

Tj. pynkumuja koja je ymyrap kpyra K (| z| < 1) xonomopdua u Taxsa
na je | B(2)| <1, a ckopo y cBuM TaukamMa Ha py6Gy TOr Kpyra uma
rpasuudy BpeaHocT 1 u yHyTap kpyra K Hyae 2, u 2, (k=1,2,...), a
¥ (2) je dyukuuja knace Hsy xoja Hema nyaa yuyrap kpyra K. Jlakne,
© 3@ MHTerpaj Ha JeBoj cTpaHd pexanuje (3,10) umamo, ¢ 063upoM Ha pena-
auje (3,11) u (3,12),

Uu (h9)- B () ¥ () dp | =
: |

2n 5 .
flu(r.<p)|-|wz)|dq>. (3,13)
0

Hanumemo au
§ -
2

h (2) =lv@IE, (3,14)
MMaMO 12 je, HA OCHOBM pexauuje (2,3), '
' 27 ’ 2n .
L fﬁz(z)d<p=if|q/(z)1w’q,<c, 2z = rel®, (3,15)
2z ) - 2z ). ‘

Axo ca h* (z) 06eNexXHMO HajMamy xapmonncxy Ma]opau'ry cy6xapMOHHUCKe
' Q)yuxnn]e h(z) TO je, K20 WITO je MO3HATO, W

1 2 ) -1 *2 ‘ . !
ﬁfh (z)dq»sﬂfh @dp<e, f:<i @19
0 - . 0 s T

- Mowro cy. 3a cpe r < 1 byuknuje h*2 (rel®) nbamuaue M MHTErpaju
: s : 2

f 4 re19) dg

0
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orpasudenu, a dyuxuuje h*2 (rel®), kana r +1, Texe (pyﬂxuujnﬁ" (e®®) 3a 4

ckopo cBe 0, To je Oynkumja h*2(e?) unrerpaGuasa y Lebesgue -0BOM

CMHCay, T€ BaXH NO3HATA Hejenuaxocr P, Fatou-a [6]:
1 h*’ (e®) dd < l— h*2 (re'®)de < C. (3,15")
2n , ~— 2x
[ f

Iakae, pyuxuuja h* (e®) npunaga knacu L,.
Kako je ¢yukmuja h(z) O3HTHBHA, TO jé, Kao IITO.je MO3HATO, H
1

dynkuuja hd, 0 <8 < 1, Takohe cy6xapmouucka (QyHKUHja y jeXUHHIHOM :
KPyry ¥ iheHa- HajMalkba XapPMOHHCKA MajopaHTa y OBOM KPyry Je rakohe
h* (2), Tj.

hg(z)éh*(z), l2]<r<1, 0<8< 1. (3,16)
Ha ocuosn (3,14), (3,15), (3,15") u (3,16) umamo na je g # o

21 . 2%
1 2 1 -
2—,;}IU(r,cp)Ihﬁ(z)depé_ﬂflu(r,?)w*’(Z)d?- (3,17)
0 0 o

* Kako ce xapMOHHCKa Q)yﬂxuujd h#(z) moxe wuspasuTu Poisson-oBum
HHTErpajiom

(@) - o= j B () ey, (3,18)
' 2n " 1-2rcos(8—9)+r? A L

0

' To u3 (3,18) Ha ocHoBu Schwarz-ose HejeqHakoctd A06ujamo

. ,

1 1-r? ' .
h*2 o h*2 (e?® de’ = lcp;,
(z)%2“f (e ) 1—2rcos(0 q))+r’ - .,z Sk
0
takohe je u
2n
5 [ 1ueo e to 5
2n /
o’ - \ - ¢
1 f . R N :
5 alr, — [ o (eto £ ]d . (3,19
2”[ [ (rq»)l of ) e gAY - B
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rae Poisson-Lebesgue-oB uHTe€rpan MoxxeMo MajopupaTdH OBaKo

27

/1 . 1-r2
h*s (") o
2n 1-2rcos(0-@)+r2 =
) | 14r 1 f ' '
< - [ b2 ey ap, (3,20)
—1—-r 2=
0

Ha ocnosu (3 19) u y3umajyhn y 063up (3,3), (3 15”) u (3,20) uMaMo

——f|u(r cp)lh*’(re“") de <MC l r<l. (3,21)
Jlakze, uarerpan

1 r 1 —

g [ 11D 1@ do S IEL <1, @y

2% s 1 —
orpauuqeﬂ. jé y jenuHHdHOM Kpyry.

36or pexanuje (3,10) je u dyukuuja
o, a, +‘2 a,b, 2
. =1

OrpaHuueHa y jeaﬁunqﬂom.xpyry, a ojarie cienu Ja je m Qynxuumja F(2)
Takolje orpaHuueHa.

[Towrto pexosu {(3,5) u (3,6) umajy panuyc kouseprenumje 1, To u
pen (3,4) Ha ocHoBu mo3nator crasa J. Hadamard-a, uma rakohe pa-
Iuyc Kousepreuunuje 1. :

Nakae, nowto je dyuxumja F(z) xonomopdua u orpasHuueHa yHyTap
]EJ.I.HHH‘!HOI" Kpyra, oHa, mo crasy [7] P. Fatou-a, uma na py6y jexu-

HHYHOT Kpyra CKOPO y CBMM Taukama oipehene pagujanne rpaHu4He Bpex-
HoctH. OBuM je cras 1 IOKa3aH.

Mpumepnba 1. Kako dyukiujy orpanMuene Bapujanuje y ozxpehesom
WHTEPBANY MOXNEMO HAMMCaTH y 0GJMKY pasiuKe ABEjy NMO3UTHBHHX Orpa-
HuueHux pactyhux QyHKUMja y TOM MHTEpBANY, TO.M3 Te UHMIbEHHIE npo-

- H3Ja34 1a je ycaos (3,3) neonxomaH u AOBOJbAH Ad ce ]enﬂa XapMOHHCKA
_ ‘(bymm;u]a ¥ * jeaunnynom. KPYTy MOXe " uapasum Ka0 'pa3iuka fBejy no-
;| 3HTHBHHX xapuouucxux Q)yuxuuja y TOM Kpyry. :
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Hpyrum peuuma,. Kaaca (QyHKIHja XaPMOHHCKHUX yHyTap jeauHuuHOr
Kpyra Koje ce u3paxasajy nomohy Poisson-Stieltjes-oBor uurerpaaa nokaana
Ceé C KJaCOM XapMOHHCKHX (DYHKIMja KOjeé C€ MOry MpeTCTaBHTH y O0GIHKY
pasnuKe aBEjy NMO3MTHBHHX XapMOHHCKMX @yHKIHMja. 3aTo ce cTaB 1 moxe
HCKa3aTH M Ha ciaenehu HauwmH:

CtaB 1. — Pesyalianiia
F(z)= 2 ay b, 2¥
v=0
pyHryuje o
- » f(2) = ay 2"
v=0

koja dpudiaga wkaacu Hy, 0<<8 <1, u ¢ynryuje g(2) itoja‘ je pasnura
ABejy y jeAUHUYHOM KDPYry Xxoaomopgrux ¢ynryuja g.(2) u g, (2) wuju cy
oaroBapajyhu peanxu AenoBu Ho3uluBHU, uma y CKORO CBUM TAYKAMA -HA
py6y jeaunudnor kpyra ojpehexe rpavuyHe BpeaHOCTIU.

lpumenba II. Axo je xapmosucka ¢yHkuuja u(r, p) NO3UTHBHA
YHyTap jeJMHHYHOr Kpyra, €BHAEHTHO je xa je ycaoB (3,3) 3a10BO/bEH.
¥Y3mumo caza y 063up dyskuujy g(2) Koja je nedunucana pegom

2(2) = 1+‘2b;zv -
g v=1

KOHBEPr€HTHHM YHYTap jeIHHHYHOT prra K v uMa NO3MTHBAH peajaH Aeo

u(r,9), z=rel®, 1j. g(2) je dynkuuja knace R. Opa xapmonncka dyuxnuja
) ,

voou(r,e) =1 +2 (ay cos ve - B, sinvg),

y=1.

¢yHskumja knace P, y Teopuju paBHOr MOTEHLMjaja Hrpa, Kao mTo je mo-
3Haro, ucrakayry yaory. C. Carathéodory je mcnurao o6nact BapH-
jabunnocTn Kkoeduuujenata.a,, B, M OAPEAUO HEONXOXHE M AOBObHE
ycnose noA Kojuma (ynkumja nedunucaHa ropmHM pEAOM  Npunaga
Knacu P. ;

H‘ailomeuumo aa ca g(2) npmianajy KJacu R,Taxoh'e u g(ze®)

(¢ peanno), g(z") (n 1I€0 NOSHTHBAH 6poj), ——l——a ] L j.g (€) dag.
£@) - zJ

\



~ Hcro mako, ca g (z) (i=1,2,..., n) xinacu R npunmaza u

| ACTAC I A
Jakane, ca
1-22

-22zcos ¢ + 22

N

a@=12 o a)-

npunana kaacu R n dysxnuja

1— -
V1—2zco:<p+;==l+2' { Py(cos ¢)—Py_, (cos¢) } 27,

Vem 1

rae cy P, Legendre-oB# nosuHOMH.

Y Be3u ca npumen6om II MoXKeMO KOHCTAaTOBATH Ja je y craBy 1
canpikad '

CraB 2. — Pe3yalianiia
F@= Y abz
. v=0
Pynryuje
f&) = ¥ a2 :
Cov=0

koja Gpullaga knact H5,7 0<8<L1, u ¢ynryuje g(2) rnace R, mj. ¢ynx-
yuje xola je megpunucana pepom

"g(@) =1+ Eb ¥
v=1

\konaeprenmnu.u_ yuyliap jepunuynor kpyra K u roja uma fo3uilluBan peanax
' Jeo,— uma y cropo csum Uaykama Ha py0y oBor kpyra ozpehere rpasuine

- Bpeanocllw

EBunentso je aa y osom cayuajy yuecro penauuje (3,22) umamo
! i . . l
——fu @ <P)|f(re"")ld<p£Cl+' r<l.
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QUELQUES THEOREMES SUR LES VALEURS LIMITES DE LA

RESULTANTE DE FONCTIONS, APPARTENANT A LAJCLASSE

Hs; (0 <8< 1) ET ENCORE DE CERTAINES AUTRES CLASSES
DE FONCTIONS ANALYTIQUES'

par VOIN DAIOVITCH, BEOGRAD
Résumé

Dans cet article Pauteur démontre quelques théorémes concernant
I'existence des valeurs limites de la résultante des certaines classes de fon-
ctions analytiques sur le contour du cercle-unité.

1. Théorédme 1. — Soient les fonctions f (z) et g(z) defmtes par les

f(z)-iauzj et g()- zbzv | (1), 

V= v=0

séries

f(z) étant une fonctton de classe Hy, 0 <6 < l, c.-a-d. une fonctzon telle.
qu on a ; :

g 2 : 2% il s &

. L, . »6 ) _}_ 7 s 1 -y §

lim 2-,}[ |Fre®)[* dy = 2ﬂflf(e“’)vl B0y L
0 s "
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et g (2) étant une série convergente dans le cercle-unité, dont la partie réelle
peut étre représentée par lintégrale de Poisson-Stieltjes: :
: - 2n

1 1—r2 . ‘
= 0), _ 3
u(r,9) Qﬂofl_zrcos(e_?)_“zd(}() | 3)

oit G(8) est une fonction a variation bornée pour 0 <6 <2n; alors la
résultante F (2), définie dans le cercle-unité par la série '

@

F(2) = 2 -a,, b, 2, 4)
ve=0

a dans presque tous les points de la circonférence || =1 des valeurs limites
bien déterminées.

Démonstration. — D’aprés la supposition, la fonclion

g(reiﬁp)= u(r’ (P)+ iv(r,cp)
est holomorphe pour r< 1 et par suite la série

u(r,e) = %' + Zguvcos ve — B, sin vy) v
v=1 . '

converge uniformément pour tous r<Cl; pour les coéfficients de cette -
série on a les formules ' '

-1 27 ,
=1 [uCo)
. ¢
0

Gy 1By =By = —— ["u(r, 2) e-v®dp, v =1;2,3,.:. ©)
-oowmry
Puisque f (rei®—®) =‘2a.,rv elv@=®  on peut, pour r<1, écrire
v=0
i 21 i : Y _
2 J (12 9) - {r =) do = aga, + N a,bu2, ©
7 ! : B v=1 .

ot z=pei®, p=r}, 0<p<l.

Donc, la série dans-le second membre de la ré]_&tfén (5) définit, 2
une constante additive prés, la résultante (4) des fonctions (1).
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Nous allons démontrer que lintégrale dans le premier membre de
la relation (5) est bornée. — D’aprés la supposition, f(z) appartient a la.
classe Hy, 0<8< 1. Toute fonction de classe Hs(8 >0) peut s’écrire
sous la forme

f@)=B(2)-¥(2), )

¥ (2) étant une fonction de classe Hj et sans zéros dans le cercle-unité,
et B(z) signifiant la fonction de Blaschke, holomorphe et telle que
|{B(2)| <1 dans le cercle-unité; en plus, B(z) a dans presque tous les
points de la circonférence |z| = lune valeur limite égale 2 1. — Donc, en
tenant compte de la relation (6) et de la propriété citée de la fonction:
B(z), on a pour l'intégrale (5):

2 2 ) N
| [ee0 8@ v@de|~ [laCol 1v@Ia. @
0 0

En posant
S
h(z) =¥ (2|2, 9)
.on a, d’aprés la relation (2),
1 2z
5o f h? (re"") do = — f | (re!®)ddp < C, z=re'®. -~ (10)
T

/

La fonction subharmonique h (z), qui satistait a la relation (10), a dans
le cercle-unité une majorante harmonique. En désxgnant celle-ci par h*(2),
on a, comme c’est connu,

’

2n . 2n ‘
1 [ gerydp < - [ 02 (revydo<C, [z]<1. (1)
2% 2% :
0 : 0 s &

Pour tous r <1 les fonctions h2(re!®) sont positives et les inté-
grales

2z
: f h? (re'®) dep
0

_ , =
sont bornées et, en plus, pour presque tous 8(0 <0< 2x) les fonctions
A3 (re!®) tendent, d’aprds (10), vers la limite A?(ef®); il en résulte que la

Becwnk maTemaTHuapa B QR3HGApA, ‘ 3
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' ’fonctidn 'h® (e®) est intégrable aw sens de Lebesgué dans [Pintervalle
‘ -0$9§2u et que la bien conimue mégahté de Fatou [6]

ax
—fm( e®) do < fh’(re“")dcp(C (12
0 ' ;
.est valable dans cet intervalle.

Pmsque la fonction f(z) est positive dans le cercle-unité, on em

' conclut .comme cest connu, que la fonction hb(z), 0<8<1 est, elle
aussi, une fonction subharmonique dans le cercle-unité ayant de méme
h* (2) comme la plus petite majorante harmonique dans ce cercle, c.-a-d.

h%(z) < h*(2), 12| < r< 1. (13)

Par suite des relations (9) — (13) on a

, 2n 1 2%

—l-flu(r,w)lh"(re“")dvé —l—flu(rm)lh*’ (re®) do, <1 (14

2n 2n :
0 . 0 \ .

La fonction harmonique h*(rei®) peut étre représentée par Finté-
-grale de Poisson

» =_ * | P=n . ’
1 (rei®) fh (19)1 Freos - el (15)

. par suite de I'inégalité de Sewary et de (15) on obtient

1 b—p?
h*2 (rel?) < —- h*’ el® de;, r<1.
™ (re?) S oy ( )1 2rcos(e o+ b £

0

De méme of_l'a_ '
: 2n . R
1
o f 1utr9) |47 ) do <
2n :
0

<L 1-rt
2 f 1-2rcos (6~ q>)+r’
0

1 A ,
(e ol f 1 @) - ) } dp. i (16)
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oul nous pouvons lintégrale de Poisson-Lebesgue majorer de la facon
suivante:

2n
1 (1-r®)de 1+r lf,,,, 16
h*’ - . — h e d0, "<1. 17
2nf ( )l—2rcos,(9—¢p)+r’é 1-r 21:0 € ‘( )

G. Evans [9] a démontré que pour la représentation d’une fonction
u(r, ¢) harmonique dans le cercle-unité par I'intégrale de Poisson-Stieltjes
la condition nécessaire et suffisante est que

2
ifla(r,«p)mgzw, | - (18)
211:0

M étant une constante indépendante de r.. En tenant compte de ce falt-Cl, :
ainsi que des relations (16) et (17), on obtient

=T

ﬁflu(r,q»)'l 12 (re' ") dp < MC l‘*', e, (19) °

Par conséquent, on a

2n
iflu(r,wl-u(re"")ldq»sMc”’ . or<1, . (20)
2xn 1—r "
0

c.-3-d. dans le cercle-unité I'intégrale dans le premier membre de (20) est
bornée. Il est aisé de conclure, en tenant compte des relations (20) et (6),

que la fonction
@®
a, a, +2 a, b,z
v=1

est bornée dans le cercle-unité; il en suit que la résultante considérée (4)
est aussi bomée dans ce cercle et, par conséquent, on la peut représenter
dans le cercle | 2| <1 par I'intégrale de Cauchy.

Les séries (1) ayant les rayons de convergence égaux a 1, on conclut,
d’aprés,lle théoréme de J. Hadamard sur la détermination du rayon

de convergence des séries de Taylor, que la série (4) a aussi le rayon de
convergence égal A 1,



Donc, étant holomorphe et bornée dans le cercle-unité, la fonction

F(z)=2avb,;V

Va0

a, d’aprés le théoreme de Fatou [7], dans presque tous les points sur
le contour de ce cercle, des valeurs limites radiales bien déterminées,
c. q £ d '

Remarque. — Puisque une fonction 2 variation bornée dans un in-
tervalle donné peut s'écrire sous la forme de la différence de deux fonc
tions positives, bornées et croissantes dans cet intervalle, il en suit que
la relation (3) denne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une
fonction harmonique dans le cercle-unité puisse s’écrire sous la forme de
la différence de deux fonctions harmoniques et positives dans se cercle.
.Autrement dit, la classe de fonctions harmoniques dans le cercle-unité re-
présentables par I'intégrale de Poisson-Stieltjes coincide avec la classe de
fonctions harmoniques représentables sous la forme de la différence de
deux fonctions harmoniques positives; c’est pourquoi nous pouvons énoncer
le théoréme 1 de la fagon suivante: ‘

~

Théoréeme 1. — La résultante

, F(z)==2avb,z"

ve(

f(2) = 2 ay2¥

v=0 =

appartenant & la classe Hy, 0 <8 <1, el de la fonction g(z) qui est la
différence de deux ‘fonctions g, (z) et gs(2) holomorphes dans le cercle-
unité et ayant des parties réelles positives, — a dans presque tous les points
sur la circonférence z=1 des valeurs limites bien déterminées.

de la fonction

]

2. 1l est évident que, si la fonction harmonique u (r, ¢) est positive
dans le cercle-unité, la condition (3) doit étre satisfaite. En tenant compte
" maintenant de la fonction g (z) définie par la série

©
g (2) = oy + Eb,zv,

v=1
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convergente dans le cercle-unité et ayant la partie réelle u(r, ¢) (z=re'®)
positive (c.-a-d. g (z) est une fonction de classe R), on reconnait aisément,
particulierement pour o = 1, la fonction harmonique

\

u(r,p)=1+ E'r"(a\,cos ve - By Sin‘vcp),

v=1
_jouant un rdle considérable dans la théorie de potentiel.

Avec g(z) appartiennent A la classe R aussi les fonctions: g (z¢/®)
(¢ réei), g (z2) (n entier positif) et —(1; De méme, avec g;(2) (i=1,
g(z

2, ..., n) appartient a la classe R encore

4

V& @) & @) - 8n(d)-
Par conséquent, avec

1-22
V1-2zcos ¢ + 22

1-2
&1 (2) 1tz 8:(2)
a la classe R appartient aussi la fonction

o 1-z
V1 -2z cos ¢ + 22

=1+ {Py(c05 9);~ Py (c05 9)) 2,

v=1
P, désignant les polynomes de Legendre. |

En tenant compte du précédent, on petit constater que le théoréme 1
contient le théoréme suivant.

Théordme 2. — La résultante

F () = Za,b,z"

i

de la- fonction
9 [

f@=Yaz

y=0
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appartenant & la classe Hy, 0 <8<, et de Ia fonction g(2) définie par
la série : ; s .

g(z)=-—-1+2b\.z"
' yml

‘convergente dans le cercle-unité et ayant ‘la partie réelle positive, — a
dans presque tous les points de la circonférence |z| = 1 des valeurs limites
bien déterminées.

Evidemment, dans ce cas on a, au lieu de la relation (20), l’inégalité

1+4r

1-r’

2n .
%fﬂ(r,w)-lfre“”)ldwéc' r< L.
: .
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