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0 JEDNOM MATEMATICKOM ASPEKTU ZENONOVE APORIJE
AHIL |

ERNEST STIPANIC, BEOGRAD

1. Kratki izvod Zenonove aporije Ahil nalazi se u Aristotelovoj Fizici.
On, u prevodu B. Petronijevi¢a [1], na srpsko-hrvatskom jeziku glasi: .

.(AKo postoji kretanje) najsporiji ne moZe nikada biti dostignut qd"
najbrzeg. Jer nuZnim na¢inom mora onaj koji goni najpre stici (tamo)
odakle je posao onaj koji bega, sa Cega ¢e sporiji biti nuZnim nacinom
uvek ispred (brZeg)“. '

Nije poznat originalan tekst pomenute aporije, jer je izgubljen spis
u kome ga je Zenon izloZio. Poznati komentator Aristotelove Fizike, Sim-
plicije, opsirno se zadrZao u svojim komentarima na pomenutoj_aporiji.
Na osnovu tih komentara B. Petronijevi¢ je dao hipotetitku rekonstrukeiju
originalne formulacije aporije Ahil, koja bi, prema toj rekonstrukciji, na
srpskohrvatskom ‘jeziku, trebalo da glasi [2]: ,

,Ako postoji kretanje, ni najsporiji ne moZe nikada biti dostignut ni
od najbrzeg. Jer onaj koji goni mora nuZnim nacinom, pre nego Sto do-
stigne (onog koji bega), najpre do¢i na mesto odakle je posao onaj koji
bega. A ako se pretpostavi, da se razdaljina izmedu' njih moZe smanjivati
u beskonaénost, ne samo da Ahil nikada ne moZe sti¢éi Hektora, nego (ne
moZe sti¢i) ni kornjacu®,

- Ova je formulacija po formi i.po sadrZaju u sustini ekvivalentna sd-
formulacijom aporije Ahil koju susre¢emo u nau¢noj i filozoiskoj literaturi.
Zato ¢emo se u daljem izlaganju njenog teksta drZati.

Aporija Ahil, kao i druga poznata Zenonova aporija Dihotomija
bile su predmet filozofskih rasprava mnogih filozofa, naprimer: Aristotela,
Hegela, Frontera-e, Evellin-a, Lenjina, Bergsona, Russel-a i Petronijevica.
Dobro je poznata uloga koju suodigrale te aporije u stvaranju i razvoju
infinitezimalne metode u matematici klasi¢ne Grike. P. Tannery, L. Brun-
schwicg, A. Rey, F. Enriques, P. Rufini, R. Mandolfo, S. Luria, H. Zeuthen,
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H. Hasse, H. Scholz, O. Toeplitz i drugi tretirali su pitanje uloge i zna-

¢aja pomenutih aporija u razvitku gréke mattmatike IV i Ill stoleca pre n. e.
Ovde nas ne interesuju logi¢ki i filozofski aspekt aporije Ahil, kao

ni pitanje njene uloge u razvoju gréke matematike, ve¢ nam je namera

da je smatematic¢ki tretiramo u opstijem obliku od onog koji se do sada

javljao u nau¢noj i filozofskoj literaturi.

2. Neka je Ay, A,, Ay, ... A, jedan niz usastopnih poloZaja Ahila i
Ky, Ky, K,, ... K, korespondentni niz uzastopnih polozaja kornjace.

U nautnoj i filozofskoj literaturi [3] matematitko tretiranje aporije
Ahil se zasniva, eksplicitno ili implicitno, na pretpostavci:

(1) K Ki=q-A_ A (Ai=Ki_,,0<qg<]1,i€EN)

Ko Kl K1—1 Kfl—l K"
Ao Al A2 Ai An '

gde je N skup prirodnih brojeva. Takvim nalinom tretiranja praktiéno se,
dakle pretpostavlja da se matematicki smisao aporije Ahil direktno i jedino

iscrpljuje beskrajnim nizom A, K,:

(2) Ao Ky, AoKo‘q, AgKy - g%, ... AgKyqn, ...

odnosno, beskrajnim redom Y, A, K, :
: n=0
(3) Aﬁo‘l‘l‘lo_Ko'q-l-A;?o-qz-{—...+Ao—Koqn+,,,=A;']_(0 qn.

n=0

*3. Mi ¢emo matematicko tretiranje pomenute aporije uopstiti na nacin
kako sledi, iako je u osnovi za njeno logicko i filozofsko tretiranje dovo-
ljan niz (2), odnosno red (3). )

Podimo zato od pretpoStavke:

4) K Ki<A_(A<A_ Ki_,+Ki_ K, (i€N)

‘koja je ocCigledno opstija od pretpostavke (1) i nalazi svoju opravdanost
u formulaciji aporije Ahil :

Ko Kl K[_1 K] Kn_] K"

A4, A, A, A, A,
Stavimo i sad _
Ai_ Ay <o Ki—, K; ,
i K. | A Ko (@) (i € N))
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fada uslov (4) poétaje
O<a()-k(H<I ..
ili ‘
{9 - o0<qi <1,
gde je g (i) = a (i) =k ()*. Kako je
A A - Ki, K;

188 7 M T _g(@) (EN
| A K, g (EN)
l 3

I_—Ai—l Al - Kl'—l Kl =1 = q(')

Ay Ki_,y S
odnosno

—_— A ﬁ' 1-40)

i—1 i—1

4o dobijamo beskrajni niz
(6) ~ CAk=Ak, [T - (1=1,23,...)

{=1
©dnosno, beskrajni red

0 N ik =2k D [l 1-001 @O =0

n=0 n=0 [=0

Iz pretpostavke (1) sledi da niz A,K.~0, kad n»oo. Sad se postavlja
* pitanje $ta biva sa A,K,, kad n- oo, ako je A. K, niz oblika (6)? S obzi-
rom na uslov (5) i poznatt stav u teoriji beskrajnih ptoizvoda [4] odgovor
na postavljeno pitanje potpuno je sadrZan u stavu:

Da bi }Aﬁ,,»o, kad n- oo, .potrebno je i dovoljno da red f: q (i)
divergira. =

Dakle, da bi red (7) konvergirao potrebno je da red i q (i) divergira.

le=l

%) Ako se taka A; nalazi levo od tadke Ki—,,, onda je o<a<l, a ako se
_ ,npalazi izmedu tataka Ki— i Ki, onda je a(i)>1. Oba slutaja stoje u saglasnosti s for-

" mulacijom aporije Ahil. - Tk , '
, Né uzimamo.u obzir sluaj u kome se talka A; moZe halaziti i na desno od tatke K1,
jer nife u saglasnosti s formulacijom aporije Ahll, mada ga, sa &isto matematickog stano-

vista ima smisla tretirati.
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Kako za svako n > 1, zbog uslova (5), vaZi nejednakost

n+1

[To-am<J]0-qw]
i=1 ' ==

.

to se primenom Olivier-ovog stava [5] na red (7) neposredno dobija:

Da bi red (7) konvergirao potrebno je ne samo da f[ [1 -¢q@®]-0,
’ {=1

vée i da n-TI[1 - g ()] >0 kad n-oco.
) fme1
Najzad primenom koli¢nickog Cauchy-evog kriteriuma konvergencije
[6] na red (7) neposredno se dobija :

Ako je ) :
0 < lim g(n) < lim g (1) << 1

n—wo n—-yoo
onda red (7) sigurno konvergira. Medutim, ako je

lim g (1) = 0

n—-»wo
pitanje konvergencije reda (7) ostaje otvoreno.

S obzirom na znaCenje funkcije ¢ (i), koje smo joj dali u matema-
titkom tretiranju aporije Ahil, jasno se vidi kako sé Cauchy-evom kolic-
nickom kriteriumu konvergencije, u teoriji beskrajnih redova, moZe dati
tumacenje koje je u neposrednoj vezi s aporijom Ahil.

4. Ako je a(i)=1/,i k()=0, tj. g(i)=1/, za svako i € N, onda to
prakti¢no pretstavlja slu¢aj aporije Dihotomija, a ako je a(i)=1ik()=gq,
tj. ¢(#) =g, onda se posmatrano, generalisano, iretiranje aporije’ Ahil svodi
na, u literaturi, ve¢ poznato matematic¢ko tretiranje iste aporije.

Niz autora, naroCito onih koji su proucavali razvitak matematike u
klasi¢noj Grékej, medu kojima u prvom redu pominjemo P. Tannery-a [7),
H. Zeuthena [8] i F. Enriquesa [9] istakli su i zastupali misljenje implicitno,
odnosno eksplicitno, da je u aporijama Dihotomija i Ahil anticipiran -
osnovni stav [10] na kome je izgradena metoda ekshaustije, kao infi-
nitezimalna metoda u matematici anticke epohe. Ovde moZemo -podvuéi
de takvom miSljenju daje potpuniju logi¢ku i matemati¢xu opravdanost
generglisano matematicko tretiranje aparije Ahil o kome $mo u ovom radu
'~ govorili, no $to je 'daje uobitajeno tretiranje zasnovano na pretposiavci (4),
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