#3D
VAL 7

—/

Werk

Label: Article
Jahr: 1954
PURL: https://resolver.sub.uni-goettingen.de/purl?311570321_0006 | log20

Kontakt/Contact

Digizeitschriften e.V.
SUB Géttingen

Platz der Gottinger Sieben 1
37073 Gottingen

& info@digizeitschriften.de


http://www.digizeitschriften.de
mailto:info@digizeitschriften.de

Bulletin de la Société des mathématiciens
et physiclens de la R.P. de Serbie
Vol. VI, 1—2 (1954), Beograd

TPAHCIIEHAEHTHU BPOJEBU U AUDPEPEHLIMJABUIIHOCT
JEAHE ®AMUIIMJE ®dYHKIUJA. POPMUPAIHE JEAHOI CKYIIA
TPAHCHEHAEHTHUX BPOJEBA*)

CHMOH RETKOBH®R, BEOIPAL

Y oBOM paAy uub HaM je Aa dopMupaMo 1To mnpocTthje GyHK~
yuje, 1 TO PYHKUMje OA UMEHHOUA' PauUOHATHUX 6bojeBa Koje he umaTu
cinepehe HeoOuyHe ocoOuHE: IPEKUMAHE CY Y CBUMA PALMOHANHUM Tay~
KaMa a AudepeHyujabuntie y yHampeA AATOM KOHAYHOM CKYTY TpPaHC~
LIeHAEHTHUX OpojeBa Kao U y jou CBYAa rycTo pacmnopebeHuM Taukama.
3atuM HaM je uMib Aa obpasyjeMo CBYAAa rycro pacmnopebeHe Tpanc~
LleHAeHTHe OpojeBe y Kojuma oBe QyHkuuje Hehe Outu Audepenuuja~
OunHe MAKO CY HENpPeKUAHe.

A

1.1. CBakoM peanHoM 6pojy ¢ dopmupahemo tbeMy oaroBapajyhu
Hu3 g, (n) Ha cnepehu Hauuu:

.| d .. )
g, (n) = min — — 2|, TAe ce d mMetba y cKkymy uenux 6pojeBa

" TAKoO AQd je - # a; n je npupopan 6poj. OBaj HU3 HazBaheMoO: HU3 Ty~
crohe Opoja a.
Csakom g, (n) dArosapaiY ABa nena 6poja d; u d; + 2 TakBa Aa je
d d
B <a<hEE,
na je .
ga(n)=min!—g~—a <—’1;——>0, 3a n—>o0, - (1)

3Haun Aa je nus g,(n) Hyna HU3 3a CBako 4.

*) CaomwureHo Ha Il KoHrpecy maremaTHuapa H ¢usuuapa ®HPJ y 3arpeby (4—9°
okTo6ap 1954).
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HanmomumbeM Aa oBaj Hu3 ryctohe yBemxo KapakTepHule jeAaH
TPAHCUEHACHTAH OPOj Y OAHOCY HA CKYI PaLUOHANHHX 6pojeBa.

1.2. OsHaunmo ca § KoHauaH CKYN TPaHCLEHAEHTHHX 6pojeBa Koju
CY AaTH YHAIpeA.
1.3. Youumo nus f (1) aechunucan Ha crnepehu Haumh :

f ()= min (gg (n), 0 "), @)
rAe ce § Mewa y ckyny S.

2. O6pasyjmo peanty dynkuujy F,(x), Ha cnepaehu naumn:
F(x) =0, 3a x upauuonanas 6poj,

Fy(x) = —3]-'1‘ (%), kapa je x payuonanan 6poj obnuka q£ (P je ueo

6poj, P u ¢ y3ajamuo mpoctu 6pojesu).
3. Osge he Guimiu iokasano xa je gymnxyuja F (x) augepenyujadunna
Y yHaipen npaidom KOHAHOM CKyidy wpaﬁcqeuzzenwuax Opojesa S xao u y

jowr cBypa zycao pacuopelenum Opojesuma wuaxo je GpeKugHa y cBUMA pa-
YUuoHanHuM Wauxkama.

4. Hexa je & jeaan op 6pojeBa ckyma S.
4.1. Ako je x upauyuonanas 0poj pazmuuut op § Taaa je

Fs(x) —Fs (§) 0
x—E% -~ x-L ° )

jepje u F,(x) =0 u F (8 =o.

4.2. Kapa je x pauuonanan 6poj obnvika —z—- UMaMo

1
iﬂw—ﬂ©’=ﬂ@ RO <l
T x—% lx—g __gl 9 'E—él\q

q q

; 1
Jep je mpema (1) u (@) Fr(x) = f (@) >0mo0<f@< |, — 3 l
Kako oko cBakor peantor 6p01a @ MOCTOjU jeAHa OKONUHA (a — 8 a +9),

raeje 8§ >0, v KOjoj ce He Hanasu HWjeAaH payuoHanaH 6poi Y TAaKaB

AQ MY je MMEHMNIAl MatbM OA YHAIIPEA AATOr IPOM3BOIHLHOT BCIIHKOI‘
6poja N (Bugeru [2] cTpana 54), MPOU3UNAZH Aa

g— o0 Kapa x — & (5)
[Ipema Tome '

Fs (x) — Fs (8)
x—§

— 0 Kapa X — §,
{
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jep je
Fs (x) — Fs (§)
x—§
43. U3 4.1. 1 4.2. cneayje Aa je

i Fe Q) =R @
x—$ X — g ,
a u3 Tora cieayje Aame Aa je 3aucra dynkuuja Fs (x) Aud:epenunim
funHa y cBUMA Taukama ckymna .
5. Aa 6u mokazamu Aa je dynkumja Fs (x) Aucdbepenyujabunta u y
anreGapckuM MpanMOHANHUM Taykama kxopuctuhemo ce Liouville~oBum

< q——>0 KaAa ¢ — oo,

ctaBoM: Ako je % pauMoHanan a § amrebapcku 6poj peaa k Tapa He-

je AHAKOCT

1
<’q_kq:1

P

E

“Ma CaMO KOHAYHO MHOTO Pellietha MO HEMO3HATO] —
Us oBor cTaBa ClieAyje Aa cBakoM anrebapckom 6pojy & peaa k oaro-
Bapa jeana oxomuna (§—8(8), §+8(%)), ¥ kojoj Baxu HejeaHauuHa

1
> gkt ’

=i
57q

3a cBe pauuoHande 6pojebe Te okomuue. Ho kako je

1 1
;I'q— Wsaq>k+1

TO je u

-2 />3 @*H<5@n4>k+t‘

Youumo UM capa oHy okonuuy 6poja § vy xojoj je

g>k+1u é——% !

>?‘¢T

1 ozHauuMo je ca §; (§) umahemo aAa je
P

— 3
g~ q" 2
Kaaa je x upatponanan 6poj umaheMo Aa je

F,(X)—F,
x—.

<8 ). (6)

_r
¢ q

®) I_o, jep je Fs(X) =0 u Fy (¢) =o.
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Axo je x pauvonanan 6poj u ako je

| x —&| <8 (%)
TaAa je
) . ’
gL I=F,(x)=5"(‘”<1_
x—5 |x—¢| ‘E_;)’ q
q

jep je

f(q)<Lq<I£—‘é OAHOCHO f(9) <1

el
q N

[IpeMa TomMme je .
im () — Fs &)
x—§ x—5§

=0’

a U3 Tora crneayje Aa je dynkuuja Fs (x) audepenuujabunia u y anre~
bapckuM WpauMOHaNHMM TaukaMa Koje Cy CBYAQ TYCTO pacrnopehene
(BupeT cmuune pokase y [1]).

6. Kako je
Fs (x) = ;—'f (9) >0, 3a x payuonanan 6poj, U KaKo ce y CBaKoj

OKONMHM TaKBOT X Hanasu 6ap jeAHo X; upauuoHanHo 3a koje je Fs (x;) = 0,
10 je dynsumja Fs (X;) mpekuaAHa y CBUMa pauMOHANHUM TaukaMa.

7. Uz 4, 5. 1 6. creayje aAa je TBphetbe MoA 3. 3aucTa TauHo.

b

8. dopmupaheMo capa Heke TpaHCUEHAGHTHE GpojeBe y KojuMa
dynkumja Fs (x) nehe 6utn AucbepenuujabunHa Mako je HempexuaHa.
8.1. Osnauumo ca h () Hajsehu 6poj obmuka m~™(m 1 n MPUPOAHMU

6pojeBn, n > 1), Koju nuje Behu oA %.f (n). Heka je

h,(n)=h(’%n)) u hk+1(")=’;(,ﬁ),

rAe je k npupoAén opoj.

. . S
C 063upom Aa je n p—m = 1™ IPUPOAAH 6poj 1O je u e @

poaan 6poj 6ehu oA 1jep je u n > 1. Yaumajyhu v o63up (2) umahemo:

npu-~

A < fW< o= <

’
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naje u
by (n) < OAHOCHO 1(’1) 9. (7)
Us
CleAu v 1 |
k41 (n)<_+_'(hk1(n)) hin hi (n) - 1 . T
hy (n) . (m)’"‘ (n)
OAHOCHO
B () <2 he(r) (8)

1
jep fe h—(F) > 9
Hanmomenumo Aa je Ak (7) >0, wro je jacHo u3 came Ae(bunuuu]e
3a hy (n).
U3z (7) u (8) cneau

th (n) <1, 3a cBako n> 1.’
k=1

Apykuunje peuyeHo moOCTOjU HU3 OpojeBa
i
a(n) = lim ’th(n), n>1
i—»00 k=1
M 4IaHOBU TOTa HW3A Npunapajy uxrepany (0, 1).

8.2. [lokazaheMo Aa cy unaHoBu HuU3a « (7) TPAHCUEHAEHTHU Gpo~
jeBu. -

8.21. Y3MUMO jeAHO KOHCTAHTHO 1 U theMY OAroBapajyhu 6poj a (n).
YouuMo 3aTuUM theMY OAroBapajyhu Huz 6po]eBa a (1) (! npupoaan 6poj)
AeuHMCcaH Ha cneAehu HauMH :

a(l)= Ehk (n).

UnanoBu Hu3a @ () cy paumonansu 6pojesu jep je A (1) paynonanan 6poj.

Youumo uynan a (/) nuza o (/) u nokaxumo Aa je tberoB HMMeHMIal]
¥ 1(n) (Kaa, roBopuMO O MMeHMOUY - HEKOTr pauuouannor 6poja npermo~
CTaBIbaMO Aa je T4 -06poj Harmcan Y oﬁnux\z q’ pug y3ajaMHO mpo-

" cru yemu 6pojesn.)

7
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Kaxo je h(n) obnuka ,-,im to je hy(n) obnuka n'"1‘ 7, OAHOCHO hi ()

1 .
obnuka o m o mg» CTICAH AQ je

1 ' i ,I_I__,'"i
1) — o1 . 1 n
a(l) = —_— = .
k=1 _m.IIm, m-IIm; k=1 1II m;
n = n j=1 =1
i
HUJIH I m, 1
24 i'“l m'IIml
. e
a(l) = + 1 n
H ™
[lpousunasu aa cy 1 .
m
- ni=1 t m- 11 m;
+1 u o =
k=1 Hml

nt=!

y3ajaMHO mpocTty 6pojeBu jep KaA He 6U O Mopanu 64U GUTH AeBUBM
ca HexkMM umHMoueM 6poja 7 a 1o je Hemoryhe jep mpBu oA oOBuX Gpo~
jeBa Huje ca wuM AembuB. (Kap roBopuMO O UMHMOLMMA HEKOr IIPUPO~
AHOr Opoja MUCIIMMO HA UMHHUOLE PAsIUYUTE OA 1).

; o g 1
[IlpeMa ToMe uMenunaly pauyuoHanHor 6poja a(l) je ()
8.22. Us :
< 1
(n) —a(l) = hy (n h =9h|— |
. e —a0= 3 ) <2hn@ =3 ()<
1
b () () =0 —L ©)
. ( 1 )hl n)
: i (n)
MPOU3NA3HU . 1
altj—alljc———
1 Ya,®
(ht(")) :
Us : ‘
' a(n) = lim > h, (n)
° |~ o0 g k

CIeAYje. Aa Ce Yy CBAaKoj okomuHM .G6poja « () Hamase CKOPO CBU una~
HOBM Hu3a a(l), ma a(n) He Moxe 6utu anreGapcku 6poj jep 6u (9) 6uno
Y cynporsoctu ca (6). [Ipema ToMe AonasuMoO AO°3aKibyuka AQ CY CBH
, 4NaHoBW HM3a  (n) TpaﬂcuenAeumn 6pojesu.
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8.3. llokaxuMo Aa dynkuuja Fs (x) HemMa HM3BoAa Yy unaHoBUMaA
Huza o (n).

3a o(n) uran Huza a(n) v 3a x€ nuza a(l) umamo

F()—Flam) _ _Fs@®) _ Fo(e®) o F@®)
x—a(n) a(l)— a (n) > 2 hayny (n) =
/‘lk (I‘l)
1 kST
@) _ e _ 1
2 kg (n) 2 ht1) (n) 2’
OAHOCHO
Fs (’;) :01:(53 () —;;, npoMeHIbUBa X € a (I), (10)

KoHcTaHTa & (n) € Huza o (n).

3a x € upéuuouanﬂux opojeBa UMaMo

Fs (x) — Fs (@ (n))
x — o (n)

=0, (11)

Ilpema (11) 1 (10) 3aKbyuyjeMO AQ He MOCTOjH,

im - Fo 00— Fy (5(@))
x— a(n) x—a(n)

To ject dynkuuja Fs (x) HeMa M3BoAa ¥y Taukama Huza o (n).
9. UnanoBu Hu3a '

P n
Bn) =0t 2
TAE CYy M, U Ny MA KOja ABa IpupopHa 6poja, Takohe cy TpauciieHAGHTHU
6pojeBu. YouuMo M HU3 pauMoHANHUX 6GpojeBa '
b(l) = a(l) + M
()=a() 4 P

HUMAMO AQ je:

F—FG@) _ RGO _ FGO) _
x— B (n) b()—B() a()—a(n)
_ Fs(@®). 1 2
_m, saxe‘b(l)nh-l—(n)>n ,

na mnpeMa ToOMe cb\zﬂxuui'a’ Fs (x) nehe uMatM Hu3BoAa Y TaukaMma
Huza B(n).

’
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10. Hs zoprez cnepu pa domoky Husosa B(n) Mosemo obpasopamu
CByAa-zyciio paciopehere WpaHcyeHfeHTIHe Opojese y Kojuma pyukyuja
Fs (x) nehe oumiu augpepenyujadunna u axo je Augepenyujabunna Ha cKyay
WpancyenleHIiHuX Opojesa S kao u'y anzeGapckuM UPAYUOHATHUM THAYKAMA.
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LES NOMBRES TRANSCENDANTS ET LA DIFFERENTIABILITE
D’UNE FAMILLE DE FONCTIONS. FORMATION D’UN ENSEMBLE
DES NOMBRES TRANSCENDANTS*)

par SIMON CBTKOVIC, BEOGRAD
Résumé

Le but de cet article est la formation des fonctions, aussi simples
que possible, & savoir des fonctions des dénominateurs des nombres ra~
tionnels, lesquelles jouissent des propriétés intéressantes que voici: elles
sont discontinues dans tous les points rationnels et différentiables dans un
‘ensemble {ini des nombres transcendants, donné d’avance ainsi que dans
un ensemble de points partout dense. De méme, on forme I'ensemble de
nombres transcendants partout dense dans lesquels les fonctions en que~
stion ne seront pas différentiables, malgré qu'elles soient contlnues On
fait ce qui préceéde de la maniére suivante :

»

1°* Pour tout nombre réel a on forme la suite gqa (1) —-mmlg——- a,
suite de denslté du nombre @, oit d varie dans I'ensemble des nombres
entiers avec F = a, n_étant un nombre naturel.

Ensuite, on considére la suite

f(n) = min (gg (n), "),

*¥) Communiqué au II Congrés des mathématlclgns et physiciens de la R. F.P. de You-
: goslavle, Zagreb, (4—9 octobre 1954)
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olt § appartient & un ensemble fini et arbitraire S des nombres trans-
cendants donnés d’avance.

Apres cela on forme la fonction réelle Fs (x) que voici :
Fs (x) = 0, pour x irrationnel ;

Fs (x) = % f(q), pour x = %, p nombre entier, ¢ naturel et p et ¢
premiers entre eux.

Cecl étant admis, on démontre que la fonction Fs (x) est difiéren~
tlable dans un ensemble des nombres transcendants S donné d’'avance,
ainsl que dans un ensemble de points partout dense, quoiqu’elle soit dis~
continue dans tous les points rationnels.

- 2° Si h(n) désigne le plus grand nombre de la forme n—m (m et n

nombres naturels, 7 > 1 avec # (n) <% f(n)) on construit une suite des
suites

he (n) = h {1/he— (n) },

et avec elle la nouvelle suite suivante

i
a(n) = lim D hy (),

[ —+ 00 k=1

Mettant & profit la suite des nombres rationnels

! i
a(l) = z hi (),

on démontre que les o (n) sont des nombres transcendants. Au.moyen de
ces nombres (1) on forme, a la fin, I'ensemble partout dense des nom~
bres transcendants et on démontre que la fonction Fs (x) pour ces nom~
bres n'est pas différentiable. -
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